Geometrie Krivky

Elipsa

Vyklad

Definice a ohniskové vlastnosti

e prostorova definice (viz obrazek vlevo nahore): elipsa je prusecnou kiivkou rovinného
fezu na rotacni kuzelové plose, jestlize fezna rovina neni kolmé k ose rotacni kuzelové
plochy a rovina s ni rovnobéznd jdouci vrcholem mé s kuzelovou plochou spolecny
pouze vrchol (nebo jinak: odchylka roviny fezu od osy je vétsi nez odchylka povrchovych

piimek)

e ohniskovd definice (viz obrdzek vpravo nahore, ktery ukazuje tzv. zahradnickou kon-
strukci elipsy): elipsa e je mnozinou vsech bodu v dané roviné p, jejichz soucet
vzdalenosti od dvou ruznych pevnych bodu Fi, F, je roven danému cislu 2a, které je

vétsi nez vzdalenost bodu Fi, Fy; symbolicky zapsano:

e = {X € p; |F1X| + |F2X| = 2@,0 < |F1F2| < 2@}
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Konstrukce a zakladni pojmy

e na vodorovné piimce o, zvolme bod S a od néj na obé strany soumérné nanesme dveé
libovolné zvolené vzdalenosti; blizsi body oznacme F}, F5 a nazvéme je ohnisky elipsy,
onémi pevnymi body, o nichz se mluvi v ohniskové definici; vzdalenéjsi body ozna¢me
A, B a necht pro jejich vzdalenost plati |[AB| = 2a; pak je |F1A| + |FRA| = |FLA|+
+|F1B| = 2a, a podle definice je bod A bodem elipsy e; totéz lze ukazat pro bod B a
body A, B se nazyvaji hlavni vrcholy elipsy (elipsa v nich m4 nejvétsi kiivost); piimka
01 = AB = F} F; je hlavni osa elipsy a bod S je jeji stied (elipsa je podle néj stiredové

soumeérnad)
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A Fy S R Fy B 01
M, s

e sestrojme dalsi obecné body elipsy: na tsecce FiF; zvolme pomocny bod R, vezméme
do kruzitka polomér délky |AR| a opisme ¢tyti oblouky kruznic kolem ohnisek Fi, Fy;
zménme polomér na délku |RB| a proved me totéz — kolem ohnisek protnéme piedchozi
¢tyti oblouky; ziskdame tak ¢tyii body My, Msy, M3, My, kde napt. pro M, plati |Fy Ms|+
+|FyMs| = |AR|+|RB| = 2a (analogicky pro My, Ms, M,); podle ohniskové definice tak
snadno muzeme jinou volbou bodu R konstruovat dalsi a dalsi body elipsy e; zvolime-li
bod R v nékterém z ohnisek, dostaneme timto zpusobem hlavni vrcholy A, B; pii volbé
bodu R (na hlavni ose 01) mimo usecku F} Fy se prislusné kruhové oblouky neprotnou
a neziskdme tak zadné dalsi body elipsy
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02

M,

M, M

e provedeme-li predchozi konstrukci pro R = 5, ziskdme pouze dva body — vedlejsi
vrcholy C, D elipsy, které lezi na vedlejSi ose 0y L 01,5 € 0g; délka a = |SA| se
nazyva délka hlavni poloosy a objevuje se také jako délka prepony FiC' v tzv. cha-
rakteristickém trojuhelniku FSC elipsy; délka jeho odvésny SC' se nazyva délka
vedlejsi poloosy b = |SC| a délka odvésny F1.S uddva tzv. excentricitu (vystiednost)
e = |F1S] elipsy (pro e — 0 se elipsa bliz{ kruznici, naopak pro e — a se elipsa blizi
k tsecce); z pravoihlého trojihelnika F1SC a Pythagorovy véty vyplyva vztah mezi

délkami poloos a excentricitou elipsy: a? = €% + b?
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01

My

e pro dalsi konstrukce vyberme napt. bod M; a sestrojme ptimky £} My, Fy My, coz jsou
tzv. pruvodice bodu M,; ty rozdéli rovinu na ¢tyti uhly, vzdy dva protéjsi vrcholové
shodné; thel, v némz lezi stted S (nebo 1hel k nému vrcholovy) oznaéme w a nazvéme
ho vnitini dhel privodica bodu Msy; néktery z ihlu vedlejsich k hlu @ ozna¢me w

a Tikejme mu vnéjsi thel privodict bodu M,
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01

M. 4 ]wr'i

e da se dokazat, ze osa t vnéjsiho ihlu w pruvodiciu bodu M, je soucasné teénou elipsy
v bodé Ms; ptimka n L t je pak normalou elipsy v bodé M, a souc¢asné osou vnitiniho
uhlu @ pruvodicu bodu Ms; to plati v kazdém bodé elipsy a toto tvrzeni je shrnuto

v déle uvedené Véte 1
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01

M. 4 ]wr'i

e na zdkladé predchoziho odvodme dalsi vlastnosti elipsy: sestrojme body @, Q2 soumeér-
né sdruzené s ohnisky Fj, F podle tecny t a oznacme prislusné paty Py, P, kolmic Q1 F3,
Q)2 Fy spusténych z ohnisek Fy, F} na teénu t (tj. stiedy tsecek Q1 F», Q2F}); z osové
soumeérnosti pruvodi¢u bodu M, podle teény ¢ plyne, ze bod @ lezi na primce FyMs a
bod @2 padne na pruvodic FyMs
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01

e diky osové soumérnosti je |[MoQ1| = | My Fy|, a tudiz plati |F1Q4| = |F1Ms| + | MaQq] =
= |F1 Ms|+| My Fy| = 2a; totéz 1ze ukazat v kazdém bodeé elipsy, a vechny body soumérné
sdruzené s ohniskem F5 podle tecen elipsy tedy lezi na tzv. idici kruznici g;(F}, 2a);
analogicky dostaneme |FyQs| = 2a a muzeme sestrojit druhou fidici kruznici go(F2, 2a),
na niz lezi vSechny body soumérné sdruzené s ohniskem F; podle tecen elipsy (viz
Véta 2); usecky SPy, SP, jsou po fadé stiedni piicky trojihelniku Fy FoQq, Fi F2Q2 a
pro jejich délky tedy plati: [SP| = Pl = o = 2%l

kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji tecny lezi na tzv. vrcholové kruznici v(S, a)

(viz Véta 3)

= |SP,|; obecné shrnuto, paty
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01

e pro jednodussi a péknéjsi vyrysovani elipsy sestrojme v jejich vrcholech oblouky tzv.
hyperoskulac¢nich kruznic: trojihelnik ASC doplnme na obdélnik ASCFE, vrcholem
E vedme kolmici k tihlopiicce AC' a urceme jeji priseciky 1,2 s hlavni a vedlejsi osou
elipsy; bod 1, resp. 2, je pak sttedem oblouku hyperoskula¢ni kruznice ve vrcholu A, resp.
ve vrcholu C' (oblouky ve vrcholech B, D doplnime soumérné podle stfedu .S, konstrukce
neni v obrazku provedena); tyto oblouky pfiblizné nahrazuji prubéh elipsy v blizkém
okoli vrcholu a jejich konstrukce vyrazné prispéje k vytazeni soumérné krivky (a ne
néjaké brambory“); alternativni zpusob konstrukce bodu 1,2 je popsan v nasledujicim
kroku
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01

O

e body 1,2 je mozné sestrojit také takto: kolem vedlejsitho vrcholu C' opisme oblouk
kruznice o poloméru a = |SA| (prochdzi obéma ohnisky) a protnéme jej obloukem
kruznice o poloméru b = |SC| opsanym kolem hlavniho vrcholu A; piimka, kterd spo-
juje pruseciky sestrojenych oblouku (jednim z nich je bod E), je pak kolmice k piimce
AC' (kterou pii pouziti tohoto zpusobu neni potieba sestrojovat) a ta protind hlavn{
a vedlejsi osu elipsy v bodech 1,2; na zavér je vytazena elipsa e, coz lze provést od
ruky, nebo pomoci vhodného kfivitka, anebo uzitim tzv. zahradnické konstrukce:
dva konce provazku délky |AB| = 2a se upevni do ohnisek a pohybujici se hrot tuzky,

ktery napina provazek, opisuje elipsu. ..
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Véta 1

Te¢na (norméla) v bodé elipsy puli piislusny vnéjsi (vnitini) ihel pruvodicu.

Véta 2

Mnozina vSech bodu soumeérné sdruzenych s jednim ohniskem elipsy podle jejich tecen je fidici
kruznice elipsy o stiedu ve druhém ohnisku a poloméru 2a.

Véta 3

Mnozina vSech pat kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji teény je vrcholova kruznice

elipsy.

ReSené ulohy

Tecny k elipse danym bodem

Piiklad: Bodem X ved'te te¢ny k nenarysované elipse e, kterd je ddna hlavnimi a vedlejsimi

vrcholy.

e zvolme stfed S, vodorovné hlavni osu oy, na ni hlavni vrcholy A, B, svisle vedlejsi osu
0o L 07 a na ni vedlejsi vrcholy C, D; rovnéz zvolme bod X, z néhoz pomoci vyse

uvedenych vét povedeme teény k zadané elipse

o
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e nejprve doplinme ohniska Fi, F; elipsy: ta lezi na hlavni ose 0; a na kruznici o poloméru
a = |SA| opsané kolem vedlejsiho vrcholu C,| tj. plati |F1C| = |F>C| = a

C
N Iy
A Fy S B 01
[}
X
D

e podle Véty 2 lezi body soumeérné sdruzené s ohniskem F, podle hledanych tecen na
fidici kruznici g, (F1,2a = |AB|); soucasné musi mit od bodu X vzdalenost |F>X]|, a
musi tedy lezet také na kruznici k(X |F>X|)

9
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e kruznice gy, k se protinaji v bodech Q, Q'; stredy P, P’ tisecek F5Q, F5Q)’ jsou paty kolmic

spusténych z ohniska Fj, na hledané tecny a podle Véty 3 lezi také na vrcholové kruznici

v(S,a)
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e pro body T,T" dotyku tecen t,t" s elipsou plati: T' =t N F1Q, T" = t' N F1Q’; piimka
F1Q), resp. piimka F1@Q)’, je vlastné jednim z pruvodi¢u bodu 7', resp. bodu T’

t

e nyni jiz muzeme doplnit oblouky hyperoskula¢nich kruznic ve vrcholech a vyrysovat
elipsu e, kterd se v bodech T, T” dotykd tecen t,t" vedenych z daného bodu X

t
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Alternativni zpusob reseni: vystacime pouze s vlastnostmi Véty 3, tj. s nalezenim pat P, P’
kolmic spusténych z ohniska F5 na hledané tecny; body P, P’ musi lezet na vrcholové kruznici
v(S, a) a soucasné na Thaletové kruznici sestrojené nad prumérem F, X; pro body T, 7" dotyku
pak plati: T e t, W T || SP a T € t', [T || SP’; roli obou ohnisek lze také prohodit, zalezi

na konkrétnim zadani a velikosti nédkresny; zkuste si jako cviceni. ..

Diskuze: pokud se kruznice ¢;(F1,2a), k(X,|XFy|) (ptipadné go(F,2a), k(X, | X Fi|)) proti-
naji ve dvou bodech, resp. se dotykaji v jednom bodé, resp. nemaji zadny spoleény bod, pak
bod X lezi ve vnéjsi oblasti elipsy e, resp. bod X je bodem elipsy e, resp. bod X lezi ve vnitini
oblasti elipsy e, a lze jim vést dvé ruzné tecny, resp. jedinou (dvojndsobnou) te¢nu, resp. jim
nelze vést zadnou tecnu k dané elipse e. Pfi alternativnim zpusobu feSeni rozhoduje o poctu

tecen vzajemna poloha vrcholové kruznice v(S,;a) a Thaletovy kruznice nad prumérem Fp X
nebo F1X.
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Tecny k elipse daného sméru

Piiklad: K nenarysované elipse e, kterd je ddna hlavnimi a vedlejsimi vrcholy, ved'te tecny

sméru s (tj. rovnobézné s piimkou s).

e zvolme stied S, vodorovné hlavni osu oy, na ni hlavni vrcholy A, B, svisle vedlejsi osu
0y L 01 a na ni vedlejsi vrcholy C, D; rovnéz zvolme smér s, s nimz maji byt hledané

tecny rovnobézné

09
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e nejprve doplinme ohniska Fi, F; elipsy: ta lezi na hlavni ose 0; a na kruznici o poloméru
a = |SA| opsané kolem vedlejstho vrcholu C, tj. plati |F1C| = |F2C| = a

Zpracoval Jiti Dolezal 17



Geometrie Krivky

e podle Véty 2 lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F, podle hledanych tecen na
ridici kruznici g, (F1, 2a = |AB]J); soucasné musi lezet na kolmici k& vedené ohniskem F,
kolmo k danému sméru s; alternativné bychom mohli hledat body soumérné sdruzené
s ohniskem Fi, které musi lezet na fidici kruznici go(Fs,2a) a na pfimce vedené timto

ohniskem kolmo ke sméru s

01
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e pifmka k protind kruznici g; v bodech Q,Q’; stiedy P, P’ tsecek F>Q), F5Q)' jsou paty
kolmic spusténych z ohniska F3 na hledané te¢ny a podle Véty 3 lezi také na vrcholové
kruznici v(S, a); pti feSeni této tilohy bychom vystacily pouze s Vétou 3 a tedy s body
P, P' = kN w; to v ptipadé, ze néktery z bodu @, Q" vychdzi mimo ndkresnu; my zde

ovsem chceme demonstrovat také uziti vlastnosti Véty 2

02

01
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e nyni jiz muzeme sestrojit tecny ¢,¢', kde ¢t | t' || s (tj. t L k,¢' L k)a P e€t,P €t
zvidavy ¢tenar si muze do obrazku dokreslit alternativni variantu feseni: paty kolmice
vedené ohniskem F} kolmo ke sméru s padnou na sestrojené tecny t,t’ a soucasné na

vrcholovou kruznici v(S, a)

02

01
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e pro body T,T" dotyku tecen t,t s elipsou plati: T = t N F1Q, T' = ' N FQ’; piimka
F1Q), resp. piimka F1@Q’, je vlastné jednim z pruvodi¢u bodu T, resp. bodu 7”; souc¢asné
plati ;AT || SP,FAT || SP" a navic jsou tecny t || t' stfedové soumérné podle stiedu
S elipsy, z ¢ehoz vyplyva S € TT'; v této tloze je tedy mozné sestrojit pouze jedno
feSeni na zakladé ohniskovych vlastnosti a druhé lze snadno doplnit pomoci stredové
soumérnosti; konstrukce vztahujici se k uziti alternativniho feseni pomoci druhého oh-

niska jsou prenechény ctenari jako cviceni...
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e nyni jiz muzeme doplnit oblouky hyperoskula¢nich kruznic ve vrcholech a vyrysovat

elipsu e, kterd se v bodech T, T" dotyka tecen t,t’ rovnobéznych s danym smérem s

O

Diskuze: Ridic{ kruznice 91(F1,2a) a piimka k, vedend ohniskem F; kolmo k libovolné danému
sméru s, se vzdy protinaji pravé ve dvou bodech, a tloha ma tudiz vzdy pravé dvé reseni
soumeérnd podle stiedu S elipsy e; k témuz zavéru lze dojit pri uziti alternativnich zpusobu

feSeni — tj. pomoci druhé tidici kruznice go, nebo pomoci vrcholové kruznice v.
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