Geometrie Krivky

Hyperbola

Vyklad

Definice a ohniskové vlastnosti

e prostorova definice (viz obrdzek nahore): hyperbola je prusecnou kiivkou rovinného
fezu na rotacni kuzelové plose, jestlize fezna rovina mé takovou polohu, zZe rovina s ni
rovnobézna jdouci vrcholem protina kuzelovou plochu ve dvou ruznobéznych primkach

(nebo jinak: odchylka roviny fezu od osy je mensi nez odchylka povrchovych piimek)

e ohniskova definice: hyperbola h je mnozinou vSech bodu v dané roviné p, pro néz
je absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti od dvou ruznych pevnych bodu Fi, F; rovna

danému ¢islu 2a, které je mensi nez vzdélenost bodu Fi, Fy; symbolicky zapsano:

h = {X < p; HFlX‘ — ’FQXH =2a,0 < 2a < ‘Fngl}
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Geometrie Krivky

Konstrukce a zakladni pojmy

e na vodorovné piimce 0; zvolme bod S a od néj na obé strany soumérné nanesme dvé li-
bovolné zvolené vzdélenosti; vzdalenéjsi body oznac¢me F, F» a nazvéme je ohnisky
hyperboly, onémi pevnymi body, o nichz se mluvi v ohniskové definici; blizsi body
ozna¢me A, B a necht pro jejich vzdalenost plati |AB| = 2a; pak je ||[F1A| — |FLA|| =
= ||F1A| — |F1B|| = 2a, a podle definice je bod A bodem hyperboly h; totéz lze ukazat
pro bod B a body A, B se nazyvaji vrcholy (nékdy se pouzivé i privlastek hlavni)
hyperboly (hyperbola v nich ma nejvétsi kiivost); piimka oy = AB = F| F» je hlavni
osa hyperboly a bod S je jeji sted (hyperbola je podle néj stiedové soumérnd)
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Geometrie Krivky

e sestrojme dalsi obecné body hyperboly: na hlavni ose 0; mimo usecku FjF5 zvolme
pomocny bod R, vezméme do kruzitka polomér délky |AR| a opisme ¢tyfi oblouky
kruznic kolem ohnisek F}, Fy; zméfime polomér na délku |BR| a provedme totéz — ko-
lem ohnisek protnéme predchozi ¢tyti oblouky; ziskame tak ¢tyti body My, My, Mz, My,
kde napf. pro M plati ||Fi1 M| — |FyMs|| = ||AR| — |BR|| = |AB| = 2a (analogicky
pro My, M3, M,); podle ohniskové definice tak snadno muzeme jinou volbou bodu R
konstruovat dalsi a dalsi body hyperboly h; zvolime-li bod R v nékterém z ohnisek, do-
staneme timto zpusobem vrcholy A, B; pii volbé bodu R uvnitt tsecky F} F; se prislusné

kruhové oblouky neprotnou a neziskame tak zadné dalsi body hyperboly

Wi M
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Geometrie Krivky

e vrcholem A vztycme kolmici na hlavni osu 0y a sestrojme jeji pruseciky Uy, Us s kruznici,
kterd ma stied v bodé S a polomér |SF|; piimky u; = SU;,us = SUs, jsou pak tzv.
asymptoty hyperboly — tecny, které se ji dotykaji v nekonecénu; hyperbola je osové
soumérnd také podle vedlejsi osy oy L 01,5 € 09; délka a = |SA| se nazyva délka
hlavni poloosy, délka usecky AU; se nazyva délka vedlejsi poloosy b = |AU| a
délka tsecky F1S udéva tzv. excentricitu (vystfednost) e = |F} S| = |SU;| hyperboly;
z charakteristického pravoihlého trojihelnika ASU; a Pythagorovy véty vyplyva vztah

mezi délkami poloos a excentricitou hyperboly: a? = e? — b?
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Geometrie Krivky

e pro dalsi konstrukce vyberme napt. bod M; a sestrojme primky F} Msy, F5 My, coz jsou

tzv. pravodicée bodu M,; ty rozdéli rovinu na ¢tyii uhly, vzdy dva protéjsi vrcholové

shodné; hel, v némz lezi stied S (nebo thel k nému vrcholovy) ozna¢me w a nazvéme
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Geometrie Krivky

e da se dokdzat, ze osa t vnéjsiho tthlu w pruvodicu bodu M, je soucasné teénou hyperboly
v bodé My; piimka n L t je pak normalou hyperboly v bodé M, a soucasné osou
vnitintho thlu w pruvodicu bodu Ms; to plati v kazdém bodé hyperboly a toto tvrzeni

je shrnuto v nize uvedené Véte 1

Q!

01

Véta 1
Te¢na (norméla) v bodé hyperboly puli piislusny vnéjsi (vnitini) hel pruvodicu.
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Geometrie Krivky

e na zdkladé piedchoziho odvod'me dalsi vlastnosti hyperboly: sestrojme body Q1, Q2 sou-
mérné sdruzené s ohnisky Fy, F} podle teény ¢ a ozna¢me piislusné paty P;, P, kolmic
O1Fy, Q2F; spusténych z ohnisek Fy, F7 na teénu t (tj. sttedy tusecek Q1F», Q2F1);
z 0sové soumeérnosti pruvodi¢t bodu M, podle tecny ¢ plyne, ze bod @)1 lezi na piimce
F1 M5 a bod Q3 padne na pruvodic £y M,

01
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Geometrie Krivky

e diky osové soumérnosti je |[MyQ1| = | My Fy|, a tudiz plati |F1 Q4| = ||Fi M| — [ M@y || =
= ||FA M| — |MaFy|| = 2a; totéz lze ukdzat v kazdém bodé hyperboly, a vsechny
body soumérné sdruzené s ohniskem Fj podle tecen hyperboly tedy lezi na tzv. Fidici
kruznici g;(F}, 2a); analogicky dostaneme |FyQs| = 2a a muzeme sestrojit druhou ridict
kruznici go(F5,2a), na niz lezi vsechny body soumérné sdruzené s ohniskem Fj podle
tecen hyperboly (viz Véta 2); dsecky SP;, SP; jsou po fadé stiedni pricky trojihelniku
FiFQ1, FiF2Qy a pro jejich délky tedy plati: |[SP| = P&l — ¢ = 2@l — 1 gp;
obecné shrnuto, paty kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji tecny lezi na tzv.

vrcholové kruznici v(S,a) (viz Véta 3)

U1

01

Véta 2

Mnozina vSech bodu soumérné sdruzenych s jednim ohniskem hyperboly podle jejich
tecen je Tidici kruznice hyperboly o stfedu ve druhém ohnisku a poloméru 2a.

Véta 3

Mnozina vSech pat kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji teény je vrcholova
kruznice hyperboly.
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Geometrie Krivky

e pro jednodussi a péknéjsi vyrysovani hyperboly sestrojme v jejich vrcholech oblouky
tzv. hyperoskulac¢nich kruznic: staci vést bodem U; kolmici k asymptoté u; a urcit
jeji prusecik I s hlavni osou o hyperboly; bod 1 je pak stredem oblouku hyperoskulacni
kruznice ve vrcholu A (oblouk ve vrcholu B doplnime soumérné podle stiedu .S, kon-
strukce neni v obrdzku provedena); tyto oblouky pfiblizné nahrazuji prubéh hyperboly

v blizkém okoli vrcholt, ale jejich konstrukce neni tak uzitecna jako u elipsy

01
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Geometrie Krivky

e na zaver je vytazena hyperbola h (pfesnéji feceno jeji ¢ést), coz lze provést od ruky, nebo
pomoci vhodného ktivitka; pi tom jsou dulezitym voditkem préavé asymptoty, k nimz se
smérem od vrcholu hyperbola stéle pfiblizuje, ale dotkne se jich az v nekonecnu (v jejich
nevlastnich bodech); zkusme si predstavit hypotetickou cestu po hyperbole, napt. na
kole: vyjedeme z vrcholu A smérem k bodu M;, projedeme jim a pokracujeme dale
k asymptoté u;; dejme tomu, ze se nam podaii dojet do jejiho nevlastniho bodu, kde se
ji ,konecné® dotkneme, chvilku si odpocineme, piece jen to byla nekoneéné dlouha cesta,
a vydame se dal zapocatym smérem, tj. musime se od asymptoty u; zacit vzdalovat,
projedeme bodem M3, vrcholem B, bodem M, v némz se dotkneme sestrojené tecny t,
podruhé prijedeme do nekonecna, tentokrat do nevlastniho bodu asymptoty us, jiz se
v ném dotkneme, a ptres bod M, se vratime zpét do vrcholu A; hyperbola je tedy také
(podobné jako elipsa) uzaviend kiivka, kterd se skldada ze dvou vétvi oddélenych dvéma

nevlastnimi body. ..

01
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Geometrie

Krivky

ResSené tlohy

AL/
N

Tecny k hyperbole danym bodem

Piiklad: Bodem X ved'te tecny k nenarysované hyperbole &, kterd je ddna svymi vrcholy a

ohnisky.

e zvolme stied S hyperboly, vodorovné hlavni osu o, na ni hlavni vrcholy A, B a ohniska
Fi, Fy, svisle doplime vedlejsi osu o L 01,5 € 0q; rovnéz zvolme bod X, z néhoz pomoci

uvedenych ohniskovych vlastnosti povedeme tecny k zadané hyperbole

09
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Geometrie Krivky

e podle Véty 2 lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F, podle hledanych tecen na
fidici kruznici g, (F1,2a = |AB|); soucasné musi mit od bodu X vzdalenost |F»X]|, a
musi tedy lezet také na kruznici k(X, |F»X|); analogicky bychom mohli k feseni pouzit
druhou Fidici kruznici go(F»,2a) a kruznici o poloméru |F; X | opsanou kolem bodu X

(tato varianta neni v obrazku zakreslena a je prenechdna ¢tendii jako cviceni)
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Geometrie Krivky

e kruznice gy, k se protinaji v bodech Q, Q'; stredy P, P’ tisecek F5Q, F5Q)’ jsou paty kolmic
spusténych z ohniska Fj, na hledané tecny a podle Véty 3 lezi také na vrcholové kruznici

v(S,a)

02
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Geometrie Krivky

e nyni jiz muzeme sestrojit tecny t = X P,t' = X P’, pro néz plati: ¢t L Fp,Q,t" 1L F,Q';
z toho je vidét, ze body P, P’ musi lezet také na Thaletové kruznici sestrojené nad
prumérem X Fy; pro feseni tlohy lze tedy vystacit pouze se vztahy uvedenymi ve Véteé 3;
tento alternativni postup je opét ponechan ¢tenari jako procviceni ohniskovych vlast-

nosti hyperboly
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Geometrie Krivky

e pro body T, 7" dotyku tecen t, ¢ s hyperbolou plati: T = tNF1Q, T' = t' N F1Q’; piimka
F1Q, resp. piimka FiQ)’, je vlastné jednim z pruvodi¢u bodu T, resp. bodu T’; navic
plati TFy || SP, resp. T'Fy || SP’, a pii konstrukei bodu T, 7" dotyku tak vystac¢ime jen
s body P, P’, které muzeme sestrojit alternativnim zptsobem naznac¢enym v predchozim
kroku

01
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Geometrie Krivky

e pro presnéjsi vyrysovani jsou doplnény asymptoty u; = SU;, uy = SUs, kde body Uy, Us
lezi na kolmici k ose 0; vedené vrcholem A a na kruznici o poloméru |SF}| opsané kolem
stiedu S

01
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Geometrie Krivky

e nyni jiz muzeme doplnit oblouky hyperoskulacnich kruznic ve vrcholech a vyrysovat ¢ést
hyperboly h, kterd se v bodech T, T dotyka tecen t,t" vedenych z daného bodu X

01

Diskuze: pokud se kruznice ¢;(Fy,2a), k(X,|XFy|) (ptipadné go(Fs, 2a), k(X, | X Fi|)) proti-
naji ve dvou bodech, resp. se dotykaji v jednom bodé, resp. nemaji zadny spoleény bod, pak
bod X lezi ve vnéjsi oblasti hyperboly A, resp. bod X je bodem hyperboly A, resp. bod X lezi
ve vnitini oblasti hyperboly h, a lze jim vést dvé ruzné tecny, resp. jedinou (dvojndsobnou)
tecnu, resp. jim nelze vést zadnou tec¢nu k dané hyperbole h. Pti alternativnim zpusobu feseni
rozhoduje o poctu tecen vzajemnd poloha vrcholové kruznice v(S,a) a Thaletovy kruznice
nad prumérem F>X nebo Fi.X.
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Geometrie Krivky

Tecny k hyperbole daného sméru

Piiklad: K nenarysované hyperbole h, kterd je ddna svymi vrcholy a ohnisky, vedte tecny

sméru s (tj. rovnobézné s piimkou s).

e zvolme stred S hyperboly, vodorovné hlavni osu o1, na ni hlavni vrcholy A, B a ohniska
Fy, F,, svisle doplnme vedlejsi osu 0, L 01, S € 09; rovnéz zvolme smér s, s nimz maji

byt hledané teény rovnobézné
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Geometrie Krivky

e podle Véty 2 lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F, podle hledanych tecen na
ridici kruznici g, (F1, 2a = |AB]J); soucasné musi lezet na kolmici k& vedené ohniskem F,
kolmo k danému sméru s; alternativné bychom mohli hledat body soumérné sdruzené
s ohniskem Fi, které musi lezet na fidici kruznici go(Fs,2a) a na pfimce vedené timto

ohniskem kolmo ke sméru s

09
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Geometrie Krivky

e piimka k protind kruznici ¢g; v bodech Q,Q'; stredy P, P’ secek F>Q), F5Q' jsou paty
kolmic spusténych z ohniska F» na hledané tecny a podle Véty 3 lezi také na vrcholové
kruznici v(S, a); pti feSeni této tilohy bychom vystacily pouze s Vétou 3 a tedy s body
P, P' = kN w; to v piipadé, ze néktery z bodu @, Q' vychdzi mimo ndkresnu; my zde

ovsem chceme demonstrovat také uziti vlastnosti Véty 2
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Geometrie Krivky

e nyni jiz muzeme sestrojit tecny ¢,¢', kde ¢t | t' || s (tj. t L k,¢' L k)a P e€t,P €t
zvidavy ¢tenar si muze do obrazku dokreslit alternativni variantu feseni: paty kolmice
vedené ohniskem F} kolmo ke sméru s padnou na sestrojené tecny t,t’ a soucasné na

vrcholovou kruznici v(S, a)
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Geometrie Krivky

e pro body T',T" dotyku tecen ¢,t s hyperbolou plati: T'=tN F1Q, T" = t' N F1Q’; piimka
F1Q, resp. piimka F1(Q)’, je vlastné jednim z pruvodicu bodu T, resp. bodu T”; sou¢asné
plati [T || SP, FAT' || SP’ a navic jsou tecny ¢ || ¢’ stfedové soumeérné podle stiedu S
hyperboly, z ¢ehoz vyplyva S € TT’; v této tloze je tedy mozné sestrojit pouze jedno
feSeni na zakladé ohniskovych vlastnosti a druhé lze snadno doplnit pomoci stiedové
soumérnosti; konstrukce vztahujici se k uziti alternativniho feseni pomoci druhého oh-

niska F| jsou prenechany ctenaii jako cviceni...

01
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Geometrie Krivky

e pro presnéjsi vyrysovani jsou doplnény asymptoty u; = SU;, uy = SUs, kde body Uy, Us
lezi na kolmici k ose 0; vedené vrcholem A a na kruznici o poloméru |SF}| opsané kolem
stiedu S

01
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Geometrie Krivky

e nyni jiz muzeme doplnit oblouky hyperoskulacnich kruznic ve vrcholech a vyrysovat ¢ést
hyperboly h, kterd se v bodech T, T" dotyka tecen t,t’ rovnobéznych s danym smérem s

01

Diskuze: Je-li ptimka k, vedena ohniskem F5 kolmo k danému sméru s, se¢nou, resp. tecnou,
resp. nesec¢nou, fidici kruznice g;(F,2a), pak lze danym smérem vést dvé ruzné tecny, resp.
jedinou tecnu (asymptotu), resp. zadnou te¢nu, k dané hyperbole h; k témuz zévéru lze dojit
pii uziti alternativnich zpusobu feseni — tj. pomoci druhé fidici kruznice g, nebo pomoci

vrcholové kruznice v.
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