Geometrie Krivky

Parabola

Vyklad

Definice a ohniskové vlastnosti

e prostorova definice (viz obrdzek nahore): parabola je pruseénou kiivkou rovinného
fezu na rotacni kuzelové plose, jestlize fezna rovina mé takovou polohu, Ze rovina s ni
rovnobézna jdouci vrcholem se dotyka kuzelové plochy podél jedné jeji povrchové piimky

(nebo jinak: odchylka roviny fezu od osy je rovna odchylce povrchovych piimek)

e ohniskova definice: parabola p je mnozinou vSech bodu v dané roviné p, jez maji stejnou
vzdalenost od dané piimky d a od daného bodu F', ktery na piimce d nelezi; symbolicky
Zapsano:

p={X€p|Xd = [FX], F ¢d}
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Geometrie Krivky

Konstrukce a zakladni pojmy

e na vodorovné pifmce o zvolme dva rizné body D, F' a bodem D vedme svislou pifmku
d 1 o; bod F nazveme ohniskem a piimka d je tzv. fidici primka paraboly; pfimka
o = DF je osa paraboly a vzdalenost |F'd| = |FD| ohniska od fidici piimky je tzv.

parametr paraboly
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Geometrie Krivky

e sestrojme stied V' tsecky F'D; plati pro néj |Vd| = |VD| = |V F| a podle ohniskové
definice je to tedy bod paraboly, fikdme mu vrchol; da se ukézat, ze ptimka v || d,V € v

je tecna paraboly v bodé V| tedy tzv. vrcholova teéna
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Geometrie Krivky

e sestrojme dalsi obecné body paraboly: na polopiimce V F' zvolme pomocny bod R
a vedme jim rovnobézku s fidici pfimkou d; tuto pomocnou piimku protnéme oblouky
kruznice opsané kolem ohniska F' polomérem délky | RD|; ziskdme tak dva body My, Ms,
kde napt. pro M; plati |Md| = |RD| = |F M| (analogicky pro Ms); podle ohniskové
definice tak snadno muzeme jinou volbou bodu R konstruovat dalsi a dalsi body para-
boly p; zvolime-li bod R ve vnitinim bodé polopiimky V' D, pak se pomocna rovnobézka
a kruznice neprotnou a neziskame tak zadné dalsi body paraboly; z uvedené konstrukce

déle vyplyva, ze se body paraboly smérem od vrcholu stale vice vzdaluji od osy o

M,

M,
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Geometrie Krivky

e pro dalsi konstrukce vyberme napt. bod M;, vedme jim rovnobézku s osou o a pifmku
FM;, coz jsou tzv. privodic¢e bodu Mj; ty rozdéli rovinu na ctyti uhly, vzdy dva
proté&jsi vrcholové shodné; thel, v némz lezi bod D (nebo thel k nému vrcholovy)
ozna¢me w a nazvéme ho vnéjsi thel pravodica bodu M;; néktery z thlu vedlejsich

k thlu w oznacme @ a fikejme mu vnit¥ni thel privodiét bodu M,

d v
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Geometrie Krivky

e da se dokazat, ze osa t vnéjsiho thlu w pruvodi¢a bodu M; je soucasné teénou paraboly
v bodé M;; piimka n L t je pak normalou paraboly v bodé M; a soucasné osou
vnitintho thlu @ pruvodic¢u bodu M;; to plati v kazdém bodé paraboly a toto tvrzeni je
shrnuto v dale uvedené Vété 1; ozna¢me jesté body K a L, kde K =tNoa L =nnNo;
potom usecka K R je tzv. subtangenta bodu M; a isecka LR je jeho subnormala; tyto
usecky maji zajimavé vlastnosti, které budou popsany v nasledujicim kroku a obecné

jsou shrnuty ve Vétach 4,5,6

Zpracoval Jiti Dolezal 6



Geometrie Krivky

e na zakladé piredchoziho odvod'me dalsi vlastnosti paraboly: ohniskem F ved'me kolmici
k sestrojené tecné t, oznacme jeji patu P a sestrojme bod () soumérné sdruzeny s ohnis-
kem F podle tecny ¢; pii presném rysovani musi bod P soucasné lezet na vrcholové tecné
v a bod Q) padne na tidici primku d a na jeden z pruvodi¢u bodu Mj; totéz plati obecné
v kazdém bodé paraboly (viz Véty 2,3); dale lze odvodit, ze bod P je také stiedem
usecky K My, a jestlize body P, M; promitneme kolmo na osu o, dostaneme se do vr-
cholu V' a do pomocného bodu R; odtud je tedy vrchol V' sttedem tisecky KR (tu jsme
v predchozim kroku nazvali subtangentou bodu M), coz shrnuje déle uvedena Véta 4;
analogicky se body P, M; promitnou smérem normaly n na osu o do bodu F, L a ohnisko
F' je tak stredem usecky KL, tj. souctu subtangenty a subnormaly bodu M, obecné
viz Véta 5; trojuhelniky DFQ, RLM, jsou shodné, tudiz plati |[LR| = |FD| = |Fd|,
tj. délka subnormély bodu M; je rovna parametru paraboly a tuto vlastnost obecné

popisuje Véta 6

Q

7K D
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Geometrie Krivky

e pro jednodussi a péknéjsi vyrysovani paraboly sestrojme v jejim vrcholu V' oblouk tzv.
hyperoskulaéni kruznice: jeji polomér je roven parametru |F'd| paraboly a jeji stied
1 tedy sestrojime na polopiimce V' F' tak, ze plati |1V| = |FD| = |Fd|; oblouk hy-
peroskulacni kruznice ptiblizné nahrazuje prubéh paraboly v blizkém okoli vrcholu V/,

ale podobné jako u hyperboly neni jeho konstrukce tak vyznamna jako u elipsy

n t

d

7K D
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Geometrie Krivky

e na zaver je vytazena parabola p, coz lze provést od ruky, nebo pomoci vhodného ktivitka;
parabola je také, stejné jako elipsa a hyperbola, uzaviena ktivka, ktera se v nevlastnim

bodé osy o dotyka nekonecna, tj. nevlastni primky dané roviny p, v niz lezi. . .

n t

7K D

Véta 1

Te¢na (norméla) v bodé paraboly puli prislusny vnéjsi (vnitini) thel pravodicu.

Véta 2

Mnozina vsech bodu soumérné sdruzenych s ohniskem paraboly podle jejich tecen je tidici

piimka paraboly.
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Geometrie Krivky

Véta 3

Mnozina vSech pat kolmic spusténych z ohniska paraboly na jeji tecny je vrcholova tecna
paraboly.

Véta 4

Subtangenta bodu paraboly (vyjma vrcholu) je pulena jejim vrcholem.

Véta 5

Soucet subtangenty a subnormdly bodu paraboly (vyjma vrcholu) je pulen jejim ohniskem.
Véta 6

Délka subnormély libovolného bodu paraboly (vyjma jejiho vrcholu) je rovna parametru pa-
raboly.

Resené ulohy

Tecny k parabole danym bodem

Piiklad: Bodem X ved'te teény k nenarysované parabole p, kterd je ddna ohniskem a fidici

primkou.
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Geometrie Krivky

e vodorovné zvolme osu o, na ni ohnisko F' a pomocny bod D, kterym jde svisle fidici
piimka d L o; doplnme vrchol V' jako stied tsecky F'D a v ném sestrojme vrcholovou
tecnu v || d; rovnéz zvolme bod X, z néhoz pomoci vyse uvedenych vét povedeme tecny

k zadané parabole

d v
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Geometrie

Krivky

e podle Véty 2 lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F' podle hledanych tecen na fidici

piimce d a souc¢asné musi mit od bodu X vzdélenost |FX]|, tj. lezi také na kruznici

k(X |FXT)

d

(]

oX
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Geometrie Krivky

e kruznice k protind ridici piimku d v bodech @), Q’; stiedy P, P’ tisecek F'Q, F Q' jsou paty
kolmic spusténych z ohniska F' na hledané tecny a podle Véty 3 lezi také na vrcholové

tecné v
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Geometrie Krivky

e nyni jiz muzeme sestrojit tecny t = X P, t' = X P’, pro které plati: t 1. FQ,t' L FQ'; za
povsimnuti stoji skutecnost, ze paty P, P’ musi lezet také na Thaletové kruznici sestro-
jené nad prumérem X F'| ¢ehoz lze vyuzit k alternativnimu postupu feseni (konstrukee

neni v obrazku provedena a je prenechana ¢tenéri jako cviceni)

o
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Geometrie Krivky

e pro body 7, 7" dotyku tecen ¢,t" s parabolou plati: T' € t,TQ || o a T € t/,7'Q" || o;
piimka T'Q), resp. piimka 7@, je vlastné jednim z pruvodi¢u bodu 7', resp. bodu T7;
pii alternativnim zpusobu feSeni muzeme pro konstrukci bodu 7', 7" dotyku vyuzit také
vlastnosti pifslusné subtangenty nebo subnormaly, tj. Véty 4,5,6 — konkrétné necht si

to ¢tenar promysli a pripadné provede jako cviceni. . .

o
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Geometrie Krivky

e nyni jiz muzeme doplnit oblouk hyperoskulaéni kruznice ve vrcholu V' a vyrysovat pa-
rabolu p, ktera se v bodech T,T" dotyka tecen t,t' vedenych z daného bodu X

o

O

Diskuze: pokud kruznice k(X | X F|) protind fidici piimku d ve dvou bodech, resp. se ji dotyka
v jednom bodé, resp. nemaji zadny spolecny bod, pak bod X lezi ve vnéjsi oblasti paraboly
p, resp. bod X je bodem paraboly p, resp. bod X lezi ve vnitini oblasti paraboly p, a lze jim
vést dvé ruzné tecny, resp. jedinou (dvojnasobnou) tecnu, resp. jim nelze vést zadnou teénu
k dané parabole p. Pii alternativnim zpusobu feseni rozhoduje o poc¢tu tecen vzajemna poloha

vrcholové teény v a Thaletovy kruznice nad prumérem F'X.
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Geometrie Krivky

Tecny k parabole daného sméru

Piiklad: K nenarysované parabole p, kterd je dédna ohniskem a fidici pifimkou, ved'te tecny

sméru s (tj. rovnobézné s piimkou s).

e vodorovné zvolme osu o, na ni ohnisko F' a pomocny bod D, kterym jde svisle fidici
piimka d 1 o; dopliime vrchol V' jako stfed tsecky F'D a v ném sestrojme vrcholovou

tecnu v || d; rovnéz zvolme smér s, s nimz maji byt hledané tecny rovnobézné

d v

D Vv F
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Geometrie Krivky

e podle Véty 2 lezi body soumérné sdruzené s ohniskem F' podle hledanych tecen na fidici

primce d a soucasné musi lezet na kolmici k£ vedené ohniskem F' kolmo k danému sméru s

BRI
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Geometrie Krivky

e primky k. d se protinaji v bodé Q; stted P usecky F'Q) je pata kolmice spusténé z ohniska

F' na hledanou tec¢nu a podle Véty 3 lezi také na vrcholové te¢né v

d v
k
, Q
S
P
\ O
D v F
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Geometrie Krivky
e nyni jiz muzeme sestrojit hledanou teénu ¢, kde t || s (tj. t L k) a P €t
d v
k
Q
S
P
(]
D Vv
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Geometrie

Krivky

e pro bod T dotyku teény t s parabolou plati: T € ¢,TQ || o; piimka T'Q je vlastné jednim

z pruvodicu bodu T'; alternativni zpusob konstrukce bodu 7" pomoci vlastnosti jeho

subtangenty nebo subnormély (viz Véty 4,5,6) jsou prenechény ctendii jako cvicent...

o
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Geometrie Krivky

e nyni jiz muzeme doplnit oblouk hyperoskulaéni kruznice ve vrcholu V' a vyrysovat pa-

rabolu p, kterd se v bodé T" dotykd tecny ¢ rovnobézné s danym smérem s

(]

Diskuze: Jsou-li tidici primka d a ptfimka k vedend ohniskem F' kolmo k danému sméru s
ruznobézné (tj. smér s je ruznobézny s osou o), resp. rovnobézné (tj. s || o), pak lze sestrojit

pravé jednu tecnu, resp. nelze sestrojit zadnou tecnu paraboly p daného sméru s.
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