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Pfedmluva

Studijni materidly jsou uréeny pro studenty kombinované i prezen¢ni
formy vybranych fakult Vysoké Skoly bariské - Technické univerzity
Ostrava, a to pro pfedmét Matematika I.

Pracovni listy jsou rozdéleny do nékolika bloki.

Teoreticka cast (Pracovni listy k prednaskdam) je urcena pro
pfimou vyuku v rdmci jednotlivych pfednédsek. Nejednd se o na-
hradu skript. Proto nedoporucujeme proditat tento text bez ilustraci,
bez vysvétleni vyznamu vét a bez podptlirnych pifikladi. A také
nedoporucujeme povaZovat tyto materidly za ndhradu ti¢astina vyuce.

Blok obsahujici fesené ptiklady (ReSené ptiklady) je zaméfen
predevsim na samostudium.

Listy s nefeSenymi piiklady (Pracovni listy) lze vyuZit v rdmci
cvi¢eni pro studenty prezenc¢niho studia a pro domaéci praci studentti
kombinované formy.

Blok feSenych slovnich tloh (Aplikované tlohy) slouzi k de-
monstraci vybraného matematického aparatu.

Zavérecny blok (Testy) slouzi k ovéfeni stupné zvlddnuti latky
na cvicenich.

Podékovani

Pracovni listy vznikly za finanéni podpory projektu FRVS 1103/2013
,Vytvoreni e-learningovych kurzi s multimedidlnimi studijnimi ma-
teridly pro matematické pfedmeéty na vybranych fakultach Vysoké
skoly bariské - Technické univerzity Ostrava” a Katedry matematiky a
deskriptivni geometrie VSB-TUO.

Jak pracovat s pracovnimi listy

Pokud si vytisknete tyto listy, pak si mtZzete do svého vytisku vpi-
sovat vysvétlujici komentafre a piiklady, které uslysite na pfednasce.
Nemusite se tak zdrZovat pfepisovanim definic a vét, ale miizete se
lépe soustfedit na jejich pochopeni.

Orientaci v textu usnadiiuje interaktivni (Obsah). Jednotlivé bloky
jsou vzdjemné propojeny pomoci interaktivnich odkazti (zelena c¢isla
listt1). Déle jsou pracovni listy dopIlnény o komentovand videa (Video)

a interaktivni pomticky v programu GeoGebra, Q :
Na webové strance http://mdg.vsb.cz/wiki/index.php/

Matematikal jsou umistény tyto pracovni listy véetné cernobilé
verze pro tisk a veskerych doplnujicich materiald.

Pfijemné straveny cas s matematikou pieje kolektiv autorek.


http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#Video
http://www.geogebratube.org/
http://mdg.vsb.cz/wiki/index.php/MatematikaI
http://mdg.vsb.cz/wiki/index.php/MatematikaI
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Funkce jedné proménné
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11 - MnozZiny disel Video ¢y

1.1 Uvod

1.1.1 Mnoziny disel

Pfirozena ¢islaIN = {1,2,3,...}

CeladislaZz ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Raciondlni ¢islaQ = {f, a € Z, b € N}

Raciondlni ¢isla jsou husta (tj. mezi dvéma rliznymi raciondlnimi ¢isly
leZi nekone¢né mnoho raciondlnich ¢isel), ale mé , mezery”. Vyplné-
nim téchto mezer tzv. ¢isly iraciondlnimi dostaneme mnoZzinu real-
nych cisel.

Redlna ¢islaR = QU I

Poznamka: Raciondlni ¢isla jsou vyjddiena koneénym desetinnym

¢islem nebo nekoneénym periodickym rozvojem. Iraciondlni ¢isla jsou
vyjaddfeny neukoncenym desetinnym rozvojem a nemaji periodu.

1.1.2 Intervaly

Otevieny interval (a,b) je mnoZina v8ech redlnych &isel x, pro které
platia < x <b.

Uzavieny interval (a,b) je mnoZzina vSech redlnych ¢isel x, pro které
platia < x <b.

Zleva otevieny a zprava uzavieny interval (a,b) je mnozina vSech
realnych ¢isel x, pro které platia < x < b.

Zleva uzavieny a zprava otevieny interval (a,b) je mnoZina vSech
redlnych cisel x, pro které platia < x < b.

Interval (a, o) je mnozina vSech redlnych ¢isel x, pro které platia < x.
Interval (a, c0) je mnoZzina vSech redlnych &isel x, pro které platia < x.
Interval (—oo,a) je mnoZina v8ech redlnych &isel x, pro které plati
x < a.

Interval (—oo,a) je mnozina vSech redlnych cisel x, pro které plati
x <a.

Interval (—o0, 00) je mnoZina v8ech redlnych cisel.
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12 - Kartézsky soucin, bindrni relace, zobrazeni e ¢

1.2 Funkce a jeji vlastnosti

1.2.1 Definice funkce
Kartézsky soucin, relace, zobrazeni

Definice 1.2.1: Jsou ddny dvé mnoZiny A a B. Kartézskym soucinem
A x Bnazveme mnozinu v8ech uspofddanych dvojic [x, y], kde x € A
ay e B.

Definice 1.2.2: Bindrni relace je libovolnd podmnoZzina kartézského
soucinu A x B.

Definice 1.2.3: Zobrazeni z A do B je takova relace, ve které ke kaz-
dému prvku x € A existuje nejvyse jedno y € B takové, Ze [x,y] je
prvkem této relace.

Definice funkce

Definice 1.2.4: Funkce f na mnoziné D C R je zobrazeni, které kaz-
dému ¢islu x € D pfifadi praveé jedno ¢islo y € R. Zapisujeme:

fry=f).
Poznamka: y = f(x) je funkéni pfedpis vyjadiujici zavislost y na x.
x je nezavisla proménna (argument) z defini¢niho oboru.

y je zavisld proménna z oboru hodnot, vypocitdme ji z funkéniho
pfedpisu.

Hodnotu funkce f v bodé xp ozna¢ime f(xp) = yo a nazyva se
funkéni hodnota funkce f v bodé xy.
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13 D f v b Video ReSené priklady: 103, 104, 105, 106, 107 Q
- perinicnli ooor P¥iklady: 195, 196, 197

Defini¢ni obory

Definice 1.2.5: Mnozinu D nazveme defini¢ni obor funkce f a zna-
¢ime Dy nebo D(f).

Obor hodnot funkce f je mnozina vSech y € R, ke kterym existuje
aspori jedno x € D(f) tak, Ze y = f(x). Zna¢ime Hy nebo H(f).

Grafem funkce f ve zvolené soustavé soufadnic Oxy je mnoZina
vSech bodt [x, f(x)], kde x € D(f).

Urcéovani defini¢niho oboru:

e zlomek - jmenovatel je rizny od nuly

sudd odmocnina - vyraz pod odmocninou je nezdporny

logaritmus - argument je kladny

tangens - argument je rzny od 5 + k- 7, kdek € Z

kotangens - argument je rizny od k - 77, kde k € Z

arkussinus, arkuskosinus - argument je z intervalu (—1,1)
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14 - Operace s funkcemi Video ¢y

1.2.2 Operace s funkcemi

Definice 1.2.6: Jsou dany funkce g(x), h(x) s defini¢nimi obory
Dq, Dy,
Definujeme operace takto:
Rovnost funkci: g = h
Rekneme, Ze si jsou dvé funkce rovny, kdyZ plati:
Dy =Dy a g(x)=h(x)prokazdéx € Dy
Soucet funkci: f =g+ h

f(x) =g(x)+h(x) a Df=DgNDy
Rozdil funkei: f =g —h

f(x) =g(x)—h(x) a Ds=DyND,
Soudin funkci: f =g h

f(x)=g(x)-h(x) a Dsf=DgNDy

f(X):ﬁ a Df:Dgﬂ(Dh—{XEDhII’Z(X):O})
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Video

15 - Slozena funkce Priklady: 216 %

1.2.3 SlozZena funkce

Definice 1.2.7: Rikdme, Ze funkce f je sloZena z funkci h a g, pravé
kdyZ plati:

1. D(f) = {x € D(g),g(x) € D(h)}
2. pro kazdé x € D(f) plati f(x) = h(g(x))

Funkci f zna¢ime symbolem f = ho g.

Poznamka: Skladani funkci neni komutativni ho g # goh.
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. D . 2 . . 2 Vid R fikl d 109,110
16 - Vlastnosti funkce: funkce sud4, lich4,periodicka e pfeﬁ;ﬁ;’ 14,215 &

1.2.4 Vlastnosti funkce

Funkce sudd a licha

Definice 1.2.8: Funkce f se nazyva suda, pravé kdyz zdroven plati:
1. pro kazdé x € D(f) je také —x € D(f)
2. prokazdé x € D(f)je f(—x) = f(x)

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y.

Definice 1.2.9: Funkce f se nazyvd lichd, pravé kdyZ zarover plati:
1. pro kazdé x € D(f) je také —x € D(f)
2. prokazdé x € D(f)je f(—x) = —f(x)

Graf liché funkce je soumérny podle pocatku soustavy soufadnic
[0, 0].

Periodicka funkce

Definice 1.2.10: Funkce f se nazyva periodicka, pravé kdyz existuje
takové ¢islo p > 0, Ze pro kazdé k € Z plati nasledujici podminky:

1. je-lix € D(f), pak také x + k- p € D(f)
2. aplati f(x+k-p) = f(x)

Cislo p se nazyvé perioda funkce f.
Existuje-linejmendsi ¢islo p, pak jej nazyvame zdkladni perioda funkce

f.

Poznamka: Graf periodické funkce se pravidelné opakuje po interva-
lech, jejichZ délka je rovna zdkladni periodé p.
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17 - Vlastnosti funkce: ohrani¢ena a neohranic¢ena funkce ideo €2

Ohraniéend a neohranic¢ena funkce

Definice 1.2.11: Funkce f se nazyvé ohranicena shora na mnoZiné
M, existuje-li takové ¢&islo h, Ze pro v8echna x € M plati f(x) < h.

Definice 1.2.12: Funkce f se nazyva ohranicend zdola na mnoZiné
M, existuje-li takové &islo d, Ze pro v8echna x € M plati f(x) > d.

Definice 1.2.13: Funkce f se nazyva ohranicena na mnoziné M, je-li
na ni ohrani¢end shora i zdola.

Pozndmka: V opa¢ném piipadé se nazyva neohranicena.
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18 - Vlastnosti funkce: monotonnost funkce, funkce rostouci a klesajici video ¢y

Monotonnost funkce, funkce rostouci a klesajici

Definice 1.2.14: Funkce f se nazyva rostouci na intervalu I, pravé
kdyz pro v8echna x1, x, € I plati: je-li x1 < xp pak f(x1) < f(x2).

Definice 1.2.15: Funkce f se nazyva klesajici na intervalu I, pravé
kdyz pro vSechna x1, xp € I plati:je-li x; < x pak f(x1) > f(x2).

Definice 1.2.16: Funkce f se nazyvd neklesajici na intervalu I, pravé
kdyz pro vSechna x1, xo € I plati: je-li x; < x pak f(x1) < f(x2).

Definice 1.2.17: Funkce f se nazyva nerostouci na intervalu I, pravé
kdyz pro v8echna x1, xp € I plati: je-li x1 < xp pak f(x1) > f(x2).

Poznamka: Tyto funkce se nazyvaji monotonni na intervalu I.

Poznamka: Funkce rostouci a klesajici na intervalu I se nazyvaji ryze
monotonni na intervalu I.
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19 - Vlastnosti funkce: prostéd funkce Video €3

Prosta funkce

Definice 1.2.18: Funkce f se nazyva prostd, pravé kdyz pro vSechna
x1, X3 € D(f) plati:

je-li X1 7é X2, pak f(xl) 75 f(xz) .

Véta 1.2.19: KazZdd ryze monotonni funkce je prostd.

Poznamka: Opacné tvrzeni neplati.
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P Video ReSené priklady: 108
20 - Inverzni funkce PEIdadi 217, 218,219 &0

1.2.5 Inverzni funkce

Definice 1.2.20: Inverzni funkce k prosté funkci f(x) je funkce, ktera
kazdému y € H(f) ptifadi pravé to x € D(f), pro které je f(x) = y.

Znacime ji f

Pozndmka: Pro defini¢ni obor a obor hodnot plati:

Dale plati:
(@) =x R =«

Pozndmka: Grafy funkce f a funkce inverzni f~! jsou symetrické
podle osy prvniho a tfettho kvadrantu, tj. pfimky y = x.
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21 - Elementarni funkce Video  ¢%

1.3 Ptehled elementarnich funkci 1.3.1 Polynomy

Zakladni elementarni funkce jsouw: y = ¢,y = x, y = sin(x), y = e* y=ag+ax+ax®+---+ax"ag,ar,...,an € R,n €N

Definice 1.3.21: Elementdrni funkci nazveme kazdou funkci, ktera

Dale podrobné popiseme polynomy vybranych typi:
vznikne ze zdkladnich elementarnich funkci pomoci operaci s funk- g YR

cemi (soucet, rozdil, soucin, podil, sloZeni, inverze). e konstantni funkce y = apn =0
Elementérni funkce jsou funkce: e linedrni funkcey = ap+axn=1,a; #0
a) polynomy, e kvadratickd funkce y = ag + a;x +ax’> n =2,a; # 0
b) exponencidlni a logaritmické, e mocninnd funkcey = x"ap=a;=---=a, 1 =0,a, =1

¢) obecné mocninné,
d) goniometrické a cyklometrické,

e) hyperbolické a hyperbolometrické, témito funkcemi se zabyvat
nebudeme.
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22 - Konstantni funkce, linearni funkce

Video Q

Piklady: 198, 206

Konstantni funkce

Df :IR,Hf: {a}

grafem je pfimka rovnobézna s osou x

funkce je sudé4, ohranicend

neni prosta

Linedrni funkce

y=ax+b abeR, a#0

Df =R, Hf =R

grafem je ptimka, v bodé [0, b] protind osu y

funkce je neohranicend

pro b = 0 je funkce y = ax licha

funkce je prosta

pro a > 0 je funkce rostouci e pro a < 0je funkce klesajici
A A
5 - 51
41 41
31
21
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23 - Kvadraticka funkce

Video
Ptiklady: 199, 207 Q

Kvadraticka funkce

y:ax2+bx—|—c ab,ceR,a#0
e Dy =R, Hy zavisi na funkénim pfedpisu
e specielné pro b = 0 je funkce y = ax? + ¢ suda

e funkce neni prosté

2

Grafem je parabola, kterd ma vrchol v bodé [_Z' c— E] a v bodé

[0, c] protind osu y.
Priise¢iky s osou x jsou feSenim kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ = 0:
Diskriminant D = b? — 4ac:

—b—+vD —b D
je-li D > 0 jsou dva priiseciky [—\/_,0 %ﬁ,o

7

2a

je-li D = 0 je jeden priisecik {;—:,O}

je-li D < 0 neni Zadny prisecik

pro a > 0 ma parabola konvexni tvar, funkce je ohrani¢end zdola

pro a < 0 ma parabola konkdvni tvar, funkce je ohranic¢end shora
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24 - Mocninné funkce (s pfirozenym exponentem) Video ¢
Mocninné funkce (s pfirozenym exponentem) Specielné pro n liché:
y=x" nelN e Hr =R
e D;=R e funkce je prosta
pro n sudé: e funkce je lich4, neohranicend
e Hf = (0, 00) A
e funkce neni prosta 571
e funkce je sudd, ohranicend zdola 47
314
21
14
-3 -2 - 0 1 2 3 4=
14
21
31
y=x
14
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25 - Mocninné funkce s celym zdpornym exponentem

Video

&

1.3.2 Raciondalni funkce

Mocninné funkce s celym zdpornym exponentem

1
y=— neclN

x?’l
e D f = R — {O}
Specielné pro n sudé:
e H f= (0, 00)
e funkce je sudd, ohranic¢end zdola

e funkce neni prosté

Specielné pro n liché:
e Hr=R- {0}
e funkce je licha, neohranicend

o funkce je prosta
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. z sz z Video
26 - Linearni lomena funkce Priklady: 200, 208 &
Linearni lomend funkce pro k < 0, lezi vétve hyperboly ve II. a IV. kvadrantu, roste na interva-
lech (—
y=% keR k#0 ech (—c0,0) a (0, )
® Df :]R—{O},Hf:]R—{O}
e grafem je hyperbola, osy x, y jsou asymptoty hyperboly a stfed
je [0,0] k
y=—, k<0

e funkce je lichd, neohranicend v

o funkce je prosta

prok > Olezivétve hyperboly v I. a III. kvadrantu, klesa na intervalech
(—e0,0) a (0, c0)
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. Video
27 - Funkce odmocnina e
1.3.3 Iraciondlni funkce Specielné pro n liché:
Funkce odmocnina e Hr =R - {0}
y= {7/} n €N e funkce je prostd
Specielné pro n sudé: e funkce je lich4, neohranicend
e H f= <0, 00)

o funkce je prosta
e funkce je ohrani¢end zdola, rostouci

54

4 y=vu
14
3
T T T T 0 T T T T T
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28 - Exponencidlni funkce

Video
Ptiklady: 201, 209 Q

1.3.4 Exponencialni funkce
y=a* a>0,a#1
e Df =R, Hf = (0,00)
e (islo a se nazyva zaklad exponencidlni funkce
e graf protind osu y v bodé [0, 1]
o funkce nenf ani suda ani lich4, je ohranicena zdola
e funkce je prostd (inverzni funkce je funkce logaritmicka)

e specielné: Je-li zdkladem Eulerovo ¢islo e = 2.71828... pak
funkce y = e nazyva prirozena exponencidlni funkce.

je-lia > 1, je funkce rostouci

y=a", a>1

y=a", 0<a<l1
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Video

29 - Logaritmickd funkce Priklady: 202, 210 %

1.3.5 Logaritmicka funkce je-lia > 1, je funkce rostouci

y=log,(x) a>0,a#1

e Df=(0,00), Hr =R o) a1
e (islo a se nazyva zaklad logaritmické funkce 21
e graf protind osu x v bodé [1, 0] .

e funkce nenfi ani suda ani lichd, funkce je neohranicena

e funkce je prostd (logaritmickd funkce je inverzni k exponenci-
alni)

e specielné: Je-li zdkladem Eulerovo ¢islo e, pak se funkce znaci 2]
y = In(x) a nazyva pfirozeny logaritmus.

e Je-li zékladem ¢islo 10, pak se funkce znadi y = log(x) a nazyva

dekadicky logaritmus. oo _ "
je-li0 < a < 1, je funkce klesajici

Vzorce pro pocitani s logaritmy:
log,a* = x
log,(rs) = log,r +log, s |
y=log,(z), 0 <a<1

log, (g) =log,r —log,s

log, " = nlog,r
log, x Inx
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. . . . . Vid
30 - Goniometrické funkce sinus, kosinus 0 Pklady: 203,204, 211,212 &7
1.3.6 Goniometrické funkce Funkce kosinus
Funkce sinus Y = COs X

y =sinx

Dy =R, Hy = (—-1,1)

Df =R, Hf = (~1,1)

funkce je periodicka s periodou 27t

funkce je periodicka s periodou 27

funkce neni prostd, je sud4, je ohrani¢ena

funkce neni prost4, je lich4, je ohranic¢ena

funkce je rostouci na intervalu (7T, 27T) + 2k7T

funkce je rostouci na intervalu (—7m /2, 7t/2) + 2km

funkce je klesajici na intervalu (0, 7t) 4 2k7t

funkce je klesajici na intervalu (7t/2,37/2) + 2kn

y = sin(z)

/_\ /\ 3m n 42 0 W n 2 2n 5n 3n 2
g 0 1
32 -n 2 0 w2 Wu sm/2 3\7n/i
_l -
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. . P Vid
31 - Goniometrické funkce tangens, kotangens ' Dtikdady: 205,213 &

Funkce tangens
8 Funkce kotangens

= tanx
4 Yy = cotx
Df=R—-{5+kn, keZ}, H =R
* Dy {3 +kn, keZ}, Hy e Dy =R {kn, k€ Z}, Hy =R
o funkce je periodicka s periodou 7 : 1 . i o
e funkce je periodickd s periodou 7, lichd, neohranicend
funkce je lich4, j hranicena . . .
¢ fuhkcejeficha, je heohrahicena e funkce je klesajici na intervalu (0, 7t) + k7t
e funkce je rostouci na intervalu (—7m/2,71/2) + kmt . .
e funkce neni prosta
e funkce neni prosta
. | o | |
| L 6 | | | | : | v = cot(z)
: : : : | v = tan(z) | 7 | |
| | | | I | |
| | | s 1 | |
] LU S
I \ AN A A
| o ) | | i i i
' ' 0 ' ' ' -3m in 0 T/ Ii[ 3n 2‘:11 5n 3n
32 n n'i(Z 0 2 n 3n/2 2n 51/2 3n i i i
| e | | | | | I
| Y. | | | | |
| TN | | | | |
| | o | | = = =
| | o | | e e |
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32 - Cyklometricka funkce arkussinus Video €3

1.3.7 Cyklometrické funkce
Funkce arkussinus

Yy = arcsinx

e inverzni k funkci y = sin(x) na intervalu <—§, §>
¢ Dy = (-1}, Hy = (-1

e funkce je prostd, lichd, ohranic¢end, rostouci

y = arcsin(z)

Ht — e - =

&)
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33 - Cyklometrickd funkce arkuskosinus Video ¢y

Funkce arkuskosinus

Jy = arccos x

e inverzni k funkci y = cos(x) na intervalu (0, 7)
e Dy = (—1,1), Hy = (0, 71)

e funkce je prostd, ohranic¢ena, klesajici

T
y = arccos(z)
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34 - Cyklometricka funkce arkustangens Video €3

Funkce arkustangens

y = arctanx

inverzni k funkci y = tan(x) na intervalu (—%, §)

Df =R, Hf = (-%,%)

funkce je licha, ohranicend, rostouci

funkce je prosta
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35 - Cyklometrickd funkce arkuskotangens

Video

&

Funkce arkuskotangens

Df = IR, Hf = (0,7T)

funkce je prosta

Yy = arccot x

inverzni k funkci y = cot(x) na intervalu (0, 77)

funkce je ohranicend, klesajici

y = arccot(x)
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v e * Video Re8ené p¥iklady: 111 - 123
36 - MnoZina R Priklady: 220 - 223 &

1.4 Limita a spojitost

1.4.1 Limita funkce
ROZ Ill mnozmy realnych Clsel

Definice 1.4.22: MnoZinu redlnych ¢isel R rozsifime o prvky oo, —co
a nazveme rozsifena mnozina redlnych ¢isel R*:

R* =R U {00, —00}.
Body +oco nazyvame nevlastni body, body mnoziny R nazyvame
vlastni body.
Vlastnosti mnoziny R*

Pro ¢ € R definujeme: —c0 < ¢ < ©
Soucet a rozdil

C+o0o=00 ¢—00=—00 0W+00=00 —00—00= —00
Podil <=0 - —o

00 —00
Soudin
00 - 00 = 00 00 - (—00) = —o00 —00 - (—00) = 00
proc>0platic- = o0 ¢ (—o0) = —o0
proc < 0plati c- 00 = —c0 c-(—o0) =00

Dalsi operace definujeme pomoci komutativnosti s¢itani a nasobeni.
Poznamka: Vyrazy

0 o
Oo_ooloo'ol 61 gl 00/ OOO/ 100

nejsou definovany a nazveme je neurcité vyrazy.
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P Video ReSené p¥iklady: 111 - 123
37 - Okoli bodu Priklady: 220 - 223 &

Okoli bodu

Definice 1.4.23: Okolim bodu xy € R nazveme interval bod1, které
maji od bodu xg vzdalenost mensi nez J, tedy:

O(xo) = (Xo -9, X0 + (5)

Prstencovym okolim bodu nazveme mnozinu O(xg)\{xo}, znac¢ime
P(XO).
P(XO) = (XQ — 9, xo) U (xo, Xo + 5)

Okolim bodu oo rozumime libovolny interval tvaru (A, ), kde A je
realné ¢islo:
O(c0) = (A, )

Okolim bodu —oo rozumime libovolny interval tvaru (—oo, A), kde
A je redlné &islo:

O(e0) = (00, A)
Poznamka: Prstencovd okoli bodu foo jsou stejna jako okoli téchto
bodu.

Jednostranné okoli bodu

Definice 1.4.24: Pravym okolim bodu xy € IR nazveme interval:
O™ (x0) = (x0,x0 +6)

Levym okolim bodu xp € R nazveme interval:
O™ (x9) = (x0 — 0, x0)

Pravym (levym) prstencovym okolim bodu nazveme interval:

P+(XO) = (XO,XQ —{—5) P’(xo) = (XO — J,XO)
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. . Vid R fiklady: 111 - 123
38 - Limita funkce o0 Peikindun 200 - 323 &

Definice limity funkce

Definice 1.4.25: Necht je ddna funkce f a body xo € R*, L € R*.
Necht je funkce f definovana na néjakém prstencovém okoli bodu
xo. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xp limitu rovnu L, jestliZe ke
kazdému okoli O(L) bodu L existuje prstencové okoli P(xg) bodu x
takové, ze pro libovolné x € P(xp) lezi hodnota f(x) v O(L). Zna¢ime:

jm flx) =1L
Poznamka: Pokud xy € R, L € R fekneme Ze ma funkce vlastni (ko-
necénou) limitu.
Pokud xg € R, L = +oo fekneme Ze ma funkce nevlastni (nekonec-
nou) limitu.
Pokud xp = 400, L € R fekneme Ze ma funkce vlastni (konec¢nou)
limitu v nevlastnim bodé.
Pokud xg + o0, L = +o00 fekneme ze ma funkce nevlastni (nekonec-
nou) limitu v nevlastnim bodé.

Definice jednostranné limity funkce

Definice 1.4.26: Necht je ddna funkce f a body xy € R*, L € R*.
Necht je funkce f definovana na néjakém pravém (resp. levém) prs-
tencovém okoli bodu xq. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu
zprava (resp. zleva) rovnu L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L
existuje pravé (resp. levé) prstencové okoli P (xp) (resp. P~ (x()) bodu
xo takové, Ze pro libovolné x € P (xp) (resp. P~ (xp)) lezi hodnonta
f(x) v O(L). Znacime:

lim f( )=1L (resp. lim f(x) =

x—>x0 x—>x0
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. . . . . . Vid R iklady: 111 - 123
39 - Existence limity, operace s limitami O Pidadys 220 - 353 &

Véta 1.4.27: Funkce f md v bodé xy nejoyse jednu limitu.
Pozndmka: M4 i nejvyse jednu limitu zleva a nejvyse jednu limitu
zprava.

Véta 1.4.28: Funkce f md v bodé xo limitu prdvé tehdy, md-li v tomto bodé
limitu zprava i zleva a tyto limity se rovnaji.

Operace s limitami

Véta 1.4.29: Necht maji funkce f(x) a g(x) limitu v bodé x pak plati:

lim (£(x) +g(x)) = lim f(x) + lim g(x)

Jim (f(x) —g(x)) = lim f(x) — lim g(x)
Jim (f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x)
fim (e flo) = ¢ Jim £()

(f(x)> limyy, f(x)

okud plati lim 0 pak lim = -
p p x—>x0g( ) # p g(x) llmx*)xo g(X)

X— X0

Véta 1.4.30: Necht je dina sloZend funkce y = h(g(x)) a necht dile
lim ¢(x) =aa lim h(x) = c, tak Ze plati x # xo a g(x) # a. Pak
—a

X— X

lim 7 (g(x)) =

X—r X
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40 - Vybrané limity

Video ReSené p¥iklady: 111 - 123

Priklady: 220 - 223

¥

X—0 X—>00

Vybrané limity
...k,
Typ limity "0
xh—>n;0f()—k,k>0 pak hm@:oo
x11_>ngcl0g( x) =0,g(x) > 0na okoli bodu x x=x g(x)
symbolicky znad¢ime k* = 0 k- = Kt — o 00
y Y or _ Tor - %o -
Limity elementarnich funkci
) " .1
Iim x" = lim — =
X—r 00 x—0t X
.1 |
Iim — = —c© lim — =
x—0~ X x—0t X
Iim — =0 lim 1 =0
X——00 X X—o0 X
lim e* = lim e¥ = oo
X——00 X—00
Iim Inx = -0 IlimInx = o
X*>0+ X—>00
Dalsi dulezité limity
limw :1:>1imM =1, limM =1, limM =1,
x—0 X x—0 X x—0 kx x—0 kx

1\* k\*
lim (1-|—;) —e= lim <1+;) =ef kdekeR
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41 - Spojitost

1.4.2 Spojitost
Definice spojitosti

Definice 1.4.31: Necht funkce f(x) je definovdna na né&akém okoli
bodu x( a plati

lim f(x) = f(xo)

X—XQ

pak fekneme, Ze funkce f(x) je spojitd v bodé xy.
Poznamka: Obdobné definujme spojitost zprava nebo zleva.

Definice 1.4.32: Necht I C Dy, fekneme, Ze funkce je spojitd na
intervalu I, je-li spojitd v kazdém bodé intervalu I. Patfi-li do intervalu
dolni mez intervalu, je v ném spojita zprava, a patfi-li do né&j horni
mez intervalu, je v ném spojita zleva.

Véta 1.4.33: Vsechny elementdrni funkce jsou spojité na svém definicnim
oboru.

Body nespojitosti

Bod, ve kterém funkce neni spojitd, nazyvdme bod nespojitosti.
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42 - Véty o spojitych funkcich

Véty o spojitych funkcich

Véta 1.4.34: Weistrassova
Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu {(a,b). Pak f je na tomto
intervalu ohranicend.

Pozndmka: Funkce f nabyva na intevralu svého minima a maxima.

Véta 1.4.35: Bolzano-Cauchyho
Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a, b) a plati f (a) # f(b).
Cislo ¢ leZi mezi hodnogtami f(a) a f(b). Pak existuje aspoti jedno xq €
(a,b), pro které plati f(xy) = c.

Poznamka: Zvolme ¢ = 0.

Je-li funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (4, b) a maji-li hodnoty
f(a) a f(b) opa¢nd znaménka. Pak existuje asponi jedno xy € (a,b),
pro které plati f(xp) = 0.




Kapitola 2

Diferencialni pocet funkce jedné proménné
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44: D f . d . Video ReSené piiklady: 125,126, 127, 128 Q
- perinice aderivace P¥iklady: 225, 226, 227, 228, 229

2.1 Diferencialni pocet

2.1.1 Derivace funkce
Definice derivace

Definice 2.1.36: Je déna funkce f a bod xo € Dy. Existuje-li vlastni
limita

lim f(x) —f(X())

X—X0 X — X

pak ji nazveme derivace funkce f v bodé x a znac¢imeji f'(xg).

Véta 2.1.37: Existuje-li v bodé xq derivace funkce f, pak je v tomto bodé
funkce spojitd.

Definice 2.1.38: Funkce f je definovdna v kazdém bodé intervalu
(a,b) a ma v kazdém bodé derivaci f'(x). Pak je na (a,b) defino-
vand funkce f/, ktera kazdému x € (a,b) ptifadi hodnotu f’(x). Tuto

funkci nazveme derivace funkce f. Zna¢ime f'(x), vy’ %SCX), %.

Poznamka: Ma-li funkce f derivaci na intervalu, pak fikdme Ze je na
tomto intervalu diferencovatelna.
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45 - Vlastnosti derivace

Video ReSené priklady: 125,126,127, 128
Priklady: 225, 226, 227, 228, 229

&

Vlastnosti derivace

Véta 2.1.39: Necht funkce f(x) a g(x) maji na intervalu derivaci. Pak na
tomto intervalu plati:

Derivace souctu

Derivace soucinu

[f(x)-8(x)]" = f'(x) - g(x) + f(x) - &'(x)

Derivace podilu
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. , . Video Regené p¥iklady: 125,126, 127, 128
46 - Derivace elementarnich funkci 0 Dfikiady, 225, 256,227, 235, 239 &0

Derivace elementarnich funkci

Derivace konstantni funkce

[c] =0
Derivace mocninné funkce
") = n-x" L
Derivace exponencidlni funkce
] =e* [a¥) =a*-In(a)

Derivace logaritmické funkce

1 p_ 1
[ln(x)] - X [loga(x)] - X'].Il(l?l)
Derivace goniometrickych funkci
. ! ! __ 1
[sin(x)]" = cos(x) [tan(x)]" = o2 ()
cos(x)]' = —sin(x)  [cot(x)] = ——
sin“(x)
Derivace cyklometrickych funkci
. r 1 I 1
[arcsin(x)]" = Nie larctan(x)]" = T2
/ 1 / 1

larccos(x)]' = — larccot(x)]" =

V1—x? 1+ a2
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: . Video ReSené piiklady: 125,126, 127, 128, 129, 130
47 - Derivace sloZené funkce 7 Priklady: 230, 231, 232 @

Derivace slozené funkce

Véta 2.1.40: (derivace sloZené funkce)
Necht existuje derivace §'(xo) a derivace f' (g(xo)). Pak existuje derivace
slozené funkce f(g(x) v bodé xo a plati:

[f (g(x0))]" = £ (8(x0)) - &' (x0)-

Poznamka: Na intervalu, kde existuji pfislusné derivace tedy plati:

y=f(gkx) = v =f(gkx) ¢

Derivace sloZené funkce je rovna soucinu derivace vnéjsi funkce (s
ptvodnim argumentem) a derivace vnitini funkce.
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. -1, . oy Video Re$ené piiklady: 131
48 - Logaritmické derivovani Y PHkladye 231 @

Logaritmické derivovani

Funkciy = f(x)3*) nelze derivovat jako y = x" (nebot exponent neni
konstanta) ani jako y = a”* (zdklad neni konstanta). Funkci upravime
do tvaru, ktery umozZni pouZzit vzorce pro derivovani.

Funkciy = f(x)&8%) upravime:
y = f(x)8%) = en(f(0)2M) _ og(x)Inf(x)
Nyni funkci v tomto tvaru zderivujeme:

y = [eg<x>-1nf<x>}’ _
= eS8 Inf(x) (g'(x) ‘In f(x) +g(x) - o) f’(x)) =
= f(x)sW (g'(x) In f(x) +8(x) - f/(;:))

P
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. vy, v, 10 Video Regené p¥iklady: 132, 133, 134
49 - Derivace vyssich fadu 7 Pldady: 235 &

Derivace vyssich fada

Definice 2.1.41: Necht ma funkce f(x) derivaci v intervalu I. Pak
funkci [f'(x)]’ nazveme druhou derivaci funkce a znacime f”(x).
Pozndmka: Obdobné definujeme derivaci n-tého fadu

/

f(x) = [ ()|
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. . 2 Vid R fiklady: 135,136
50 - Derivace paramatericky zadané funkce O Pidadys 235, 236 &

Derivace paramatericky zadané funkce

Definice 2.1.42: Jsou dany funkce x = ¢(t), y = (t), kde t € I je
parametr. Necht existuje ¢~ !. Pak funkci

y=Fx) =y (9 ()
nazveme parametricky zadanou funkci.

Véta 2.1.43: Funkce f je ddna parametricky rovnicemix = ¢(t), y = P(t),
kde t € 1. Necht ¢(t) a y(t) maji derivaci v kazdém bodé intervalu I. Pak
derivace parametricky zadané funkce f je ddna vztahem:

)
¢(t)

Pozndamka: Derivaci podle t zna¢ime tec¢kou, abychom ji odlisili od
derivace podle x, kterou zna¢ime ¢arkou.

Véta 2.1.44: Funkce f je ddna parametricky rovonicemix = ¢(t), y = ¢(t),
kde t € I. Necht ¢(t) a ¢(t) maji proni a druhou derivaci v kaZdém bodé
intervalu I. Pak druhd derivace parametricky zadané funkce f je dina

vztahem: )
W:wwmm—wwwm
(1))’
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v 2 Video ReSené priklady: 138, 139
51 - Te¢na a normaéla Priklady: 237,238,239, 240 &

2.1.2 VyuZziti derivace
Teéna a normala

Definice 2.1.45: Necht ma funkce f(x) v bodé x( derivaci. P¥imku ¢,
prochézejici bodem [xo; f(x0)] a majici smérnici rovnu hodnoté deri-
vace v xog nazveme te¢na ke grafu funkce f(x) v bodé x.

Piimku n, prochazejici bodem [xy; f(x0)] a kolmou k te¢né nazveme
normala ke grafu funkce f(x) v bodé x.

Véta 2.1.46: Tecna ke grafu funkce f(x) v bodé xg je dand predpisem:

t:y— f(xo) = f'(x0) - (x — x0)
Normula ke grafu funkce f(x) v bodé xq je dand predpisem:

ne = flx0) =~ - (v =)

Poznamka: V bodé ve kterém nemd funkce derivaci te¢na neexistuje.
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° Video ReSené priklady: 140, 141
52 - Taylortiv polynom Piklady: 241,242 &

Taylortiv polynom

Casto pottebujeme funkci f(x) nahradit v okoli bodu xq jednodussi funkcf,
napiiklad polynomem stupné n. PoZadujeme, aby hledany polynom a funkce
f(x) meéli v bodé xj stejné hodnoty derivaci az do fadu n.

Definice 2.1.47: Nechtje déna funkce f(x), kterd ma vbodé xo € Dy derivace
az do fddu n € IN. Pak polynom:

7o) = fx0) + 28 )+

fﬁéfo) (x —x0)%+-- -+ ARICY

nazveme Taylortiv polynom funkce f(x) stupné n v bodé xy.

Pozndmka: 1. Taylor@v polynom prvniho stupné je te¢na.

2. Specidlné v bodé x = 0 nazveme polynom Maclaurintiv polynom.
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. . Video ReSené piiklady: 142, 143
53 - I’'Hospitalovo pravidlo " PHklady: 243,244 &

I’'Hospitalovo pravidlo

V kapitole o limitdch jsme uvedli nékolik vét, podle kterych jsme
pocitali limity. V nékterych piipadech vsak tyto véty nelze pouZit.

Nyni si ukdZeme jak spocitat limity typu — nebo £e
0 +o0
Véta 2.1.48: Necht
1. lim f(x) =0, limg(x) =0
x—b x—b
(nebo lim f(x) = +oo, lim g(x) = +o0)
x—b x—b
/
2. existuje lim f/(x) =A
x—=b g (x)
pak existuje limita lim f(x) = Aa jerovna ¢islu A. Tedy
x—b g(x)

f(x)

im —= = lim f(x)
b g(x)  x=b g'(x)

Poznamka: Limity vedouci na neurcité vyrazy typu
OO, 000

0-00, 00— 00, 1%, ©

1ze pievést na typ 8 nebo i—z a pak fesit 'Hospitalovym pravidlem
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54 - Véty o derivaci Video €2

Véty o derivaci

Véta 2.1.49: (Rolleova véta)
Necht f(x) je spojitd na intervalu (a,b) a md v intervalu (a,b) derivaci.
Necht dile plati f(a) = f(b). Pak existuje aspoti jedno ¢ € (a,b), takové Ze:

f'(e)=0.

Poznamka: V bodé c je te¢na rovnobéZnd s osou x.

Véta 2.1.50: (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté)
Necht f(x) je spojitd na intervalu (a, b) a md v intervalu (a, b) derivaci. Pak
existuje aspori jedno ¢ € (a,b), takové Ze:

Pozndmka: 1. V bodé c je tecna rovnobézna se spojnici bodt
[@; f(a)] a [b; £ ()].

2. Plati-li f(a) = f(b) dostaneme Rolleovu vétu.
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2.1.3 Prabéh funkce

Monotonnost funkce

Véta 2.1.51: Plati-li f'(xg) > 0, pak je funkce v tomto bodé rostouct. Plati-li
f'(x0) < 0, pak je funkce v tomto bodé klesajici.

Véta 2.1.52: Necht je funkce f(x) definovina na intervalu I a plati-li na
tomto intervalu f'(x) > 0, pak je funkce f(x) na tomto intervalu rostouct.
Plati-li f'(x) < 0, pak je funkce klesajici.

Poznamka: Intervaly, na kterych je funkce rostouci nebo klesajici na-
zveme intervaly monotonnosti.
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Extrémy funkce

Definice 2.1.53: Rekneme, Ze funkce f(x) méa v bodé x( lokalni maxi-
mum, existuje-li takové okoli bodu x, Ze pro vSechna x # x( z tohoto
okoli plati f(x) < f(xp). Plati-li f(x) < f(xg), pak fekneme, Ze ma
ostré lokalni maximum.

Definice 2.1.54: Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé x( lokalni mini-
mum, existuje-li takové okoli bodu x, Ze pro vSechna x # xg z tohoto
okoli plati f(x) > f(xp). Plati-li f(x) > f(xg), pak fekneme, Ze ma
ostré lokalni minimum.

Poznamka: Ma-li funkce v bodé lokdlni maximum nebo lokalni mi-
nimum, fikame, Zze ma v bodé lokalni extrém. Ma-li funkce v bodé
ostré lokalni maximum nebo ostré lokdlni minimum, fikame, Ze ma v
bodé ostry lokalni extrém.
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Véta 2.1.55: (nutnd podminka existence lokdlniho extrému)
Md-li funkce f(x) v bodé x( lokdlni extrém a existuje-li v tomto bodé derivace.

Pak plati:
f'(x0) =0.

Poznamka: Funkce mtiZe mit lokdlni extrém pouze v bodech, ve kte-
rych bud neexistuje derivace nebo je derivace rovna nule.

Definice 2.1.56: Bod ve kterém plati f'(xp) = 0 nazveme stacionar-
nim bodem.

Véta 2.1.57: Necht plati f'(xg) = 0 a existuje druhd derivace f"(xp).
Je-li f"'(xo) > 0, pak md funkce f(x) v bodé xo lokdlni minimum. Je-li
" (x0) < 0, pak md funkce f(x) v bodé xq lokdlni maximum.

Poznamka: V bodech, ve kterych je f”(x) = 0 nelze existenci lokal-
niho extrému vysetfit podle této véty a je nutno pouZit jiny postup.

Postup p¥i ur¢ovani lokalnich extréma
1. Uréime derivaci funkce.
2. Najdeme body ve kterych derivace neexistuje a stacionarni body:.

3. Uréime znaménko derivace v intervalech s krajnimi body zis-
kanymi v bodé 2. Kde je f'(x) > 0 je funkce rostouci a kde je
f'(x) < 0je funkce klesajici.

4. Lokélni maximum je v bodech, ve kterych funkce pfechazi z
rostouci na klesajici. Lokalni minimum je v bodech, ve kterych
funkce pfechézi z klesajici na rostouci.
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Konvexnost a konkdvnost

Definice 2.1.58: Necht m4 funkce f(x) derivaci v bodé x. Rekneme,
Ze funkce f(x) je v bodé xo konvexni (resp. konkdvni), jestlize exis-
tuje okoli bodu takové, Ze pro vSechny x z tohoto okoli je graf funkce
nad (resp. pod) te¢nou:

f(x) > f(xo0) + f'(x0) (x — x0)

resp.

fx) < f(xo) + f'(x0) (x — x0)

Definice 2.1.59: Reknem, Ze funkce f(x) je konvexni (resp. kon-
kévni) v intervalu I C Dy. JestliZe je konvexni (resp. konkavni) v
kazdém bodé intervalu I.

Véta 2.1.60: Necht f"(xg) > 0, pak je f(x) v bodé x konvexni.
Necht f"(xg) < 0, pak je f(x) v bodé xy konkdoni.



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#DP1prubeh
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika I - listy k pfedndaskam Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

P Video Resené p¥iklady: 148
59 - Inflexni body Peildady. 20,250 ©

Inflexni body

Definice 2.1.61: Necht ma funkce f(x) derivaci v bodé xy. Pfechazi-li
graf funkce v bodé xp z polohy pod te¢nou do polohy nad tecnou
(nebo naopak) nazveme bod xj inflexnim bodem funkce f(x).

Véta 2.1.62: (nutnd podminka existence inflexniho bodu)
Je-li xq inflexni bod funkce f(x) a md-li f(x) v tomto bodé druhou derivaci,

pak
f"(xo) =0.
Poznamka: Funkce mtZe mit inflexi pouze v bodech, ve kterych bud
neexistuje druhd derivace nebo je druha derivace rovna nule.
Véta 2.1.63: Je-li f'(x) spojitd v xo a druhd derivace f"(x) méni v xo

znaménko, pak xg je inflexni bod funkce f(x).

Poznamka: Zména znaménka druhé derivace znamend zménu kon-
vexnosti na konkdvnost (nebo naopak).
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Postup pii urcovani inflexnich boda
1. Ur¢ime druhou derivaci funkce.

2. Najdeme body ve kterych drihd derivace neexistuje nebo je
rovna nule.

3. Ur¢ime znaménko druhé derivace v intervalech s krajnimi body
ziskanymi v bodé 2. Kde je f”/(x) > 0 je funkce konvexni a kde
je f”(x) < 0je funkce konkavni

4. Inflexni body jsou ty body, ve kterych druhd derivace méni
znaménko, tedy funkce pfechdzi z konvexni na konkdvni nebo
naopak.
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61 - Asymptoty Piiklady: 251, 252

Asymptoty
Asymptoty jsou pfimky, ke kterym se ,bliZzi” graf funkce.

Definice 2.1.64: Necht f(x) je funkce definovand na okoli nekone¢na.
Rikdme, Ze ptimka y = kx + g je asymptota se smérnici (v neko-
nec¢nuy), jestliZe existuji vlastni limity:

_im L)
F=im e 1=t k)
Poznamka: Asymptota v —oo se pocitd obdobné, tj. y = kx + g, kde

k= tim 25 0 dim (F(x) — k)

X——00 X X—r—00

Definice 2.1.65: Necht f(x) je funkce definovand na okoli bodu x.
Rikdme, Ze pfimka x = x( je svisld asymptota, jestlize aspori jedna
jednostrannd limita je nevlastni:

lim f(x) = +oco nebo lim f( ) = +oo0

x—>x0 x—>x0
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Sestaveni grafu funkce
K sestaveni grafu funkce je potieba vysetfit nasledujici vlastnosti
1. ur¢it defini¢ni obor funkce

2. najit body nespojitosti a spocitat limity v krajnich bodech defi-
ni¢niho oboru

3. zjistit, zda je funkce suda, lichd nebo periodicka

4. nalézt priiseciky s osami a urcit intervaly, na kterych je funkce
kladnd, zapornd

5. spocitat derivaci, nalézt lokdlni extrémy a urdcit intervaly, na
kterych je funkce rostouci, klesajici

6. spocitat druhou derivaci, nalézt inflexni body a urdit intervaly,
na kterych je funkce konvexni, konkavni

7. zjistit zda md funkce svislé asymptoty, asymptoty se smérnici
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Linearni algebra
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64 - Vektory v algebie Video €3

3.1 Vektory v algebfe

3.1.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1.66: Usporadanou n-ticiredlnych ¢isel ay, ay, ..., a, nazy-
véame aritmetickym vektorem. Znac¢ime ho @ = (ay, ap, ..., a,). Cisla
ai, az,...,a, nazyvame soufadnice vektoru.

Vektor 6 = (0,0,...,0) se nazyva nulovy vektor.

3.1.2 Operace s vektory

1. Souétem vektorti @ = (a1, ap,...,a,)ab = (by, by, ..., by)
rozumime vektor ¢ = (cy, ¢, ...,¢,) 0 soufadnicich
c1=a1+by,...,c, =a,+b,. PiSeme ¢ =ad+0b.

2. Nasobkem vektoru 7 realnym ¢islem k rozumime vektor
d = (dy,d,...,d,) o soufadnicich dy = k-ay,dy = k-ay, ...,
d, =k -a,. PiSeme d = ka.

3. Skalarnim souéinem vektort 4 a b rozumime ¢&islo

—

a1by + axby + - - - + a,b,. PiSeme 4 - b.
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3.1.3 Linedrni zavislost a nezavislost
Definice 3.1.67: Rekneme, Ze vektor Eje linedrni kombinaci vektorti
ai,ap,...,a, jestlize jej mizeme vyjadfit ve tvaru

b=w1a1 + axdy + - - - + wdy,

kde &y, ..., jsou redlnd &isla.

Definice 3.1.68: Jsoudany vektoryay, a3, . . ., dy. Rekneme, Ze tyto vek-
tory jsou linedrné zavislé, 1ze-li aspon jeden z nich vyjadfit jako li-
nedrni kombinaci ostatnich. Pokud nemtiZeme zadny vektor vyjadrit
jako linedrni kombinaci ostatnich, fekneme, Ze jsou linedrné neza-
vislé.

Véta 3.1.69: Vektory ay, az, ..., ay jsou linedrné zdvislé prdaveé tehdy, kdyz
existuji ¢isla ay, . . ., &y, z nichZ aspori jedno je riizné od nuly, a plati

a1 + oy + -+ gl = 0.
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3.2 Matice

3.2.1 Zakladni pojmy a definice

Definice 3.2.70: Schéma m - n ¢isel z R, kde m, n € IN, uspotddanych
do m fadkt a n sloupcti se nazyva matice typu m x n. Tedy

a1 a4 - An

a1 a4z -+ d2p
A= .

Aml Om2 - Amn

Matice znacime velkymi pismeny, napt. A, B... Prvek matice A lezici v
i-tém fadku a j-tém sloupci znacime 4;;. Matici A typum X n zkrdcené
oznacime Ay xy.

Definice 3.2.71:
o Ctvercova matice A ¥adu 1 je matice typu n x n (tedy Ay xy).

e Hlavni diagonala matice je tvofena prvky aj1, 4z, - - - ax, kde
k = min(m, n).

e Nulova matice (znaci se O) je matice, jejiZ vSechny prvky jsou
nuly, tedy
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e Jednotkova matice (znaci se E) je ¢tvercovd matice, kde vSechny
prvky na hlavni diagonéle jsou jednicky a vSechny ostatni prvky

jsou nuly, tedy
10 --- 0
01 --- 0
E=1| . :
00 --- 1

e Horni (resp. dolni) trojahelnikova matice je matice, jejiZ prvky pod
(resp. nad) hlavni diagondlou jsou nulové, tedy
ajj=0proi>j (resp. a;; =0proi < j)-
e Transponovana matice k matici A (zna¢i se AT) je matice, kterad
vznikne z matice A zaménou faddkt za sloupce, tedy
T

;= llji.

IZZ-]

e Diagondlni matice je ¢tvercovd matice A s nenulovymi prvky nej-
vyse na hlavni diagondle, tedy

ajj=0proi # j.

e Submatice A;; matice A je matice, kterd vznikne z A vynechanim
i-tého fadku a j-tého sloupce.
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e Symetrickd matice je ¢tvercovd matice A, pro kterou plati
A=AT.

e Rekneme, Ze matice A je ve stupfiovitém tvaru, jestliZe

— kazdy nenulovy fadek kromé prvniho, zac¢ind zleva vice
nulami nez ddek pfedchozi,

— za nulovym fadkem nasleduji jen nulové fadky.

3.2.2 Operace s maticemi

Definice 3.2.72:

e Rovnost matic A, B (oznaceni: A = B)
Matice A rovnd se matici B, pravé kdyz jsou obé matice stejného
typu a vSechny odpovidajici si prvky jsou si rovny, tedy

a,']' = bi]‘, \V/l,]

e Soucet matic A, B (oznaceni: C = A + B)
Matice C se nazyva souctem matic A, B, pravé kdyZ jsou matice
A, B stejného typu a kazdy prvek matice C je souctem odpovi-
dajicich prvka matic A, B, tedy

Cij = @jj + bl’]', VZ,]

e Nasobek matice A redlnym ¢islem k (oznaceni: B = kA)
Néasobkem matice A ¢islem k € R rozumime matici B stejného
typu, kterd vznikne tak, zZe kazdy prvek matice A ndsobime
¢islem k € IR, tedy

b,‘j =k- lll']', Vl,]
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69 - Soucdin matic

Priklady: 261, 262, 263

e Soucin matic A, B (oznaceni: C = A - B)
Soucinem matic A typum x na B typun x p (Ama tolik sloupcti
jako B fadkti) je matice C typu m X p, jejiz kazdy prvek je ska-
larnim soucinem i-tého fddku matice A a j-tého sloupce matice

B, tedy

n
Cij — ail . b1] + aiz . b2] + N ain . bl’l] — Z aik . bkjl VZ,]
k=1

Poznamka: Obecné ndsobeni matic neni komutativni! Tedy

A-B#B-A.
Vlastnosti soucinu
A-E=A E-A=A
A-O=0 O-A=0
A-(B+C)=A-B+A-C (B+C)-A=B-A+C-A

Véta 3.2.73: Pro matice A, B (odpovidajicich typil) plati:

(A-B)T =BT-AT.
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3.2.3 Hodnost matice

Definice 3.2.74: Hodnost matice A (oznaceni: 1(A)) je nejvétsi pocet
linedrné nezavislych fadku této matice.

Véta 3.2.75: Je-li matice A typu m x n, pak

h(A) < min(m,n).

Definice 3.2.76: Radkové ekvivalentnimi ipravami matice budeme
rozumeét nasledujici Gpravy

1. vyména libovolnych dvou fadki
2. vynasobenti libovolného fadku nenulovym ¢islem

3. pficteni nenulového nasobku daného faddku k jinému fadku

Poznamka: Stejné tpravy muZeme provadét i se sloupci, pak ptjde
o sloupcové ekvivalentni tipravy.

Véta 3.2.77: Vznikne-li matice B z matice A ekvivalentnimi iipravami, pak

Definice 3.2.78: Matice A, Bjsou ekvivalentni (oznaceni: A ~ B),1ze-
li jednu matici prevést na druhou kone¢nym poctem fadkoveé ekviva-
lentnich tprav.
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Vypocet hodnosti matice

1. Pomoci fddkové ekvivalentnich tprav pfevedeme danou matici
A na stupniovity tvar, ziskdme tedy ekvivalentni matici B s matici
A.

2. Uré¢ime hodnost matice B (tedy i A) jako pocet nenulovych fadkt
matice B.

Poznamka: Hodnost jednotkové matice n-tého fadu je n. Hodnost
nulové matice je nula.
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3.3 Soustavy linearnich rovnic

3.3.1 Zakladni pojmy a definice

Definice 3.3.79: Soustavou linearnich rovnic rozumime m rovnic o
n neznamych, tedy

a11x1 + appxo+ +apx, = b
ap1X1 + axnxa+ +ayxy, = by
Ap1X1 + Ay X2+ +aynXn = bm,

kde a;; se nazyvaji koeficienty soustavy, x; jsou neznamé a b; jsou
pravé strany rovnic soustavy proi = 1,2,...,m,j =1,2,...,n.

Definice 3.3.80: Re$enim soustavy m linearnich rovnic o 1 nezné-
mych nazveme kazdy vektor ¥ = (x1,x2,-- -, xn)T, jehoZ soufadnice
po dosazeni do soustavy za nezndmé spliiuji vSechny rovnice sou-
stavy.

Definice 3.3.81: Matici A, jejiz prvky tvoii koeficienty soustavy a;;, na-
zyvame matici soustavy. Vektor Ejehoi soufadnice tvofi pravé strany
soustavy nazyvame vektor pravych stran. Matici A|b, kterd vznikne

z matice A pfipojenim vektoru pravych stran, nazyvame rozsifenou
matici soustavy.

apy -+ A by appy - a1, | b
A=1 b= : | Ap=

Am1 - Amn bm A1 - Amn | bm



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#LAslr
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika I - listy k pfednaskam Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

Y . . “ Video ReSené p¥iklady: 155, 157, 158, 160, 162, 163
73 - Soustavy linedrnich rovnic - Frobeniova véta 7 Pklady: 269, 270, 271, 272, 275

Poznamka: Soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych miiZzeme
zapsat také maticové:

A-X=0b,
tedy
ann A - A X1 b
Ay Ay - x| | bk
Anl Am2 °°° Amn Xm b

Definice 3.3.82: Pokud ma soustava m linearnich rovnich o n nezna-
mych vSechny pravé strany rovny nule (. by =0, bp = 0,--- ,by, =
0,), pak se nazyvad homogenni soustavou.

Véta 3.3.83: Frobeniova véta:
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych md alespoti jedno fesent,
pravé kdyZ se hodnost matice soustavy (oznaceni: h(A)) rovnd hodnosti

vy

matice rozsivené (oznaceni: h(A|D)), tedy
h(A) = h(Alb) = h.

Pokud h(A) # h(A|b), pak Feseni soustavy neexistugje.

M-li soustava tesent, pak pro h = n md soustava prdvé jedno fesent, jinak,
tj. pro h < n md soustava nekoneéné mnoho veseni zdivislych na n — h
parametrech.

Pozndmka: Z Frobeniovy véty vyplyva, Ze homogenni soustava line-
arnich rovnic md vzdy alesponi trividlni feSeni (tj. X = 0).
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74 - SLR - Gaussova elimina¢ni metoda

Video ReSené p¥iklady: 155, 157, 158, 160, 162, 163
Priklady: 269, 270, 271, 272, 273

3.3.2 Gaussova eliminaéni metoda

Definice 3.3.84: Dvé soustavy o stejném poctu nezndmych (pocet
rovnic nemusi byt stejny), nazyvame ekvivalentni soustavy, jestlize
kazdé feSeni prvni soustavy je zdroven feSenim druhé soustavy a
naopak.

Definice 3.3.85: Ekvivalentni Gpravy soustav linedrnich rovnic:
1. z&ména potadi rovnic,
2. vynasobeni nékteré rovnice ¢islem ¢ # 0,

3. pricteni k-ndsobku libovolné rovnice soustavy k jiné rovnici sou-
stavy,

Poznamka: Ekvivalentni dpravy neméni hodnost matice soustavy a
jsou obdobou tiprav pfi vypoctu hodnosti matice.
Postup u Gaussovy elimina¢ni metody

1. Vytvofime rozsifenou matici soustavy A\E

2. Pomoci tadkové ekvivalentnich dprav pfevedeme matici A|b
na stupniovity tvar a odtud zjistime hodnosti matice soustavy a
rozsifené matice soustavy.

3. PouZijeme Frobeniovu vétu pro zjisténi existence feSeni sou-
stavy.

4. Sestavime soustavu rovnic odpovidajici matici ve stuptiovitém
tvaru.

5. Pfi feSeni této soustavy postujeme od posledni rovnice k prvni.
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- etermmanty - dermice Priklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280

3.4 Determinanty

Definice 3.4.86: Determinant ¢tvercové matice A fadu n (oznaceni:
|A| nebo det A) je &islo, pro které plati:

1. je-li A¥adun =1, pak |A| = a1,
2. je-li Atadun > 1, pak

|A| = a11-|An| — a1+ |Ar] + a3 |As| — -+ (=) ay, - |Aq,,

kde A1k je submatice matice A.
Determinant submatice se nazyva subdeterminant.

Cislo o
dij = (—=1)"7 - |Ay|
se nazyva algebraicky doplnék prvku a;; matice A.
Véta 3.4.87: Laplaceiiv rozvoj

Je-li A ¢tvercovd matice ¥ddu n, pak plati:

n
|Al =Y aj-d; Vi (podle i-tého Fadku),
j=1

n
|A| =) aji-a; Vj  (podle j-tého sloupce).
i=1
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76 - Vlast t det . te Video Resené piiklady: 168,169, 170, 171,172, 173, 174, 175 3
- aStnost1 determinantu Priklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280

3.4.1 Vlastnosti determinantt
Necht A a B jsou ¢tvercové matice stejného radu, pak plati:
. ]4T|= 1A
e |A-B| = |A]-|B]
e Ma-li matice A dva fadky (sloupce) stejné, pak |A| = 0.
e Vznikne-li B z A:

o vzajemnou vyménou dvou fadkt (sloupcti), pak
Bl =—14],

o vyndsobenim jednoho fadku (sloupce) ¢islem k € R, pak
Bl =k-|Al

o pfi¢tenim ndsobku jednoho fadku (sloupce) k jinému, pak
Bl = |A].

e Jsou-li fadky (sloupce) matice A linedrné zavislé, pak |A| = 0.

e Determinant trojihelnikové matice se rovna soucinu prvki na
hlavni diagonale.
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77 - Vypocet determinantu

Video ReSené piiklady: 168, 169, 170, 171, 172,173, 174, 175 Q
P¥iklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280

3.4.2

K¥iZové pravidlo:

Vypocet determinantu matice 2. a 3. fadu

an
|A| = = a11 - axp — a1 - Ay
a1 \ﬂ;zx

Sarrusovo pravidlo:

a2 ﬁ13|
ﬁz:—s‘ =

a11%
a1 a2

Poznamka: Pro determinanty matic ¢tvrtého a vyssich fadt zZadné
obdobné pravidlo neplati.

|A| = a1 - Ay - A33 + Ap1 - A3 - 413 + A3 - 12 - A23

—(a13 - ag - az +ax - asp - ay; + azs - ayp - 4z1)

3.4.3 Vypocet determinantu matice 4. a vyssich fada

Determinant matice 4. a vyssich rdda pocitame pomoci Laplaceova
rozvoje, pfipadné miizeme vyuZit vlastnosti determinantu.
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. Lo s . . Video Regené p¥iklady: 176
78 - Soustavy linedrnich rovnic - Cramerovo pravidlo 7 Pklady: 281 &

3.4.4 Cramerovo pravidlo
Definice 3.4.88: Ctvercova matice A se nazyvé
e regularni, pravé kdyz |A| # 0,
e singuldrni, pravé kdyz |A| = 0.
Cramerovo pravidlo se dd pouZit pouze pro soustavy matic s regularni

matici soustavy, tj. pro soustavy n linedrnich rovnic o n neznamych,
kde matice soustavy A je ¢tvercova a navic |A| # 0.

Véta 3.4.89: Cramerovo pravidlo:
Je-li matice soustavy A - X = b reguldrni, pak existuje jediné feseni soustavy
X a pro jeho slozky xj plati
X = @,
Al
kde Ay je matice, kterd vznikne z A nahrazenim k-tého sloupce sloupcem
pravijch stran.

Postup u Cramerova pravidla
1. Ovéfime, ze |A| # 0,
2. spoditame jednotlivé determinanty |A|,

3. vypocitdme jednotlivé nezndmé x; dosazenim do vzorce z pied-
chozi véty.
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79 - | P . Video ReSené priklady: 177, 178 Q
- Inverzni matice Priklady: 282, 283, 284, 285, 286

3.5 Inverzni matice

3.5.1 Zakladni pojmy a definice

Definice 3.5.90: Ctvercova matice se nazyvd inverzni matice ke ¢tver-
cové matici A (oznaceni A1) pravé tehdy, kdyz

A-Al=A1. A=EFE

Poznamka: Pokud inverzni matice existuje, pak je urcena jedno-
zna¢né a navic matice A a A~! jsou stejného fadu.

Véta 3.5.91: Je-li A requldrni matice ¥ddu n, pak k ni existuje prdvé jedna

inverzni matice a plati

A—lzi.AT

kde A je matice s proky djj.

e Matice AT se nazyva adjungovana matice A.

o K singulérni matici neexistuje matice inverzni.

A7l =4

e A pro determinant inverzni matice plati TA]
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80 -1 P H Video ReSené priklady: 177, 178 @
- 1nverZni matice Priklady: 282, 283, 284, 285, 286

3.5.2 Vypocet inverzni matice pomoci adjungované
matice

1. Spocitdme determinant dané matice A, tj. |A|.
2. Vypocitame prvky 4;; matice A a vytvofime z nich matici A.
3. Transponujeme matici A.

4. Sestavime inverzni matici podle vzorce z pfedchozi véty.

3.5.3 Vypocet inverzni matice eliminaéni metodou

KaZdou reguldrni matici A 1ze prevést fadkoveé ekvivalentnimi tpra-
vami na jednotkovou matici E.

1. ZapiSeme matice A a E vedle sebe (A|E).

2. Provadime fddkové ekvivalentni apravy s matici (A|E):
(A[E) ~ - ~ (E|ATY).

3. Ziskame hledanou inverzni matici A1,
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. , . Video Re$ené p¥iklady: 179
81 - Maticové rovnice O Pfikiade 287, 298, 289 2

3.5.4 Maticové rovnice

Maticové rovnice jsou napf. rovnice typu:
A-X=B,

X-A =B,

kde matice X je hledand nezndma matice, A je reguldrni matice a B je
matice vhodného typu.

Takovéto rovnice mtiZeme fe$it pomoci inverzni matice A~ a to ndso-
benim dané rovnice matici A~! zleva nebo zprava, dle typu pocitané
maticové rovnice.

e Reseni rovnice typu A- X = B
Rovnici ndsobime matici A~! zleva, tedy

A-X=B8B /- A7! zleva
A1 A X=A1B
E-X=A"1-B
X=A1-B

e Reseni rovnice typu X - A = B
Rovnici ndsobime matici A~! zprava, tedy

X-A=B /- A71 zprava
X-A-A1=B.A"1
X-E=B-A1

X=B-A1
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82 - ReSeni soustavy linedrnich rovnic pomoci inverzni matice e péﬁgﬁﬁrigo?zgl &

Matematika I - listy k pfednaskam

3.5.5 ReSeni soustavy linearnich rovnic pomoci in-
verzni matice

Soustavu linearnich rovnic lze pro regularni matici A feSit jako speci-
alni pfipad maticové rovnice.

Véta 3.5.92: Je-li matice soustavy A - X = b requldrni (tj. |A| # 0), pak
existuje jediné feseni soustavy X a md tvar

—

x=A1.p.
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Analytickd geometrie
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4.1 Vektorova algebra

4.1.1 Vektory

Co je to vektor? Na tuto pomérné zasadni otdzku existuje jednoducha
odpovéd. Vektor je prvek vektorového prostoru. Je tfteba ovsem také
fici, coje to vektorovy prostor. Pro nase ticely si vystacime s ndsledujici
definici.

Definice 4.1.93: Vektorovy prostor V nad mnoZinou redlnych ¢isel R
je mnoZina s operaci s¢itani + prvkl z V (vektortt) a vnéjsi ndsobeni
- vektoru redlnym ¢islem, pficemz Vii, 7, @ € V, a, B € R plati:

1. d+0=0+i 5. 1-i=1il
2. U+ (F+@)=(i4+D)+D 6. p-(q-il)=(p-q) i

3. #+0=1i 7. (p+q)-i=(p-i)+(q- i)
4. i+ (—if) =0 8. p-(i+79)=(p-ii)+(p-7)

Poznamka: V mnoZiné V existuje neutrdlni prvek vici s¢itni, tzv.
nulovy vektor, tj. plati 0 + i = i + 0 = ii.

Poznamka: Pfikladem vektorovych prostorti nad mnoZzinou R je sa-
motnd mnoZina R, déle kartézsky sou¢in mnozin redlnych cisel se
sebou, R". My se pro nase téely omezime na vektorovy prostor R3
nad R. Jeho prvky (uspofdddné trojice) budeme nazyvat vektory,
znacime il = (ul, Uun, u3).

Definice 4.1.94: Bud V vektorovy prostor. Afinnim prostorem nad V
rozumime mnozZinu A, spole¢né s operaci s¢itani +, kterd libovonému
prvku z A alibovolnému vektoru z V piifadi prvek z A, tj. A+ ii = B,
A,B € A, i € V.Prvkim z A f¥ikdme body.

Poznamka: Je-li mozné na afinnim prostoru .4 méfit vzdalenost, pak
jde zpravidla o tzv. Eukleidovsky prostor, £.
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Poznamka: Méfeni vzddlenosti se realizuje pomoci skaldrniho sou-
¢inu, ktery si zavedeme pozdéji. Omezime se na tzv. trojrozmérny
Eukleidovsky prostor, ktery budeme oznacovat £2a ztotoziiovat s R.
Body &3 zna¢ime A = [ay, ay, a3].

Pozndmka: Na mnoZiné R? lze tedy pracovat s nékolika algebraic-
kymi strukturami. Jednd se o strukturu vektorového prostoru, afin-
niho a Eukleidovského prostoru.

4.1.2 Zakladni pojmy a definice

Definice 4.1.95: Kartézska soustava soufadnic je takovd soustava
soufadnic, u které jsou soutadné osy vzdjemné kolmé a protinaji se v
jednom bodé zvaném pocatek soustavy soufadnic.

V prostoru £3 ma kartézskd soustava soutadnic 3 vzdjemné kolmé osy
(oznacované x, y, z), v roviné (tj. v prostoru &£ 2) 2 kolmé osy (x, y).

Definice 4.1.96: Soufadnice bodu A v kartézské soustavé soufadnic
je v prostoru trojice redlnych &isel a1, ap, a3, které dostaneme jako
vzdalenost pocatku soustavy soufadnic a kolmého primeétu bodu A
do odpovidajicich soufadnych os x, y, z (Oznaceni: A = [ay,a2,a3] -
bod A o soufadnicich aq, ay, a3).

Definice 4.1.97: Necht A = [ay,ap,a3], B = [by, by, b3] jsou dva body v
prostoru. Orientovanou tseckou AB nazveme tsecku s pocate¢nim
bodem A a koncovym bodem B. Geometrickym vektorem nazyveme
orientovanou tsecku uréenou body A, B majici urcitou velikost (Ozna-
¢eni vektoru: AB nebo @). Poznamenejme, Ze plati AB = B — A.

Definice 4.1.98: Nulovym vektorem nazyvdme vektor, jehoZ poca-
te¢ni a koncovy bod splyvaji, takZe jeho velikost se rovnd nule. (Ozna-
gent: 0). Jednotkovym vektorem nazyvame vektor, jehoZ velikost je
rovna jedné.
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4.1.3 Soufadnice vektoru

Definice 4.1.99: Necht je ddna kartézskd soustava soufadnic a libo-
volny bod A = [a1,a,,a3] € £3. Polohovym vektorem nazveme ori-
entovanou tse¢ku OA, O = [0,0,0]. Cisla aq, ap, a3 nazyvame soufad-
nicemi vektoru 4 = OA (oznadeni: 4 = (a1, ay,43)).

Poznamka: Polohovy vektor je tedy télesova tthlopficka v kvadru o
hranach ai, ap, as.

Definice 4.1.100: Vektory i, , k o soufadnicich
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k = (0,0,1)
se nazyvaji zdkladni (bazové) jednotkové vektory.

Poznamka: Zakladni jednotkové vektory jsou vektory o velikosti
jedna leZici na oséach x, y, z.

Véta 4.1.101: Kazdy vektor @ v £3 Ize vyjidyit jako linedrni kombinaci
zdkladnich vektorii ?, f, k, tedy

i=m -?+a2-f+a3 K,
kde koeficienty aq, ap, a3 linedrni kombinace jsou soutadnice vektoru a.
Definice 4.1.102: Necht je dan vektor 4 = (a1, a,a3). Velikosti vek-

toru 4 (oznacent: ||) rozumime délku tsecky O A (tj. délku thlopficky
v kvadru o stranach aq, a,, a3)

@] = Va2 + ax2 + az.
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Véta 4.1.103: Necht jsou ddny vektory @ = (a1, ay,4a3), b = (b1, by, b3).
Pak plati

e pro ndsobent vektoru redlnym cislem « € R

a-d=(a-ay,a-aywu-az),
e pro rovnost vektorii
Zl’:g@ﬂl :bl, ﬂszZI a3:b3,
e pro soucet vektorii
i+b=(ay+by,an+baz+b3),

e pro rozdil vektorii

ia—"b

(a1 — by, ap — by, a3 — b3),

Poznamka: Vime, Ze geometricky vektor je mnoZina tisecek navzdjem
rovnobéZnych se stejnou velikosti. Soutadnice jsme urdili pro polo-
hovy vektor 4 = (ay,a3,a3), tedy pro vektor s po¢ate¢nim bodem v
pocatku soustavy soufadnic. Budeme-li uvazovat vektor, ktery ma po-
Cate¢ni bod M = [mq, mp, m3] a koncovy bod N = [n1, 1y, n3), pak pro
soufadnice tohoto vektoru plati MN = (17 — mq, ny — mp, nz — ms).
Je ziejmé, Ze a; = ny — my, ap = np — my, az = nz — mz, protoze se
jednd o geometricky vektor. Tedy soufadnice geometrického vektoru
jsou bud soufadnice koncového bodu polohového vektoru nebo roz-
dil soufadnic koncového a pocatecniho bodu libovolné umisténého
vektoru.



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#AGvek
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika I - listy k pfedndaskam Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

88 - Skalarni soucin vektort VIdeo  pritdady: 293 @

41.4 Skalarni souéin vektoru

Definice 4.1.104: Skaldarnim soudinem dvou vektort 4, b (oznaceni:
d - b) rozumime ¢islo

ﬁ-B:al'b1+a2-b2+a3-b3.

Definice 4.1.105: Odchylka dvou vektortt 4 = (ay,a,a3), b =
(b1, by, b3) je Cislo ¢ € (0, ) spliujici

i-b=ldl- ‘E‘cosgo.
Vlastnosti skaldrniho souéinu

1. komutativni zdkon:

2. distributivni zdkon:

3. kolmost vektor:
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Video @

fiklady: 295

4.1.5 Vektorovy soucin vektort

Definice 4.1.106: Vektorovym souc¢inem dvou nenulovych vektort
a = (ay,ap,a3), b = (by, by, b3) (0znaceni: 4 X b) rozumime vektor c,
pro ktery plati

Tk
C=dxb=\|ay ay az|,
by by bs
kde i = (1,0,0), = (0,1,0), k= (0,0,1) jsou zédkladni jednotkové
vektory:
- 7 a as| |41 4as ap dap
C—“b—(bz bs|” " |br bs|”|by b2>'

Véta 4.1.107: Méjme dva nenulové vektory d = (a1, ap,a3), b =
(b1, by, b3) a vektor ¢ = @ x b, pak plati

1. vektor € je kolmy na vektory @ a b, tedy
cld A CLb,
2. pro velikost vektoru ¢
ax E) = |d| - ‘E‘ -sin @,
kde ¢ je iihel, ktery sviraji vektory @, b,

3. vektory d, b, ¢ v tomto poradi tvoii tzv. pravotocivou trojici.
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90 - Vektorovy soucin vektoru VA priidadys 205 &0

Véta 4.1.108: Necht jsou ddny vektory @ = (a1, ay,4a3), b = (b1, by, b3).
Je-li jeden z vektorii @, b nulovyj, nebo je-li vektor @ ndsobkem vektoru b
(tikdme, Ze vektory @ a b jsou linedrné zdvislé) pak

C=dxb=0a.
Vlastnosti vektorového soucinu

1. antikomutativni zdkon:

QL
X
SO
I
|
S
X
al

2. distributivni zdkon:

—

dxC+bxCc,

(@+Db) x ¢
3. ndsobeni redlnymi ¢isly a, B € IR:
(-3)x (B-b)=a-B-(@xD).
Geometricky vyznam vektorového soucinu
1. Vektorovy soucin je kolmy na rovinu uréenou vektory d a b.

2. Velikost vektorového soudinu vektort 4, E, tj. ‘t_i x b , udava ob-

sah rovnobéZnika o strandch 4 a b.

3. Dva nenulové vektory 4, b, jsou rovnobézné, pravé kdyz jejich
vektorovym soucinem je nulovy vektor.
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91 - SmiSeny soucin vektort ViAo pridady: 207 <7

4.1.6 SmiSeny soucin vektora

Definice 4.1.109: SmiSenym soucinem ti{ vektorti @ = (ay,a,43),
b = (by,by,b3), ¢ = (c1,¢2,c3) (0znaceni: [d,b,c]) rozumime &islo 4 -

(b x ©), 4.
R R ap dp d4s
[ﬁ,b,E] :ﬁ(bxﬁ): b1 bz b3 .
C1 Cp C3
Poznamka:

i-(bx?)=(@xb)-¢=¢c-(@xb)=b-(Cxa).
Geometricky vyznam smiseného soucinu
1. T#i vektory @, b,¢ jsou komplanarni (leZi v jedné roving), pravé
kdyz
a-(bx¢c)=0.

2. Objem V rovnobézZnosténu urceného vektory 7, b, Zje dan vzta-
hem

V= ‘ﬁ.(Exa)‘.
3. Objem V ¢tyfsténu uréeného vektory 4, b, T je dan vztahem

V= )a’.(Exa)‘.

N =
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92 - P¥imka v &£° Video puidiady: 302 %

4.2 Analyticka geometrie v prostoru

42,1 Piimka

Pfimku lze jednoznaéné urcit dvéma rtiznymi body nebo bodem a
vektorem, tzv. ur¢ujicim smérem p¥imky,

p={AB}, p={AAB}, p={Ai}

Definice 4.2.110: Vektorovou (symbolickou) rovnici pfimky p =
{A, i} nazyvame rovnici

p:X=A+ti,

bod X € p, i je smérovym vektorem piimky p, t € R je parametr
pfimky p.

Definice 4.2.111: Necht je dan bod A = [a1,4;,a3] a smérovy vek-
tor il = (uq,up, u3). Parametrickymi rovnicemi p¥imky p = {A, i}
nazveme rovnice:
X =ay+ tuq,
p:y=ax+ tuy,
z = a3+ tus,

bod X = [x,y,z] € pjebod lezici na dané pfimce.
Poznamka: VSimnéme si, Ze parametrické rovnice pfimky dostaneme

opét pouhym dosazenim pfislusnych soufadnic daného bodu a vek-
toru do vektorové rovnice piimky.

Poznamka: Obecnd rovnice pfimky v prostoru neexistuje! Pfimku lze
vSak zadat jako priisecnici dvou rovin.
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93 - Vzdjemna poloha dvou pfimek v &3 V4O pridady: 306 7

4.2.2 Vzijemna poloha dvou p¥imek

Necht jsou dany dvé piimky p, g o rovnicich:
p: X=A+ti, q:X=B+s0

RozliSujeme c¢tyfti typy vzdjemnych poloh, vZdy zaleZi, co maji anebo
nemaji pfimky spole¢ného:

e Vzijemnd poloha rovnobézna rtizna

pllg < majispoleny smér, nemaji spole¢ny bod
e Vzdjemna poloha totozna
p=¢q < majispoleény smérabod, tzn. vSechny body
e Vzidjemna poloha riznobézna
pNg={P} < nemajispolecny smér, maji spole¢ny bod
e Vzijemna poloha mimobézna
p fq < nemajispoledny smér ani bod

Poznamka: Spole¢nému bodu riznobéznych piimek se fika priise-
¢éik.
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94 - Rovina v &3

Video Bﬁ%ﬁg&})fi]éb?ggol&, 183 @

4.2.3 Rovina

Rovinu Ize jednoznac¢né urdit tfemi body neleZicimi na téZe p¥imce;
dvéma body a smérem urcujicim pfimku, kterd témito body nepro-
chédzi; bodem a dvéma nekolinedrnimi sméry,

p=1{A,B,C}, p=1{AB,i}, p={A17).

Definice 4.2.112: Vektorovou (symbolickou) rovnici roviny p =
{A, i, 7} nazyvdme rovnici

p:X=A+ti+s7,
bod X € p, t,s € R jsou parametry roviny p.

Definice 4.2.113: Necht je dan bod A = [a;, 4, a3] a smérové vektory
il = (uy,up,u3), 7 = (v1,03,03). Parametrickymi rovnicemi roviny
p = {A,il,7} nazveme rovnice:

X = a1 + tug + svyq,
0y =ay+ tup + vy,
z = asz + tuz + svs,

bod X = [x,y,z] € pjebod lezici na dané roviné.

Poznamka: VSimnéme si, Ze parametrické rovnice roviny dostaneme
pouhym dosazenim piislusnych soufadnic danych bodti a vektorti
do vektorové rovnice roviny.
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95 - Rovina urc¢end bodem a normélovym vektorem Video - efoné prlady; 162,183 €7

Rovina uréena bodem a normalovym vektorem

Definice 4.2.114: Normalovym vektorem roviny p (oznaceni: 7i =
(a,b,c)) nazyvame vektor kolmy na rovinu p, #i L p.

Pozndmka: Normadlovy vektor roviny p je kolmy na vSechny vektory
této roviny, tedy plati

AX-7i=0, bodyA,X € p.

RozepiSeme skaldrni soudin pro A = [a1,a2,a3], X = [x,y,z], AX =
(x —ai,Yy —az,z— a3)/ = (al b/ C)/

(x—ay)a+ (y—az)b+ (z—az)c = 0.
Roznédsobenim a ozna¢enim d = —(aay + bay + cas) dostdvame
p:ax+by+cz+d=0.
Definice 4.2.115: Obecnou rovnici roviny p nazyvdme rovnici
p:ax+by+cz+d=0.

Definice 4.2.116: Usekovou rovnici roviny p nazyvame rovnici tvaru
X z
Z 4 y + - =1,
p q T
kde p,q,r € R predstavuji tiseky, které vytina rovina na soufadnych
oséach.

Poznamka: Rovina dand obecnou rovnici miize mit rizné polohy
vzhledem k soufadnym osdm v zévislosti na koeficientech g4, b, c, d.
Neobsahuje-li rovnice roviny nékterou proménnou (soufadnici), pak
je dana rovina rovnobéZzna s pfislusnou osou, popfipadé touto osou
prochazi.
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96 - Vzdjemna poloha pfimky a roviny v &3 VA pridady: 307 7

4.2.4 Vzijemna poloha pfimky a roviny
Necht je dana pfimka p a rovina p o rovnicich:
p: X=A+ti, p:X=B+kv+Iwm.

Rozlisujeme tfi typy vzdjemnych poloh, vzdy zdleZi, co maji anebo
nemaji objekty spole¢ného:

e Vzijemnd poloha rovnobézna rtizna

pllp < majispoleény smér, nemaji spolecny bod
e Vzijemnd poloha pfimka leZi v roviné
pCp < majispolecny smér a bod, tzn. vSechny body piimky
e Vzidjemna poloha riznobézna

pNp={P} < nemajispoleény smér, maji spole¢ny bod

NEEXISTUJE MIMOBEZNA POLOHA PRiMKY A ROVINY V
TROJROZMERNEM PROSTORU!

Poznamka: Spole¢nému bodu v pfipadé riznobézné polohy pfimky
a roviny se fika prisedik.
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97 - Vzdjemna poloha dvou rovin v £3 V9O pridady: 308 7

4.2.5 Vzajemna poloha dvou rovin

Necht jsou dény dvé roviny « a § o rovnicich:
w:X=A+kii+17, B:X=B+pi +r7.

Rozlisujeme tfi typy vzdjemnych poloh, vzdy zdleZi, co maji anebo
nemaji objekty spole¢ného:

e Vzijemnd poloha rovnobézna rtizna

a||B < maji spoletné sméry, nemaji spole¢ny bod

e Vzidjemna poloha totozna

x=p < majispolecné sméry a bod, tzn. viechny body

e Vzidjemna poloha riznobézna

aNB=p < majispolecny smér, maji spole¢ny bod

NEEXISTUJE MIMOBEZNA POLOHA DVOU ROVIN V TROJ-
ROZMERNEM PROSTORU!

Poznamka: Spole¢né pfimce riiznobéznych rovin se ik priise¢nice.
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98 - Metrické tlohy

Video - Beend phiklady; 184,185 €7

4.2.6 Vzdalenost bodu od pfimky
M

d
o\ i

p A X

¢

Vzdalenost bodu M od piimky p = {A,ii} je velikost vektoru MX
kolmého na pfimku p a prochazejictho bodem M, pficemz X € p je
kolmym priimét bodu M do piimky p.

4.2.7 Vzdalenost bodu od roviny

B ]aml + bmy 4 cms +d’

VaZ 4 b% + c?

M
I d(M, p)

i

Vzdalenost bodu M = [my, my, m3] od roviny p : ax + by +cz+d =0
je velikost vektoru MX kolmého na rovinu p a prochazejictho bodem
M, pticemz X € p je kolmy primét bodu M do roviny p.

4.2.8 Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin

V jedné z rovin zvolime libovolny bod a tlohu pfevedeme na hledéni
vzdalenosti bodu od roviny. Pro vzdalenost dvou rovin a : ax + by +
cz+dy =0,B:ax+by+cz+dy = 0plati

|dy — di|
Va2 12+ 2

(o, p) =
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99 - Metrické tlohy

Video - Beend phiklady; 184,185 €7

4.2.9 Odchylka dvou pf¥imek

-9
= , 0,7/2
cos ¢ FBE ¢ € (0,7/2)

Odchylku dvou pfimek ur¢ime jako odchylku jejich smérovych vek-
tord.

4.2.10 Odchylka pfimky od roviny

Odchylku pfimky od roviny pfevadime na odchylku pfimku od nor-
malového sméru roviny.

4.2.11 Odchylka dvou rovin
Odchylka dvou rovin piechézi

\% fia v odchylku jejich normélovych

ng smér.
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100 - Pricka a osa mimobézek Video €3

4.212 Piicka mimobézek Definice 4.2.118: Osa mimobé&zek je piitka, kterd je na ob& mi-
mobéZky kolma.

%

Definice 4.2.117: Pficka p mimobéZek m a n je kazda pfimka p, ktera
ob& mimobé&zky protina. Pozndmka: Osu hleddme stejné jako v pfipadé pricky rovnobézné s
danym smérem. Smér ovSem musi byt kolmy na obé pficky a ziskdme
jej jako vektorovy soucin urcujicich smérti obou mimobézek, 0 = 1 X
.

N

m n

Poznamka: Pficek existuje nekone¢né mnoho. Obvykle se fesi tiloha,
kdy hleddme pticku dvou mimobéZek prochdzejici danym bodem
nebo rovnobéZnou s danym smérem.

Naleznéte pricku prochdzejici danym bodem P
1. m = {M,m}, n={N,i}
2. o = {P,M, i}, p = {P,N,ii}
3.p=anp

S %

Naleznéte pficku rovnobéZnou s danym smérem 5
1. m={M,m}, n={N,i}
2.« = {M,, B}, B = {N,7,F}
3.p=anp
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Resené piiklady — Funkce jedné proménné
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103 - Defini¢ni obor - zlomek Poznamky

Zadani Urcete defini¢ni obor funkce y = ﬁ,y = m ay = ﬁ

Reseni Video Teorie: 13 P¥iklady: 195, 196, 197 €7
V zadéni se objevuje zlomek. Jmenovatel zlomku musi byt riizny od nuly.

3—x2#0 Budeme fesit kvadratickou (ne)rovnici.
D=0—4ac=0+12=12 Pouzijeme diskriminant k jejimu vyfeSeni.
X1p = *bi\/ﬁ = Oi_\éﬁ = iz\f = Fv3  Dostali jsme dva riizné redlné kofeny.

Defini¢ni obor funkce je D(f) = R — {:F\/g}

1—2sinx #0 Budeme feSit goniometrickou (ne)rovnici.

1 # 2sinx

sinx # % Kladnou hodnotu ma funkce sin x v prvnim a druhém kvadrantu.
x # % +2kmt Reseni z prvniho kvadrantu.

X # §7‘C + 2kt Reseni z druhého kvadrantu.

Defini¢ni obor funkce je D(f) = R — {Z + 2k7mt, 27t + 2k}

1-2¥#£0 Budeme feSit exponencidlni (ne)rovnici.

1#2% Levou stranu upravime.

20 £ 2% Rovnaji-li se zaklady, rovnaji se také exponenty.
x #0

Defini¢ni obor funkce je D(f) = R — {0}
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104 - Defini¢ni obor - logaritmus Poznmicy
Zadani Urcete defini¢ni obor funkce y = log (x* —4x +4) ay = In 3-X.
Reseni Video Teorie: 13 P¥iklady: 195, 196, 197 €7

V zadani se objevuje logaritmus. Argument musi byt kladny.

x> —4x+4>0 Budeme fesit kvadratickou nerovnici.

D=16-16=0 Dostaneme jeden dvojndsobny kofen.

X12 = 4:|:2\@ =2

(x — 2)2 >0 Druhd mocnina je vZdy nezaporna (vétsi nebo rovna nule),

vadi ndm tedy pouze moZnost, Ze se zdvorka bude nule rovnat .

x # 2 Vylouéime tedy tento bod.

Defini¢ni obor funkce je D(f) = R — {2}

xzzj:; >0 Budeme fesit nerovnici.
2—x .
oD 0 Jmenovatele upravime.

x=2,x=0,x=—-1 Nulové body.

T
38
|
=
e
s
S
®
&

1
1
4+

Defini¢ni obor funkce je D(f) = (—o0, —1) U (0, 2)
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105 - Defini¢ni obor - sudd odmocnina

Zadani Urcete defini¢ni obor funkce y = vV6 —x —x2ay = VInx.

Regeni Video Teorie: 13 P¥iklady: 195, 196, 197 @
V zadani se objevuje suda odmocnina. Argument musi byt nezaporny.

6—x—x2>0 Budeme fesit kvadratickou nerovnici.
D=1+24=25 Dostaneme jeden dvojndsobny kofen.
X1p = li_\éﬂ

X1 = -3

xllz =2

(2—x)(x+3) >0  Mame nulové body, sestavime tabulku a najdeme defini¢ni obor.

+
I

o e E
+

Defini¢ni obor funkce je D(f) = (—3,2)

V zaddani se objevuje sudd odmocnina a logaritmus. Argument odmocniny musi byt nezdporny. Argu-
ment logaritmu musi byt kladny.

Inx >0Ax>0 Budeme fes$it prvni nerovnici, druhé je vyfeSena.
x>1 Priinik interval je hledanym defini¢nim oborem.

Defini¢ni obor funkce je D(f) = (1,00)

Poznamky
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106 - Defini¢ni obor - tangens a kotangens Poznmicy
Zadani Urcete defini¢ni obor funkce y = tan (4x+ %),y = cot (2x — §) ay = ﬁ

an| x T
Reseni Video Teorie: 13 P¥iklady: 195, 196, 197 €7

Pro funkci tangens plati podminka, Ze argument musi byt rizny od 7 + k7, pro kotangens plati podminka, Ze
argument musi byt rzny od k7.

dx+F # 5 +km Budeme Fesit linedrni (ne)rovnici.
dx # 5 +km— % Osamostatnime x .
dx # 5 +kmt Dostaneme nekone¢né mnoho bodu.
x# L+
v, . k
Defini¢ni obor funkce je D(f) = R — {% + T}'
2x — 7 #Fkm Budeme fesit linedrni (ne)rovnici.
2x # 7 +km
x# Tk

Defini¢ni obor funkceje D(f) = R — {% + %’T}

1 1

y= an(x 1) Zname vzorec ¢~ = cotx.

y =cot(x+ %) Pouzijeme podminku pro funkci kotangens.
x+ I #Fkm Osamostatnime x.

x # —7+km

Defini¢ni obor funkce je D(f) =R — {—F + krt}
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107 - Defini¢ni obor - arkussinus, arkuskosinus Poznamky

Zadani Urcete defini¢ni obor funkce y = arcsin % aly = arccos @

Reseni Video Teorie: 13 Pfiklady: 195, 196, 197 Q
Pro funkce arkussinus a arkuskosinus plati podminka, Ze argument musi byt z intervalu (—1,1).

—-1< % <1 Ve jmenovateli neni proménnd, feSime nerovnici najednou.
—3<4x-5<3 Osamostatnime postupné x .

2<4x <8

I<x<2

Defini¢ni obor funkce je D(f) = <%,2>.

-1< % <1 Ve jmenovateli je proménnd, nerovnici rozdélime na dvé.
—-1< 2’}—’3 V nerovnici nesmime nésobit proménnou!
0< 2541 Pravou stranu pfevedeme na spole¢ného jmenovatele.
0< 2x—3+x
- X
0< % Nulové body jsou 0, 1. Sestavime tabulku.
| |
® T-[ ®
23 < V nerovnici nesmime nasobit proménnou!
X3 1<0 Pravou stranu pfevedeme na spole¢ného jmenovatele.
2x—3—x <0
xT*g <0 Nulové body jsou 0, 3. Sestavime tabulku.
| |
B

Defini¢ni obor funkce je prunik nalezenych intervalt D(f) = (1,3)
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108 - Inverzni funkce Poznimky

Zadani Urcete defini¢ni obor, obor hodnot a inverzni funkci funkce y =1 —1In (2 — x).

Regeni Video Teorie: 20 P¥iklady: 217, 218, 219 @
V zadani se vyskytuje logaritmus, argument musi byt kladny.

2—x>0 Vyfesime nerovnici.
x <2 Defini¢ni obor funkce je D(f) = (—o0,2).

Defini¢ni obor funkce f je oborem hodnot funkce inverzni f 1, tedy D(f) = H(f1).

Nyni z definiéniho oboru uré¢ime obor hodnot funkce. Od x se musime dostat k y.

—oo < x <2 Nerovnici vyndsobime —1. Nezapomeiite zménit znaménka nerovnice.
0 > —x > —2 Pri¢teme dvojku a obratime pofadi stran nerovnice.

0<2—x<o0 Nerovnici zlogaritmujeme, pfirozeny logaritmus je rostouci funkce,
In0<In(2—x) <Inoo znaménka nerovnosti se nezméni. Upravime meze intervalu.

—0 <In(2—x) < oo Nerovnici vyndsobime —1.

co>—In(2—x) > —o0 Pfi¢teme k nerovnici 1.

c0o>1-In(2—x) > —o0 Dostali jsme tvar pro y.

00 >y > —00 Toto je obor hodnot dané funkce. Plati H(f) = D(f~!) = R.

Poslednim krokem je funkéni predpis inverzni funkce .

x=1—-In(2—-y) V zadani zaménime x za y. Vyjadiime y.
x—1=—-In(2—-y) Odecetli jsme 1 a vynasobili rovnici —1.
l—-x=In(2-y) Inverzni funkce k pfirozenému logaritmu je exponencidlni funkce.
el =2-y Jeji zaklad je e. Nyni pfevedeme y a exponencidlni funkci
y=2—¢* na opacné strany rovnice. Hotovo.

liy=2—¢l"" Toto je inverzni funkce k funkci zadané.
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109 - Parita funkce - suda a licha funkce

Poznamky

Zadani Urcete defini¢ni obor funkce a zjistéte, zda je funkce sudé nebo licha
y=xsinx+v4—x2ay=xcos (x> — 1) +In 7.

Reseni
V zadéni se objevuje odmocnina. Argument musi byt nezdporny.

Budeme fesit kvadratickou nerovnici.

Doplnime tabulku a ziskdme defini¢ni obor.

Nyni zjistime, zda je funkce suda nebo licha.

f(—x) = —xsin(—x) —1—1/(4— (—x)2> = xsinx ++/(4 —x2) = f (x)

Funkce je suda.

Nyni zjistime, zda je funkce sudd nebo licha.

f(—x) = —xcos <(—x)2 _ 1) _Hn% — —xcos (¥2 — 1) +In 1= =

= —XCOoS <x2_1) +1In (%1—;) = —XCOS (xz—l) —In (%jr_z) = _f(x)

f=x)=—=f(x)

Funkce je licha.

Video Teorie: 16 P¥iklady: 214, 215 @

Interval je soumérny podle pocatku, plati x € D(f) A —x € D(f).

Budeme feSit nerovnici. Doplnime tabulku a ziskdme defini¢ni obor.

Interval je soumérny podle pocatku, plati x € D(f) A —x € D(f).
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110 - Parita funkce - sud4, licha nebo Zadna

Zadani Urcete defini¢ni obor funkce a zjistéte, zda je funkce sudé nebo licha

y:,/i—_ﬁay:le—g%—i—x—l.

Reseni Video Teorie: 16 Ptiklady: 214, 215 @
V zadani se objevuje odmocnina. Argument musi byt nezdporny. Jmenovatel zlomku mus rtizny od nuly.

‘Hk

= >0 Budeme fesit kvadratickou nerovnici.
Doplnime tabulku a ziskdme defini¢ni obor.

D(f) = (o0, —4) U (4, )

Interval neni soumérny podle pocétku, plati4 € D(f) A —4 ¢ D(f).
Funkce neni ani sud4 ani licha.

V zadani se objevuje zlomek. Jmenovatel se nesmi rovnat nule.

x#0 Defini¢ni obor jsou reédlna ¢isla bez nuly.

D(f)=R—{0} Interval je soumérny podle pocatku, plati x € D(f) A —x € D(f).
Nyni zjistime, zda je funkce suda nebo licha.

f(—x) = (—x)4—5in£—;x)—x—1:x4—51%x—x—l

Srovndme vysledek se zadanou funkci.

x* — % se shoduje se zadanim, mohla by to byt suda funkce.
Déle —x — 1 se li$f znaménkem pied x.

Funkce neni ani sudé ani licha.

Poznamky
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111 - Limita funkce - nula lomeno nulou, polynom Poznémky

3 2

x°+4x-+x—6
Zadani V Citejte limitu i .
adani Vypocitejte 1m1ux1n_12 PR

Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 €7
Vypocet limity zacneme dosazenim —2 za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

o P46 (—2)°+4.(-2*-2-6 0
X2 x2 —4 N (—2)2—4 -0

Limita je typu 8.
—2 je kofenem polynomu jak v ¢itateli, tak ve jmenovateli.
Jmenovatele mtizeme rozlozit x> — 4 = (x — 2) (x + 2). Citatele vydé&lime kofenovym ¢initelem x + 2.

(P+4x>+x—6):(x+2)=x*+2x—-3

. 4’4+ x—6 . (x+2)(x*+2x—3)
lim = lim
X2 x2—4 -2 (x=2)(x+2)
Vykratime zlomek a znovu dosadime —2 za x.
2 2
. (x*+2x-3) . (=2)"+2.(-2)-3 3
lim = =1 ==
o2 (x—2) o (—2-2) 4

Dostali jsme zlomek 3, ptiklad je vytegeny.
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112 - Limita funkce - nula lomeno nulou, odmocnina Poznimky
_ 2 _

Zadani Vypocitejte limitu )1(135 %

Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 €7

Vypocet limity za¢neme dosazenim 3 za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

po1-VaZ-8 L 1-v32-8 0
>3 x—3 >3 3-3 0

Limita je typu %.

Zlomek usmérnime. Vyjdeme ze vzorce (a — b) (a +b) = a> — b?.

1—vx2-38 1+\/x2—8_1_ 1— (x2-38) , 9 — x?

S5 X3 1V o8 28 (r-9) (14 8) 7 (r—3) (14 V)

— lim (3—x)(B3+x) ~ lim —(x=3)(3+x)

3 (x-3) (14 VAZ=8) 7 (x-3) (14 Va7 - 8)

Vykratime zlomek a znovu dosadime 3 za x.

LG N CE ) B

3 (14Va2=8) P (1437 -8) 2

Dostali jsme vysledek —3, pfiklad je vyfeSeny.
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113 - Limita funkce - nula lomeno nulou, sinus a tangens Poznamky

sin4x

Zadani Vypocitejte limitu li
adani Vypocitejte limitu lim ——

Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 €7
Vypocet limity zacneme dosazenim 0 za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

lim sin4x - sin4.0 - 9
=0 2x 20 0

Limita je typu 8.

. . sinx ’ ; , , y
PouZijeme vzorec lmg) — = 1. Vyraz 4x nahradime pomoci substituce proménnou t.
X—
dx =t Vyjadiime x.
_t
*=13
x—0 Kam ptijde t?
t—0 Miizeme dosadit do zaddni a vypocitat zadanou limitu.
. sindx . sint , . .
lim =lim —- = Upravime konstanty ve jmenovateli.
x—0  2x t=0 2.4
lim 2 sin Nyni pouZzijeme vzorec na vypocet limity lim sin 1
= — = \ \4 — =1
t—0 t ymp ) YP y t—0 t

=21=2 Maéame vysledek.
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114 - Limita funkce - nula lomeno nulou, sinus a tangens Poznimly
Zadani Vypocitejte limitu lim sin 3;( .

x—0 tan 3
Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 €7

Vypocet limity za¢neme dosazenim 0 za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

. sin3x sin 3.0 0
lim - = T =
x—0 tan 3 tan 3 0

Limita je typu (Q).

inx tan x

=1alim =1.

e . S
PouZijeme vzorec lim
x—0 X x—0 X

BohuZel v zadani chyb{ % Musime proto zadany zlomek vhodné rozsifit.

sin 3x
= lim
x—0 tan§

X

. sin3x
lim =
x—0 tan 3

Zlomek rozdélime na dvé limity.

B[R |=

Limity vyfeSsime vhodnou substituci - 3x =t a % =u,t—0,u—0.

. sin3x . sint ) sint v,

lim =lim —— =1im3.— =3 Citatel.
x—0 X t=0 3 t—0 t

. tan% . tanu 1
lim 3 = lim == Jmenovatel.
x—0 X u—0 3u 3

. sin3x S 3 ) ) . )
lim = 1lim—=5=9 Oba vysledky dosadime do zadani a upravime.
x—0 tan3  x—0 fang 3

X
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115 - Limita funkce - nula lomeno nulou, sinus a tangens Poznamky

. 2 2
e e . . sin“4x + tan- 2x
Zadani Vypocitejte limitu lim —lz_
x—0 tan® bx

Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 @
Vypocet limity za¢neme dosazenim 0 za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

. sin?4x + tan?2x . sin?4.0 + tan?2.0 0
lim 5 = lim > = —
x—0 tan- 5x x—0 tan- 5.0 0

Limita je typu %.

vis . sInx . tanx ) 3
Pouzijeme vzorec lim =1lalim = 1, ktery umocnime na druhou.
x—0 X x—0 X
_sin’x . [sinx)\? __tan?x  (tanx)?
lim —— = lim =1 lim —— = lim =1
x—=0 X x—0 X x—=0 X x—0 X

Bohuzel v zadani chybi xl_z Musime proto zadany zlomek vhodné rozsifit.

. 1 inZ 4x+tan? 2 in?4 tan? 2
. sin?4x 4+ tan?2x oy 2 SmARALEr o SCAC G AL o140 20 4
lim > OT:hmfzhm 5 = = — = -
x—0 tan~ 5x = x—0 @ x—0 @ 25 25 5
X X

Zlomek rozdélime na tfi limity. Ty vyfeSime substituci-4x =t,2x =uabx=v,t -0, u — 0,v — 0.

.2 .2 .2 . 2

sin“ 4x . sin“t . sin“t . sin t
lim —— =lim—— =lim—— =liml6. { — | =16
x—=0 X t—0 (L) t—0 I t—0 t

1

tan?2x .. tan?u . tan?u ) sinu\?
li — =1 5 = >— = lim 4 =4
x—0 X u—0 (E) u—0 Uu- u—0 u

2 1
tan? 5x tan? v tan?
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116 - Limita funkce - nula lomeno nulou, sinus a odmocnina Poznamky

Vx+4-2
Zadani Vypocditejte limitu lim H—x
x—0 sm 5

Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 €7
Vypocet limity zacneme dosazenim 0 za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

Lo Vx+4-2 .
Iim —————— = lim

x—0 sin 32—6 x—0 sin (E) 0

VO+4-2 0

Limita je typu %.
Zlomek nejprve usmérnime. Vyjdeme ze vzorce (a — b) (a + b) = a* — b,

lim\/x—i—4—2 \/x+4+2_ . x+4—4 X 1

- ° = lim = lim — - =
=0 sing Vi+4+2 x20(sing) (Vx+4+2) x0sing /x+4+42

Dosadime 0 za x a zjistime, Ze prvni zlomek je typu §, druhy zlomek je roven ;.

. sinx N (1wl 1
PouZijeme vzorec hrr(1) —— = 1a postup z predchozich ptikladti.
x— X

Substituce - 5 = t, t — 0.

.2t 1 . t
=lim— - =1lim2—

1
i50sint 4 150 sint 4

1 1
—2.-—=
4 2

Dostali jsme vysledek 1, piiklad je vyfegeny.
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117 - Limita funkce - jedna na nekonecno Poznamky

1-2x
Zadani Vypocitejte limitu lim <x i 3> .

X—00 X

Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 Q
Vypocet limity za¢neme dosazenim oo za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

1—2x oo
im (*52) = tim (£)
X—>00 X xX—o0 \ 00

Nejprve vyfeSime problém v zévorce, vydélime ¢itatele jmenovatelem a pfipomeneme si, Ze tvar

lim (x+3) — lim (1+§) —1
X—00 X X—00 X

1 X
Limita je typu 1%°. Pro tento typ limity pouZijeme vzorec lim (1 + ;) =e.

k

©

— 0.

X—>00

1-2x

lim (1 + —) = Ve vzorci je (1 + %) Pomoci substituce tedy nahradime % vyrazem %
X—>00 X
3 _1 g A
T =z Vyjadiime x.
x =3z
X — 00 Kam ptjde z?
Z — 00 Miizeme dosadit do zadani a vypocitat zadanou limitu.

1\ 1-23z
li_>m <1 + E) = Upravime mocninu podle vzorct, které znate jiz ze zdkladni Skoly.
Z— 0
lim <1+—) .(1+—> zlim(1+—) .((1+—>) —=e®
Z—00 z Z Z—00 z zZ

Priklad je vyfeSeny.



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#FUNlim
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika I - feSené p¥iklady
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118 - Limita funkce - jedna na nekone¢no

Poznamky

Zadani Vypocitejte limitu lin}) (1+ 4x)%_3.
x—

ReSeni Video

Vypocet limity za¢neme dosazenim 0 za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

5_
x

lim (1 +4x)* 2 = lim (1 +4.0)0 3
x—0 x—0

. v xs ) o .y k
Nejprve vyfesime problém v exponentu, pfipomeneme si, Ze tvar j

RI=

Limita je typu 1%. Pro tento typ limity pouZijeme vzorec linb (1+x)
X—

lim (1 + 4x)% 3

x—0
4x =z Vyjadiime x.

_ Z
Y =13
x—0 Kam ptjde z?
z—0 Miizeme dosadit do zadani a vypocitat zadanou limitu.

-3

lir% (142)% Upravime mocninu podle vzorct, které znéte jiZ ze zdkladni skoly.
z—

20
z

lim (1+2z)% ° =lim [(1 +2z)
z—0 z—0

N =

20
] (14z) 2=

Priklad je vyfeSeny.

— *Fo0.

Ve vzorci je (1 4 x). Pomoci substituce tedy nahradime 4x vyrazem z.

Teorie: 36 - 40 Pfiklady: 220 - 223 @

= €.
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Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

119 - Limita funkce - nekone¢no lomeno nekone¢nem Poznamiy
- e A3 —2x2 4 3x =5

Zadani Vypocitejte limitu x1_1>1j1E100 T 8:0 .

Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 @

Vypocet limity zacneme dosazenim oo za x do predpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

i 4x3 —2x% +3x -5 L&
ohe 1- 823 I

Limita je typu 2.

Vime, Ze hrjIEl — = 0. Vytkneme v Citateli i ve jmenovateli x v nejvyssi mocniné.
X—xToo X

©(4-243-3)
lim Ve zlomku vykratime x3.

X

=IN

3 5
lim i +P_F=i=—1
x—to00 x1_3_8 -8

V Citateli ztstane 4, ostatni zlomky jdou k 0.
Ve jmenovateli ztistane —8, zbytek jde k 0.

Priklad je vyfeSeny.
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120 - Limita funkce - nekone¢no lomeno nekone¢nem Poznamky

- T 2 S S S L R S |
Zadani Vypocitejte limitu xl—l>r:rtloo iy — 122 .

Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 €7
Vypocet limity za¢neme dosazenim oo za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

.2t -2 a1 .o s
xl_1>rjrc100 ) = ig Limita je typu .

ok T . e .
Vime, Ze hrf — = 0. Vytkneme v ¢itateli i ve jmenovateli x v nejvyssi mocniné.
X—xoo X

lim S Ve zlomku vykratime x?
x—+oo x2 (% — 4) y ’
I Gt kAt ),
lim 3
xX—>Foo (E — 4)
V ¢itateli zGstane x? a v zdvorce 2, ostatni zlomky jdou k 0.
Ve jmenovateli ztistane —4, zbytek jde k 0.
. x2(2-040-0-0) (£o0)*2

Priklad je vyfeSeny.
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121 - Limita funkce - nekone¢no lomeno nekone¢nem Poznémky

2

Z2. .7 vz . . . . 1 — X
Zadani Vypocitejte limitu x1_1>1j1E100 PR

Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 @
Vypocet limity za¢neme dosazenim oo za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

li 1-+ —:1:0o Limita je t o
x_l};rtloom = g 1mi a]e ypu g

Vime, Ze hrjIEl — = 0. Vytkneme v Citateli i ve jmenovateli x v nejvyssi mocniné.
X—=Loo X

Ve zlomku vykratime x2.

V (itateli ztistane —1, ostatni zlomky jdou k 0.
Ve jmenovateli zlistane x a v zadvorce —4, zbytek jde k 0.

Priklad je vyfeSeny.
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122 - Jednostranna limita funkce - konstanta lomeno nulou Poznédmky
Zadani Vypocitejte limitu lirr% —
Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 €7

Vypocet limity za¢neme dosazenim 1 za x do pfedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

lim 1 —1
x%ll—x_o

Limita je typu %. Nulou samozfejmé nelze délit!

Vime, Ze 11rr(1) i +00. Rozhodujeme o znaménku nekonecna. V Citateli mame 1, ta je kladnd. Ve jmenovateli je

0. Pfestanxe?ne se na ni divatjako na nulu, ale jako na ¢islo, ke kterému se chceme co nejvice pfibliZit, miZeme se
bliZit zleva a zprava. Funkce 1 — x, ktera je ve jmenovateli zadané funkce, méa kladnou nebo zapornou funkéni
hodnotu. Zjednodusené bychom mohli fict, Ze mame ve jmenovateli kladnou nebo zdpornou nulu. Nejlépe to
zjistime z grafu.

y=x+1

2

1

jdeme k 1 zprava

funkéni hodnota je klafdna

0
_'3 _'2 _'] 0 1
jdeme k|1 zleva

2 3 4 5
funk&ni hodnota je zaporna

-1

1 1
lim = — =—00 Z obrazku vidime, Ze vpravo od 1 je funkéni hodnota zadporn4,
x—=1t1l—x =0
ve jmenovateli je tedy zdpornd 0. Limita jde k —oo.
1 1
lir? T %-0" 00 Z obrazku vidime, Ze vlevo od 1 je funkéni hodnota kladna,
x— 1~ -

ve jmenovateli je tedy kladna 0. Limita jde k cc.
Limity zleva a zprava jsou rtizné, limita v bodé x = 1 neexistuje!
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123 - Jednostranna limita funkce - konstanta lomeno nulou Poznémky
Zadani V Citejte limitu li .

adani Vypotitejte limitu lim o 2)2
Reseni Video Teorie: 36 - 40 P¥iklady: 220 - 223 €7

Vypocet limity za¢neme dosazenim 2 za x do piedpisu funkce. Zjistime tak, o jaky typ limity se jedna.

2
lim — 5=z Limita je typu %. Nulou samoziejmé nelze délit!
x—=2 (x — 2) 0

.k .
Vime, Ze lim — = $c0. Rozhodujeme o0 znaménku nekonecna.
x—0 X

V citateli mdme 2, ta je kladnd. Ve jmenovateli je 0. Opét potfebujeme zjistit, jestli je tato nula kladna
nebo zaporna.

Vyraz ve jmenovateli ma tvar (x — 2)2. (Mftzete si nakreslit graf této funkce.)

Jak jiz vite, druhd mocnina libovolného redlného ¢isla nikdy nebude zdporna. Ve jmenovateli tedy bude
stale kladnd nula, limita tedy ptjde k +oo.

Limitu vyfe$ime najednou, nemusime fesit problém zvlast zleva a zprava.

. X 2
lim 5= —— =
x—2 (x_z) +O

—+00
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125 - Derivace funkce podle definice

Poznamky

L v bodé 2.

Zadéni Urcete podle definice derivaci funkce y = it

ReSeni

Urdéime si defini¢ni obor funkce.

x€R
Bod 2 je v defini¢nim oboru dané funkce.
8 8 _8
! 2) = 1 44-x 44-2 =1 4+4x =1
f ( ) xl—% x—2 x1—>n5 X — x1—>n}
. (x=2)(x+2) x+2
= — lim = —
x=2 (x —2)(4+ x2) x—2 4 + x2

Video Teorie: 44,45,46 P¥iklady: 225, 226, 227, 228, 229, 230, 231, 232 €2

4+x2 _llm 4_x2
x—2  x2(x—2)(4+x?)
2+2_ 1
4+4
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126 - Derivace elementarnich funkci

Zadani V nasledujicich pfikladech pocitdme prvni derivace funkci podle piehledii vzorcti a vét.

ResSeni

. flx)=2°
f(x) = 52t
. flx)=3"

TS

flx) =x

_1—1')(0

=
N—
I
=
TSN

i T
NN N
=
SN—

I
QW H= WOl
=

=

)

Video Teorie: 44,45,46 P¥iklady: 225, 226, 227, 228, 229, 230, 231, 232 9

Derivujeme konstantni funkci.
Derivujeme mocninnou funkci.
Derivujeme exponencidlni funkci.

Derivujeme mocninnou funkci.

Derivujeme soucet goniometrickych funkci.

Derivujeme rozdil mocninnych funkci.
Upravime je do tvaru vhodného pro derivaci.

Nyni derivujeme.

Derivujeme konstantou vynasobenou funkci.

Poznamky
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127 - Derivace soucinu funkci

Poznamky

Zadani V nasledujicich pfikladech pocitdme prvni derivace funkci podle piehledii vzorcti a vét.

Reseni Video Teorie: 44,45, 46

e f(x)=e" sin(x)
f'(x) = [¢*]’ - sin(x) + e - [sin(x)]’
f'(x) = e* -sin(x) + e* - cos(x)
fl(x) = e*- (sin(x) + cos(x))

o f(x)=(x*—2)- <%+2>
flx)=(x*-=2)- (x2+2)

fla)=[=2]" (x2+2) + (x*—2) - [x 2 +2]'
flx) =322 (x7242) + (x®*—=2) - (—2x73)

f'(x) =3+6x>—2+4x3

fllx) =1+6x"+ 5

"In ( )+x Sm(X) [In(x)]’
( ) + x - sin(x) - %
In(x) + sin(x)

Priklady: 225, 226, 227, 228, 229, 230, 231, 232 9

Derivujeme soucin dvou funkci.

Derivujeme soucin dvou funkdi.

Upravime do tvaru vhodného pro derivaci.
Nyni derivujeme.

Derivujeme soucin tf{ funkci.
Derivujeme soucin v soucinu.
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128 - Derivace podilu funkci

Zadani V nasledujicich pfikladech pocitdme prvni derivace funkci podle piehledii vzorcti a vét.

Redeni Video Teorie: 44,45,46 P¥iklady: 225, 226, 227, 228, 229, 230, 231, 232 %
e f(x)= 2-x Derivujeme podil funkci
T 3x+4 Jemep '
2—x]-(Bx+4)— (2—x)-[Bx+4]
f’(x):[ I ( ) (2 ) - | ]
(Bx +4)

. —1-3x+4)—(2—x)-3

f (x) = 5
(Bx +4)
—3x—-4—-6+3x
/
X) =
fix) (3x + 4)*
10
/
X)=———
f) (3x + 4)2
e f(x)= X cos(x) Derivujeme podil funkci, kde ¢itatel je ve tvaru souc¢inu
~ sin(x) +1 ) P ’ ] '
F(x) = [x - cos(x)]" - (sin(x) +1) — x - cos(x) - [sin(x) + 1]’
(sin(x) + 1)

, (1-cos(x) —x-sin(x)) - (sin(x) + 1) — x - cos(x) - cos(x)

fl(x) = ) 2
(sin(x) +1)

, sin(x) - cos(x) + cos(x) — x - sin?(x) — x - sin(x) — x - cos?(x)

fix) = . 2
(sin(x) +1)

F(x) = sin(x) - cos(x) + cos(x) — x - sin(x) — x

(sin(x) + 1)

Poznamky
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129 - Derivace slozené funkce Poznamky

Zadani V nasledujicich pfikladech pocitdme prvni derivace funkci podle piehledii vzorcti a vét.

Reseni Video Teorie: 44,45,46,47 P¥iklady: 225, 226, 227, 228, 229, 230, 231, 232 %
e f(x)=In(2x+5x%) Derivujeme sloZenou funkci,
vnéjsi je funkce logaritmicka, vnitfni je polynom 2. stupné.
1
"(x) = - (2+10x
fix) 2x + 5x2 (2+10x)
o o .
o f(x)=¢ed Derivujeme sloZenou funkci,
vnéjsi je funkce exponencidlni, vnitini je funkce mocninna.
Upravime do tvaru vhodného pro derivaci.
flx)=e" Nyni derivujeme.

3 1
(x) —
fix) = —a e
o f(x)=V1—x2 Derivujeme sloZenou funkci,
vnéjsi je funkce mocninnd, vnitini je polynom 2. stupné.
Upravime do tvaru vhodného pro derivaci.
1
f(x) = (1—2x%)2 Nyni derivujeme.
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130 - Derivace slozené funkce Poznamky

Zadani V nasledujicich pfikladech pocitdme prvni derivace funkci podle piehledii vzorcti a vét.

Redeni Video Teorie: 44,45,46,47 P¥iklady: 225, 226, 227, 228, 229, 230, 231, 232 %
e f(x) = sin* (3x% +x+5) Derivujeme sloZenou funkci,
za¢neme derivaci vnéjsi mocninné funkce.
f/(x) = 4sin® (332 + x +5) - [sin (322 + x +5)]’ Opét derivujeme slozenou funkci,

vnéjsi slozkou je funkce sinus.
f/(x) = 4sin® (332 + x +5) - cos (332 + x +5) - [3x2 + x + 5]’

Zbyva urcit derivaci polynomu.
f(x) =4sin® (3x* + x +5) - cos (3x2 4+ x+5) - (6x+ 1)

e f(x) =Insinve?* +1 Derivujeme slozenou funkci,
za¢neme derivaci vnéjsi mocninné funkce.
1 /
fllx) = ——="- [sin Ve + 1] Opét derivujeme sloZzenou funki,
sin ve?* + 1

vnéjsi slozkou je funkce sinus.

1 /
.cos \/e2x +1- [\/ e2x 4 1] Opét derivujeme sloZzenou funki,

fix) = sinve?* +1

1 1
() = ————-cos Ve +1-- (e +1
fix) sin ve2* + 1 2< )

vnéjsi slozkou je funkce mocninna.
/
. [er _|_ 1:|

Zbyva urcit derivaci exponencialni funkce.

NI—

1 1
f,(x):ﬁ'COS\/ezx—Fl-E<62x+1> e .2
Simnvye

NI—=

2x

'(x) = coth Ve +1+ ——
f&) VAT
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131 - Logaritmické derivovani Poznmky
Zadéni Logaritmickym derivovanim vypoéitdme derivaci funkce, ktera je ve tvaru y = f(x)8),
Reseni Video Teorie:48 Ptiklady: 234 Q
o y=f(x)8 Derivujeme funkci umocnénou na funkei.
Logaritmujeme rovnici.
Iny = In f (x)$) Upravime do tvaru vhodného pro derivaci.
Iny=g(x)-Inf(x) Nyni derivujeme sloZzenou funkci na levé strané
rovnice a soucin na strané praveé.
% Y=g (%) -Inf(x)+g(x)- Jﬁ - f (%) Z rovnice si vyjadiime derivaci funkce.
vV=y-|¢(x) Inf(x)+g(x)- ﬁ - f (x)] Zay dosadime ptivodni funkci.

e y=(1-—x)" Derivujeme funkci umocnénou na funkci.
Logaritmujeme rovnici.
In(y) =In(1—x)" Upravime do tvaru vhodného pro derivaci.
In(y) =x-In(1—x) Nyni derivujeme sloZenou funkci na levé strané

rovnice a soucin na strané pravé.

%-y’ =[x In(1-x)+x-[In(1—x)]

% Y =1-In(1—x)+x- % (—-1) Z rovnice si vyjadfime derivaci funkce.
"=y - (In(1—x)+ % Zay dosadime ptivodni funkci.

y Y 1—x y p

y'=(0=x)7"(In(l-x)+ %)

X
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132 - Prvni derivace explicitné zadané funkce

Zadani V nasledujicich pfikladech pocitdme prvni derivace funkci podle piehledii vzorcti a vét.

Video Teorie: 44,45,46,47,49  P¥iklady: 233 9

Derivujeme sloZenou funkci,
kterd ma exponent ve tvaru soucinu.

e f(x) =2(VeX—1—arctan/e* — 1) Derivujeme rozdil dvou slozenych funkci,
ktery je vyndsobeny konstantou.
Upravime do tvaru vhodného pro derivaci.

x)=2((e* -1 1 arctan (e — 1 2 Nyni derivujeme.
yn )

.eX_ 1 .l(ex_l)_%.ex

1\2 2
1+((ex—1)2)
f’(x)—Z( ex B 1 er )

ZX\/ex—l1 1—|—x€x—1 2vex —1

e e

ex—1 &

NI—=

fle)=2[3("=1)"

e —1

Poznamky
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133 - Druhé derivace explicitné zadané funkce

Poznamky

Zadani V nasledujicich pfikladech pocitdme prvni derivace funkci podle piehledii vzorcti a vét.

Reseni
o f(x)=x-e x?
fl(x)=1- e e (—2x)
filx) = e - (1-2x2)

Fl) =~ g2
O

—2- (x> —=9) — (—2x) - 2x
(x2—9)°

f(x) =

_ —2x% + 18+ 4x?

f//(x) (xz _9)2

184242

f//(x) (xZ - 9)2

Video Teorie: 44,45,46,47,49  P¥iklady: 233 9

Ur¢ime prvni derivaci funkce.

Druhou derivaci ziskdme derivaci prvni derivace.

Urc¢ime prvni derivaci funkce.

Druhou derivaci ziskdme derivaci prvni derivace.
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134 - Tteti derivace explicitné zadané funkce

Zadani V nasledujicich pfikladech pocitdme prvni derivace funkci podle piehledii vzorcti a vét.

Reseni Video Teorie: 44,45,46,47,49 Priklady: 233 Q
e f(x) =x—2arctanx Uréime prvni derivaci funkce.
2
/ — 1 _
f (x) 12+ xz
14+x%-2
I(x) —
f (x) - 21 + xz
x J—
(x) —
f (x) - 1 + xz

Druhou derivaci ziskdme derivaci prvni derivace.

:Zx-(1+x2)—(x2—1)-2x

1!
X
£(x) T
£1(x) = 2x3 4 2x — 2x3 + 2x
4x(1 + x2)2
1!
X)= —
0=
Tfeti derivaci ziskdme derivaci druhé derivace.
1) 4-(14x2)% —4x-2- (1+23) - 2x
X =
1
2 (14 x2)2 2
() = (1+x2) - (4 (1+x%) —16x2)
(14 x2)"
oo 4+4x? —16x?
fr =
4 ( 1;36 )
— 12x
F(x) =

(1+x2)°

Poznamky
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135 - Prvni derivace parametricky zadané funkce Poznmicy

Zadani V nasledujicich pfikladech pocitdme prvni derivaci funkci zadanych parametricky. x=¢(t)
y=19()

Reseni Video Teorie: 50 Ptiklady: 235, 236 Q 4 (1)

A
IO
e x =r-cost Grafem funkce je horni polovina
y=r-sint, te(0,7m), r>0 kruZnice x? + y? = r2.

Parametrické rovnice derivujeme podle ¢.
¢ (t) =r-(—sint)
P (t) =r-cost

y = zg; = r-r(fcs)islft) = —cott, kdex =r-cost

o x=1+3t+1
y=3r+5+1,
Parametrické rovnice derivujeme podle .
¢ (t) =3t>+3
P (t) = 15¢* + 1542

, (1) 1584+ 15¢2 1582 (£ 4-1)

= = = =512, kdex =1 +3t+1
YT T 3243 st o kdex=£43i
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y=3-sint, te€(0,7)

¢ (t) =3 (—sint)
P (t) =3-cost

¢ (t) =3+ (—cost)
P (t) =3 (—sint)
,  3-cost
= 3. (—sint)

y' = —cott, kdex =3-cost

,  3-(—sint)-3-(—sint) —3-cost-3-(—cost)

y:

,  9sin?t+9cos?t
—27sin’ t

/!

(3. (—sint))?

9 (sin2 t + cos? t)

S T T s’

1
3sin’ ¢

/!

y:

, kdex =3-cost

136 - Druha derivace parametricky zadané funkce Pozndmky
Zadani V nasledujicicm pfikladu pocitdme prvni a druhou derivaci funkce zadané parametricky. x=g(t)
y=9(t)
Reseni Video Teorie: 50 Ptiklady: 235, 236 Q 4 (1)
!/
O
e x =3 cost y//_lp(t) Q)(t)—1p(t) q)(t)

Parametrické rovnice derivujeme podle ¢t.
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137 - Derivace funkce podle definice

Poznamky

v bodé 2.

Zadéni Urcete podle definice derivaci funkce f(x) = 1 fxz

Regeni Video Teorie: 44,45,46,47 Ptiklady: 225, 226, 227, 228, 229, 230, 231, 232 @

Urdéime si defini¢ni obor funkce.

x €R

Bod 2 je v defini¢nim oboru dané funkce.

e f(x)= 1 —fxz Derivujeme podil.
ey = O (44 x%) —8-2x
fi) = (4+x2)°
flle) = -1
yEy
fl(x) = —g4+—22)2
F(x) =

fx) =8 (-1 (4+ x?) 7 (22)
fi(x) = _(4+x2)2
) = — 16 -2
g4+22)2
fix) = )

Derivujeme sloZenou funkci.
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138 - Te¢na a normaéla grafu funkce Poznamky

Zadani Napiste rovnice teény a normaly grafu funkce v daném bodé: f (x) = 2x> — x> +3x +4,T[-1,7?].

Reseni Video Teorie: 51 Ptiklady: 237,238,239, 240 Q
Pfipomeneme si rovnici te¢ny a normaly grafu funkce.

t:y—yT:f’(xT) (x —x7),

niy—yr= f/( )(x_xT)
kde x1, yT jsou soutadnice bodu dotyku a f’ (x7) je derivace funkce v bodé T.
Pfipomenime si jesté, Ze f/ (x7) je smérnice tecny.

F(=1)=2.(=1) = (=1)*43.(-1) +4= -2 Nejprve vypocitime soufadnice bodu dotyku.
T[-1,-2]
f'(x) =6x>—2x+3 Dale pottebujeme derivaci zadané funkce.

f(=1)=6.(-1)*—2.(-1)+3=6+2+3=11 Dosadime bod dotyku do prvni derivace.
Nyni mdme vSe potfebovné k napsani obou rovnic.

(=2) =11 (x—(-1))
2=11(x+1)
11x +

e
Q@Q

II—I-I
@

Rovnice tecny.

niy=—-——— Rovnice normaly.
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139 - Tecna rovnobézna s pfimkou Poznémlcy

Zadani Napiste rovnice te¢ny grafu funkce f (x), kterd je rovnobézna s ptimkou p.
X
f(x) = m,p : x+4y—4:O

Reseni Video Teorie: 51 P¥iklady: 237,238,239, 240 €7
Pfipomeneme si rovnici te¢ny grafu funkce.
try—yr = f(xr) (x — x1),
kde x1, yT jsou soutadnice bodu dotyku a f’ (x7) je derivace funkce v bodé dotyku T.
Pripomerime si jesté, Ze f’ (x7) je smérnice tecny.
K nalezeni te¢ny potiebujeme jeji smérnici a bod, ve kterém se dotyka dané funkce.
Vime, Ze hledana tecna je rovnobézna s pfimkou p. Pro rovnobézné pfimky plati, Ze maji stejnou smeérnici. Tim
jsme vyfesili prvni ¢ast problému.

p:y= —}Ix +1 Pfimku jsme pfevedli na smérnicovy tvar. Jeji smérnice,
a tedy i smérnice tecny, je _411'
f'(x7) = —}I Derivace funkce v bodé je rovna smérnici te¢ny v tomtéZz bodé.
Zadanou funkci zderivujeme.
- ﬁ =—1 Vytesime rovnici, jeji kofen je x-ova soufadnice bodu dotyku.
(x — 1)2 =4 Kvadraticka rovnice.
x> —2x—-3=0 Pomoci diskriminantu dostaneme 2 rtizné redlné kofeny.
x1=23,x=-1 Madme tedy dva body dotyku a tim padem dvé te¢ny.

_ 3 _ 1
Vi=3¥Y2=3

T, = [3, %} ,Tr = [—1, %] Body dotyku.

iy — g = _411 (x —3) Prvni tecna.
1 9
t1:y= —Zx+4—1
1 1 e
tr iy — 5= "1 (x+1) Druh4 tec¢na.
1 1
th:y= —ZX+ 1
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140 - Taylorav polynom

Poznamky

Zadani Pro funkci f (x) = sin 2x sestavte Taylor(iv polynom 4. stupné v okoli bodu xog = F.

0) +

f" (x0)
|

Reseni
Pfipomeneme si tvar Taylorova polynomu.
/
x
Ty () = £ () + T80 (2

2!

(x — xo)2 +

f/// (x())

3!

Zac¢neme vypoctem 4 derivaci, do nich pak dosadime bod xo.

£ (x) = sin2x
£ (x) = 2cos2x

£ (x) = —4sin2x
£ (x) = —8cos 2x

f® (x) = 16sin2x

Ziskané hodnoty dosadime do vzorce pro Taylortiv polynom 4. stupné.

a

—4

:1+9(x_5>+2!

T4 (X) 11 4

(x

fxo) =f(%

fl(x0) = f (%) =2c0s2.7 =2cos5 =0
" (x0) = f" (%) = —4sin2.7
f//l (x0) — fl// (%)

@ (x0) = f® (Z) = 16sin2.% = 16sin T = 16

-3 b

. T .
)—st.Z—sm2

s

4

f+

—8cos 2.%

(4) (x
SERIVLT T
T _1
= —4sin§ = -4
= —8cos 5 =0

Video Teorie:51 Ptiklady: 241,242 Q

)25
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141 - Maclaurintv polynom

Zadani Pro funkci f (x) = e~*" sestavte Maclaurintiv polynom 4. stupné. Pozn. xg = 0.

Reseni Video Teorie:51 Ptiklady: 241,242 Q
Pfipomeneme si tvar Maclaurinova polynomu.

My () = £0) + L0y 1O (o ST 00) 5 fUO)

1! 2! 3! 4!
Zac¢neme vypoctem 4 derivaci, do nich pak dosadime bod 0.
flx)y=e* FO)=e =1
f(x) = e . (—2x) F(0)=e" (=20)=0
f(x) = e (—22)* —2e F7(0) = e 0, (=2.0)> = 27 = —2

F(x) = e (—2x)° + 8x.e ™ + dxe
F7(0) = e (=2.0)* +8.0.07 + 407" =0

F@ (x) = e (—2x)* — 242" — 1222 + 12.67%
FH(0) = e 0. (—2.0)* — 24.0% " — 1202 4127 = 12

Ziskané hodnoty dosadime do vzorce pro Maclaurintiv polynom 4. stupné.
1,90 =2, 05 12, 2 14
My (x) —1+ﬁx—|—jx +§x TR =1-—x + 5%

Poznamky
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142 - Vypodcitejte limitu funkce ’'Hospitalovym pravidlem Poznémky

3 2
x> —3x“+4x —4
Zadani V Citejte limitu funkce li
adédni Vypocitejte limitu fun cle x1_>n5 P T
nx

Vypocitejte limitu funkce li .
ypoditejte limitu funkce lim log x

Reseni Video Teorie:53 Ptiklady: 243,244 Q

3 2

x> —3xc+4x —4
lim Limita je t 0
x1—>2 6x2 —2x — 20 tmitaje typt g

(23 —3x% +4x — 4)/ =3x2—6x+4 Derivace citatele.

(6x2 —2x —20)" = 12x — 2 Derivace jmenovatele.
Cox3—=3x24+4x—4 . 3x2—6x+4 12—12+4 2

x—2  6x2 —2x —20 x—2  12x—2 24 — 2 11

Limita je vyfeSena.

Inx
im
x—0+ log x

Limita je typu <.

(Inx)' =1 Derivace ¢itatele.

(logx)' = i Derivace jmenovatele.
In x 1

lim = lim ——=1n10

+ + 1
=0t logx  x—0t g5

Limita je vyfeSena.
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143 - Vypocitejte limitu funkce 1’'Hospitalovym pravidlem Poznmky
< e 1o . 1 1
Zadani Vypocitejte limitu funkce )1(13} (x — m) .
Reseni Video Teorie:53 Ptiklady: 243,244 @
T 1 1 Limita ie tvou 6o — oo
x1—>n}<x—1_M) imita je typu oo — co.
Inx — (x—1)

iy e s e Zlomky pfevedeme na spole¢ného jmenovatele.

JILII} G—Dinx Limita je typu %.

(Inx —x+1) = 11 Derivace citatele.

(x=1)Inx) =Inx + % Derivace jmenovatele.
11

lim —

_— Limita je typu 0
—1lnx + % Je typu g

/
<% — ) =1 Derivace citatele.
X
/
<lnx + XT_l) = % + % Derivace jmenovatele.
1 1
lim —*— = lim —% = 1
11 x+1 -
=1 o+ ol TR ol x+1 2

Limita je vyfeSena.



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#DPhos
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

144 - Monotonnost a extrémy funkce

Poznamky

Zadéni Najdéte intervaly monotonnosti a extrémy funkce f (x) = 5. (—3x* +4x3 + 12x2 — 12).

Reseni Video Teorie: 55,56,57 Ptiklady: 245, 246, 247, 248 €7
Ulohu vyfesime na platném defini¢nim oboru, ten zde tvo¥i mnoZina vsech redlnych ¢&isel, D (f) = R.

fl(x) = 5. (1223 + 1262 + 24x) = —x% + x2 4 2x
Vypocitdme prvni derivaci.

—x3+x2+42x >0 Funkce roste, kde je prvni derivace kladna.
—x3 4+ x24+2x <0 Funkce kles4, kde je prvni derivace zdporna.
x(x+1)(2—x)=0 x =0,x = —1,x = 2 jsou staciondrni body, mtiZe v nich byt extrém.
3 2 ! b+ 1 3 1
z - _ X + 4
z+1 - X + + +
2-x + + + X -
/+( MAX DY) PO
/
\ MIN \

(—o0,—1),(0,2) Funkce roste.
(—1,0),(2,) Funkce klesa.
[—1, — %} , [2, %] Lokalni maximum.

[0,—1 Lok&lni minimum.
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145 - Monotonnost a extrémy funkce

1—x?

Zadéni Najdéte intervaly monotonnosti a extrémy funkce f (x) = In {15

Reseni Video Teorie: 55,56,57 Ptiklady: 245, 246, 247, 248 €7
Ulohu vyfe$ime na platném definiénim oboru, ten zde je v zadani logaritmus, argument musi byt kladny,

D(f) = (=11).

f/ (x) _ 1442 —2x(1+x2)—(1—x2).2x _ 4y
1—x*" (1+22)° (1=22)(1+x?)
Vypocitdme prvni derivaci.

—4x >0

A=) (15 Funkce roste, tam kde je prvni derivace kladna.

—4x <0

A=) (1527 Funkce klesd, tam kde je prvni derivace zaporna.

(1—%4(9{4&2)' =0 x = 0 je staciondrni bod, miiZze v ném byt extrém.
| (00, —1) (—1,1) (1, 00)
3 ; o 1 b 3
—4x : + —
oot + +
o oMax —
| AN
(—1,0) Funkce roste.

(0,1) Funkce klesa.
[0,0] Lokalni maximum.

Poznamky
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146 - Extrémy funkce pomoci 2. derivace

Zadani Najdéte extrémy funkce f (x) = 3x* + 16x% + 30x% + 24x + 5 s vyuZitim 2. derivace.

Reseni Video Teorie: 55, 56,57 Piiklady: 245, 246, 247, 248 9
Ulohu vyfegime na platném defini¢nim oboru, D (f) = R.

f'(x) = 12x3 + 48x? + 60x + 24

Vypocitame prvni derivaci.

12x3 +48x2 + 60x +24 =12 (x +1)* (x +2) =0
x = —1,x = —2jsou staciondrni body, mtiZe v nich byt extrém.

" (x) = 36x% + 96x + 60
Vypo¢itame druhou derivaci a dosadime do ni staciondrni body.

1 (=1) =36.(=1)>+96.(—1) + 60 = 0
V bodé neni extrém.

f7(=2) =36.(—2)> +96.(—2) +60 =12 >0
V bodé je lokdlni minumum.

2,3
Lokélni minimum.

Poznamky
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147 - Globalni extrémy funkce na daném intervalu Poznmky
Zadani Najdéte globalni extrémy funkce f (x) = x + sin2x na intervalu I = (%, 2m).
Reseni Video Teorie: 55,56,57 Resené piiklady: 144, 145, 146, 147 @

f'(x) =1+2cos2x Vypocitdame prvni derivaci.

1+2cos2x =0 Prvni derivaci poloZime rovnu nule.

cos2x = —3 Kosinus je zadporné ve druhém a ve ¢tvrtém kvadrantu.

x1=ZF+km,x, =% +kn Vybereme ty body, které patif zadanému intervalu I = (%,27).

x1 =3 +km Dosadime za k = 0,k = 1.

X11 = %,xlz = 47”

Xy = 27” + kT Dosadime zak =0,k = 1.

X21 = 27”,9622 = 57”

Ve vsech bodech a v krajnich bodech zadaného intervalu vypocitdime funkéni hodnotu.
X1 =%3,Yyn =3 + @ =1,913

X12 = 47”,%2 = 47” + \/75 =5,05

Xo1 = %”,ym = %” — @ = 1,228 Globalni minimum [2—” 2 ﬁ}

X = 5?”,]/22 = 57” — \/75 =4,37

x =2m,y =2m =6,28 Globélni maximum [277, 277].
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148 - Konvexnost, konkdvnost a inflexni body funkce Poznimly
Zadéni Najdéte intervaly, kde je funkce f (x) = x* + 4x% — x + 3 konvexni, konkéavni a zjistéte, zda md inflexni body
Reseni Video Teorie: 58,59, 60 P¥iklady: 249,250 €2
Ulohu vyfesime na platném defini¢nim oboru, ten zde tvoif mnoZina viech realnych &isel, D (f) = R.
f(x) =43 +12x%2 — 1 Vypocitdme prvni derivaci.
" (x) = 12x> 4 24x Vypocitame druhou derivaci.
12x2 + 24x > 0 Funkce je konvexni, tam kde je druhd derivace kladna.
12x? +24x < 0 Funkce je konkédvni, tam kde je druhd derivace zdporna.
12x(x+2)=0 x = 0,x = —2jsou mozné inflexni body.
* - - X +
T+ 2 _ % + +
+ IB — 1B +
U N
(—00,—2),(0,00) Funkce je konvexni.
(—2,0) Funkce je konkavni.
[—2,—11],]0, 3] Inflexni body.
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149 - Asymptoty grafu funkce

Poznamky

Zadéni Najdéte vSechny asymptoty grafu funkce f (x) = 75, -.

ReSeni

D(f) =R - {1,2}.

pouzivat.
lim * _ 2 lim * _2
=1 (x—=2)(x—1) -1.0 =2 (x—=2)(x—=1) 0

—
ideme k 2 zleva

Video Teorie: 61 Ptiklady: 251,252 Q
Ulohu vyfesime na platném defini¢nim oboru, v zadani je zlomek, jmenovatel musi byt nenulovy,

V bodech nespojitosti budeme hledat asymptoty bez smérnice, jedna se o asymptoty rovnobézné se souradni-
covou osou y o rovnici x = xp. Budeme zjistovat, jestli se funkce k asymptoté bliZi v +co nebo —co.
V naSem piipadé jde o pfimky x = 1, x = 2. Pfipomerite si vypocet jednostranné limity, budeme tento postup

funkéni hodnota je kladna

1

0 1 ———3- 4 5 -3 o . .
rna a je zaporna

Hledana asymptota ma rovnici y = 0, jedna se o soufadnicovou osu x.

lim a = ! = —o0 lim a _ 2 _
o1t (x=2) (x —=1) —1.§+0) B o2t (x=2) (x —1) +g.1 B
x x
iy ey ey S oy ) e e YN O ) K
Nyni budeme hledat asymptoty se smérnici y = kx + g.
~ im0 g x _ oy 1 _ 1
k_xgrgm X _xgrj;lmx,(xz—3x+2)_xgrjlgoo(xz—?)x—FZ)_oo 0
: . X _ 1 1
9= Jm (f0) —kx) = Im oy~ ) T

—+o0

—00
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150 - Asymptoty grafu funkce Poznémlcy

Zadani Najdéte vSechny asymptoty grafu funkce f (x) = xarctan x.

Reseni Video Teorie: 61 Pfiklady: 251,252 Q
Ulohu vyfesime na platném defini¢nim oboru, D (f) = R.

Body nespojitosti zde nejsou, budeme proto hledat pouze asypmtoty se smérnici y = kx + g.

X X arctan x T
k= lim fx) = lim —— = lim arctanx = +—
x—Foo X x—rFoo X X—roco
. : T . T
= XLITOO (f (x) —kx) = xgrfm (xarctanx— Ex) = 00— = xgrfmx (arctanx— E) = 0.0 =
1
arctanx— %) 0 —x?
lim ¢ 2) 0 i B2 gy = -1
x—>+00 % 0 x—+o0 —lz x—+oo 14 x2
X
T
Hledand asymptota ma rovnici y = 7X = 1.
= lim (f(x)—kx) = lim <xarctanx—|—7tx> = oc0o—00 = lim x(arctanx—l—n> = —00.0 =
2 = X——00 I 2 N I — 2/ T
1
arctanx — % 0 T2 —x?
lim ¢ 2) 0 g Ty =
X——00 % 0 xo-oo L xo-el+ x2
X

T
Hledand asymptota ma rovnici y = 7X = 1.
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152 - S¢itdni a od¢itani matic

Zadani Vypoctéte2- A —-3-B+2-D — C, kde

12 1 -2 3 307
A‘(03—1 4) B_(5 11 4 1

6 3 7 8 1123
) C_(13 —191) D_(3570>'

12 1 -2 3 -3 0
2'(03—1 4)_3'(5 11 4
(24 2 -4), (9 9
“loe 2 s 15 33

-11 12 -1 =27
-22 —-16 -9 4

0—21+2246_6
-12 -3 6 10 14 0 13

Video Teorie: 66,67, 68  P¥iklady: 258, 259, 260 €2

7 1123 6
1)*2(3 5 7 0)‘(13

Poznamky
Naéasobime-li matici ¢islem, néso-
bime timto ¢islem kazdy jeji prvek.

Sc¢itat a odcitat mGZeme pouze
matice téhoZz typu.
Vyslednd matice je stejného
typu jako matice zadané.
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153 - Nasobeni matic Poznamky
Matice lze ndsobit pouze tehdy,
Zadani Vynésobte matice A a B. shoduje-li se pocet sloupcti prvni
112 matice s po¢tem faddkt druhé ma-
_ 2 01 _ 5 01 tice. Vyslednd matice pak bude
A= -1 3 4 B=12-1 1 typu (pocet fadkt 1. matice, pocet
05 1 6 5 2 sloupcti 2. matice).
Reseni Video Teorie: 69 Ptiklady: 261, 262, 263 €2

Matice A je typu (4, 3). Matice B je typu (3,3).

Lze nésobit?

A-B B-A
(4,3) (3,3) (3,3) (4,3)
Pocet sloupcii matice A se shoduje s po¢tem fadkii  Pocet sloupcti matice B se neshoduje s poétem Fadkii
matice B. matice A.
Vysledna matice bude typu (4,3). Nelze tedy nasobit.
3 0 1 17 9 -2
A - B| 2 -1 1 12 5 0
6 5 -2 AB=1| 5 17 6
11 217 9 -2 16 0 3
2 0 1]12 5 0
-1 3 4|27 17 -6
05 1|16 0 3
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154 - Hodnost matice Poznamky

Pomoci elementdrnich tprav

-21 012 postupné nulujeme jednotlivé
02 -121 sloupce pod hlavni diagonalou.
-4 2 02 4 Tedy snaZime se dostat do ma-
Zadani Vypoctéte hodnost matice A, kde A=1]1 -6 3 0 3 6 tice co nejvice nul. Zainame
20 223 vzdy od prvniho sloupce, déle
22 14 4 pokracujeme druhym, tfetim atd.
-2 3 -1 3 3
Regeni Video Teorie: 70,71  Pfiklady: 264, 265, 266, 267, 268 @

Nejprve z matice vylouc¢ime fadek, ktery se opakuje nebo je ndsobkem jiného fadku.
3. fadek je dvojndsobkem 1. fadku,

4. fadek je trojndsobkem 1. fadku.

Vylouéime tedy 3. a 4. fadek. Dostdvame tak nasledujici ekvivalentni matici:

21 012\ - . ~ /(=1) 21 012
02 -121 |+ | 02 -121]| -
20 223 |« | + | ~ 01 235 | «' vymena ~
22 144 « — | 03 156
-2 3 -1 3 3 ~ - - = - 02 -121 < vynechame
-21 012 -21 0 1 2
01 235 ]| = /(=2 = /.(=3) 01 2 3 5
~ 02 —-121]| « | ~ 00 —5 —4 —9
03 156 - ——— - 0 0 -5 —4 -9 /) <« vynechame

-21 0 1 2

01 2 3 5 | md3LNZtadky,jeji hodnostje tedy 3.

00 -5 -4 -9
JelikoZ tato matice vznikla ze zdkladni matice pouZitim elementdrnich tprav, hodnosti obou matic jsou
stejné. Tedy h(A) = 3.

Vyslednd matice (
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155 - Soustavy linedrnich rovnic Poznsmky
2x1 — X2 + x3 + 3x4 = 8
. e . —x1 + 2xp + 2x3 — x4 = 0
Zadani Reste soustavu linearnich rovnic: Y 4+ 2% — 3vs 4+ x4 = 8°
3x1 + 3xp — 6x3 — 2x4 = 8
Reseni Video Teorie:72,73,74 Ptiklady: 269, 270, 271, 272, 273 Q

Soustavu budeme feSit Gaussovou eliminacni metodou. Je vidét, Ze je vyhodné hned vyménit poradi rovnic. Na
prvni fddek miizeme zaménit bud druhou nebo tieti rovnici, dalsi pofadi je pak libovolné. Dostdvdme tedy nasledujici
matici soustavy, kterou budeme ddle upravovat

-1 2 2 -1]0 - /2 - ~ /.3 12 2 -1]0
2 -1 1 3|8 / |+ 03 5 1|8 - /(=4 = /.(=3)
1 2 -3 1|8 | « —— | “ 04 -1 0|8 /3 | -
3 3 -6 —2(8) « — — — 09 0 —5/8) « ————
-1 2 2 -1| o0 12 2 -1 0
03 5 1| 8 03 5 1 8
~ 00 —23 —4| -8 - /.(=15) © 00 —23 —4| -8
00 —15 —16|—16 /.23 00 0 —124|—248

Ptvodni matici sousty jsme prevedli na trojahelnikovy tvar a nyni aplikujeme Frobeniovu vétu.
Plati, ze
h(A) =h(A/B) =4,

tj. hodnosti matice soustavy a matice rozsifené se shoduji, tedy soustava ma feSeni. Navic mame 4 nezndmé a plati
h(A) =h(A/B)=n=4

odsud plyne, Ze existuje pravé jedno feSeni uvazované soustavy. To spoc¢itdme napt. pouZitim zpétného chodu.



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#LAslr
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika I - feSené p¥iklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

156 - Soustavy linedrnich rovnic

Zpétnym chodem dostvame

e z posledniho fadku:

—124xy
X4

o ze tietiho fadku:

—23x3 — 4x4
—23x3 -8
—23X3

X3

e ze druhého fadku:

3xp 4+ 5x3 + x4
3x,+042
3x2

X2

e z prvniho fadku:

—X1 + 2xp + 2X3 — X4
—x1+4+0-2
X1

= 248 /:(—124)
=2

= -8 dosadit za x4
-8

0

0

= 8 dosadit za x3, x4

Il
N o
~
w

=0 dosadit za xp, x3, x4

[0
N | o
N

Resenim soustavy je sloupcovy vektor ¥ = (x1, xp, X3, x)T =(2,2,0,2)T.

Poznamky




Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

157 - Soustavy linedrnich rovnic Poznsmky
2x1 — x2 + 3x3 + x4 = 4
Zadani Reste soustavu linearnich rovnic: —2x1 4+ 2xp — x3 — x4 = 3.

4x1 — 3xp + 4x3 + 2x4 = 9

Reseni Video Teorie:72,73,74 Ptiklady: 269, 270, 271, 272, 273 Q

Soustavu budeme feSit Gaussovou eliminacni metodou. Dostavame tedy nésledujici matici soustavy, kterou bu-
deme dale upravovat

2 -1 3 1[4\ - ~ /(=2) 2 -1 3 1|4 2 -1 3 1|4
2 2 -1 1|3 | «" + | ~lo0o 1 20/7] - 0 120|7
4 -3 4 2(9) « — 0 -1 —20[/1) « +\0 0008

Ptvodni matici soustavy jsme pfevedli na stupriovity tvar a nyni aplikujeme Frobeniovu vétu.
Plati, ze
h(A) =2, h(A/B) =3,

tj. hodnosti matice soustavy a matice rozsitené se neshoduji, tedy soustava nemd feseni!
V poslednim fddku matice mame na levé stravé 0, na pravé 8. Tedy rovnost 0 = 8, coZ je samozfejmé nesmysl.
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Matematika I - feSené p¥iklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

158 - Soustavy linedrnich rovnic

Poznamky

2xy — Xp + x3 =
Zadani Reste soustavu linedrnich rovnic: —3x1 + 2x 4+ 3x3 =
—Xx1 + x + 4x3 =

4
2.
6

Reseni Video Teorie: 72,73,74

-1 1 4]|6 - /2 = /.(=3) -1 1 4 6
27 1 114 ! | ~ 0O 1 9| 16
-3 2 3|2 — —— - 0 -1 -9|-16

Plati, ze

WA)=2,  h(A/B)=2,

Pocet neznamych n = 3, coZ znamena

2=h(A)=h(A/B) £n =23

parametru. Opét pouZzijeme zpétného chodu.

Soustavu budeme feSit Gaussovou elimina¢ni metodou. Je vhodné pfehodit rovnice tak, Ze zacneme po-
sledni z nich. Dostavdme tedy nasledujici matici soustavy, kterou budeme dale upravovat

Pavodni matici soustavy jsme pfevedli na stupniovity tvar a nyni pouZijeme Frobeniovu vétu.

tj. hodnosti matice soustavy a matice rozsifené se shoduji, tedy soustava ma feSeni.

odtud plyne, Ze existuje nekoneéné mnoho feSeni uvazované soustavy zévislych na n —h(A) = 3-2 =1

Priklady: 269, 270, 271, 272, 273 ¢

< vynechat (
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Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

159 - Soustavy linedrnich rovnic Poznémky

Zpétnym chodem dostavame

e z posledniho fadku:

X2 +9x3 = 16 zvolme parametr t = x3
X, = 16 —9t
e z prvniho fadku:
—X1+x2+4x3 = 6 dosadit za x;, x3

—x1+16—9t+4t = 6
—x; = 6-16+9t—4t  /.(=1)
X 10 — 5¢

Regenim soustavy je sloupcovy vektor ¥ = (x1, xp, x3)T = (10 — 5¢,16 — 9¢,t)T.
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160 - Soustavy linedrnich rovnic Poznamky
X1 + 2xp + 3x3 — 7xg4 + 1l4x5 = 28
Xp — 3x3 + 14x4 — 35x5 = 14
Zadani Reste soustavu linedrnich rovnic: 2x1 + xp + x3 — 1ldxg4 + 2lxs5 = 0.
3x1 + 4x + x3 — 7xg = 42
—x1 — 3xp — 7x4 + 2lxs = —42
Reseni Video Teorie: 72,73,74 P¥iklady: 269, 270, 271, 272, 273 @

Soustavu budeme fesit Gaussovou elimina¢ni metodou.

1 2 3 -7 14] 28\ -~ /(-2 -~ /(-3) -~ 1 2 3 -7 14| 28
0 1 -3 14 -35| 14 | | |+ 0 1 -3 14 -35| 14 | -
2 1 1 -14 21| 0| +' | | ~]0 -3 -5 0 -7|-56 | LNZ
3 4 1 -7 0] 2] « ——— - | 0 -2 -8 14 —42|-—42 |
-1 -3 0 -7 21|-42) + ——— - ——— - 0 -1 3 -14 35|-14 ) «' vynechat
1 2 3 -7 14| 28 12 3 -7 14| 28
0 1 -3 14 -35| 14| - /3 - /2 01 -3 14 -35 14 .
“ 1o -3 -5 0 -7/-5 | «' | Tl1o00 -14 42 -112|-14 /'1‘: IV‘Z\LZCM
0 -2 —8 14 —42|-42 ) «+ —— -~/ 00 —14 42 -112|-14 Y

12 3 -7 14| 28
~ 01 -3 14 -35| 14
00 -1 3 -=-8|-1

Piivodni matici soustavy jsme pfevedli na stupriovity tvar a nyni pouZzijeme Frobeniovu vétu. Plati, Ze
3=h(A)=h(A/B) #n=>5

tj. hodnosti matice soustavy a matice rozsifené se shoduji, tedy soustava méa feseni. Pocet neznamych n = 5, coZ znamend, Ze existuje
nekone¢né mnoho feSeni uvazované soustavy zavislych na n — h(A) = 5 — 3 = 2 parametrech.
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161 - Soustavy linedrnich rovnic Poznamky

Zpétnym chodem dostvame

e z posledniho fadku:

—Xx3+3x4 —8x5 = —1 zvolme parametry u = x4, v = X5
—x3+3u—8v = -1
x3 = 143u—8v
e 7z druhého radku:
Xy —3x3 + 14x4 — 35x5 = 14 dosadit za x3, x4, X5
xp —3(143u—8v)+14u —350 = 14
X, = 17 —-5u+11v
e z prvniho fadku:
X1+ 2xp +3x3 —7x4 + 14x5 = 28 dosadit za x,, x3, x4, X5
x1+2(17 = 5u+11v) +3(1 +3u — 8v) —7u+14v = 28
x1 = —948u—12v

ReSenim soustavy je sloupcovy vektor:

X = (x1,x2,%3,%4,%5)T = (=9 +8u — 120,17 — 5u + 11v,1 + 3u — 8v,u,v).




Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

162 - Soustavy linedrnich rovnic Poznémky

Homogenni soustava lin. rovnic

x1 — x + 2x3 + x4 =0 mé vzdy feSeni a to bud tri-
Zadéni Reste homogenni soustavu linedrnich rovnic: v = 3y 4+ v = x =0 ) vidlni, nebo']1ch mé nekonecné
3x9 — 4xp + 3x3 + x4 = 0 mnoho zavislych na n — h(A)
27 — x + 2x3 + x4 = 0 parametrech.
Reseni Video Teorie: 72,73,74 Ptiklady: 269, 270, 271, 272, 273 Q
Soustavu budeme fesit Gaussovou elimina¢ni metodou. Pravou stranu nepiSeme.
1 -1 2 1 - /(=2) = /(=3) = /.(-2) 1 -1 2 1
2 -3 1 -1 ! | | N 0o -1 -3 -3 - /(-1) =
3 -4 3 1 — ———= - | 0o -1 -1 -1 ! +|
2 -1 2 1 - ——— = === o 1 -2 -1 - ——= -
1 -1 2 1 1 -1 2 1
N 0O -1 -3 -3 N 0O -1 -3 -3
o 0 2 2 -~ /.3 o 0 2 2
0O 0 -5 —4 ! O o0 0 1

UZijeme Frobeniovu vétu. Plati, ze h(A) = n = 4, tj. hodnost matice soustavy se shoduje s po¢tem nezndmych,
tedy existuje praveé jedno feSeni uvazované soustavy, a to feSeni trividlni, tj. sloupcovy vektor

X = (x1,%,%3,x4)T = (0,0,0,0).
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163 - Soustavy linedrnich rovnic Poznamky

Homogenni soustava lin. rovnic ma

—x1 + 2% — x3 + x =0 vzdy feSeni a to bud trividlni, nebo
Zadani Reste homogenni soustavu linedrnich rovnic: s jich m4 nekone¢né mnoho zavislych na
X2 + x3 — 4x4g =0 n — h(A) parametrech.
2x1 — Xxp» 4+ bxzg — 10x4 = 0
Reseni Video Teorie:72,73,74 Ptiklady: 269, 270, 271, 272, 273 Q

Soustavu budeme fesit Gaussovou elimina¢ni metodou. Pravou stranu nepiSeme.

-1 2 -1 1 ~ 4+ o /2 -1 2 -1 1
1 -1 2 -3 / | 01 1 -2 - /(=1) = /.(=3)
0 1 1 -4 | o011 -4 | | ~
2 -1 5 -10) « — - 03 3 -8/ « ———
-1 2 -1 1 10 1 1
N 01 1 -2 01 1
00 0 -2 - LNZ 00 0 o
00 0 —2/) <« vynechat

UZijeme Frobeniovu vétu. Plati, Ze h(A) = 3, n = 4, tj. hodnost matice soustavy se neshoduje s po¢tem
neznamych, tedy existuje nekone¢né mnoho feseni uvazované soustavy zavislychnan —h(A) =4-3 =1
parametru.
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164 - Soustavy linedrnich rovnic

Poznamky

Homogenni soustava lin. rovnic ma
vzdy feSeni a to bud trividlni, nebo
jich m& nekone¢né mnoho zavislych na
n — h(A) parametrech.

Zpétnym chodem dostvame

e z posledniho fadku:

—ZJC4 =0
xg = 0
e 7z druhého fadku:
Xp 4+ x3—2x4 = zvolme parametr x3 =t
X = —t
e z prvniho fadku:
—Xx1+2xp—x3+x4 = 0 dosadit za x», x3, x4
—x1+2(=t) —t+0 = 0
X1 = —3t

Regenim je sloupcovy vektor:
f = (xl, X2, X3, X4)T = (—3t, —t, t,O)T.
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165 - Linedrni zavislost a nezavislost vektor Poznimky
= Vektory 4, b, ¢ jsou linedrné
Zadani Rozhodnéte, zda jsou vektory @ = (1,—1,4),b = (2,2,6), ¢ = (—1, —3,2) linedrné zavislé nebo nezévislé. nezavislé pravé tehdy, kdyz jsou

koeficienty linedrni kombinace
Q (%) rovny nule, tj. k,I,m = 0.

Reseni Video Teorie: 65
Pokud alesponi jeden koefici-
Do linedrni kombinace . ent k,[,m # 0, pak jsou vektory
k-a+1-b+m-¢=0 (%) linedrné zavislé.
dosadime soufadnice vektort 4, B, C:
lk+2l—1m = 0
—1k+21-3m = 0

4k +6l+2m = 0

¢imzZ jsme ziskali soustavu linearnich rovnic, kterou vyfesime GEM:

12 -1\ = ~ /.(—4) 1 2 -1 12 -1
~1 2 =3 | « + | ~|l0 4 4| - /:2~[04 -4
46 2) « — 0 —2 6/ « + 00 4

=h=n=3.
Podle Frobeniovy véty existuje pravé jednoho feSeni. Zpétnym chodem dostvame

e z posledniho fadku
dm=0=m =0,

e 7z druhého fadku
4 —4dm =0=4l=4m=1=0,

e z prvniho fadku
k+2l—m=0=k=0.

Soustava md pouze trivialni feSeni, tedy uvaZované vektory jsou LINEARNE NEZAVISLE.
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166 - Linedrni zavislost a nezavislost vektoru

Zadani Rozhodnéte, zda jsou vektory @ = (3,0, 3), b= (—4,1,3),¢ = (7,—1,0) linedrné zavislé nebo nezavislé.

Reseni Video Teorie: 65 Q

Do linedrni kombinace
k-d+1-b+m-¢=0 (%)
dosadime soufadnice vektort 4, B, C:
3k — 4 + 7m = 0
I — m
3k + 3l =0

I
o

¢imZ jsme ziskali soustavu linearnich rovnic, kterou vyfesime GEM:
3 -4 7 - /.(-1) 3 -4 7
0 1 -1 | ~(0 1 -1 N(g‘f_j>
3 3 0/ « 0 7 =7 ) <« vynechat

=h=2,n=23.

Podle Frobeniovy véty existuje nekonecné mnoho feseni zavislych na jednom parametru (n-h=3-2=1 parametr).
Zpétnym chodem dostvame

e z posledniho fadku: I —m =0 zvolime parametr m =1t =1=t,
e z prvniho fadku: 3k—4l+7m=0=3k—-4t+7t=0=3k = -3t =k = —t,
Vybereme jedno z moZnych feSeni, tj. zvolime za parametr t konkrétni ¢islo. Napt. t = 1, pak
—d+b+c=0.

Soustava méa nekone¢né mnoho feseni, tedy uvazované vektory jsou LINEARNE ZAVISLE.

Poznamky

Vektory 4, E, ¢ jsou linedrné
nezavislé pravé tehdy, kdyz jsou
koeficienty linedrni kombinace
(%) rovny nule, tj. k,I,m = 0.

Pokud alesponi jeden koefici-
ent k,[,m # 0, pak jsou vektory
linedrné zavislé.
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167 - Linearni kombinace vektora

Zadani Zapiste vektor d= (—5,11, —1) jako linedrni kombinaci vektorti 4 = (—2,2,4), b= (1,1,-5),c = (—1,3,-2).

Reseni Video Teorie: 65 Q

Vektor d musi spliiovat nasledujici vztah

d=k-@4+1-b+m-C (s5)

. . -5 = -2k + I — m

Dosadime soufadnice vektorti 4, b, ¢ a d do (*x): 11 = 2k + | + 3m

-1 = 4k — 51 — 2m,

¢imzZ jsme ziskali soustavu linedrnich rovnic, kterou vyfesime GEM:

-2 1 -1|-5 = - /.2 -2 1 -1 -5 -2 1 —-1|-5
2 1 3|11 « + ~ 0o 2 2 6 - /3 ~ 02 2| 6
4 -5 -2|-1 ~ - - 0 -3 —4|-11 ) «' /2 00 —2|—4

= h(A) = h(A/B) = n = 3. Podle Frobeniovy véty tedy existuje pravé jednoho feSeni. Zpétnym chodem
dostvdme

e z posledniho fadku
—2m=—-4=m=2,

e z druhého fadku
2042m=6=21+4=6=1=1,

e z prvniho fadku
—2k+1-m=-5=-2k+1-2=-5=k=2.

Vektor d zapiSeme takto
d=2d+b+2e

Poznamky
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Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

168 - Determinant matice Poznimky
POZOR!

Zadani Vypoctéte determinant matice A 1. fadu, kde A= (-7). Oznaceni |—7| neznamenda abso-
lutni hodnotu, nybrz oznaceni de-
terminantu!

Reseni Video Teorie: 75,76,77 Ptiklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280 Q

Determinant jednoprvkové matice je roven danému prvku této matice. Tedy
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Matematika I - feSené p¥iklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

169 - Determinant matice

Poznamky

Zadani Vypoctéte determinant matic B, C 2. ¥adu, kde

Determinant 2. fddu vypocteme
tak, Ze od soucinu prvki hlavni
diagonaly odecteme soucin prvki
vedlejsi diagondly.

4 -3 cosx —sinx
a)B_<8 —7> b)C_<sinx cosx)
Reseni Video Teorie: 75,76,77 Ptiklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280 Q
ad a) detB:'g :;‘:4-(—7)—8-(—3):—28+24:—_4.
ad b) detC = Cs(1)rs1§ —Cs(1)1;§ = CosX-cosx —sinx - (—sinx) = cos? x +sin®x = 1.
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170 - Determinant matice Poznamky

Sarrusovo pravidlo:

Zadani Vypoctéte determinant matice D 3. fddu Sarrusovym pravidlem, kde

1 0 -1 SepiSeme prvni 2 fadky.
D = -1 2 1 Prvky leZici na dhlopfi¢kach vyna-
31 2 sobime, pfi¢emz tém, které smétuji

zleva doprava (hlavni diagonéla)

Regeni Video Teorie:75,76,77 P¥iklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280 ¢ | prifadime znaménko + a tém, které
sméfuji zprava doleva (vedlejsi
1.0 ~1 - diagonadla) pfifadime znaménko -.
e _ —1.9. 1Y 1. (— 0.1 —
detD — ~1 2> 1/ 1-2.24(-1)-1-(-1)+3-0-1

30 10 20
NS B —[3-2-(-1)+1-1-14(=1)-0-2] =
170l -1,

-17 2 I =4414+0-[-6+1-0]=5+5=10
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Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

171 - Determinant matice

Zadani Vypoctéte determinant matice D 3. fddu Laplaceovym rozvojem, pficemz

10 -1
D= -1 2 1
31 2
Reseni Video Teorie:75,76,77 Ptiklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280 @
Provedeme Laplacetiv rozvoj podle 1. fadku (viz pozndmka).
10 -1
detD=| -1 2 1|=1

31 2

Poznamky

Pro Laplaceiv rozvoj vybirdme fadek
nebo sloupec matice, ve kterém je obsa-
Zeno nejvice nul.
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172 - Determinant matice

Zadani Vypoctéte determinant matice D 3. fddu Laplaceovym rozvojem, pficemz

10 —1
D= -1 2 1
31 2
Reseni Video Teorie: 75,76,77 P¥iklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280 ¥

Provedeme Laplacetiv rozvoj podle 1. fadku (viz pozndmka).

1 0 -1
detD = | -1 2 1|=(-D".1-|2 Dl n20-| 1 2|41 L2 =
31 2 12 3 2 31

=1-(2-2-1-1)4+0+(-1)-(-1-1-3-2)=3+7=10

Poznamky

Pro Laplacetiv rozvoj vybirdme fa-
dek nebo sloupec matice, ve kterém
je obsaZeno nejvice nul.
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173 - Determinant matice Poznamky

Sarrusovo pravidlo:

Zadani Vypoctéte determinant matice D 3. faddu uZzitim vlastnosti determinantu, kde

1 0 -1 SepiSeme prvni 2 fadky.
D = -1 2 1 Prvky leZici na dhlopfi¢kach vyna-
31 2 sobime, pfi¢emz tém, které smétuji

zleva doprava (hlavni diagonéla)

Regeni Video Teorie:75,76,77 P¥iklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280 ¢ | prifadime znaménko + a tém, které
sméfuji zprava doleva (vedlejsi
1.0 ~1 - diagonadla) pfifadime znaménko -.
e _ —1.9. 1Y 1. (— 0.1 —
detD — ~1 2> 1/ 1-2.24(-1)-1-(-1)+3-0-1

30 10 20
NS B —[3-2-(-1)+1-1-14(=1)-0-2] =
170l -1,

-17 2 I =4414+0-[-6+1-0]=5+5=10
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Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

174 - Determinant matice Poznamky

Determinant matice se nemeéni,

11110 pfi¢teme-li k fadku matice linedrni
01111 kombinaci zbyvajicich Fadkd matice.
Zadani Vypoctéte determinant matice E 5. fadu, kde E=(12300
01230 Nésobime-li fadek matice deter-
00123 minantu redlnym d&islem ¢ # 0,
pak musime determinant vyndsobit
Reseni Video Teorie: 75,76,77 Ptiklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280 @ Eislem 7.

Matici determinantu pfevedeme na matici trojihelnikovou. Determinant trojuhelnikové  ma-
tice se rovna soucinu prvkii na
hlavni diagonale.

11110 = /(=1 111 10

01111 | 011 11 1 ; _i (1)

detE = |1 23 0 0| <« :012—102(—1)1“.1.1230:

01230 012 30 01 2 3

00123 o001 23

11 11 7/'(_3) 1 1 11 L2 1
_ |12 -10 | _| 1 2 -10 —(—1 1 2 3

L2 30 1 2 30 3 5 _1

01 23 -3 -2 -1 0 <

detEy

Nyni jsme dostali subdeterminant 3. ¥adu, ktery spoc¢itdime Sarrusovym pravidlem.

I —-17-
1 2 3/
YR
3 2 _1<; = 242-18—(6—6-2)=—16
1>( 2> -1,
e
1 2 3.,

=16
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Matematika I - feSené p¥iklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

175 - Determinant matice

Poznamky

Regeni Video Teorie: 75,76,77 Ptiklady: 274, 275, 276, 277, 278, 279, 280 Q

Subdeterminant det E; 3. fddu spocitame Sarrusovym pravidlem.

-
1. 2 1
1 YO Y
detE, = | -3¢ —2> —1<; = —242-18—(6—6-2)=—16
1> 2> ~1.,
e
1 2 3.,

Nyni stac¢i dosadit spocitanou hodnotu subdeterminantu det E; do vypoctu determinantu det E, tedy

detE = (—=1)1**.1.(-16) =1
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Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

176 - Soustavy linedrnich rovnic Poznmky
Cramerovo pravidlo:
2x1 — 3x2 + 4x3 = 4
Zadani Reste soustavu linearnich rovnic Cramerovym pravidlem: 5x; + 2x — 5x3 = 14.
3x1 4+ 4xy + 2x3 = 19 1. jen pro soustavy s reguldrni matici
soustavy A, tj.
Reseni Video Teorie: 78 Ptiklady: 281 Q detA # 0
Spocitame piislusné determinanty: 2. vypodtou se determinanty A, A;
(nahradi se pfislusny i—ty sloupec
2 -3 4 2 4 4 pravou stranou)
detA=|5 2 -5|=179 detA, = |5 14 —5 | =358
3 4 2 319 2 3. spocitéji se slozky feSeni
i — d(,’tAl'
4 -3 4 2 -3 4 L detA
detA;=|14 2 -5 | =537 detAz3=|5 2 14| =179
19 4 2 3 419
Spocitdme prislusné slozky feSeni:
detA; 537
T detA T 179 3

X _detAz_@_z
27 detA T 179

X _detAg_@_l
37 detA T 179

Resenim je sloupcovy vektor:
f = (xl, XZ,JC3)T = (3,2,1)T.
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Matematika I - feSené p¥iklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

177 - Inverzni matice Poznémky
21 =2 -1 _ ;
. . . - - D™ = -adjD.
Zadani Pomoci adjungované matice vypoctéte inverzni matici k matici D, kde D=140 1 detD
33 -1

Regeni
Matice D musi byt reguldrni, tzn. det D # 0. Nejprve spocitdme det D:

21 -2
detD=|4 0 1 |=-23
3 3 -1

Nyni matici D transponujeme (vyménime fadky za sloupce):

24 3
D= 10 3
-2 1 -1
Vypocteme adjungovanou matici adjD:
0 3 1 3 10
B T T I S B I
) 4 3 2 3 2 4
iD=\ =11 | T2 1| |21 |7
4 3 23 2 4
AEHEEE
Inverzni matice D~! m4 tedy nasledujici tvar
1 (3 -5 1
Dl'=——1| 7 4 -10
23

12 -3 —4

Video Teorie: 79,80 P¥iklady: 282, 283, 284, 285, 286 €2

-3 -5 1
7 4 —-10
12 -3 -4
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Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

178 - Inverzni matice Pozndmky
Matici A pfevedeme pomoci ekviva-
21 =2 lentnich tprav na jednotkovou ma-
Zadéni Uzitim Gaussovy metody urcete inverzni matici k matici A, kde A=(110 1 tici E. Pokud stejné upravy pouZi-
21 -1 jeme i na jednotkovou matici E, do-
staneme tak nakonec matici A1,
Reseni Video Teorie: 79,80 Ptiklady: 282, 283, 284, 285, 286 €9 | tedy inverzni matici k matici A.
21 -2[/100)\ - ~ /(=1)
A/E = 10 1/010 ) <" /.(=2) | ~
21 -1/0 01 — ——= -
21 -2 1 00O ——= — - 210}{-1 02 — -
~ (01 4] 1 20| <~ | ~1010[-3-24] ——" /(=1 ~
00 1/-1 01 ——' /4 - /2 001(-1 01
200 2 2 =2 /2 100 1 1 -1
~ 010/-3 -2 4 ~(010/-3 -2 4 |=E/A"!
001|-1 o0 1 001 -1 0 1
1 1 -1
Al = [ -3 -2 4
-1 0 1
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Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

179 - Maticova rovnice Poznamky

A~ inverzni matice k A.

Zadéani Reste maticovou rovnici A - X = B snezndmou X, kde

2 1 2 37 A 1. A=E,
A‘(—3 —2) B_(z -1 0>'

E jednotkova matice.

Reseni Video Teorie: 81 Ptiklady: 287, 288, 289 @
Z rovnice A - X = B vyjadfime X tak, Ze rovnici vyndsobime ZLEVA matici A~

A-X = B /- A1 zleva

A1 A.X = A1'.B odtud dostdavame (viz pozndmka):

X = A~!.B vyndsobime ptisluiné matice.
2 1
detA—‘_3 _2‘——4+3——1,

A= (13) wa=(_ 5 5)-(73 )

2 3 7
Al Bl 2 -1 0 % = 6 5 14
2 1] 6 5 14 _(—10 ~7 —21)
3 2|-10 -7 -21
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Matematika I - feSené p¥iklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

180 - Soustavy linedrnich rovnic Poznamky
Soustavu muZeme napsat v maticovém
) 2x7 — 3xp + 4x3 = 4 tvaru
Zadani Reste soustavu linedrnich rovnic pomoci inverzni matice:  5x; + 2x — 5x3 = 14. AX =B
3x1 + 4x, + 2x3 = 19 )
A - matice soustavy
. Q B - prava strana
Reseni Video Teorie: 82 Ptiklady: 290, 291
> 3 4 Nasobenim zleva inverzni matici A~!
A—|5 2 _5 dostaneme feSeni soustavy:
3 4 2 A-X = B /. A zleva
24 22 7 ATH-A-X = A7L-B
A1:% 25 —8 30 E-X = A7-B
14 —17 19 X = A-B
4
B=| 14
19
4
A B |14
19
24 22 713
1
79 25 -8 30| 2
14 -17 19| 1
Resenim je sloupcovy vektor:
3
X=(x,xx) =2 |=@G21
1
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Resené piiklady — Analyticka geometrie



Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

182 - Analytickd geometrie - rovina Poznamky
Vzédjemna poloha pfimky a ro-
Zadani Napiste parametrické rovnice a obecnou rovnici roviny, kterd prochazi prtsecikem p¥imky a viny:
s rovinou p a je rovnobéZzna s pfimkami p, q. a) riznobézné - jeden spolecny
x = 2 + 3t x = 2 — 4r x = 10 — 6s bod (priisecik),
a:y = 4 — 4t p:2x—3y+z—-12=0 Py 3 + 7r g:y = 3s b) rovnobézné - Zadny spolecny
z =1 + ¢ z =6 — r z = 1 bod,
c) pfimka leZi v roviné - co-mnoho
Reseni Video Teorie: 94,95 Ptiklady: 299,300 4 spolecnych bod.

Pro parametrické rovnice potfebujeme bod a dva rtizné vektory.

Bod - ziskame jako prhisecik pfimky a roviny. Parametrické rovnice dosadime do obecné rovnice roviny a vypo-
¢itdme parametr priseciku.

Vektory - pouzijeme smérové vektory piimek p, g, protoZe jsou, stejné jako pfimky, s hledanou rovinou rovno-
béZné.

t

3
4

—

p:2x—3y+z—-12=0

AN
N = =
|
— N
+ 1+

t

2(2+3t)—3(4—4t) +1+t—12=0  Redime linedrni rovnici.

t=1 Dostali jsme jedno feSeni. Parametr dosadime do rovnic pfimky.
A5,0,2] Pfimka a rovina jsou rtiznobézné, maji spole¢ny prisecik.
x = 2 — 4r .
p:y =3 + 7r Smérovy vektor s,= (—4,7, —1).
z = 6 — 71
x = 10 — 6s .
qg: y = 3s Smérovy vektor s;= (—6,3,0).
z = 1
x =5 — 4u — 60
Nyni miiZeme napsat parametrické rovnice hledané roviny Yy = + 7u + 3vu.
z = 2 — u
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Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

183 - Analytickd geometrie - rovina
Zadani Napiste parametrické rovnice a obecnou rovnici roviny, kterd prochézi prisecikem pfimky a
s rovinou p a je rovnobéZzna s pfimkami p, g.
x = 2 + 3t x = 2 — 4r x = 10 — 6s
a:y = 4 — 4t p:2x—3y+z—12=0 p:y 3 + 7r g: y = 3s
z =1 + ¢ z = 6 — 71 z = 1
Reseni Video Teorie: 94,95 Ptiklady: 299,300 Q
Pro obecnou rovnici ax + by + cz + d = 0 potifebujeme bod a normélovy vektor.
Bod - jiz mame jako pruasecik pifimky a roviny.
Normélovy vektor - je kolmy k roving, tedy je kolmy k vektortim 57,, ?q, ziskdme ho jako
vektorovy soucin ﬁ:s_;, X s_; .
x = 2 — 4r N
p:y =3 + 7r Smérovy vektor s,= (—4,7, —1).
z = 6 — 71
x = 10 — 6s .
g: y = 3s Smérovy vektor s;= (—6,3,0).
z = 1
- 7 Z
]
n=s, xs;=| _4 7 _1|=(36,30)
-6 3 0
a:3x+6y+30z+d=0 Do obecné rovnice dosadime soufadnice normalového vektoru.
x:35+60+302+d=0 Dosadime soufadnice bodu A a vypocitame d.
d=—75
a:3x+6y+30z—-75=0 Rovnici jesté vydélime 3.
a:x+2y+10z-25=0 Dostali jsme hledanou rovnici.

Poznamky
Vektorovy soucin dvou vektort:

i j k
i X Z_j = | U Uy usz |,
U1 U2 U3

kde 7 = (1,0,0), = (0,1,0), k =
(0,0,1) jsoujednotkové vektory ve
sméru os kartézské soustavy sou-
fadnic.

Nebo
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Matematika I - feSené p¥iklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

184 - Analyticka geometrie - vzdalenost

Zadani Vypocitejte vzdalenost bodu A od pfimky r. Bod je prtise¢ik dvou piimek a, b a pfimka je
déna bodem K a smérovym vektorem 5.

x = 2 + 3t x = 1 — 4s .
a:y = 4 — ¢t b:y =7 + 4s KI1,3,1] s=(2,-2,1)
z =1 + ¢ z = 2
Reseni Video Teorie: 98 Ptiklady: 303, 304 Q

Nejdfive najdeme bod A. Budeme feSit soustavu 6 rovnic o 5 nezndmych. Tu pfevedeme na 3 rovnice o 2
nezndmych.

x = 2 + 3t x = 1 — 4s
a:y = 4 — ¢t b:y =7 + 4s
z = 1 + t z = 2
2 + 3t =1 — 4s
4 — t =7 + 4s Z posledni rovnice vypocitdme f.
1 + t =2
t=1 Dosadime do prvnich dvou rovnic a vypocitdme s.

2 + 3 =1 — 4s
4 — 1 = 7 + 4s
4= - s Z prvni rovnice je s = —1, z druhé rovnice také
4 = + 4s p ] ’ '
Soustava ma jediné feSeni, pfimky jsou rtiznobézné, maji prisecik.
Al5,3,2] Parametr t = 1 dosadime do rovnic pfimky a

nebo parametr s = —1 do pfimky b.

Poznamky

Urcete spole¢né body pfimek, tj.
sestavte si a feSte piislusnou sou-
stavu linedrnich rovnic.

Pak:

a) riznobézky - jeden spolecny
bod (prisecik),

b) rovnobéZzky - Zadny spolecny
bod, ale leZi v jedné roving,

c) mimobéZzky - Zadny spolecny
bod a nelezi v jedné roving,

d) totoZné pFimky - co-mnoho spo-
le¢nych bodi.
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Matematika I - feSené p¥iklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

185 - Analyticka geometrie - vzdalenost

Zadani Vypocitejte vzdalenost bodu A od pfimky r. Bod je prisecik dvou piimek a, b a pfimka r je

—
déna bodem K a smérovym vektorem s.

x = 2 + 3t x = 1 — 4s .
a:y = 4 — t b:y =7 + 4s KI1,3,1] s=(2,-2,1)
z =1 + ¢ z = 2
Reseni Video Teorie: 98 Ptiklady: 303, 304 Q

Nyni se miizeme pustit do vypoctu vzdélenosti bodu A od pfimky r.

- =
s Xa ‘
Vzdalenost v vypocitdime podle vzorce v = W
S
z . 7 ~ % . 4 rd N %
Z obrazku vidime, Ze s je smérovy vektor pfimky, a= A — K.
Pripomernite si odvozeni vzorce z pfednéasek.

. —
Vypocitame soufadnice vektoru 4.

=(-2,2,8) V (itateli pottebujeme vektorovy soudin.

? X Z) = /A+4+64=+/72 =062 Velikost vektorového soucinu.
?‘ —VET4r1=+9=3

Poznamky
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Matematika I - feSené p¥iklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

186 - Analytickd geometrie - odchylka Poznémky

Urcete spolecné body piimek, tj. sestavte sia

Zadani Ovéite, zda jsou piimky p, g kolmé. P¥imka p je prasecnici rovin «, B a pfimka g je feste pfislusnou soustavu linedrnich rovnic.
déna bodem Q a smérovym vektorem s_,; Paki b&sky - ied leént bod (ort
w:2x—y+3z2—4=0 B:4x+y—2z+1=0 Q[7,6,—1] 577: (6,0,1) gi)kr)uzno ézky - jeden spole¢ny bod (prise-
. b) rovnobézky - zadny spole¢ny bod, ale lezi
Reseni Video Teorie: 93 Ptiklady: 305 Q v jedné rOVin}é,, YoP g

¢) mimobéZky - Zadny spole¢ny bod a nelezi
v jedné roving,

d) totoZné piimky - co-mnoho spolecnych
bod.

Vektorovy soucin dvou vektorti:

Dvé primky jsou kolmé, maji-li kolmé smérové vektory. Potfebujeme tedy souradnice obou
smérovych vektorti. Smérovy vektor pfimky p vypocitdme jako vektorovy soucin normdlovych
vektord rovin «, B.

Pfipomerime si jesté, Ze vektory jsou kolmé, je-li jejich skaldrni soucin roven 0.

* o i j ok

Ny= (2, —1,3>, 1’1’3: (4, 1, —2) UXT= Uy up uz |,
O v U2 U3

- = — i j k - - -

sp=tx X ng=| 2 1 3 |=(-1,16,6) kde i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1)
4 1 -2 jsou jednotkové vektory ve sméru os kartéz-

ské soustavy soufadnic.

Toto je hledany smérovy vektor s_;. Nebo

- = Ur Us us Uuq ui up
4> _=
sq= (6,0,1) Hxv < vy U3 U3 Uy U1 U ) '
Kolmost ovéfime skaldrnim soucinem.
- . s N2 . z
Sp-8g=—1-6+16-0+6-1=0 Vektory a tedy i zadané pfimky jsou kolmé. 17 -7=0
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Matematika I: Pracovni listy do cviceni

Dagmar Dlouh4, Radka Hamfikova, Zuzana Moravkova, Michaela Tuzilova
Katedra matematiky a deskriptivni geometrie

VSB - Technicka univerzita Ostrava



Pracovni listy — Funkce jedné proménné



Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

189 - Rovnice a nerovnice Tahak
Koreny kvadratické
Zadani Vyfteste: rovnice
a) X2—x—-2=0 b) ¥*—x—-2<0 ) 2x*4+9x—5>0 d) —x>+3x>0 o ThE Vb —dac
12 —

2a

Reseni Video Q
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

190 - Rovnice a nerovnice

Zadani Vyfeste:

a) 22 =3 b) x2 >3

o) x(x—2)>0

d) (x+1)(x—-2)<0 e x(83—x)>5 f) x> < —4(x+1)

Video Q
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

191 - Rovnice a nerovnice

Zadani Vyfeste:
x+1 2x —1
0 b 1
) 3—x < ) x+3 -

— >0
C)x—4>

S, _
x-|—1<0 o) X ‘ X 1>O

9 -3 4x — ) 73 x+7 7

Video @
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

192 - Rovnice a nerovnice

Zadani Vyfeste:
5x — 8 (x+1)(5—x) x+1 3—x 3—x 1
) < =
a) 5—x < b) X 0 ) 2x+3  2x+3 d)x+5_x
Reseni Video @
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

193 - Rovnice a nerovnice

Zadani Vyfeste:

a) |x| =5 b) |x| +2=0

o |x]-3<0

d) [2x| >3 e)3—|x|=7 f) 3—|x| <7

Video Q
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

194 - Rovnice a nerovnice

Zadani Vyfeste:

a) [x—1| =5 b) [x—1| > 5

o |4—2x|=6 d) [4—2x| <6

Video Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

195 - Defini¢ni obory Tahék
Zlomek
Zadani Urcete podminky a najdéte defini¢ni obor funkce. jmenovatel je razny od
nuly
a) y= ln——l—\/4 3x — x? C)yzln(2_|_23x_+6)
1 Sudd odmocnina
_ . d) y= vyraz pod odmocninou je
b) y=1/(1—2x)Inx YT A ¥)In(x—2) nezdporny
Reseni Video Teorie: 13 Resené piiklady: 103, 104, 105, 106, 107 @ )
Logaritmus

argument je kladny

Tangens
argument je rhzny od
T+k-m

Kotangens
argument je rzny od k - 7

Arkussinus, arkuskosinus

argument je z intervalu
< -11 >
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

196 - Defini¢ni obory Tahik
Zlomek
Zadani Urcete podminky a najdéte defini¢ni obor funkce. jmenovatel je rtzny od
nuly
a) y = tan (4x — §) b) y= > _ _ 1
3 )y Sin2x c) y = cot 5 d) y TR

Sudd odmocnina

Video Teorie: 13 ReSené piiklady: 103, 104, 105, 106, 107 Q

vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je rhzny od
T+k-m

Kotangens
argument je rzny od k - 7

Arkussinus, arkuskosinus
argument je z intervalu

(=1,1)
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

197 - Detini¢ni obory Tahik
Zlomek

Zadani Urcete podminky a najdéte defini¢ni obor funkce. jmenovatel je rtzny od
nuly

+6

)

a) y = arcsin (Zx b) y = arcsin (2 —

2x+3

1

) (Zx -
C) y = arccos

1-1)
X

)

d) y = arccos (

Sudd odmocnina

Video Teorie: 13 Resené piiklady: 103, 104, 105, 106, 107 @

vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je rhzny od
T+k-m

Kotangens
argument je rzny od k - 7

Arkussinus, arkuskosinus
argument je z intervalu

(=1,1)
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f) x =25
Video Teorie: 22

v

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava
_ _1
e) y=—3x+1

c)y=2x-3 d)y:%x-l—l

i funkce

b) y=2x+3

~
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©)

5
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Matematika I - pracovni listy

INnearn

198 - Graf 1

fifadte k obrazku spravny pfedpis.

2

2z

ani

Zad

a) y =2

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.

Je funkce omezend? Ma funkce extrémy?

T T T T
1 1 1 1 1 I
T I + 4--- 1 -
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
-T-- R T S S A2 Y S S
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Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

Matematika I - pracovni listy

199 - Graf kvadratické funkce

fifadte k obrazku spravny funkéni predpis.

ani

2z

Zad

f)y=6—x—x2

—x —x?)

(6

—IcN

e)y

(x - 2)°

d) y

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najd

Je funkce omezend? Ma funkce extrémy?

4 — x2

)y

1

b) y=x* -

a) y=x>+1

i, klesajici.

éte intervaly, na kterych je funkce rostouc

&

Video Teorie: 23

A==

1
0
1
T e
1
1
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1
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it Sl el I
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1
B e e T
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1
il nllilh il B
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U N A A

i e e e e

-2
1

B R e S
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+ -

20 __
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1—2x
&

)y
Video Teorie: 26

v

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava
2x +1

x—1

d) y

2
X

)y
, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.

cte

1

y funkéni predpis.
x+1

i lomené funkce

b) y

P4

mnearn

i obor a obor hodnot. Zjist

fifadte k obrazku spravn
Je funkce omezena? M4 funkce extrémy?

1
X

ani

a) y

Matematika I - pracovni listy
200 - Graf1
Dopliite defini¢n

Zad
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Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

¥

Video Teorie: 28

d) y= 2(x+1)

) y=2"+1

?

Matematika I - pracovni listy

* 7

201 - Graf exponencidlni funkce

fifadte k obrazku spravny funkéni predpis.

ani

2z

Zad

— ¥

b) y

a) y=2*

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo licha. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.

Je funkce omezena? Ma funkce extrémy?
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Matematika I - pracovni listy

202 - Graf logaritmické funkce

fifadte k obrazku spravny funkéni predpis.

ani

2z

Zad

f) y =log, (x +2)

2 +logs x

e)y

=2-log;,3x

d) y

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.

Je funkce omezena? Ma funkce extrémy?

c) y =log, (x —2)

b) y = log1/3x

X

a) y = logg

&

Video Teorie: 29
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Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

Matematika I - pracovni listy

203 - Graf goniometrické funkce sinus

y funkéni predpis.

z

dte k obrazku spravn

fifa

2

2z

ani

Zad

f) y =sin (x+ )

2 +sinx

d) y=2-sinx ey

T
3

) y =sin (x —

b) y =sin2x

a) y =sinx

i.

ych je funkce rostouci, klesajic

a. Najdéte intervaly, na kter

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lich

Je funkce omezend? Ma funkce extrémy?

&

Teorie: 30

Video

©
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Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

Matematika I - pracovni listy

204 - Graf goniometrické funkce kosinus

funkéni predpis.

avny

z

dte k obrazku spr

fifa

ani

2z

Zad

f) y=1—cosx

cos (x + I)

e)y

d) y =cos (x — §)

_1
= 3COSX

)y

b) y = cos 3

a) y = cosx

a. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.

je funkce suda nebo lich

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda

funkce extrémy?

a

aM

Je funkce omezen

&

Video Teorie: 30
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Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

Matematika I - pracovni listy

é funkce tangens a kotangens

trick

205 - Graf goniome

¢éni predpis.

y funk

z

avin

fifadte k obrazku spr

ani

2z

Zad

f) y = —cotx

= cot2x

e)y

d) y = cotx

c) y=—tanx

§)
¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouct, klesajici.

= tan (x +

b) y

a) y =tanx

Dopliite defini

Je funkce omezend? Ma funkce extrémy?

&

Video Teorie: 31
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

. , ya .
206 - Graf linearni funkce - doplnit
Zadani Do pfipravenych obrazki nakreslete grafy zadanych funkci.
a) y=2x—4 b) y=4—x c)y=%x+2 d) _x—1 ) _1-3x fly=4
y= e y=
2 2
Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce sudd nebo licha. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.
Je funkce omezena? Ma funkce extrémy?
ReSeni Video Teorie: 22 Q
. o .
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
11 -10 -9 8 7 6 5 4 -3 =2 1_? o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 11 -10 -9 8 7 6 5 4 -3 =2 1_? o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 11 -10 -9 8 7 6 5 4 3 =2 1_? o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2 2 2
3 3 3
4 4 4
5 5 5
r 6 6
° y ° Y ° Y
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
1110 -9 8 7 6 5 4 3 =2 1_:} o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 11 10 -9 8 7 6 5 4 3 =2 1_(: o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 11 10 -9 8 7 6 5 4 3 =2 1_? o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

2 2 2
3 3 =3
-4 -4 4
5 -5 5
6 6 6
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

207 - Graf kvadratické funkce - doplnit

Zadani Do pfipravenych obrazki nakreslete grafy zadanych funkci.

a) y = x>+ 2x b) y =2x — x? o y=x>+2x+1 d) y=x>-2x+2 e) y =3 — 3x? f) y=x>—4x+3

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo licha. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.
Je funkce omezena? Ma funkce extrémy?

.
Reseni Video Teorie: 23 Q

Y Y Y

7 7 7

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

11 10 9 =8 -7 =6 5 4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 =8 -7 =6 5 4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 =8 -7 =6 5 4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14

-2 -2 -2

-3 -3 -3

4 4 4

-5 -5 -5

-6 -6 -6
Yy Yy Y

7 7 7

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

11 <10 9 -8 =7 6 5 -4 3 2 1_(:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 <10 9 -8 =7 6 5 -4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 -8 -7 =6 5 -4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14

-2 -2 -2

-3 -3 -3

-4 -4 -4

5 5 5

6 6 6
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

208 - Graf linearni lomené funkce - doplnit

Zadani Do pfipravenych obrazki nakreslete grafy zadanych funkci.

1 2 x 2x 1 1 1-x
a) y=—- b)y=—— VY=17 d)y=""— ) y=1-- Hy=5—

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.
Je funkce omezena? M4 funkce extrémy?

.
Reseni Video Teorie: 26 Q

Yy Yy Yy

7 7 7

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

11 10 9 -8 =7 6 5 -4 3 2 17:’0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 -8 -7 =6 5 -4 3 2 17:’0 al 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 -8 -7 -6 5 -4 3 2 17:’0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14

-2 -2 -2

-3 -3 -3

-4 -4 4

5 5 5

-6 -6 -6

UV UV UV

7 7 7

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

11 10 9 8 -7 =6 5 -4 3 2 17?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 8 -7 =6 5 -4 3 2 17’:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 8 -7 =6 5 -4 3 2 17’:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14

-2 -2 -2

-3 -3 -3

-4 -4 -4

5 5 5

6 6 6
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

209 - Graf exponencidlni funkce - doplnit

Zadani Do pfipravenych obrazki nakreslete grafy zadanych funkci.
a) y =3* b) y=1+3" c) y=3""1 d) y=1-3" e) y=23" fy=3-37"

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo licha. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.
Je funkce omezena? Ma funkce extrémy?

.
Reseni Video Teorie: 28 Q

Y Y Y

7 7 7

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

11 10 9 =8 -7 =6 5 4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 =8 -7 =6 5 4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 =8 -7 =6 5 4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14

-2 -2 -2

-3 -3 -3

4 4 4

-5 -5 -5

-6 -6 -6
Yy Yy Y

7 7 7

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

11 <10 9 -8 =7 6 5 -4 3 2 1_(:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 <10 9 -8 =7 6 5 -4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 -8 -7 =6 5 -4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14

-2 -2 -2

-3 -3 -3

-4 -4 -4

5 5 5

6 6 6
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

210 - Graf logaritmické funkce - doplnit

Zadani Do pfipravenych obrazki nakreslete grafy zadanych funkci.
a) y=Inx b) y = In (2x) c) y=In(2+x) d)y=2+Inx e) y=2-Inx f)y=2—1Inx

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo licha. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.
Je funkce omezena? Ma funkce extrémy?

.
Reseni Video Teorie: 29 Q

Y Y Y

7 7 7

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

11 10 9 =8 -7 =6 5 4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 =8 -7 =6 5 4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 =8 -7 =6 5 4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14

-2 -2 -2

-3 -3 -3

4 4 4

-5 -5 -5

-6 -6 -6
Yy Yy Y

7 7 7

6 6 6

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

11 <10 9 -8 =7 6 5 -4 3 2 1_(:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 <10 9 -8 =7 6 5 -4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 -8 -7 =6 5 -4 3 2 1_?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14

-2 -2 -2

-3 -3 -3

-4 -4 -4

5 5 5

6 6 6
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

211 - Graf goniometrické funkce sinus - doplnit

Zadani Do pfipravenych obrazki nakreslete grafy zadanych funkci.
a) y =sinx b) y =sin (x — §) ) y = sin (4x) d) y=sinx+4 e) y=sin (§ —x) f) y=4-sinx

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.
Je funkce omezend? Ma funkce extrémy?

.
Reseni Video Teorie: 30 Q
UV UV UV
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
11 10 9 -8 -7 =6 5 -4 3 2 17:]0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [1] 1 2 3 14 11 10 9 -8 -7 =6 5 -4 3 2 17:10 al 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 -8 -7 =6 5 -4 3 2 17’:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14
-2 -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4
-5 -5 -5
-6 -6 -6
UV UV uY
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
11 <10 9 =8 -7 -6 5 4 3 2 17?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 <10 9 =8 -7 -6 5 -4 3 2 17?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 <10 9 =8 -7 -6 5 -4 3 2 17?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14
2 2 2
-3 -3 -3
-4 -4 -4
5 5 5
6 6 6
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

212 - Graf goniometrické funkce kosinus - doplnit

Zadani Do pfipravenych obrazki nakreslete grafy zadanych funkci.

a) ¥ = cosx b)y:cos(g) ) ¥y = 3cosx d) y=2—cosx e) y=cos(x—%) f) y =cos (x+ %)
Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.

Je funkce omezena? Ma funkce extrémy?

.
ResSeni Video Teorie: 30 Q

UV UV UV
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1

11 10 9 8 -7 =6 5 -4 3 2 17?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 8 -7 =6 5 -4 3 2 17’:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 8 -7 =6 5 -4 3 2 17’:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14
-2 -2 -2
3 3 3
-4 -4 -4
-5 -5 -5
r 6 6
UY UY UY
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 X 0 Xy 0 Xy

111098765-4321710123456789 0 11 12 13 14 111098765-4321710123456789 0 11 12 13 14 111098765-4321710123456789 0 11 12 13 14
2 2 2
-3 -3 -3
-4 4 -4
5 5 5
-6 -6 -6
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

213 - Graf goniometrické funkce tangens a kotangens - doplnit

Zadani Do pfipravenych obrazki nakreslete grafy zadanych funkci.
a) y =tanx b) y = cotx ¢) y = tan (g) d) y = cot (g) e) y=tan(x+%) f) y:cot(x—i-%)

Dopliite defini¢ni obor a obor hodnot. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce rostouci, klesajici.
Je funkce omezena? Ma funkce extrémy?

.
ResSeni Video Teorie: 31 Q

UV UV UV
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1

11 10 9 8 -7 =6 5 -4 3 2 17?0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 8 -7 =6 5 -4 3 2 17’:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14 11 10 9 8 -7 =6 5 -4 3 2 17’:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 14
-2 -2 -2
3 3 3
-4 -4 -4
-5 -5 -5
r 6 6
UY UY UY
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 X 0 Xy 0 Xy

111098765-4321710123455789 0 11 12 13 14 111098765-4321710123456789 0 11 12 13 14 111098765-4321710123456789 0 11 12 13 14
2 2 2
-3 -3 -3
-4 4 -4
5 5 5
-6 -6 -6
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

214 - Vlastnosti funkce: sudéa a licha

Zadani Z obrazku rozhodnéte, zda se jedna o graf sudé nebo liché funkce.
(Sudéa funkce ma graf soumérny podle osy y, lichd funkce ma graf soumérny podle poc¢atku.)

Reseni Video Teorie: 16 Resené p¥iklady: 109, 110 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

215 - Vlastnosti funkce: suda a licha Tahék
Pro kazdé x € D (f) je také
Zadani Urcete, zda je funkce sudd nebo licha. —x € D(f).
. N X ) Suda funkce: f (—x) = f (x)
o Xt —1 b) y = — —x ) y=x"-cosx+4 _ - Lichd funkce: f(—x) =
a) y=x +x2+2+4 )Y sin 2x d) y ln(2+x) —f (x)

Reseni Video Teorie: 16 ReSené p¥iklady: 109, 110 Q
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

216 - Slozena funkce

Zadéani Napiste predpis slozené funkce f : y = h (g(x)) a urcete jeji defini¢ni obor:

a) g1y = x
h:y=log(x)

b) g:y=x+2
h:y = cos(x)

d) g:y=sin(x) +1
hiy=+yx

) gy=
hiy=2x3+x+2

==

Video Teorie: 15 @
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

217 - Inverzni funkce

Zadani Urcete inverzni funkci, jeji defini¢ni obor a obor hodnot. Zakreslete graf funkce a funkce inverzni.

a) f:y=2Vx+1 b) f:y=3x-2

ReSeni Video Teorie: 20 ReSené p¥iklady: 108 @

y

Tahak

Funkce inverzni existuje pro
funkce prosté.

Pro defini¢ni obor a obor
hodnot plati:
fol :Hf Hffl :Df

Déle plati:
f(F1) =x
() =x
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

218 - Inverzni funkce

Zadani Urcete inverzni funkci, jeji defini¢ni obor a obor hodnot. Zakreslete graf funkce a funkce inverzni.

a) f: y:4+ln; b) f: y = arctan(x —2)

Reseni Video Teorie: 20 ResSené p¥iklady: 108 @

y

Tahak

Funkce inverzni existuje pro
funkce prosté.

Pro defini¢ni obor a obor
hodnot plati:
fol :Hf Hffl :Df

Déle plati:
f(F1) =x
() =x
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

219 - Inverzni funkce

Zadani Urcete inverzni funkci, jeji defini¢ni obor a obor hodnot. Zakreslete graf funkce a funkce inverzni.

a) f:y=gsin(x—%) x€<—%7'[,%7'(> b) f:y=2%"

Video Teorie: 20 ReSené p¥iklady: 108 @

y

Reseni

Tahak

Funkce inverzni existuje pro
funkce prosté.

Pro defini¢ni obor a obor
hodnot plati:
fol :Hf Hffl :Df

Déle plati:
f(f @) =x
() =x
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

220 - Limity

Tahak

Zadani Vypocitejte limitu

a) hmw
2 x2—x—2

vVx+4—3

3x24+5x+6 )x—>5x2—3x—10 x=1ly/x+1—+/2

Nejdfive dosadte hodnotu x
do funkéniho predpisu.

d) lim Vx+3—2 O jaky typ limity se jednd?

Typ ”811

ReSeni

Video Teorie: 36 -40 ReSené p¥iklady: 111 - 123 @

Kvadraticky trojclen rozloZte
pomoci kofent kvadratické
rovnice.

Zlomek S odmocninou
rozSifte =~ pomoci  vzorce

(a—0b)(a+D).
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

221 - Limity

Zadani Vypocitejte limitu

li
a) xl—%x—z

im ———
x——1 (x + 1)

Video Teorie: 36 -40 ReSené piiklady: 111 - 123 @

Tahak
Nejdfive dosadte hodnotu x

do funkéniho predpisu.
O jaky typ limity se jednd?

Typ ”]6(//

Vyfeste jednostranné  li-
mity.
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

222 - Limity Tahik

Nejdfive dosadte hodnotu x

Zadani Vypocitejte limitu do funkéniho predpisu.
a) lim sin 3x b) lim tan 2x — sin4x 9 lim sin? = d) lim s.:inx — tan 3x O jaky typ limity se jedna?
x—0 X x—0 3x 50 x2 x—0 sin4x + tan 5x
(V)7
Typ //6
Reseni Video Teorie: 36 -40 ReSené ptiklady: 111 - 123 Q Pouri
ouZijeme vzorec
lim 32% _ g
0 X
nebo
t
T |
x—0 X

Jestlize ¢ast vzorce v za-
dani chybi, rozsifte zlomek
vyrazem 7.
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

223 - Limity

Zadani Vypocitejte limitu

2) lim 4x3 +2x2 —x +1
x—o0 5x3 —6x2 4+3x + 8

2x4 —10x2 +7
3x3—2x+5

Reseni

Video Teorie: 36 -40 Resené p¥iklady: 111 - 123 @

Tahak

Nejdfive dosadte hodnotu x
do funkéniho predpisu.

O jaky typ limity se jednd?

Typ . &”

V prvnim pifipadé vytkneme
z Citatele i ze jmenovatele x v
nejvyssi mocniné. Zlomky é
se blizi k nule.

Typ , 1%7
V druhém piipadé upravte
zlomek na tvar <1+§> a

pouZzijte vzorec

1 X
lim (1 + —) =e.
X— 00 X
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Pracovni listy — Diferencialni pocet funkce jedné proménné



Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

225 - Derivace Tahdk
[f(x) +g(x)]" = f(x) +g(x)
Zadani Vypocitejte prvni derivaci funkce: [c- f(x)] =c- f'(x) ceR
_ .5 1 3 5
a) y=x d)y:5x3+; g)y:%——f—l—9
] =0
b) y=x"+x e) y=3x2+6 h) y =7’ + V522 +In(3)x” | [x")/ = p.x"!
3 1 N7 1x w2
¢) y =3x* —5x% +73/x f)y:;—g—zz 1)y_%+—6 +—x3

Reseni Video Teorie: 44,45,46 Resené piiklady: 125, 126,127,128 Q
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

226 - Derivace

Tahak
[f(x) +g(x)] = f'(x) + &' (x)

Zadani Vypocitejte prvni derivaci funkce: [c- f(x)] =c-f'(x) ceR

a) y = 3sin(x) +21In(x)

2 19 1
c)y=§tan(x)+7x3+— e)y:—x+3x—|—5—|—2cot(x)

) Ve ' =0

b) y = 4sin(x) — COSS(X) +4 d) y = 8e* +2° — 7x° f) y =log,(x) — g +5 ") =m- 2"
y y £y ] =e* [a"] =a*-In(a)
Reseni Video Teorie: 44,45,46 Resené piiklady: 125,126,127, 128 1
’r o
[II’I(X)] - [loga(x)] - X ln(a)
[sin(x)]" = cos(x)
[cos(x)]" = — sin(x)
1
r_
tan()] = cos?(x)
cot(x))' = ——
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

227 - Derivace

Tahak
[f(x) +g(x)] = f'(x) + &' (x)

Zadani Vypocitejte prvni derivaci funkce: e F(x)] = c- F(x) ceR
a) y = 2arcsin(x) + 3 ¢) y = —3arctan(x) + 39 &) y— arccos(x) a3
x2 3 ,
] =0
2 3 . nyl __ n—1
b) y = log, (x) —5x* + 1 d)y:—3-4x—3—|—§arccotx f)y:x+F—Zsm(x) [x"] ' =n-x
X1/ _ X X1 __ LX
Reseni Video Teorie: 44, 45,46 Resené piiklady: 125, 126, 127, 128 Q ] =e @]’ =a" - In(a) )
r o
[II’I(X)] - [loga(x)] - X ln(a)
[sin(x)]" = cos(x)
[cos(x)]" = — sin(x)
1
r_
tan(@)] = cos?(x)
cot(x))' = ——
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

228 - Derivace Tahdk
[f(x) +8(0)] = f1(x) + & (x)
Zadani Vypocitejte prvni derivaci funkce: [c-f(X)]) =c-f(x) ccR
a) y = x -sin(x) d) y =tan(x) - (x> + x2 4 1) [f(x)-g(x)] = f'(x) - g(x) + f(x) - &'(x)
1
= x3.1 —eX. 24—
b) y=x"-In(x)+3 e) y=e X+ V2 o =0
¢) y = 2arcsin(x) - (x> + 7x) f) y = —11arctan(x) - (x — 3x%) [x"]) =n-x"!
Reseni Video Teorie: 44, 45,46 ReSené piiklady: 125,126, 127,128 o8 | [ =¢* [ =a* In(a)
/ / ]‘
[ln(x)] = [loga(x)] = X 11’1(61)

[cos(x)]" = — sin(x)
[tan(x)] = cosi(x)
[cot(x))" = _sinzl(x)
[arcsin(x)] = !
ST e

[arccos(x)] = —\/ﬁ
[arctan(x)] = : —i}xz

1

[arccot(x)] =
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

229 - Derivace Tahak
[f(x) +8(x)) = f(x) +&'(x)

Zadani Vypocitejte prvni derivaci funkce: c- f(x)] =c- f(x) ceR

) y - ) gy TrEt 0 v= 2 ()8 = £/(3) - 5(x) + () 8/
f cos() lf(x)] £1) 8(x) = f(x) -¢'(x)
2 an 7x X
b)y— In(x) d)y=t3x(f)+5%—45x—5 f)y=m—3x—1 $t) 8 (x)

Reseni Video Teorie: 44,45,46 ReSené p¥iklady: 125, 126, 127, 128 ¥ E;],::On 1
@ =¢' [ =a"-In(a)
In()) = 3 flog, ()] = s
[sin(x)]" = cos(x)
[cos(x)]’ = —sin(x)
()’ = o
[cot(x)]" = _sin;(x)

. / 1
larcsin(x)] = N
larccos(x)] = —\/ﬁ
[arctan(x)]’ = 1—:x2
, 1

larccot(x)]" = i
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

230 - Derivace Tahdk
[f(x) +8(x)]" = f'(x) + &'(x)
Zadani Vypocitejte prvni derivaci funkce: - f(x) =c- f'(x) ceR
a) y = (x> +1)* ¢) y = 5arcsin(8x?) e) y =43 +3 g) v = 1 /cos(x) [f(x)-g(x)]" = f'(x) - g(x) + f(x) - & (x)
o 2 3 V(x)}/ ) -8(0) — f(x) - 8'(3)
b) y = In(—7x) d) y=e " +In(x*) f) y = tan”(x) h) y =2In’(x) — 3x g(x) $2(x)
o : : L ey | ) =7 (g(x) &)
Reseni Video Teorie: 44,45,46,47 ReSené piiklady: 125, 126, 127, 128, 129, 130
[c] =0
[xn]/ —n- xn—l
] =e* [a"] =a* In(a)
In(Y = 1 flog, ()] = s
[sin(x)]" = cos(x)
[cos(x)]" = —sin(x)
fan(x)) = — 5
1
[cot(x)]" = ~sin?(x)
[arcsin(x)]" = - 1_ =
1
larccos(x)]" = —
[arctan(x)]" = ] -&xz
1

[arccot(x)])" = 1T
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

231 - Derivace Tahak

[f(x) +8(x)) = f(x) +&'(x)
Zadani Vypocitejte prvni derivaci funkce: e f(x)] =c- f'(x) ceR

a) y = sin(x) - (4x® — 3x +2)3 Qy= ?x —7 +log(7 — 2x) e) y=x- px*-1 [f(x)-g(x)]" = f'(x) - g(x) + f(x) - g’ (x)
e ) I _ st o) 9
b) y = 4arccot(x® —x)-(2x—1) d) y=In (xz- (3x—1)> f) y= 5 er-x*+3 g(x) g(x)

[f (8(x)]" = f'(8(x)) - §'(x)
Reseni Video Teorie: 44,45,46,47 Regené priklady: 125,126, 127,128,129, 130 Q

[c] =0

[xn]/ —n xn—l

] =e* [a"] =a* In(a)

In(Y = 1 flog, ()] = s

[sin(x)]" = cos(x)

[cos(x)]" = —sin(x)

;o 1
[tan(x)]" = cos?(x)
, 1

cot(x)] = ~sin?(x)

[arcsin(x)] = - 1_ =

arccos(x))' = ———

CCos i
[arctan(x)]" = ] -&xz
1

[arccot(x)])" = 112
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

232 - Derivace Tahak

[f(x) +8(x)) = f(x) +&'(x)
Zadani Vypocitejte prvni derivaci funkce: [c- f(x)] =c- f'(x) ceR

N c) y = esin® e) y=Invx2+1 [f(x)-8(x)]" = f'(x) - g(x) + f(x) - &'(x)
S rIn CICECHOER
b) y = In?(4x” — 5x% + 1) Dy =1ine f) y = 2@ 8(x) §%(x)

[f (8(x)]" = f(8(x)) - 8'(x)
Reseni Video Teorie: 44,45,46,47 Resené piiklady: 125,126, 127,128,129, 130 Q

' =0

[xn]/ —n xn—l

] =e* [a"] =a* In(a)

In(Y = 1 flog, ()] = s

[sin(x)]" = cos(x)

[cos(x)]" = —sin(x)

;o 1
[tan(x)]" = cos?(x)
p 1

[cot(x)]" = _sinz(x)

[arcsin(x)]" = - 1_ =

arccos(x)) = ———

CCos i
[arctan(x)]" = ] -&xz
[arccot(x)])" = —ﬁ
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

233 - Druha derivace Tjhélf .
y =y
Zadani Vypocitejte druhou derivaci explicitni funkce a vysledek upravte: [F(x) +g(x)] = F(x) + ¢ (x)
a)y:1+x b) y = x(sin (Inx) + cos (Inx) ) - f(x)] = ¢ f'(x) ce€ R
b g y = e [f(x) - ()] = F/(x) - g(x) + f(x) -5 (x)
f(x)}' f1(x) 'g(x)z— f(x)-8'(x)
Reseni Video Teorie: 44, 45,46,47,49 ReSené priklady: 132, 133, 134 Q $x) §°)
[ @] = f1(8(x)) - &'(x)
' =0
[xn]/ —n- xn—l
] =e* [a"] =a* In(a)
In()Y = 1 flogy ()] = s
[sin(x)]" = cos(x)
[cos(x)]" = —sin(x)
;o 1
[tan(x)]" = cos?(x)
p 1
[cot(x)] = _sinz(x)
[arcsin(x)] = - 1_ =
, 1
larccos(x)]" = — Vg
[arctan(x)]" = 1-:x2
[arccot(x)] = —ﬁ
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

234 - Derivace - logaritmické derivovani

Zadani Logaritmickym derivovanim vypocitejte derivaci funkce:

COS X

a)y:x% b)ylenx C)y:x

Reseni Video Teorie:48 ReSené piiklady: 131 @

Tahak
Logaritmické derivovani

y=f ()
Iny = In f (x)§®)

Iny = g () -Inf (x)
1'—’x-nx x-1
g-y—g()lf()+g()f(

V= 8 0 I () g () s f )

= F(x)8W g (x) - Inf (x x) - :
V= £ [ () nf (1) + 8 ()
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

235 - Derivace parametricky zadané funkce Tahék( |

xX=¢q(t

Zadani Vypocitejte prvni derivaci parametricky zadané funkce: y=1(t)
a) x — tant, y:SiI;Zt, € (0,%) b) x=5(t—cost), y=5(1+sint), te(0,m) y/:% @(t) £ 0

ReSeni

Video Teorie: 50 ReSené p¥iklady: 135, 136 @
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

236 - Derivace parametricky zadané funkce Tahék( |
x=¢(t
Zadani Vypocitejte druhou derivaci parametricky zadané funkce: y=9(t)
_ -t 2 b) x =acost =bsint, a,beR,te (0,m)) ./ pt)
- —_ 1 7 y 7 ’ 7 ’ — I /7
A x=1— y=1; t€0D V=50 ¢(t) #0
Reseni Video Teorie: 50 ReSené p¥iklady: 135, 136 €7 y' = P - ot) = (1) - $() @(t) #0
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

237 - Te¢na ke grafu funkce

Zadani Urcete obecnou rovnici te¢ny t a normaly n v dotykovém bodé T ke grafu funkce f dané predpisem:

8 T = [2;?] b) y=Inx, T=]le?]

4+ x2

a) y =

Reseni Video Teorie: 51 Resené p¥iklady: 138, 139 Q

Tahak

smérnicovy tvar rovnice tecny
try—yo =kt (x—xp)

bod dotyku

T = [x0; Yol

smérnice tecny

ki = f' (xo)

smérnicovy tvar rovnice nor-
maly

try—yo=kn(x—xo)

bod dotyku

T = [x0; yol

smérnice normadly

_ 1
kn = =)

obecnd rovnice pfimky
ax+by+c=0
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

238 - Te¢na ke grafu funkce

Zadani Urcete rovnice tec¢en ke grafu funkce f, které jsou rovnobézné s ptimkou p:

Q) y=x>+4x—-5 p: x+4y=0

by y=x>—12x, p:y=2

Reseni

Video Teorie: 51 Resené p¥iklady: 138, 139 Q

Tahak

smérnicovy tvar rovnice tecny
try—yo =kt (x—xp)

bod dotyku

T = [x0; Yol
smérnice tecny

ki = f' (xo)
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

239 - Te¢na ke grafu funkce

Zadani Urcete rovnice tecen ke grafu funkce f, které jsou rovnobézné s osou x:

a) y=x*—12x

b) y=x*+4x—5

Video Teorie: 51 Resené p¥iklady: 138, 139 Q

Tahak

smérnicovy tvar rovnice tecny
try—yo =kt (x—xp)

bod dotyku

T = [x0; Yol
smérnice tecny

ki = f' (xo)
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

240 - Te¢na ke grafu parametricky zadané funkce

Zadani Urcete rovnici te¢ny t a normaély n cykloidy v dotykovém bodé T, v némZ t = 7.
Parametrické rovnice cykloidy jsou:
a(t—sint)
= a(l—cost); a>0,te(0,2m)

Reseni Video Teorie: 51 ReSené piiklady: 138, 139 Q

Tahak

smérnicovy tvar rovnice tecny
try—yo =kt (x—xp)

bod dotyku

T = [x0; Yol

smérnice tecny

ki = f' (xo)

smérnicovy tvar rovnice nor-
maly

try—yo=kn(x—xo)

bod dotyku

T = [x0; yol

smérnice normadly

_ 1
kn = =)
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

241 - Taylortiv polynom Tahik ,
B f(x))
N o , 3 ) . Tu(x) = flxo) + =7~ (x = x)+
Zadani Napiste Taylortv polynom n-tého stupné T, (x) v okoli bodu xg pro funkci: . 1
N - +f (x0) (x — x0)2 + -+ + f—(”)(xo) (x —
a)f:y:h’lx,X()Zl,le?) b)f:y:cos—’xoz—,n::% 2! n!
2 2 _XO)n

Reseni Video Teorie:52 Resené piiklady: 140, 141 @
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

242 - Maclaurintiv polynom Tahdk
Maclaurintv polynom je Taylo-
Zadani Napiste Maclaurintv polynom Sestého stupné funkce: riav polynom v bodé xo = 0.
a) f:ry=e¢e* b) f:y =sinx

Reseni Video Teorie: 52 Resené p¥iklady: 140, 141 Q
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

243 - I’'Hospitalovo pravidlo

Zadani Spocitejte limity ’'Hospitalovym pravidlem:

. sinx . 1—cosx . Inx . e —1
a) lim b) lim ——>— ¢) lim i d) lim
x—=0 X x—0 X xX—0o X x—0 X
Reseni Video Teorie: 53 Resené p¥iklady: 142, 143 Q

Tahak
Limita typu

lim @ =
x=a g(x)

”811 nebO ”i_zu
/

i

x—a g'(x)
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

244 - I'Hospitalovo pravidlo Tahik

Limita typu ,,8” nebo ,,i—z”
Zadani Spocitejte limity ’'Hospitalovym pravidlem: F(x) £(x)
3 1 1 2 () )
o x’—2x—4 b) lim /xInx : 1 e e xh
2) }1{13% x2 —x—2 =07 © xlgﬂ (x—l lnx) d) )}%F

Poznamka: Jiné typy limit je potfeba

upravit na typ ,,8” nebo ,,i—oo :

Reseni Video Teorie: 53 Re8ené piiklady: 142, 143 @
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

245 - Monotonnost a lokalni extrémy funkce

Zadani Najdéte intervaly monotonnosti (kde funkce roste a kde klesa) a
lokalIni extrémy (lokdlni maximum a minimum).

a) f(x) = x>+ 3x? b) f(x)=x>+x>—x+1

Reseni Video Teorie: 55,56,57 Priklady: 245, 246, 247, 248 @

Tahak

1. Defini¢ni obor.
2. Prvni derivace.

3. Znaménko prvni derivace.
Funkce roste f'(x) > 0 a
funkce klesa f’ (x) < 0.

4. Lokalni extrémy.

5. Pozor na defini¢ni obor. V bo-
dech nespojitosti samoziejmé
nejsou Zadné extrémy!
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

246 - Monotonnost a lokalni extrémy funkce

Tahak

Zadani Najdéte intervaly monotonnosti (kde funkce roste a kde klesa) a
lokalIni extrémy (lokdlni maximum a minimum).

a) f(x)=x—2In(x+1) b) f(x) = 2

%—i—Zx—i—lnx

1. Defini¢ni obor.
2. Prvni derivace.

3. Znaménko prvni derivace.

Video Teorie: 55,56,57 Ptiklady: 245, 246, 247, 248 Q

Funkce roste f'(x) > 0 a
funkce klesa f’ (x) < 0.

4. Lokalni extrémy.

5. Pozor na defini¢ni obor. V bo-
dech nespojitosti samoziejmé
nejsou Zadné extrémy!
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

247 - Monotonnost a lokalni extrémy funkce

Zadani Najdéte intervaly monotonnosti (kde funkce roste a kde klesa) a
lokalIni extrémy (lokdlni maximum a minimum).

a) f(x) =x—5arctanx b) f(x) =x—2sinx

Reseni Video Teorie: 55,56,57 Priklady: 245, 246, 247, 248 @

Tahak

1. Defini¢ni obor.
2. Prvni derivace.

3. Znaménko prvni derivace.
Funkce roste f'(x) > 0 a
funkce klesa f’ (x) < 0.

4. Lokalni extrémy.

5. Pozor na defini¢ni obor. V bo-
dech nespojitosti samoziejmé
nejsou Zadné extrémy!
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

248 - Lokalni extrémy Tahak

Zadani Najdéte lokélni extrémy (lokalni maximum a minimum) funkce.

1. Defini¢ni obor.

! 3 2 2x —1
a) f(x) =3x"+16x” +18x" +12 b) f(x)= 2 2. Prvni derivace.
3. Stacionarni body f’ (x) = 0.
Reseni Video Teorie: 55,56,57 Ptiklady: 245, 246, 247, 248 @ , )
4. Druha derivace.
5. LokéIni minimum f” (xg) > 0.

LokéIni maximum f” (xp) < 0.
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

249 - Konvexnost, konkavnost, inflexni body Tahak

Zadani Najdéte intervaly, kde je funkce konvexni a kde konkavni, najdéte jeji inflexni body. 1. Definiéni obor

— 4 643 2 _ x+1
a) f(x) =x* —6x” +24x" — 12 b) f(x)= o 2. Prvni derivace.
@ 3. Druha derivace.
ReSeni Video Teorie: 58,59,60 ReSené ptiklady: 148 4 7naménko druhé derivace.

Funkce konvexni f” (x) > 0 a
funkce konkéavni f” (x) < 0.

5. Inflexni body.

6. Pozor na defini¢ni obor. V bo-
dech nespojitosti samoziejmé
nejsou zadné inflexni body!
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

250 - Inflexni body

Zadani Ve kterém z uvedenych bodi ma zadana funkce inflexni bod?

a) f(x)=x>—2x2+3x—-2

i) v bodé xg = %, ii) v bodé xg = %, iii) v bodé xg = —%, iv) funkce nema inflexni bod.
2
x—1
b X) =
) =2
i) v bodé xg = g, ii) v bodé xg = —2, iii) v bodé xy = —%, iv) funkce nema inflexni bod.
Reseni Video Teorie: 58,59,60 Resené piiklady: 148 @

Tahak

1. Defini¢ni obor.
Prvni derivace.

Druhaé derivace.

L

Znaménko druhé derivace.
Funkce konvexni f” (x) > 0 a
funkce konkéavni f” (x) < 0.

5. Inflexni body.

6. Pozor na defini¢ni obor. V bo-
dech nespojitosti samoziejmé
nejsou zadné inflexni body!

7. Porovnejte vysledek se zada-
nim.
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

251 - Asymptoty

Tahak

Zadani Urcete vSechny asymptoty grafu funkce:

1. Defini¢ni obor.

2 _ 1 2x —1
a) y = % b) y = 2 2. Nasli jste body nespojitosti?
3. Bude zde svisld asymptota?
Reseni Video Teorie: 61 Resené p¥iklady: 149, 150 & (Asymptota bez smérnice, jen

jedna?)

4. Zjistéte, zda existuje asymptota
se smérnici y = kx + g
k= lim &)

x—+oo X

g= lim (f(x) k)

x—+oo
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

252 - Asymptoty

Tahak

Zadani Urcete vSechny asymptoty grafu funkce:

1. Defini¢ni obor.

x?—2x+1 223
R T PY=w
2. Nasli jste body nespojitosti?
Reseni Video Teorie: 61 ReSené p¥iklady: 149, 150 @

3. Bude zde svisld asymptota?
(Asymptota bez smérnice, jen
jedna?)

4. Zjistéte, zda existuje asymptota
se smérnici y = kx + g
k= lim fx)
x—+o0 X

g= lim_(f(x) - kx)

x—rZdo0
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

253 - Prflbéh funkce Reseni Video Teorie: 62 Q

Zadani Zakreslete graf funkce f, vite-li, Ze:

1. Df =R
Hf =R

2. funkce nemd body nespojitosti
limity v krajnich bodech jsou
lim f(x) = —o0

x——00

lim f(x) = o0

X—00

3. funkce neni sud4, neni lich4, nenf periodicka

4. prisecik s osou x je: [—3,0]
prisecik s osou y je: [0, 1]
funkce je kladna intervalu (—3, o)
zdpornd na (—oco, —3)

v

5. funkce m4 lokalni maximum v bodé [—1, 5] 0 X
a lok4lni minimum v bodé [1, 1]
je rostouci na intervalech (—oo, —1) a (1, o)

a klesajicina (—1,1)

6. funkce m4 inflexni body [—1,2]
funkce je konvexni na intervalu (—%, o)

a konkdvni na (—co, —1)

7. funkce nema asymptoty
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

254 - Prﬁbéh funkce Reseni Video Teorie: 62 @

Zadani Zakreslete graf funkce f, vite-li, Ze:

1. Df =R
Hy = (0,3)

2. funkce nemd body nespojitosti
limity v krajnich bodech jsou
lim f(x)=3

X——00

lim f(x) =3

X—r00

3. funkce je sudd, neni lich4, neni periodicka

4. prisecik s osou x je: [0, 0]
prusecik s osou y je: [0, 0]
funkce je kladnd na R

5. funkce mé lokalni minimum v bodé [0, 0]
je rostouci na interval (0, o) 0 X
a klesajici na (—o0,0)

v

6. funkce m4d inflexni body [—2,1] a [2,1]
funkce je konvexni na intervalu (-2, 2)
a konkévni na (—co, —2) a (2, 00)

7. funkce ma v co a v —co asymptotu y = 3
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

255 - Prﬁbéh funkce Reseni Video Teorie: 62 Q

Zadani Zakreslete graf funkce f, vite-li, Ze:

1. Dy = (1,00)
Hy =R

2. funkce nema body nespojitosti
limity v krajnich bodech jsou
li = —
A fx) = e
lim f(x) = o0

X— 00

3. funkce neni sud4, neni lichd, neni periodickd

4. prusecik s osou x je: [4, 0]
prusecik s osou y neni
funkce je kladnd intervalu (4, o)
zaporna na (1,4)

\

5. funkce nema lokalni extrémy 0 X
je rostouci na celém Dy

6. funkce mé inflexni bod [3, —2]
funkce je konvexni na intervalu (3, o)
a konkévni na (1,3)

7. funkce ma asymptotu x = 1
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

256 - Prﬁbéh funkce Reseni Video Teorie: 62 @

Zadani Zakreslete graf funkce f, vite-li, Ze:

1. Df =R
Hf = <—5,00)

2. funkce nemd body nespojitosti
limity v krajnich bodech jsou
lim f(x) =00

X——00

lim f(x) = o0

X—r00

3. funkce neni sud4, neni lich4, neni periodicka

4. priseciky s osou x je: [—4,0], a [2,0]
prisecik s osou y je: [0, —3]
funkce je kladna na (—o0, —4) a (2, )
zidpornd na (—4,2)

v

5. funkce ma lokalni minimum v bodé [—1, —5] 0 X
je rostouci na interval (—1, )
a klesajici na (—o0, —1)

6. funkce mé inflexni bod [4, 5]
funkce je konvexni na intervalu (—oo, 4)
a konkédvni na (4, o)

7. funkce méa v co asymptotuy = x + 3



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#DP1prubeh
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Pracovni listy — Linearni algebra



Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

258 - Matice

Zadani Vypoctéte matici D danou vztahem: D=2-A-B+C(,
2 -1 3 10 -1 2 1 0
0 45 32 5 -3 -7 5
kde A=| 53 76| BT a3 o) CT| -4 3
8 01 7 1 =2 0 3 -5
Reseni Video Teorie: 66,67, 68 ReSené ptiklady: 152 @

Tahak

Rovnici aplikujeme na jed-
notlivé prvky na stejnych
pozicich danych matic.
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

259 - Matice Tahak

Rovnici aplikujeme na jed-
Zadani Vypoctéte matici D danou vztahem: D=-3-A+2-B-C, notlivé prvky na stejnych
pozicich danych matic.

2 -1 3 10 -1 2 1 0
0 45 32 5 -3 -7 5
kde A=l 53 76| Bl a3 of CF| -4 3
8§ 01 7 1 =2 0 3 -5
Reseni Video Teorie: 66,67, 68 ReSené ptiklady: 152 @
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

260 - Matice

Zadéani

Transponujte matice:

A

-1
3
8
6
9

2

0

1
-5
10

3

7
-2
4
12

13
0
-5
1

0

Video Teorie: 66,67, 68 ReSené ptiklady: 152 Q

Tahak
Transpozice: vymeéna
fadkt a sloupchh matice.
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

261 - Matice

Zadéani

Vypoctéte A - B, B - A (pokud to l1ze), jestliZe:

2 -1 30 _éi
A=|(0 -2 51|, B = s 3
4 1 -3 2 11

Video Teorie: 69 ReSené ptiklady: 153 €7

Tahadk

Soucin matic:

A = (ajj) - matice typu m x n,
B = (bj) - matice typu n x p.
Pak C = A-B = (cj) - matice
typum x p, kde

n
Cik = ) @jn b =
=

= a1 by +ap by + ..+ iy by
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

262 - Matice Tahak

Soudin matic:

5 0 -1 -3 1 A = (ajj) - matice typu m x n,
Zadani Vypoctéte A - B, B - A (pokud to 1ze), jestliZe: A= ( 34 5 ) , B = 2 -5 1. B = (bj) - matice typu n x p.
4 -1 Pak C = A-B = (cj) - matice

typum x p, kde
Reseni Video Teorie: 69 ReSené p¥iklady: 153 Q

n
Cik = ) @jn b =
=

= a1 by +ap by + ..+ iy by
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

263 - Matice

Zadani Vypoctéte A - B, B - A (pokud to 1ze), jestliZe:

1 13 -1 2 -3
A=|5 -12]|, B=[-3-2 7
3 67 5 4 -1

Video Teorie: 69 ReSené p¥iklady: 153 Q

Tahadk

Soucin matic:

A = (ajj) - matice typu m x n,
B = (bj) - matice typu n x p.
Pak C = A-B = (cj) - matice
typum x p, kde

n
Cik = ) @jn b =
=

= a1 by +ap by + ..+ iy by



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#LAnasmat
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

264 - Hodnost matice

Tahak

Pivodni matici pfevedte
na stupniovity tvar. Pak
hodnost matice je rovna
poc¢tu nenulovych fadku
stupriovité matice.

2 1 —1
Ty . 1 -2 0
Zadani Urcete hodnost matice: A= 3 _o 0
3 1 1

Reseni Video Teorie: 70,71 Re8ené p¥iklady: 154 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

265 - Hodnost matice Tahak
Pivodni matici pfevedte
3154 7 na stuptiovity tvar. Pak
Zadéani Urcete hodnost matice: B = b1l . hO(}HOSt mat1ce, e o
4 044 8 poc¢tu nenulovych fadku
1374 5 stupniovité matice.

ReSeni Video Teorie: 70,71 Re8ené p¥iklady: 154 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

266 - Hodnost matice Tahdk
Pivodni matici pfevedte
Zadani na stupniovity tvar. Pak
2 1 01 hodnost matice je rovna
-2 2 -1 2 poc¢tu nenulovych fadku
Urcete hodnost matice: C= o4 10 stupfiovité matice.
' a 0 3 -1 3
-4 7 3 4
0 11 4 4

Reseni Video Teorie:70,71 Re$ené p¥iklady: 154 @
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

267 - Hodnost matice

Tahak
Pivodni matici pfevedte

Zadéani

Urcete hodnost matice: D =

O = -

|
W~ N

NN W

Ny O1 =

na stupniovity tvar. Pak
hodnost matice je rovna
poc¢tu nenulovych fadku
stupriovité matice.

Video Teorie:70,71 Re8ené p¥iklady: 154 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

268 - Hodnost matice Tahak
Pivodni matici pfevedte
Zadani na stupniovity tvar. Pak
-1 2 3 -3 hodnost matice je rovna
3 0 7 0 poc¢tu nenulovych fadku
Urcete hodnost matice: E= 3 1 -2 -5 |. stupriovité matice.
6 =5 4 1
-3 0 -2 0

ReSeni Video Teorie:70,71 Re8ené pitiklady: 154 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

269 - Soustavy linedrnich rovnic Tahak
Frobeniova véta:
Zadani Soustava m linearnich rov-
) X — 2x + 3x3 = 2 nic o n nezndmych
Reste soustavu linedrnich rovnic a provedte zkousku: 3x7 — 4xo + bxz = 2.
X1 — x2 + x3 =0 A-Z=5b
Regeni Video Teorie:72,73,74 Re$ené p¥iklady: 155,157, 158, 160, 162, 163 € | md alespoii jedno FeSeni

pravé kdyz
h(A) =h(A/b),

tj. kdyz hodnost matice
soustavy se rovnd hodnosti
matice rozsifené. Pokud

h(A) # h(A/D),

pak soustava nemad feSeni.
Maé-li soustava feSen, tj

h(A) =h(A/b) =h,
pak pro
h=mn

ma soustava pravé jedno
feSeni, jinak, tj. pro

h <mn,
ma soustava co-mnoho Fe-

Seni zavislych na n — h pa-
rametrech.
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

270 - Soustavy linedrnich rovnic Tahik
Frobeniova véta:
Zadéni Soustava m linearnich rov-
2x17 — 3xp — 2x3 + x4 = 3 nic o n nezndmych
5 L : . . Xy, — X — X3 — x4 = 2
Reste soustavu linedrnich rovnic a provedte zkousku: Y — 2% — xa 4 20 = 1° A -1
3xp — bxp — 3x3 + 3x4 = 4

méa alesponi jedno feSeni
Reseni Video Teorie: 72,73,74 ReSené p¥iklady: 155, 157, 158, 160, 162, 163 €2 | pravé kdyz
h(A) =h(A/b),

tj. kdyz hodnost matice
soustavy se rovnd hodnosti
matice rozsifené. Pokud

h(A) # h(A/b),

pak soustava nemad feSeni.
Maé-li soustava feSen, tj

h(A) =h(A/b) =h,
pak pro
h=mn

ma soustava pravé jedno
feSeni, jinak, tj. pro

h <mn,
ma soustava co-mnoho Fe-

Seni zavislych na n — h pa-
rametrech.
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

271 - Soustavy linedrnich rovnic Tahdk
Frobeniova véta:
Zadani Soustava m linearnich rov-
2+ x + 2x = 3 nic o 7 neznamych
Reste soustavu linedrnich rovnic a provedte zkousku: 2+ xwo—oxs by =0 . R
X1 — X + x3 — x4 = 3 A-X=0D
X1 + 2xp — 2x3 4+ 2x4 = 1
méa alesponi jedno feSeni
Re3eni Video Teorie: 72,73,74 ReSené piiklady: 155, 157, 158, 160, 162, 163 €9 | pravékdyz

h(A) =h(A/b),

tj. kdyz hodnost matice
soustavy se rovnd hodnosti
matice rozsifené. Pokud

h(A) # h(A/D),

pak soustava nemad feSeni.
Maé-li soustava feSen, tj

h(A) =h(A/b) =h,
pak pro
h=mn

ma soustava pravé jedno
feSeni, jinak, tj. pro

h <mn,
ma soustava co-mnoho Fe-

Seni zavislych na n — h pa-
rametrech.
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

272 - Soustavy homogennich linedrnich rovnic

Zadani
2x7 — X2 + x3 = 0
Reste soustavu homogennich linedrnich rovnic a provedte zkousku: x1 + x — x3 = 0.
4 — 2xp + x3 = 0
Reseni Video Teorie:72,73,74 ReSené p¥iklady: 155,157, 158, 160, 162, 163 @

Tahak

Soustava homogennich li-
nedrnich rovnic ma vzdy
feSeni - viz. Frobeniova
véta, jejiz podminky jsou
zde vzdy splnény.

Lze fesit Gaussovou elimi-
na¢ni metodou, nebo zde
pfimo za pomoci determi-
nantu soustavy (proc?).
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

273 - Soustavy homogennich linedrnich rovnic Tahsk
Soustava homogennich li-
Zadani nearnich rovnic ma vzdy

5x1 — 2x»

+ 7x3 — 4x4 — x5 =
3x1 + 4x3 — x4 — 2x5

+

+

feSeni - viz. Frobeniova
véta, jejiz podminky jsou
zde vzdy splnény.

Lze tesit Gaussovou elimi-
na¢ni metodou.

Reste soustavu homogennich linedrnich rovnic a provedte zkousku:
X1 + 2xp x3 + 2x4 — 3x5 =

_|_

2X1 — 2XZ 3X3 — 3X4 X5 =

0
0
0
0
Reseni Video Teorie: 72,73,74 Resené piiklady: 155, 157, 158, 160, 162, 163 @
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

274 - Determinanty Tahak

Determinanty 2. fadu

Zadani Vypoctéte nasledujici determinanty 2. fadu:
- kiizové pravidlo:

b) 4 1
2 5 -2 3 Sou¢in prvkéi na hlavni
diagondle minus  soucin

Reseni Video Teorie:75,76,77 Resené p¥iklady: 168, 169,170, 171, 172, 173, 174, 175 €2 | prvkina vedlejsi diagondle.
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

275 - Determinanty

Tahak

Zadani Vypoctéte nasledujici determinanty 3. fadu:

Determinanty 3. fadu

- Sarrusovo pravidlo:

3 12 -13 5 20 -3
a)| 0 -1 4 by 2 4 -3 |04 0 SepiSeme prvni 2 fadky.
1 15 21 2 15 1 Prvky leZici na thlopfickach
vynasobime, pfi¢emz tém,
Reseni Video Teorie: 75,76,77 ReSené p¥iklady: 168, 169, 170, 171, 172,173, 174, 175 €9 | kieré smefuji zleva doprava

(hlavni diagondla) pfifadime
znaménko + a tém, které
sméfuji zprava doleva (ve-
dlejsi diagonéla) pfifadime
znaménko -.
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

276 - Determinanty

Zadéni
1 2 3 4
Vvpodtste determinant 0 -1 3 a) rozvojem podle vhodného fadku,
yp 2 -1 1 0 b) rozvojem podle vhodného sloupce.
-4 0 3 -1
Reseni Video Teorie: 75,76,77 ReSené p¥iklady: 168, 169, 170, 171,172, 173, 174, 175 @

Tahak

Vhodny fadek (sloupec) je ten, ktery
obsahuje co nejvice nul.

Laplacetiv rozvoj pro matici A fadu n:

a) rozvoj determinantu podle i-tého
radku
n . .
Al =Y (=1 -ay- |Ayl,
j=1

b) rozvoj determinantu podle j-tého
sloupce

n . .
Al =Y (=1)" a5 |Ayl,
i=1

kde matice A;j vznikne z matice A
vynechanim i-tého fadku a j-tého
sloupce.
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

277 - Determinanty

Tahak
Vlastnosti determinanta:

Zadéani

|A] = |AT| |A- B| = |A] - |B|

1 2 3 4 Ma-li matice A dva fadky
. . 0 -1 31|, . Lo (sloupce) stejné, pak |A| = 0.
Vypoctéte determinant upravou na trojuhelnikovy tvar. p Jjhe, p
yp 2 -1 1 o' ) y Vznikne-li matice B z A: a) vza-
-4 0 3 -1 jemnou vyménou dvou fadkh
(sloupcu), pak: |B| = —|A]|,
Reseni Video Teorie: 75,76,77 ReSené p¥iklady: 168, 169, 170, 171,172, 173, 174, 175 €2 | b) vyndsobenim jednoho Ffadku

(sloupce) dcislem k € R, pak
Bl = k-[A],

c) pfi¢tenim k—ndsobku, k € R,
jednoho fadku (sloupce) kjinému,
pak: |B| = |A].

Jsou-li fadky (sloupce) matice A
linedrné zavislé, pak |A| = 0.
Determinant trojihelnikové ma-
tice se rovnd soucinu prvkii na
hlavni diagonale.
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

278 - Determinanty

Zadéani

Vypoctéte ndsledujici determinant:

N O, W

O~ WN

— W N o

W N O

Tahak

Vlastnosti determinantti:
Al = |AT]

|A-B| = |A]-|B|

Ma-li matice A dva fadky
(sloupce) stejné, pak |A| = 0.
Vznikne-li matice B z A: a) vza-
jemnou vymeénou dvou fadkh
(sloupcu), pak: |B| = —|A]|,

b) vynasobenim jednoho fadku
(sloupce) dcislem k € R, pak
Bl = k-14],

c) pfi¢tenim k—ndsobku, k € R,
jednoho fadku (sloupce) k jinému,
pak: |B| = |A].

Jsou-li fadky (sloupce) matice A
linedrné zéavislé, pak |A| = 0.
Determinant trojihelnikové ma-
tice se rovnd soucinu prvkli na
hlavni diagonale.




Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

279 - Determinanty Tahak
Vlastnosti determinantti:
-1 -1 1 1 -1 |A] = |AT]
1 -1 -1 1 1 |A-B| = |A|-|B|
Zadani Vypoctéte nasledujici determinant: 1 2 -1 -1 -1 Ma-li matice A dva Ffadky
1 -1 1 1 -1 (sloupce) stejné, pak |A| = 0.
1 -1 2 1 1 Vznikne-li matice B z A: a) vza-
jemnou vymeénou dvou fadkh
Reseni Video Teorie: 75,76,77 ReSené p¥iklady: 168, 169, 170, 171, 172,173, 174, 175 €9 | (sloupct), pak: [B] = —|A|,

b) vyndsobenim jednoho fadku
(sloupce) dcislem k € R, pak
Bl = k-14],

c) pfi¢tenim k—ndsobku, k € R,
jednoho fadku (sloupce) k jinému,
pak: |B| = |A].

Jsou-li fadky (sloupce) matice A
linedrné zéavislé, pak |A| = 0.
Determinant trojihelnikové ma-
tice se rovnd soucinu prvkli na
hlavni diagonale.
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

280 - Determinanty Tahdk
Pro sestaveni rovnice s ne-
Zadani znamou x pouZijte Sarru-
x 0 —x sovo pravidlo.
Pro ktera x je determinant | 0 x 0 | roven 0?
1 x 1

Reseni Video Teorie: 75,76,77 ReSené ptiklady: 168,169, 170,171,172, 173,174,175 @
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

281 - Soustavy linedrnich rovnic - Cramerovo pravidlo Tahdk
Cramerovo pravidlo:
Zadéni
. 5 + xp — 2x3 = 9 _
Reste soustavu linedrnich rovnic pomoci Cramerova pravidla a provedte zkousku: 3x1 + xp — 5x3 = —12. L. jen pro soustavy s re-
2x1 — xp — x3 = -3 gularni matici sou-
stavy A, tj.
Reseni Video Teorie:78 ReSené piiklady: 176 Q IA] #£0,

2. vypoctou se determi-
nanty A, A; (nahradi
se pfislusny sloupec
pravou stranou),

3. spocitaji se slozky fe-
Seni
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

282 - Matice

1 -2 0
Zadani Vypoctéte k dané matici A matici inverzni (A~!) a provedte zkougku: A=13 -2 0
3 11

Video Teorie:79,80 Re8ené piiklady: 177,178 @

Tahak

Kazdou regularni matici
A prevedeme jen fadko-
vymi (resp. sloupcovymi)
Upravami na jednotkovou
matici E. Stejné upravy
aplikujeme na jednotko-
vou matici E, kterd timto
pfejde na inverzni matici
AL

Matice A a E zapiSeme ve-
dle sebe, tj. (A, E), jako
matici typu n x 2n).
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

283 - Matice Tahak

Kazdou regularni matici

111 A prevedeme jen Fadko-

Zadani Vypoctéte k dané matici A matici inverzni (A’l) elimina¢ni metodou a provedte zkousku: A=11 01 vymi (resp. sloupcovymi)
2.3 4 upravami na jednotkovou

matici E. Stejné upravy

. ) ) L @ aplikujeme na jednotko-
Reseni Video Teorie: 79,80 ReSené piiklady: 177,178 vou matici E, kter4 timto

pfejde na inverzni matici
AL

Matice A a E zapiSeme ve-
dle sebe, tj. (A, E), jako
matici typu n x 2n).
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

284 - Matice Tahak

Kazdou regularni matici
A prevedeme jen fadko-
vymi (resp. sloupcovymi)
Upravami na jednotkovou
matici E. Stejné upravy
aplikujeme na jednotko-
vou matici E, kterd timto
pfejde na inverzni matici
AL

Matice A a E zapiSeme ve-
dle sebe, tj. (A, E), jako
matici typu n x 2n).

Zadani Vypoctéte k dané matici A matici inverzni (A1) eliminaéni metodou a provedte zkousku: A=

_ N -

2
2
1

NN =

ReSeni Video Teorie: 79,80 Resené piiklady: 177,178 @
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

285 - Matice Tahdk
1

A—l - = .AT’

kde AT je adjungovand ma-

tice k matici A a je tvofena
ReSeni Video Teorie: 79,80 Re$ené p¥iklady: 177,178 e prvky a; = (=1)"7 - | Al
Matice A;; vynikne z A vy-
nechdnim i—tého fadku a
j—tého sloupce.

Zadani Vypoctéte k dané matici A matici inverzni (A~!) uZitim determinantu a provedte zkousku: A = [ —

W =N
NN W
N O1 =
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

286 - Matice Tahék

30 7 Al — L AT
Zadani Vypoctéte k dané matici A matici inverzni (A~!) uZitim determinantu a provedte zkousku: A = [ —5 4 1 |. | Al ’
-3 0 -2

kde AT je adjungovand ma-

tice k matici A a je tvofena
ReSeni Video Teorie: 79,80 Re$ené p¥iklady: 177,178 e prvky a; = (=1)"7 - | Al
Matice A;; vynikne z A vy-
nechdnim i—tého fadku a
j—tého sloupce.
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

287 - Maticova rovnice

Tahak
Maticova rovnice ve tvaru

Zadani Reste rovnici pro nezndimou matici X a provedte zkougku:
1 -2 0
-1 3 4 |-X=
4 -7 5

A-X=B
7 2 12
0 10 7 Néasobenim zleva inverzni
37 23 73 matici A~ dostaneme fe-

Seni soustavy

. _ g1
Video Teorie: 81 ReSené piiklady: 179 Q X=4"""-B
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

288 - Maticova rovnice

Tahak
Maticova rovnice ve tvaru

Zadani Reste rovnici pro nezndmou matici X a provedte zkousku:

—6 3 3 6
( 1 4)'X_<13 26

A-X=B8B

Nésobenim zleva inverzni

—15 51 )
—20 23
matici A~! dostaneme Fe-

Seni soustavy

Video Teorie: 81 Resené ptiklady: 179Q X—Al.p
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

289 - Maticova rovnice

Zadani Reste rovnici pro nezndmou matici X a provedte zkousku:

—12

%)

Video Teorie:81 ReSené ptiklady: 179Q

Tahak
Maticova rovnice ve tvaru

X-A=B

Nasobenim zprava in-
verzni matici A~! dosta-
neme FeSeni soustavy

X=B-A1



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#LAmatrov
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

290 - Soustavy linedrnich rovnic Tahdk
Soustavu mtiZeme napsat
Zadani v maticovém tvaru
59 + xp — 2x3 = 9
Reste soustavu linearnich rovnic pomoci inverzni matice a provedte zkousku: 37 + xp — bxzg = —12. A-%=D
2x1 — X2 — X3 = -3

Nésobenim zleva inverzni
matici A~! dostaneme fe-

Reseni Video Teorie:82 Resené ptiklady: 180 Q Seni soustavy

¥x=A1.p
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

291 - Soustavy linedrnich rovnic Tahsk
Soustavu mtiZeme napsat
Zadani v maticovém tvaru
5 — xp — 3x3 = 9
Reste soustavu linearnich rovnic pomoci inverzni matice a provedte zkousku: X1 + x + 2x3 = 0. A-%=D
4x1 — xp + 2x3 = -7

Nésobenim zleva inverzni

y . 3 matici A~! dostaneme fe-
ReSeni Video Teorie: 82 ReSené priklady: 180 Seni soustavy

¥x=A1.p
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Pracovni listy — Analyticka geometrie



Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

293 - Skalarni soucin vektortu

Zadani Vypoctéte sklarni soucin a thel vektort i, 7 (tedy i - 7):

a) i =(-1,-1,4), 7= (-1,2,-2),

b) it = (2,5,7), 7= (—3,0,6),

o) = (1,1,-4), 5= (1,-2,2).

ResSeni

Video Teorie: 88

¥

Tahak
Skalarni soudin dvou vektorti:

—

i -7 = || || cos g,

kde ¢ je tihel svirajici vektory ii, 7
nebo

U-T=1uU1-U1+Up V4 ..Uy Ty,
kde i = (uy,up, .. uy), 7 =

(01, 02, ..., Un).
Velikost (délka) vektoru ii:

|if| = \/u%+u%+...+u%

POZOR: Co je vysledkem skalar-
niho soucinu?
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

294 - Aplikace skaldrniho soucinu Tahk

Zadani Zjistéte, zda jsou vektory i, 7 na sebe kolmé: Wl iu-1=0

a) if = (—2,-3,5), 5= (4,2,7),
b) it = (2,3,—1), = (13,-6,8),

Q) il = (3,—1,—4), 5 = (9,-12,0).

Regeni Video Teorie: 88 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

295 - Vektorovy soucin Tahdk
Vektorovy soucin dvou vektort:
Zadani oL
Vypoctéte vektorovy soucin vektorti i, ¥ (tedy i x 0): o ] k
UXU=| U uy us|,
a) = (1,2,—1), U= (3,—1, —2), U1 Uy U3

kde 7 = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1)
jsou jednotkové vektory ve sméru os kar-
tézské soustavy soufadnic.

¢) ii = (=3,-1,0), 7= (4,-3,7). Nebo

b) it = (=2,2,—1), = (3,—6,5),

a | = (
Reseni Video Teorie: 89, 90

POZOR: Co je vysledkem vektorového
soucinu?
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296 - Aplikace vektorového soucinu Tahdk
Obsah rovnobézniku da-
Zadani ného stranami 4, b:
a) Vypoctéte obsah rovnobézniku daného stranamid = (1,1, —2), b= (5,—4,7). S — )ﬁ % B" .

b) Vypoctéte obsah trojahelniku ABC, pfi¢emz A = [4,5,—-2]|, B =[1,0,6], C = [7,3,4].

Reseni Video Teorie: 89, 90 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

297 - SmiSeny soucin Tahdk
SmiSeny soucin trojice vektort:
Zadéni . B B
Vypoctéte smiSeny soucin trojice vektort @, b, ¢ (tedy [4,b,¢] =4 - (b x () ): . . ay a; as
@bl =d-(bx¢)=|b by by
a) = (2,—-1,3), b= (1,-3,2), ¢ = (3,2, —4), c1 ¢ c3

POZOR: Co je vysledkem smiSeného

b) @ = (3,0,—2), b= (0,—3,5), ¢ = (1,—1,4), souding?

C) ﬁ == (_7/ _2/5)/ E: (3/ _8’1)’ E: (2’—1’ _3)

Reseni Video Teorie: 91 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

298 - Aplikace smiSeného soucinu Tahdk
Objem  rovnobéznos-
Zadani ténu urceného vektory
. a,b,¢:
a) Vypoctéte objem rovnobéznosténu a étytsténu uréeného vektory d = (1,1, -2),b = (5,—4,3),¢ = (3,—-1,0).
V= \ 4,5, a]( .

b) Je dan rovnobé&znostén ABCDA'B'C'D’ avrcholy A = [0,1,2], B=[5,2,3], D = [-1,6,4], A" = [1,1,6].
Urcete soutfadnice zbyvajicich vrchold a objem télesa.

Reseni Video Teorie: 91 @
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Matematika I - pracovni listy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

299 - Rovnice roviny

Zadéani

a) Zjistéte zdabody A = [-1,2,5], B=[3,—1,0], C = [-5, —4,2]| lezi v roviné «a : 2x — 5y + 6z — 11 = 0.

b) Je dédnarovina B: —3x + 2y — 5z + 8 = 0. Vyjadfete danou rovinu parametricky.

x = =2 + 3 + r
c) Urcete obecnou rovnici roviny p dané parametricky: y = 2s + 2r.
z = 1 + 2r
Regeni Video Teorie: 94,95 Resené piiklady: 182, 183 Q

Tahak

a) Dosadte jednotlivé
body do rovnice a zjis-
tété, zda ji splnuji.

b) Napf. urcete 3 body,
které lezi v roviné a z
nich pfisludné smérové
vektory.

c) Napf. reste jako sou-
stavu tfi rovnic o dvou
nezndmych s,r, tak Ze
vyloucite jeden para-
metr (tj. nezndmou s, r)
a dosazenim bodu, ktery
lezi v roviné, dopocitate
parametr druhy.

Pozor- x, y, z zde nejsou
neznamé! Musi se vy-
skytovat v obecné rov-
nici.
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

300 - Rovnice roviny Tahak
Zjistéte normalovy

Zadani vektor dané roviny a
pak dosazenim bodu

a) Urcete rovnici roviny prochazejici bodem M = [1, —2,3] a kolmé na vektor @ = (1,1, —2). M (resp. Q) do obecné

rovnice  roviny, .
y D o o ) ax +by+cz+d = 0
b) Urcete rovnici roviny prochazejici bodem Q = [1, —2,3] a kolmé k ose x. dopocitejte  absolutni

c) Urcete rovnici roviny prochézejici bodem M = [1, —2,3] a rovnobézné s rovinou « : 2x — y + 3z = 0. Clend.

Reseni Video Teorie: 94,95 ReSené piiklady: 182, 183 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

301 - Rovnice pfimky Tahik
a) Dosadte jednotlivé
Zadani body do rovnice pfimky
r = -1 + 3t E)zjiRstété, ZcLa ji splruji.
e .. .. eSte jako soustavu
a) Zjistéte zdabody A = [1,-3,2], B=[-2,—4,5], C = [2,0,2] lezi na pfimce p: Z i ,’i ; 2i dvou rovic o trech ne-

znamych, tedy soustavu
s jednim parametrem.
Tj. jednu z nezndmych
x, Y, z zvolte jako para-
metr a zbyvajici dvé do-
poctéte.

b) Pfimka p je dana jako priisecnice rovin x:x+y—5z+1=0 a B:2x+3y—8z+3=0.
Vyjadrete danou pfimku parametricky.

Reseni Video Teorie: 92 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

302 - Rovnice pfimky Tahk
Zjistéte smérovy vektor
Zadani dané piimky a pak do-
sadte bod M (resp. R) a
a) Urcete rovnici pfimky prochazejici bodem M = [1, —1, —3] a rovnobézné s vektorem 7 = (5, —4,2). prislugny smérovy vek-

tor do parametrické rov-

b) Urcete rovnici pfimky prochazejici bodem M = [1, -1, —3] a kolmé kroviné a : x + y —5z+1 = 0. nice primky.

x = -1 + 3t
c) Urcete rovnici pfimky prochdzejici bodem R = [1, —1, —3] a rovnobézné s ptimkou p: y = 3 — 2t.
z = 2 + bt

Reseni Video Teorie: 92 Q
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

303 - Vzdalenost ttvart v E3 Tahik
Vzdélenost d(M,p) bodu M od
Zadéni piimky p: ¥ = A+t - u:
a) Urcete vzdalenost bodu R = [2,4,3] od piimky dané body P = [2,3,1], Q = [-2,1,0]. ‘ﬁ % A?VI)
=
b) Urcete vzdalenost bodu M = [-2,1, 3] od roviny p:2x+y—2z+5=0. kde @ je smérovy vektor pHmky a

A je bod na této pfimce. AM =
M — A.

Vzdélenost d(M,p) bodu M =
[mq, my, m3] od

roviny p : ax + by +cz+d = 0:

Reseni Video Teorie:98 ReSené ptiklady: 184, 185 Q

_ |amy + bmy + cm3 + d|

Vvaz+b%+ c?

d(M, p)
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e /. o 2z
304 - Vzdalenost utvarti v E Tahik
Vzdéalenost d dvou rovnobézek
Zadani p:xX1=A+t-U,q:X =B+s -0
x = 3t — 7 x = 6s + 21 ‘ AB ﬁ‘
a) Urcete vzdalenost dvou rovnobézek p:y = 4t — 4 g:y = 8 — 5. d— ’
z = =2t — 3 z = —4s + 2 ]
Vzdalenost d(a,p) dvou rovno-
b) Urcete vzdalenost rovnobéznych rovin x:—=3x+7y—2z+4=0, B:3x—7y+2z+10=0. béznych rovin « : ax + by + cz +

dy=0,B:ax+by+cz+dy = 0:

Reseni Video Teorie:98 ReSené piiklady: 184, 185 @ |dy — dq|

Wwp) = o a



http://mdg.vsb.cz/wiki/videa/M1/obsahM1.html#AGvzd
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

305 - Odchylky atvart v E? Tahak

Odchylka ¢ dvou pii-

Zadani mek p, q:
X = t + 2 x = —r + 3 i-3
a) Urcete odchylku dvou pfimek p:y = t + 3, g:y = —r + 2 cos ¢ = \id] - 3|
z = \/§t + 5 z = \/Er

kde 1,7 jsou smeérové

x = 3t — 2 vektory pfimek p, g.
b) Uréete odchylku pfimky p:y -2t + 1 od roviny 0:2x —4y —3z+6=0. Odchylka ¢ dvou rovin
z = t — 5 p,0:
c) Urcete odchylku rovin oc:x—y—i—\/iz—i—Z:O, ﬁ:x+y—|—\/§z—3:0, 08 ¢ = ‘ilp|7‘7¢1| ,
I’lp * ng’
. kde 7. 15 i 4-
Reseni Video Teorie: 97, 93 Q € Mp, Mg J50U norma

lové vektory rovin p, 0.
Odchylka ¢ piimky p
od roviny p:

— =

u-n

A Ei

7

kde i je smérovy vektor
pfimky p, 7i je norma-
lovy vektor roviny p.
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

306 - Vzdjemna poloha dvou pfimek Tahdk
Urcete spole¢né body pfimek, tj.
Zadani Urcete vzdjemnou polohu dvou pfimek: sestavte si a feSte pfislusnou sou-
stavu linedrnich rovnic.
Pak:
= b+ 2 t = —r+3 a) riznobézky - jeden spolecny
a) Py = t+ 3, 9:y = T+ 2, bod (prusecik),
z = V2t + 5 2 = Vo b) rovnobézky - zadny spolecny
o bod, ale leZi v jedné roving,
b) 7 _ } i 2: T i) 1 i: c) mimob&Zky - zadny spole¢ny
Py ’ Y bod a neleZi v jedné roving,
z = =2 — 3t z = —4 + —4r

d) totoZné pFimky - co-mnoho spo-
le¢nych bodu.

Reseni Video Teorie: 93 @
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

307 - Vzajemnd poloha pfimky a roviny Tahak
Urcete spolecné body piimky a ro-
Zadani Urcete vzdjemnou polohu p¥imky a roviny: viny, tj. sestavte si a feSte pfislus-
nou soustavu linedrnich rovnic.
x = 3t — 2 Pak:
a) pry = —t + 1, p:2x+3y—3z—14=0, a) riznobézné - jeden spolecny
z = t =5 bod (prusecik),
b) rovnobézné - Zadny spole¢ny
x = —t — 2 x = =2 + 3 + r bod
b) pry = 20 4 4, pry = 4+ 25+ 21 c) totoZné - co-mnoho spole¢nych
z = —2t - 1 z = 1 + 27" bOdﬁ

Napiste obecnou rovnici roviny, pak feste soustavu.

Reseni Video Teorie: 96 @
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Matematika I - pracovni listy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

308 - Vz4jemna poloha dvou rovin Tahilk
Urcete spolec¢né body rovin, tj. se-
Zadani Urcete vzdjemnou polohu dvou rovin: stavte si a feSte pfisluSnou sou-
stavu linedrnich rovnic.
a) a:x—y+2z+2=0, B:x—5y+4z—-3=0, Pak:
a) raznobézné - jedna spolecnd
x = -2 4+ 3s — 4r pfimka (prhise¢nice),
b) o1y = -3 + 25 + r, 2 —3x 410y + 11z — 2 = 0. b) rovnobézné - Zadny spolecny
z = 1 — s — 2r bod,
c) totoZné - co-mnoho spole¢nych
bodt.

Reseni Video Teorie: 97 @
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VSB - Technicka univerzita Ostrava



Matematika I - aplikované tlohy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technické univerzita Ostrava

310 - Palkar

Zadani Palkat odpali mi¢ pod dhlem a = 30° a rychlosti 20 m/s.

Y v,

Hra¢ se nachézi v poli 22 m od pélkaie (ve sméru letu mie) a béi rychlosti 10 ms~!. Stihne
chytit mic?

Urcete cas a vzdélenost dopadu pro obecnou rychost v a tihel «.
(zanedbdme odpor vzduchu)

Reseni
Sikmy vrh je dan parametrickymi rovnicemi: Rovnice méa dvé feSeni, pocatecni ¢as t = 0 a ¢as dopadu na zem:
x(t) = vt cos(a) tdopad = % = 2.0387 s
y(t) = vt sin(a) — %g £ (+) Vzdalenost dopadu je |

kde tje ¢as nabyvajici hodnot od 0 do doby dopaduna zem, g = 9.81 m s>
je konstanta, v je poc¢ate¢ni rychlost a a je elevac¢ni tihel. Mi¢ ma v kazdém
Case t polohu [x(t), y(t)].

2
X(tdopad) = U tdopad cOs(a) = 20 % cos(30°) = 35.32m
Hrac v poli je od mista dopadu vzdélen 35.32-22=13.32 m. Tuto vzdale-

nost ubéhne za:
~ 1332

t
10

= 1.332s.

Spocitdme cas a vzdalenost dopadu na zem pro obecné hodnoty v a a.
Do rovnice (x) dosadime zay = 0a g = 9.81:

v

o 5 10 15 20 25 30 35 :
0=otsin(a) — 5981 t2
Spocitdme cas dopadu na zem, pfi kterém ma mi¢ y-ovou soufadnici

. . _ : oy — 1 — . 2
rovnu 0. Do rovnice (x) dosadime za y = 0, sin(30°) = ; a g = 9.81: baopad = osin(a)
9.81
981, 2,
0 =10¢ 5 t X (tdopad) = YT sin(a) cos(a)
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311 - Fotbalista €7

Zadani Fotbalista kope na branu ze vzdélenosti 11 m a chce trefit tésné pod horni bfevno (2 m).
Rychlost mice pfi vykopu je 20 m/s.

Pod jakym tthlem musi vystfelit, aby se trefil?
(zanebndme odpor vzduchu)

Reseni

Do rovnic popisujici Sikmy vrh dosadime soufadnice cile x = 11, y = 2 Zavedeme substituci z = #? a rovnici vyfesime.
av=20,¢=9381:

) B 21 = 154745 = t = /2 = 3.9338
x = vt cos(a) 11 = 20¢ cos(a) 96.23612° 1521522 4500 =0 = | _ 03357 = 1, = \/z3 = 0.5794

o . 1 2 = . . 1 2 (*)
y = vt sin(a) - 28 t 2 =20t sin(a) — 2 . Ze prvniho vztahu (x) vyjadiime a = arccos (%) a spocitame hledané

ihly:
A hleddme t € (0, tz0pq4) a @ € (0°,90°), jako feSeni soustavy rovnic (). Yy 1
Z prvni rovnice vyjadfime sin(a) a z druhé cos(a): (] = arccos (m) = 1.43rad = 82°
1
11 = 20t cos(«) = cos(a) = £ Xy = arccos (—1> =0.32 = rad = 18°
20t 20t;
2 = 20¢ sin(a) — 19 81 12 = sin(a) = 4+9.81# Fotbalista se trefi pro hodnoty tthlu &y = 82° (za 3.9338 s) nebo ap = 18°
' 40t (za 0.5794 s).

Dosadime do zndémého vztahu sin?(a) 4 cos?(a) = 1:
sin?(a) 4 cos®(a) = 1
(4+9.81t2>2+ (3)2 _,
40t 20t
(4+ 9.81t2>2 +4-112 = 40282
96.2361t* — 1521.52¢> 4500 = 0

cil = [11,2]

»
>
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Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

312 - Krabice

Zadéni Z desky o rozmérech 80 cm a 50 cm vyfizneme v rozich ¢tverce a sloZime krabici.
Urcete délku strany ¢tverce tak, aby objem sloZené krabice byl co nejvétsi?

Lze do vysledné krabice nasypat 10 litri?
Vyfteste tilohu pro obecné rozméry desky a, b.

Bude-li mit deska ¢tvercové rozmeéry, bude mit krabice tvar krychle?

Reseni

Zakreslime si desku s vyfezy:

Vyska krabice je x, rozméry podstavy jsou (80 — 2x) a (50 — 2x). Pak
objem krabice je ddn vztahem:
V(x) = (80 — 2x)(50 — 2x)x.

Hleddme maximum funkce V(x) na intervalu (0; 25). Najdeme stacio-
narni bod funkce V(x):

V(x)=0
12x? — 520x + 4000 = 0

Rovnice mé feSeni x = 10. Vysledna krabice ma rozméry podstavy 60 cm
a 30 cm a vysku 10 cm. Objem krabice bude:

V(10) = (80 —2-10)(50 — 2 - 10)10 = 18000 cm? = 18 litri.

ReSeni pro obecné rozmeéry je:

x_a+b—\/a2—ab+b2
B 6

Bude-li deska ¢tvercem, pak a = b a feSeni je x = Z.
Krabice ma rozméry:
1

—axgax—a
3 3 6

a objem méa hodnotu:

:2—7(1.
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313 - Drat na vyrobu siti \

Zadéani Rybaf ma drat dlouhy 30 metrt. Potfebuje jej rozdélit na dvé ¢asti, z jedné vyrobi kostru na
kruhovou sit a z druhé ¢asti vyrobi kostu na ¢tvercovou sit.

V jakém poméru drat rozdélit, aby soucet obsahti obou siti byl co nejmensi?

Kolik bude obsah kruhové sité?

Reseni
Drat rozdélime na dvé ¢asti. proménné x:
x> (30 — x)?
S(x) =—+ ——
. X 30-x _ (x) 4 + 16
Najdeme stacionarni bod funkce S(x):
@ ) S'(x) =0
2x  —2(30 —x) 0
Cast pro obvod kruhu ozna¢ime x, pak &ast pro ¢tverec je 30 — x. Pro 4r 16 B
obvody plati vztah: 4x —m(30 —x) 0
X 87 B
ruh - 2 = = = — .
Ok e " on x= 2 -3
30 —x 4+
O¢tverec - 4a =30 —x = a=
4 Drat rozdélime na ¢ast o délce 13.2 (pro kruh) a 16.8 (pro ¢tverec).
Hleddme hodnotu x tak, aby soucet obsahti kruhu a ¢tverce byl co nej- Spocitdme pomér ¢asti dratu:
VEtsi.
Soucet obsahti se spocita: x o 432—7; m
30—x 30— 2% 4
s o x\2  [(30—x\* x2 (30 —x)? S =
S=mnr"+a :7'((—) + = 4= =/
271 4 47 16 5 5
Stoun = =7 (VL) = 547.39

Hodnota sou¢tu obsahti S z&visi na hodnoté x a proto je S(x) funkci kuh = 0 =Ty ) T2
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314 - Kiizovani lodi I «

Zadéani Trasy dvou lodi se protinaji v pravém thlu. KdyZ je obchodni lod v prtsec¢iku tras, tak je
pirdtska jesté 20 km vzddalend od onoho priise¢iku. Obchodni lod jede rychlosti 30 km/h a
piratska 50 km/h.

Jaké je minimdlni vzdalenost, kterou od sebe lodi budou mit?

Jaka musi byt rychlost pirdtské lodi, aby mohli pirati zattocit délem s dostfelem 6 km?

Regeni
Nakreslime si polohu lodi podle popisu v zadani, tedy pro ¢as t = 0 (viz 2-30%t — 100(20 — 50¢) = 0
obr.1). Za ¢as t ujede obchodni lod trasu o délce 30t a piratska lod trasu 5

t = 0.29 hod

BV
5(0.29) = 10.289 km

o délce 50t. Na druhé obrazku je zobrazena poloha lodi v case t.

trasa obchodni lodi trasa obchodni lodi

Pro obecnou rychlost piratské lodi vzdalenost lodi vyjadfena funkci:

s obchodni lod s(t) = \/(30t)2 + (20— t)z (%)
obchodni lod 50¢ 30t
piratska lod trasa piratské lodi piratska lod ‘ trasa piratské lodi Nejmensi vzdalenost najdeme jako minimum této funkce:
s'(t) =0
obr. 1: Poloha lodi v ¢ase t = 0 obr. 2: Poloha lodi v Case t -
2-30%t —20(20 — vt)
Vzdalenost lodi je v Case t vyjadtend vztahem: s = (30¢)% + (20 — 50¢)2. 2./(30t)2 + (20 — v t)2
Vyjadiime vzdalenost jako funkci proménné t: . 200
302+ 02
(1) = 1/ (301)2 + (20 — 50¢)?
Lodé budou k sobé nejbliZ v case tmin = ?’O%Oﬁ. Dosadime tento ¢as do
Nejmensi vzdalenost najdeme jako minimum této funkce: vztahu () a zjistime potfebnou rychlost lodi, pfi které bude nejmensi

vzdélenost 6 km.
s'(t) =0
) S(tin) = 600 N 6— 600
2 - 30t — 100(20 — 50¢ _ min) = 2 1900 ~ 023+900
2\/(30t)2 + (20 — 50¢)2 v =95.39 km/h
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315 - Kfizovani lodi II «

Zadéni Trasy dvou lodi se protinaji v thlu a. KdyZ je obchodni lod v priise¢iku tras, tak je piratska
jesté 20 km vzdélend od onoho priiseciku. Obchodni lod jede rychlosti 30 km /h a piratska 50
km/h.

Jaké je minimdlni vzdalenost, kterou od sebe lodi budou mit?

Spocitejte tlohu pro « = 60° a & = 45°.

ReSeni

Za Cas t ujede obchodni lod trasu o délce 30t a piratskd lod trasu o délce Nejmensi vzdélenost najdeme jako minimum této funkce:
50t. Na obrazku je zobrazena poloha lodi v ¢ase ¢.

s'(t)=0
trasa obchodni lodi
2307 — 100(20 — 50¢) — 2cos(r — &) (30(20 — 50¢) + (304) (=50)) _
2./(306)2 + (20 — 50¢)2 — 2(30¢) (20 — 50¢) cos (7T — a)
/ 2-30%t — 100(20 — 50t) — 2 cos(7r — a)(30(20 — 50¢) + (30¢)(—50)) = 0
obchodnilod 18t — 20 + 50t — 12cos(r — a) = 0

ReSeni rovnice je:

S > 5+ 3cos(mr —u)
il 4 , trasa piratské lodi t=
piratska lod 17
Spocitdme nejmensi vzdélenost a ¢as, ve kterém ji bude dosaZzeno, pro
zadané hodnoty thlu a:
) P P i 4 , T 5+ 3cos(2f) .
Vzdalenost lodi je v ¢ase t vyjaddiend pomoci kosinové véty vztahem: a=60° = — — f="—"""37 +0.2059 hod
3 17
s2 = (30t)2 + (20 — 50¢)% — 2(30¢t) (20 — 50¢) cos(7 — «) 5(0.2059) = 13.8673 km
Vyjadiime vzdélenost jako funkci proménné t: 5+3 3
g ) P n=45 = > t= %5(4) = 01693 hod

(1) = 1/ (301)2 + (20 — 50¢)2 — 2(30t) (20 — 50¢) cos (7 — a) 5(0.1693) = 15.5461 km
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316 - Pfeprava ofechti

Zadéni Veverka pottebuje od jednotlivych stromii roznést ofechy do svych skrysi. skrys €. 1
MnozZstvi ofechti, které se urodi u jednotlivych stromt a kapacity skrysi

strom ¢&.1, skrys ¢. 2
jsou uvedené v tabulkdch. MoZné cesty jsou zobrazeny v grafu.
strom ¢. skrys ¢. 3
strom ¢. 1 2| 3 skrys ¢. 11 2] 3| 4| 5 ) N
troda || 100 | 150 | 100 ma kapacitu | 20 | 80 [ 60 | 100 | 90 strom &3 shegs &4
skrys ¢. 5

Reseni

Veverka potiebuje od jednotlivych stromti roznést ofechy dosvych skrysi. Pak dostaneme soustavu linearnich rovnic:
Jednotlivé cesty oznacime a,b,c,d, ¢, f, g
a+b+c = 100

20 (skrys&. 1) e+g = 150
a d+f = 100

100 (strom &.1) 80 (skrys &.2) a = 20

f = 80

b+d = 60

150 (strom ¢.2) 60 (skrys & 3) +

c+g = 100

e = 90

100 (strom ¢.3) 100 (skrys ¢. 4)

Soustavu linedrnich rovnic zapiSeme maticoveé:

2 ragses) 11100000 100

00001010 , 150

Soucet poctu ofechti, které jsou odneseny od prvniho stromu, musi byt 00010100 100
roven trodeé tohoto stromu. Tedy musi platit a + b + ¢ = 100. 10000O0O0O ; _ 20
Obdobné sestavime rovnice i k ostatnim stromtm. Dals{ rovnice dosta- 00000100 N 80
neme z Gvahy, Ze soucet poc¢tu ofechfti, pfinesenych do skryse, musi byt 01010000 ¢ 60
roven kapacité této skryse. 001000O0T1 f 100
00001000 g 90

Regeni tlohy je:a =20, b =40, c =40,d =20, e =90, f =80, g = 60.
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317 - Tajné zpravy I

Zadani Kryptografie neboli Sifrovani je nauka o metodach utajovani smyslu zprav prevodem do
podoby, kterd je ¢itelnd jen se specidlni znalosti. Slovo kryptografie pochdzi z fectiny, kryptds
je skryty a grdphein znamena psat. Jednou z jeho metod je i maticové Sifrovani.

Zasifrujte tajnouzprdvu: P I R A T I O D J E L 1
Pomoci kédovaci matice:
A ( 12 )
03

ReSeni Pismena v abecedé ocislujeme:

A|/B|C|D|/E|]F|G|H|I| J| K| L M|N|O|P|Q|R| S| T|U|V|W| X| Y| Z

1(2|3|4|5|6| 7| 89|10 |11 |12 |13 |14 (15| 16 |17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27

Pfed Sifrovanim se znaky pfevedouna ¢isla(A — 1, B — 2,..., Z — 26, mezera — 27).

P I R A T 1 O D J E L 1
16 9 18 1 20 9 27 15 4 10 5 12 9

Zasifrovand zprava se zapiSe po posloupcich do matice (pocet fadkti matice je urc¢en fddem kédovaci matice A).
Ptipadny chybéjici znak na konci se doplni mezerou:

16 18 20 27 4 5 9
9 1 9 15 10 12 27

A vyndsobi se zleva matici A:

1 2 16 18 20 27 4 5 9\ (34 20 38 57 24 29 63
0 3 9 1 915 10 12 27 ) \27 3 27 45 30 36 81

Cisla z matice pfepieme po sloupcich do vzkazu, ktery mtize byt poslan vetejng, nebot bez znalosti kédovaci matice A je nezjistileny:

\34 27 20 3 38 27 57 45 24 30 29 36 63 81\
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318 - Tajné zpravy 11 %
Zadani Rozlustéte tajné zpravy:
zpravaé.1:(38 36 41 7 69 -7 42 1 81 31]
zprava¢.2:/43 30 -2 46 25 21 50 37 36 35 22 26 20 11 2
Zpravy byly zaSifrovany pomoci kédovacich matic:
3 9 12 1 I '
zpravac. 1: A = ( _ ) zpravac.2: B=[ 0 2 1
= {1 2 ODING
A|B|C|D|E|F|G|H|I| J|K|L|M|N|O|P|Q|R|[S|T|U|V|W|[X|Y]|Z
1|23 4]5]|6|7|8[9]10]11|12]13|14|15[ 16|17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25 26|27
Redeni Spocitdme inverzni matici:
1 -1 -2
-1 -
A= ( -4 -3 )
A pomoci této matice desiftuje vzkaz:
-1 =2 38 41 69 42 81\ (10 5 5 4 13
-1\ -4 -3 36 7 -7 131 ) \ 4 13 27 15 21
Vzkaz po sloupci pfecteme:
10 4 5 13 5 27 4 15 13 21
J] D E M E D O M U
Rozsifrujeme druhou zpravu:
1 -5 5 0 43 46 50 35 20 13 21 13 13 9
= 1 -3 -1 30 25 37 22 11 | = 9 10 5 1 3
B -2 1 2 -2 21 =36 —-26 2 12 5 27 20 5
A zprava je: MILUJEME MATICE
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319 - Plachta nad bazén

Zadani V rozich bazénu o rozmérech 10 m x 10 m umistime tyce o délkéach 2,3,5 m. Na konce tyci

pfipevnime plachtu.

Jaka bude délka tyce ve ¢tvrtém rohu, chceme-li aby se plachta neprohybala?

Kolik existuje moZnosti rozmisténi ty¢i? Pti které z nich bude potieba nejkratsi tyc.

Reseni

Tyc¢e umistime tak jak je zobrazeno na obrazku:

D; = [10,10,7]
C1 = [0,10,3]

7 [0,10,0] ¥
/

(10,10, 0]

Hleddme z-ovou soufadnici bodu [10, 10, ?]. Body na koncich ty¢i uréuji
rovinu, ta je uréena body A; = [0,0,2], By = [10,0,5], C; = [0, 10, 3].
Ur¢ime rovnici této roviny. Jeji smérové vektory jsou B; — A; = (10,0, 3)
aCy — A; = (0,10, 1). Parametrické vyjadfeni roviny je:

x =10t
y =10s
z=2+3t+s t,seR

Hleddme z-ovou soufadnici bodu [10, 10, ?].

x =10t = 10=10t = t=1
y=10s = 10=10s = s=
z=2+3t+s = z=2+3+1 = 2z=6

Hledany bod ma soufadnice D; = [10, 10, 6], tedy délka ¢tvrté tyce je 6
m.

Existuje i jind moZnost, jak rozmistit ty¢e. Bude v protilehlém rohu
ke c¢tvrté tyci napiiklad ty¢ o délce 3 m, pak je rovina urcena body
Ay =[0,0,3], B, = [10,0,5], C; = [0,10,2]. A smérové vektory roviny
jsou B, — Ay = (10,0,3) a C; — Ay = (0,10, —1). Parametrické vyjadieni
roviny je:

x =10t
y =10s
z=3+3t—s t,seR

Hledany bod ma soufadnice D, = [10,10,5], tedy délka ¢tvrté tyce je 5
m.

Bude-li ti ty¢ o délce 5 m, pak je rovina uréena body A, = [0,0,5], B, =
[10,0,3], C3 = [0,10,2]. Hledany bod ma soufadnice D3 = [10,10,0],
tedy Zadny ty¢ neni potfeba aplachtu Ize pfipevnit na zem.
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321 - Test 1

1. Ja dana funkce:

Zakrouzkujte spravna tv

(a) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
redlna &isla, protoze (x +2)> > 0

vzdy.

(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna

redlnd cisla.

(c) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna

redlna cisla bez —2.
(d) Funkce je suda.

rzeni.

(e) Funkce neni ani suda ani licha.

(f) Funkce neni konvexni.

(g) Funkce neni konk&vni.
(h) Funkce nema Zadnou asymptotu.
(i) Funkce mé jednu asymptotu.

(j) Funkce ma dvé asymptoty.
(k) Funkce ma jedno lokalni minimum.
() Funkce ma dvé lokalni minima.

(m) Funkce nema lokalni maximum.

XY Z X

2. Je dana matice:

oo
>
>

N <<

0 0 X

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(a) Matice je ¢tvercova.

(b) Matice neni c¢tvercovd, je typu 3 X
4, protoZe druhy a tieti fadek jsou
stejné.

(c) Miizeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) Nemtlizeme vypocitat jeji determi-
nant.

(f) Hodnost matice je rovna 4.
(g) Hodnost matice je rovna 3.
(h) Hodnost matice je rovna 2.
3. Je ddna rovnice 4x 43y — 6 =0V Es.
Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Jednd se o rovnici pfimky:.
(b) Je to rovnice roviny.
(c) Tato pfimka je rovnobézna se soutad-
nicovou osou z.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soufad-
nicovou osou z

(e) Normalovy vektor ma soufadnice
(4,3,—6).

(f) Normélovy vektor mé soufadnice
(4,3,0).
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322 - Test 2

1. Ja dana funkce:

5
4
3

2

-4 -3 -2 = 0 ( 2 3 4 5 6
-1

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
realnd ¢isla, protoze 2 — 4x > vzdy.

(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna

redlné &isla bez —%.

(c) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
realna Cisla bez %

(d) Funkce je suda.

(e) Funkce neni ani sudé ani licha.

(f) Funkce neni konvexni.

(g) Funkce je konkdvni na intervalu

1
27

(h) Funkce nema zddnou asymptotu.
(i) Funkce mé jednu asymptotu.

(j) Funkce ma dvé asymptoty.
(k) Funkce ma jedno lokalni minimum.
() Funkce ma dvé lokalni minima.

(m) Funkce nema lokalni maximum.

XY Z X

oo
>
g

2. Je dana matice

N <<

0 X X

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(a) Matice je ¢tvercova.

(b) Matice neni c¢tvercovd, je typu 3 X

4, protoZe druhy a tfeti fadek jsou
stejné.
(c) MiiZzeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) Nemuizeme vypocitat jeji determi-
nant.

(f) Hodnost matice je rovna 4.
(g) Hodnost matice je rovna 3.
(h) Hodnost matice je rovna 2.
3. Je dana rovnice 4x +3z — 6 =0V Es.
Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Jedn4 se o rovnici ptimky:.
(b) Je to rovnice roviny.
(c) Tato pfimka je rovnobéZzna se soutad-
nicovou osou V.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soufad-
nicovou osou Y

(e) Normalovy vektor ma soufadnice
(4,3,—6).

(f) Normélovy vektor mé soufadnice
(4,3,0).

(g) Normalovy vektor md soufadnice
(4,0,3).
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323 - Test 3

1. Ja dana funkce:

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0\ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
realna cisla,
protoZe x> — 4 > 0 vzdy.

(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
kladna ¢isla.

(c) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
redlnd ¢isla bez +2.

(d) Funkce je licha.

(e) Funkce neni ani suda ani licha.

(f) Funkce je konvexni na intervalu
(—2,2).

(g) Funkce je konkdvni na intervalu
(—2,2).

(h) Funkce m4 tfi asymptoty.

(i) Funkce méa dvé asymptoty.
(j) Funkce md jednu asymptotu.

(k) Funkce ma jedno lokalni minimum.
() Funkce ma dvé lokalni minima.

(m) Funkce nema lokalni maximum.
XY ZzZ

2. Je dana matice

oo

<>

>
N N X

0 X X

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(a) Matice je ¢tvercova.

(b) Matice neni ¢tvercova, je typu 3 x 4,

s N 2z

protoZe tietia ¢tvrty fadek jsou stejné.
(c) MiiZzeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) Nemuizeme vypocitat jeji determi-
nant.

(f) Hodnost matice je rovna 4.
(g) Hodnost matice je rovna 3.

(h) Hodnost matice je rovna 2.

3. Je ddna rovnice 4x 45y — 6z = 0 v Es.

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(a) Jedn4 se o rovnici pfimky:.

(b) Je to rovnice roviny.

(c) Tato pfimka je rovnobéZzna se soutad-
nicovou osou Xx.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soutad-
nicovou osou V.

(e) Tato rovina prochdzi pocatkem sou-
stavy soufadnic.

(f) Normélovy vektor mé soufadnice
(4,5, —6).

(g) Normaélovy vektor mda soufadnice
(4,3,0).
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324 - Test 4

1. Ja dana funkce: (g) Funkce je konkavni na intervalu (f) Hodnost matice je rovna 4.

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(a) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
realnd ¢isla, protoZze 4 — x2>0 vzdy.

(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
kladna disla.

(c) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
realna ¢isla bez +2.

(d) Funkce je licha.

(e) Funkce neni ani sudéa ani licha.

(f) Funkce je konvexni na intervalu
(—2,2).

2. Je dana matice

(—2,2).
(h) Funkce ma tfi asymptoty.
(i) Funkce mé& dvé asymptoty.
(j) Funkce md jednu asymptotu.
(k) Funkce ma jedno lokalni minimum.
() Funkce ma dvé lokdlni minima.

(m) Funkce nema lokalni maximum.

XY Z X

oo
>
>
N N N

0 X X

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(a) Matice je ¢tvercova.

(b) Matice neni ¢tvercova, je typu 2 x 4,
protoZe druhy, tfeti a ¢tvrty fadek
jsou stejné.

(c) Miizeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) Nemtlizeme vypocitat jeji determi-
nant.

(g) Hodnost matice je rovna 3.

(h) Hodnost matice je rovna 2.

3. Je dana rovnice 4x + 6z = 0 v Es.

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(a) Jedna se o rovnici piimky.
(b) Je to rovnice roviny.

(c) Tato pfimka je rovnobéZzna se soutad-
nicovou osou X.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soutad-
nicovou osou Y.

(e) Tato rovina prochazi pocatkem sou-
stavy soufadnic.

(f) Normélovy vektor mé soufadnice
(4,0,6).

(g) Normaélovy vektor md soufadnice
(4,6,0).
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325 - Test 5

1. Ja dana funkce:

"
f@) =| 7 o' pf o 77_7’ £+ 6a

6 -14 12 10 8 6 4| -2 Jo z\/4 6 8 10 12 14 16 18 20

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(@) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
realna Cisla.
(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
kladna d¢isla.
(c) Funkce nema bod nespojitosti.

(d) Funkcejelichd, protoZe graf prochazi
pocéatkem soustavy soufadnic.

(e) Funkce neni ani suda ani licha.

(f) Funkceje konvexninaintervalu (0, 2).

2. Je dana matice

(g) Funkce je konkdvni na intervalu
(0,2).

(h) Funkce ma dvé lokdlni maxima a
jedno lokalni minimum.

(i) Funkce ma dvé lokdlni minima a
jedno lokalni maximum.

(j) Funkce mé jednu asymptotu se smér-
nici.
(k) Funkce mé dvé asymptoty se smér-
nici.
(I) Funkce nema asymptoty.
XY Z
0 Y X

0 X X
0 X X

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

N N < X

(a) Matice je ¢tvercova.

(b) Matice neni ¢tvercova, je typu 2 x 4,

protoZe tietia ¢tvrty fadek jsou stejné.
(c) MtiZeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) Nemtizeme vypocitat jeji determi-
nant.

(f) Hodnost matice je rovna 4.
(g) Hodnost matice je rovna 3.
(h) Hodnost matice je rovna 2.
3. Je dana rovnice 4x + 6y —2 =0 v Es.
Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Jedn4 se o rovnici ptimky:.
(b) Je to rovnice roviny.
(c) Tato pfimka je rovnobéZzna se soutad-
nicovou osou X.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soufad-
nicovou osou z.

(e) Tato rovina prochazi pocatkem sou-
stavy soufadnic.

(f) Normélovy vektor mé soufadnice
(4,6, —2).

(g) Normalovy vektor md soufadnice
(4,6,0).
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326 - Test 6

1. Ja dana funkce: (g) Funkce je konkavni na intervalu

(0,2).

K (h) Funkce ma dvé lokadlni maxima a
jedno lokalni minimum.

(i) Funkce ma dvé lokdlni minima a
jedno lokalni maximum.

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 4 6 8 10 12 14 16 18 20

: (j) Funkce mé jednu asymptotu se smér-
N nici.
: (k) Funkce méa dvé asymptoty se smér-
S PO nici.

" | 1 W o " 2
fo) =gl +5 24y ot 6e

-10

(I) Funkce nema asymptoty.
Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

XY zZ X

(@) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna ) d . 0 Y X X
redlna ¢isla. + Je dana matice 0 X X X

0 Z Z Z

(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna

kladna ¢isla. Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(c) Funkce nemd bod nespojitosti. (a) Matice je &tvercova.

(d) Funkcejelichd, protoZe graf prochazi (b) Matice neni &tvercové, je typu 3 x 4,

ocatkem soustavy soutadnic. o Yre o e vk . .
p y protoze tteti a ¢tvrty fadek jsou line-
(e) Funkce neni ani suda ani licha. arné zavislé.

(f) Funkceje konvexninaintervalu (0, 2). (c) MiiZzeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) Nemuizeme vypocitat jeji determi-
nant.

(f) Hodnost matice je rovna 4.
(g) Hodnost matice je rovna 3.
(h) Hodnost matice je rovna 2.
3. Je ddna rovnice x +y —2=0v E3.
Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Jednd se o rovnici ptimky:.
(b) Je to rovnice roviny.
(c) Tato pfimka je rovnobéZzna se soutad-
nicovou osou Xx.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soutad-
nicovou osou z.

(e) Tato rovina prochazi pocatkem sou-
stavy soufadnic.

(f) Normélovy vektor mé soufadnice
(1,1,-2).

(g) Normdlovy vektor mda soufadnice
(1,1,0).
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327 - Test 7

1. Ja dana funkce:

2 ‘4 6 8 10 12 14

N I VR 2
] flz) = 4m+3x 2:[

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
redlné ¢isla.
(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
kladn4 ¢isla.
(c) Funkce nemd bod nespojitosti.

(d) Funkcejelichd, protoZe graf prochazi
pocatkem soustavy soufadnic.

(e) Funkce neni ani suda ani licha.

(f) Funkceje konvexninaintervalu (2,4).

(g) Funkce je konkdvni na intervalu
(2,4).

(h) Funkce méa dvé lokalni maxima a
jedno lokalni minimum.

(i) Funkce méa dvé lokdlni minima a
jedno lokalni maximum.

(j) Funkce ma jednu asymptotu se smér-
nici.
(k) Funkce mé dvé asymptoty se smér-
nici.
(I) Funkce nema asymptoty.
XY Z
Y Z

0 X X
0 X Z

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

2. Je dana matice

N <D<

(a) Matice je ¢tvercova.

(b) Matice neni ¢tvercova, je typu 3 x 4,
protoZe prvni a druhy fadek jsou li-
nedrné zavislé.

(c) MtiZeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) NemtZeme vypocitat jeji determi-
nant.

(f) Hodnost matice je rovna 4.
(g) Hodnost matice je rovna 3.
(h) Hodnost matice je rovna 2.
3. Je ddna rovnice x —y —2 =0V E3.
Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Jedna se o rovnici piimky.
(b) Je to rovnice roviny.

(c) Tato ptimka je rovnobéZzna se soutad-
nicovou osou X.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soutad-
nicovou osou z.

(e) Tato rovina prochdzi pocatkem sou-
stavy soufadnic.

(f) Normélovy vektor mé soufadnice

(1,-1,-2).
(g) Normélovy vektor md soufadnice
(1,-1,0).
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328 - Test 8

1. Ja dana funkce:

) . 3
121 ,}"(;L'):Z;L'——:L"—i-iw

4 2 o \/4 6 8 10 12 14
_2-

—4-

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
redlné ¢isla.
(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
kladn4 ¢isla.
(c) Funkce nemd bod nespojitosti.

(d) Funkcejelichd, protoZe graf prochazi
pocatkem soustavy soufadnic.

(e) Funkce neni ani suda ani licha.

(f) Funkceje konvexninaintervalu (2,4).

(g) Funkce je konkdvni na intervalu
(2,4).

(h) Funkce méa dvé lokalni maxima a
jedno lokalni minimum.

(i) Funkce méa dvé lokdlni minima a
jedno lokalni maximum.

(j) Funkce ma jednu asymptotu se smér-
nici.
(k) Funkce mé dvé asymptoty se smér-
nici.
(I) Funkce nema asymptoty.
X Y zZ X
-X =Y -Z X
0 X X X
0o X z Z

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

2. Jedanamatice

(a) Matice je ¢tvercova.

(b) Matice neni ¢tvercovd, je typu 3 x 4,
protoZe prvni a druhy fadek jsou li-
nedrné zavislé.

(c) MtiZeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) NemtZeme vypocitat jeji determi-
nant.

(f) Hodnost matice je rovna 4.
(g) Hodnost matice je rovna 3.
(h) Hodnost matice je rovna 2.
3. Je ddna rovnice x +z —2 =0v Es.
Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Jedna se o rovnici piimky.
(b) Je to rovnice roviny.
(c) Tato pfimka je rovnobéZzna se soutad-
nicovou osou X.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soutad-
nicovou osou V.

(e) Tato rovina prochdzi pocatkem sou-
stavy soufadnic.

(f) Normélovy vektor mé soufadnice
(1,1,-2).

(g) Normdlovy vektor mda soufadnice
(1,0,1).
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329 - Test 9

1. Ja dana funkce:

10 20 30 40

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
realna c¢isla.
(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
kladna ¢isla.
(c) Funkce nemd bod nespojitosti.

(d) Funkcejelichd, protoZe graf prochazi
pocétkem soustavy soufadnic.

(e) Funkce neni ani suda ani licha.

2. Jedanamatice

(f) Funkce je konvexni na intervalu
(3,00).

(g) Funkce je konkdvni na intervalu
(3,00).

(h) Funkce mé jedno lokdlni minimum.
(i) Funkce mé jedno lokdlni maximum.
(j) Funkce mé jednu asymptotu se smér-

nici.

(k) Funkce mé dvé asymptoty se smér-

nici.
(I) Funkce nema asymptoty.
X Y ZzZ X

-X =Y -7z —-X

0 X X X
0o X Y Z

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(a) Matice je ¢tvercova.

(b) Matice neni ¢tvercova, je typu 3 x 4,
protoZe prvni a druhy fadek jsou li-
nedrné zavislé.

(c) MtiZeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) NemuiZeme vypocitat jeji determi-
nant.

(f) Hodnost matice je rovna 4.
(g) Hodnost matice je rovna 3.

(h) Hodnost matice je rovna 2.

3. Je ddna rovnice y +z -2 =0v Es.
Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

(a) Jedna se o rovnici piimky.

(b) Je to rovnice roviny.

(c) Tato pfimka je rovnobéZzna se soutad-
nicovou osou X.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soutad-
nicovou osou X.

(e) Tato rovina prochdzi pocatkem sou-
stavy soufadnic.

(f) Normélovy vektor mé soufadnice
(1,1,-2).

(g) Normdlovy vektor mda soufadnice
(0,1,1).
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330 - Test 10

1. Ja dana funkce:

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
realna c¢isla.
(b) Defini¢ni obor funkce jsou vSechna
kladna ¢isla.
(c) Funkce nemd bod nespojitosti.

(d) Funkcejelichd, protoZe graf prochazi
pocétkem soustavy soufadnic.

(e) Funkce neni ani suda ani licha.

(f) Funkce je konvexni na intervalu
(3,00).

(g) Funkce je konkdvni na intervalu
(3,00).

(h) Funkce mé jedno lokdlni minimum.
(i) Funkce mé jedno lokdlni maximum.
(j) Funkce mé jednu asymptotu se smér-

nici.

(k) Funkce mé dvé asymptoty se smér-

nici.
(I) Funkce nema asymptoty.
XY Z
0 X X

0 X X
0 X Y

Zakrouzkujte spravna tvrzeni.

2. Je dana matice

N <<

(a) Matice je ¢tvercova.

(b) Matice neni ¢tvercovd, je typu 3 x 4,
protoZe druhy a tfeti fadek jsou line-
arné zavislé.

(c) MtiZeme vypocitat jeji determinant.

(d) Determinant vyjde 0.

(e) NemuiZeme vypocitat jeji determi-
nant.

(f) Hodnost matice je rovna 4.
(g) Hodnost matice je rovna 3.
(h) Hodnost matice je rovna 2.
3. Je ddna rovnice x +y +z = 0v Ez.
Zakrouzkujte spravna tvrzeni.
(a) Jedna se o rovnici piimky.
(b) Je to rovnice roviny.
(c) Tato pfimka je rovnobéZzna se soutad-
nicovou osou X.

(d) Tato rovina je rovnobézna se soutad-
nicovou osou X.

(e) Tato rovina prochdzi pocatkem sou-
stavy soufadnic.

(f) Normélovy vektor mé soufadnice
(1,1,0).

(g) Normdlovy vektor mda soufadnice
(1,1,1).
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