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1. UVOD

1 Uvod

V tomto pracovnim se$ité se budeme zabyvat vektory, body, pfimkami, rovinami a sou-
visejicimi pojmy. Budeme je pro jednoduchost uvaZovat pouze v tzv. trojrozmérném eu-
klidovském prostoru E3 a budeme je znazornovat v kartézské soustavé soutadnic, kterou
zname ze stfedni skoly.

Pfipometime si, jak kartézskou soustavu soufadnic v prostoru zavddime. Zvolime si tfi na-
vzédjem kolmé orientované piimky x, y, z prochdzejici jednim bodem O a na kazdé p¥imce

zvolime jednotku délky. Takové soustavé fikdme pravotihla soustava soufadnic. Zvolime-
li jednotky délky shodné, fikdme soustavé kartézska.

Primky x, y, z se nazyvaji soufadnicové osy a bod O pocitek soustavy soufadnic. Rovindm
xy, xz a yz fikdme soufadnicové roviny.

Volbou orientace soufadnicovych os dostaneme bud’ tzv. pravotocivou nebo tzv. levotoci-
vou soustavu. Budeme pouzivat pravotocivou.

* Yy y X

obr. 1: Pravotociva soustava obr. 2: Levotoc¢iva soustava

KaZzdému bodu A v prostoru s kartézskou soustavou miiZeme jednoznacné priradit uspo-
faddanou trojici &isel [ay, a2, a3), jak je zndzornéno na obrazku 3. To, Zze méd bod A soufadnice
a1, ap a as, budeme zapisovat A = [ay,ap, a3].

obr. 3: Bod v prostoru a jeho soufadnice




2. VEKTOROVA ALGEBRA

2 Vektorova algebra

2.1 Vektory

Vektorem budeme v celém sesité rozumét usporada-
nou trojici redlnych ¢isel. Budeme ho znacit tu¢né,
napt. u= (5, -3,v/2).

Kazdému vektoru u = (uq, up, u3) odpovidé oriento-
vana usecka s pocatkem v bodé O = [0, 0, 0] a koncem
v bodé [uq, up, us)]. Vektorem u = (uq,up, u3) budeme
rozumét i tuto orientovanou tsecku (obr.4).

obr. 4: Vektor u = (uq, up, u3)

Vektory mezi sebou s¢itdme a ndsobime realnym ¢islem takto:

e N

Definice 2.1 Jsou dany vektory u= (11, up, u3), v=_v1, vz, 03).
e soucet vektort: u+v = (uy +vy,up+ vy, U3+ v3)
e nasobeni vektoru redlnym ¢islem k: ku = (kuq, kup, kus)

Vektor 0= (0,0,0) se nazyva nulovy vektor,

vektoru —u=—1u=(—uqy, —uy, —u3) ¥ikdme vektor opaény k vektoru u.

. J

obr. 5: S¢itani vektort a ndsobeni vektoru ¢islem

Ulohy k procviteni
Pfiklad 1. Jsou dany vektory u= (2, —4,3), v=(2,0, —1). Uréete soutadnice vektoru
a) 2u, b) 2u + v, c) u—3v.

Vsimnéte si, Ze pokud g = 2u + v, potom platiiv = 2u —qau = %v — %q; plati také

o0=2u+v—q.

Definice 2.2 Rekneme, Ze vektor g je linedrni kombinaci vektorti u, v a w, jestliZe exis-
tuji ¢isla k, £ a m takovad, Ze plati
q = ku+{lv+mw

Existuji-li takova ¢isla, fikdme také, Ze vektory u, v,w a q jsou linearné zavislé.

. J




2. VEKTOROVA ALGEBRA

Vektory u=(1,3,—1),v=(2,-9,-2) aw=(2,1, —2) jsou linedrné zavislé, protoze plati
o=4u+v—-3w (nebotaky o= 8u+2v—6w).

Vektory u=(0,4,0),v=(2,1,0), w=(0,1,1) jsou linedrné& nezavislé.

~

Definice 2.3 Rikdme, e dva vektory u a v jsou kolinearni, je-li jeden ndsobkem dru-
hého; tedy plati u = kv

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 2. Urcete, zda jsou vektory u a v kolinedrni
a) u=(—1,-1,4), v=(-2,-2,8), ) u=(2,2,-4), v=(1,-1,-2).
b) u=(2,5,7), v=(—6,—-15,-10),

Definice 2.4 Vektory i, j, k o soufadnicich
i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1)

se nazyvaji zakladni bazové vektory.

- J

Kazdy vektor u = (uy, up,u3) v prostoru lze vyjadfit jako linedrni kombinaci zdkladnich
bazovych vektort i, j, k, takto
u = uyi + uzj + usk.

Pfiklad 3. Vyjadtete vektor u = (2, —4,3) jako linedrni kombinaci zakladnich bazovych
vektord.

u=(2,-4,3)=2-(1,0,0)—4-(0,1,0)+3-(0,0,1) = 2i — 4j + 3k

2.2 Skalarni souéin vektoru

4 )

Definice 2.5 Skalarni souéin dvou vektort u = (11, u, u3) a v=(v1,v2,v3) je Cislo

U-0=1Uy U]+ Uy -UVy+ U3 T3

(& J

Piiklad 4. Vypoctéte skaldrni soucin vektortt u=(2,0,3) av=(1,4, —1).

& J

Skalarni soucin vektort u a v je —1.

Ulohy k procviéeni
Ptiklad 5. Vypoctéte skaldrni soucin vektort u, v:

a) u=(1,1,3), v=(2,5,-2), b) u=(4,51), v=(4,—2,—6).

Skaldrni sou¢in ndm umoznuje , méfit thly a velikosti vektor”.




2. VEKTOROVA ALGEBRA

Definice 2.6 Dva nenulové vektory jsou kolmé, je-li jejich skaldrni sou¢in roven nule.

u-v=20

Ulohy k procviéeni
Ptiklad 6. Zjistéte, zda jsou vektory u, v na sebe kolmé:

a) u=(—2,-3,5), v=(4,2,7), b) u=(2,3,1), v=(—1,-2,8).

Ptiklad 7. Doplrite chybéjici soufadnici vektoru v tak, aby byl kolmy k vektoru u.
a) u=(3,1,6), v=(—4,0,?), b) u=(2,3,1), v=(?,-2,3).

Ulohy k procviteni
Piiklad 8. Najdéte alesponi tfi (libovolné) vektory kolmé k vektoru (1,3, —1).

{ Ulohy k procviteni

~ Pozndmka

Pro skalarni soucin vektort plati

e komutativni zakon: U-v=09-u,

e distributivni zakon: u-(v+w)=u-v+u-w.

2.3 Délka vektoru

( )

Definice 2.7 Délka vektoru u = (u1, up, u3), nebo taky velikost vektoru, je &islo

u| = Vu12 + up? + us?

Vektor, jehoZ délka se rovnd jedné, se nazyva jednotkovy.

| J

Vsimnéte si, Ze |u| = /u - u.

[ Pfiklad 9. Vypocitejte délku vektoru u=(2, —4,1). ]

Soufadnice vektoru dosadime do vzorce

] = V12 Fus? = (2 (—4)2 +12 = V21 = 4,58.




2. VEKTOROVA ALGEBRA

2.4 Vektorovy soucin vektort

Definice 2.8 Vektorovym soutinem dvou vektort u = (11, up, u3), v = (v1, v3,v3) rozu-
mime vektor w, pro ktery plati
Uz us Up Uz U1 U2
U2 U3 U1 03| |U1 02

(. J

4 7

w=u><v=(

Vektorovy soucin miizeme sice formalné, ale zato velmi piehledné zapsat ve tvaru deter-
minantu.

ij k Ur U Ul u ur u
uxov=\u; u uzl —=i- 2 Uz 1 U3 LG 2,
U2 U3 U1 03 01 02
01 U2 U3

kdei=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1) jsou bdzové jednotkové vektory.

[ Pfiklad 10. Vypocitejte vektorovy soudin vektora u=(2,0,3), v=(1,4, —1). ]
i j k
uxo=120 3 =i-]> -1 3l4k-[* Y= _12i45/+8k=(-1258)
4 —1 1 -1 1 4
14 -1
~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 11. Vypocitejte vektorovy soucin vektort u, v:
a) u=(1,2,-1), v=(3,-1,-2), b) u=(3,1,2), v=(6,2,4).
Véta 2.1 Vektorovy soucin w = u X v je kolmy k vektorim u a v. ]
W=uUxXv
AN v
—~

obr. 6: Vektorovy soucin vektorti u x v
v pravotocivé soustavé soufadnic

Ulohy k procviteni

Pfiklad 12. Ovéfte, Ze vektorovy soudin w vektort u = (1,2,—1) av = (3,—1,-2) je
kolmy k vektoru u i k vektoru v.




3. BODY, PRIMKY, ROVINY

~ Pozndmka

Pro vektorovy soucin vektort plati
e antikomutativni zédkon: uxv=—(vxu),
e distributivni zdkon: (utv)xw=uxw+vxw,
e a pro ndsobeni redlnymi &isly k, ¢: (k-u)yx (£-v)=k-l-(uxn0).

2.5 SmiSeny soucin vektoru

Definice 2.9 SmiSenym soucdinem tii vektort u = (11, up, u3), v=_(v1,v2,v3),
w = (wy, wy, w3) rozumime &islo
U1 Uy Ujs
w,0,w]=u-(vxw)=|v; v, v3.
w1 Wy W3
Pfiklad 13. Vypoctéte smiSeny soucin vektorti u=(2,0,3), v=(1,4,—1), w=(4,2,3).
20 3
wo,wl=|14 —1|=-14
4 2 3

3 Body, pfimky, roviny

3.1 Bod

V souladu s tvodem budeme bodem rozumét uspofddanou trojici redlnych ¢isel psanou
v hranatych zévorkach napt. [1, -2, 3].

Kazdé uspotadané dvojici bodt A ={[ay,ay,a3] a B=[by, by, b3] pFifadime vektor

AB = (bl — al,bz — az,bg — a3).

Pro bod A a vektor u pak miizeme psat A + u = [a1 + uq, a3 + up, a3z + us).

Ulohy k procviteni
Pfiklad 14. Je danbod A=3,4,1] a vektor u=(0,2,1). Vypocitejte soufadnice bodu:
a) A+u, b) A+ 2u, c) A+ 3u, d A—u
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3.2 Pi¥imka

Pfimkou, uréenou bodem A a vektorem u, rozumime vSechny body X, pro které plati
4

X=A+1tu,
kde t je libovolné realné ¢islo.
A

Pfimku lze jednozna¢né urcit bodem a vektorem nebo dvéma rtiznymi body.

Definice 3.10 Necht je dan bod A = [a1, ap, a3] a nenulovy vektor u = (u1, up, u3).
Parametrickymi rovnicemi p¥imky p uré¢ené bodem A a vektorem u nazveme rovnice:

X =ay + tug
p:y=ay+tup
z=ua3+tus, tek.

Bod X =[x, y,z] je pak bod piimky p. 5
Vektoru u fikdme smérovy vektor ptimky p. Cislu t fikdme parametr.

| J

\

Pfiklad 15. Je dén bod A = [3,4,1] a vektor u = (2, —2,1). Sestavte parametrické rov-
nice pfimky ur¢ené bodem A a smérovym vektorem u.

. J

x =342t
p:y=4-2t
z=14+t teR

~ Ulohy k procviteni
P¥iklad 16. Je dénbod A = [1,4, —1] a vektor u = (3,0,2).
a) Sestavte parametrické rovnice pfimky uréené bodem A a smérovym vektorem u.
b) Najdéte souradnice ¢ty libovolnych bodt na této piimce.

c) Urcete chybéjici soutadnice bodu [—2,?,?], [?,?,7] a [?,6,?], tak aby leZely na této
pifimce.

~ Ulohy k procviteni
Pfiklad 17. Zjistéte, zda body A=2,0,2]|, B=|[5,1,3], C=[-7,6, —1] lezi na ptimce p:
x=-—-1+3r
p:y=2-2r
z=1+r, relk.




3. BODY, PRIMKY, ROVINY

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 18.  a) Sestavte parametrické rovnice pfimky p ur¢ené body A, B na obr. 7.

b) Sestavte parametrické rovnice pfimky p uréené body na obr. 8.

c) Sestavte parametrické rovnice pfimky p urc¢ené bodem A a rovnobéZzné s osou z
podle obr. 9.

obr.7 obr. 8 obr. 9

Ulohy k procviteni
(Pﬁklad 19. Najdéte takové body M a N ptimky p, které lezi v rovindch yz a xz (obr. 10).

z
M| e N r=8-a
______ T—/ i p p:y=-9+3t
e =5 fER
y
X
obr. 10

~ Ulohy k procviteni
Pfiklad 20. Rozhodéte, zdabody A=[1,1,1], B=1[4,3,5], C=[7,5,9] lezi v jedné pFimce.

Definice 3.11 Pokud maji dvé rtizné p¥imky jeden spole¢ny bod, nazyvame ho prise-
¢ik.

[ P¥iklad 21. Maiji pimky p a g priisedik?

x=8—3t x=3+s
p:y=1-—t g:y=s
z=342t, teR z=84+s, seR

10



3. BODY, PRIMKY, ROVINY

Hledany prusetik P = [py1, p2, p3] leZi na p¥imce p i na p¥imce g, a proto jeho soufadnice
spliiuji parametrické rovnice obou téchto primek:

p1 =83t p1=3+s 8—3t=3+s
pp=1-—t p2 =S5 1—-t=s
p3 =3+2t p3 =8+s 34+2t=8+s

Dostdvame soustavu tfi linearnich rovnic o dvou nezndmych.

—3t—s=-5 -3 —1|-5 -3 —1|-5
—t—s=-1 0 2|2~ 0 2|2
2 —_s—5 0 -5| 5 0 0] 0

V tomto pfipadé mé soustava jedno feSeni: t =2 a s=—1. Soufadnice prisec¢iku pak dosta-
neme dosazenim hodnoty t =2 do parametrickych rovnic pfimky p nebo hodnoty s =—1
do parametrickych rovnic pfimky g:

P=[8-3t1—+3+2]=[8-3-21-23+2-2] =[2,—1,7]
P=[3+s,58+s=[3+(-1),-1,8—(-1)]=1[2,—-1,7]

Pi{mky p a g maji prisecik P=[2, —1,7].

3.3 Vzajemna poloha dvou p¥imek

Necht' jsou dany dveé piimky p, g. RozliSujeme ¢tyfi typy vzajemné polohy dvou piimek.
e Piimky jsou totozné, maji-li spole¢né vsechny body (a stejny smér).
e Piimky jsou rovnobézné rtizné, pokud nemaji spole¢ny bod a maji stejny smér.
e Piimky jsou riznobézné, maji-li spole¢ny jeden bod (a nemaji stejny smér).

e Pfimky jsou mimobéZné, pokud nemaji ani spole¢ny bod ani stejny smér.

o p =
U
A 0
u
A P b plla
a
obr. 11: TotoZné pifmky obr. 12: Rovnobézné piimky

0 0
u B U B
A A

p vﬂq:Pq p pla 1

obr. 13: Rtiznobézné pfimky obr. 14: MimobéZzné piimky

11
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~ Ulohy k procviteni

Ptiklad 22. Urcete vzdjemnou polohu dvou pfimek p a g:
xX=2+t xX=-3+r
a) p:y=3+t g:y=6—r
z=5+2t z=7—r1
x:1+t x=2—1’
b) p:y=1-2t g:y=2+3r
z=—-2+3t z=—-5—4r
x=1+t X =2+2r
C) p:y=1-2t g:y=2—4r
z=—-2+3t z=—-5+6r
x=1+t xX=2-3r
d) p:y=1-2t g:y=—-1+6r
z=—-2+3t z=1-9r

3.4 Rovina

Rovinou uréenou bodem A a dvéma nekolinedrnimi vektory u a v rozumime vSechny body
X, pro které plati
X=A+tu+so,

kde t, s jsou libovolna redlna ¢isla, tzv. parametry.

obr. 15: Rovina

Rovinu Ize jednoznacné urcit bodem a dvéma nekolinedrnimi vektory nebo tfemi body
nelezicimi na téZe pfimce.

~ Ulohy k procviteni

Pfiklad 23. Je dan bod A = [2,3,1] a vektory u = (0,1,3) a v = (1,2,1). Vypocitejte
soufadnice bodt

a) B=A+4+u+o, b) C=A+4+2u+o, ¢) D=A+4+u+3v.

12
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N

Definice 3.12 Necht je ddnbod A = [a1, a3, a3] a dva nekolinearni vektory u = (11, up, u3),
v = (v1,v7,03). Parametrickymi rovnicemi roviny « urréené bodem A a vektory u a v

nazveme rovnice:
X = a1+ tug 4+ svq

XY =ap+ tup +sv;
z =az+tus +svs, t,s€lR.

Bod X =[x, y,z] je pak bod roviny a. Vektory u a v nazveme smérové vektory roviny a.

J

~ Ulohy k procviteni

Ptiklad 24. Sestavte parametrické rovnice roviny ¢ urcené:

a) bodem [7, —2,3] a vektory (1,5,3) a (—5,1, —1),

b) body [1,1,1], [4,3,5], [7,5,9].

Pfiklad 25. Je danbod A=[1,2, —2] a vektory u=(3,—1,—1) av=(1,0, —2).
a) Sestavte parametrické rovnice roviny a uré¢ené bodem A a vektory u, v.
b) Najdéte soutfadnice dvou libovolnych bodti B a C lezicich v roviné a.

c) Urcete chybéjici soufadnici bodtt X =[?,0,0] a Z=|0, 0, ?] tak, aby leZely v roviné .

| J

x=1+3t+s
a) y=2-—t
z=-2—t—-2s, tseR

b) Soufadnice libovolného bodu leziciho v roviné a najdeme tak, Ze si libovolné zvolime
¢isla (parametry) t a s a dosadime je do rovnic roviny.

Prot =1,s = 1 dostaneme bod [5,1, —5] =B.
Prot =0,s = 1 dostaneme bod [2,2, —4]=C.
Prot = 4, s = 2 dostaneme bod [15, —2, —10].
Prot = —1,s = 0 dostaneme bod [—2,3, —1].

c) Bod X = [4,0,0] lezi v roviné a, musi tedy pro né&jaké t a s platit

a=1+4+3t+s
0=2—-t
0=-2—-t—-2s
Z druhé a tfeti rovnice vypocitime t = 2 a s = —2. Dosadime do prvni rovnice a

vypoctitdime a = 5, a tedy bod X =5, 0, 0].
Podobné najdeme soutadnice bodu Z =0, 0, 10], pro ktery vyjdet =2as = —7.

13



3. BODY, PRIMKY, ROVINY

( )\

Piiklad 26. Z parametrickych rovnic roviny a sestavme jednu rovnici bez parametri
tas.
x=1+3t+s
x:y=2—t
z=—-2—t—2s, ts€eER

| J

Parametry vylou¢ime naptiklad tak, Ze prvni rovnici vyndsobime dvéma, druhou rovnici
péti a pak vSechny tfi rovnice se¢teme.

2x =2 + 6t + 2s

5y =10 — 5t
z=—-2—t—-12s
2x +5y +z =10+ 0t + 0s
Dostaneme rovnici 2x+5y+z—-10=0

Této rovnici fikdme obecnd rovnice roviny «.

Definice 3.13 Obecnou rovnici roviny nazyvame rovnici
ax+by+cz+d=0,

kde asponi jedno z ¢isel a, b, ¢, d je rtizné od nuly.

- J

~\

Pfiklad 27. Ovétme, Ze bod A=[1,2, —2| lezi v roviné a : 2x + 5y +z — 10 = 0.

| J

Soutadnice bodu dosadime do rovnice roviny 2-1+5-2+ (—2) — 10 = 0. Vidime, Ze
rovnice plati a tedy bod A lezi v roviné «.

~ Ulohy k procviteni

Pfiklad 28. Ovéfte, Ze body B = [5,1, —5] a C = [2,2, —4] z ptikladu 25.b) lezi v roviné
x:2x+5y+z—-10=0.

~ Ulohy k procviteni

Pfiklad 29. Urcete chybéjici soufadnici bodu Y'=10,?,0] tak, aby leZel v roviné
x:2x+5y+z—10=0.

~

Ptiklad 30. Koeficienty u proménnych x, y, z v obecné rovnici roviny

a: 2x + 5y + z — 10 = 0si zapiSeme do vektorun = (2,5,1).

Ovéite, Ze vektor n je kolmy ke smérovym vektorim u = (3,—1,—1) a v = (1,0, —2)
roviny « (viz priklad 25.).

n-u=2-3+5-(-1)+1-(-1)=0
n-v=2-1+5-0+1-(-2)=0

Vektor n je kolmy k obéma vektortim u i v. Vektoru n fikdime normalovy vektor roviny a.

14



3. BODY, PRIMKY, ROVINY

Definice 3.14 Normalovym vektorem roviny « nazyvdme takovy vektor n, ktery je
kolmy na rovinu a.

Normalovym vektorem roviny « : 2x +5y+z —10 = 0je n = (2,5,1), ale také tteba
vektory (4,10,2), (=2, —5, —1) nebo dalsi.
Normadlovy vektor roviny je kolmy na vSechny vektory této roviny.

i

obr. 16: Rovina « a jeji normélovy vektor n

P¥iklad 31. Sestavte obecnou rovnici roviny uréené bodem A =|1,2, —2] a vektory
u=3,-1,-1)av=(1,0,-2).

Hleddme rovnici ve tvaru ax + by + cz +d = 0. Vime, ze (a,b,c) je normalovy vektor
roviny, ktery je kolmy ke vSem vektortim roviny, tedy i k vektorm u a v. A proto vektor
(a,b, c) najdeme jako vektorovy soucin vektort u a v.

-1 -1

3 -1
(a,b,c)—uxv—(‘ 0 2

. OD:%zan

3 -1
T2

7

Obecna rovnice roviny bude mit tvar
2x+5y+z+d=0

K vypoctu &isla d vyuZijeme toho, Ze zname bod A. Bod A leZi v roviné a proto jeho sou-
fadnice musi rovnici roviny splriovat:

2-(1)+5-(2)+(-2)+d=0
d=—-10

Hledana rovnice roviny je
2x +5y+z—-10=0.

Porovnejte postup a vysledek s pfikladem 26.

Ulohy k procviteni

P¥iklad 32. Zjistéte zda body A =[—1,2,5], B=[3,—1,0], C =[5, —4,2] lezi v roviné
v:2x —5y+6z—11 =0.

15



3. BODY, PRIMKY, ROVINY

Ulohy k procviteni

P¥iklad 33. Napiste obecnou rovnici roviny f, znate-li jeji normalovy vektor (—3,1,4) a
jedenjejibod [1,2,1].

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 34. Sestavte obecnou rovnici roviny uréenou
a) bodem A = [-2,0,5] avektory u=(4,2,—-1)av=(-1,1,2),
b) tfemibody A=[-2,0,5], B=[3,1,0],C=][1,1,-3],

c) tfemibody A=[3,1,5], B=[4,2,7],C=]5,3,9].

~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 35. Je ddnarovinap: 4x + 6y +z —12 = 0.

a) Urcete soutadnice bodt1 X, Y, a Z, prasecikii roviny p se osami, obr. 17.

b) Najdéte soutadnice libovolného bodu D leZiciho v roviné p a roviné xy, obr. 18.

Z z
Z
0
x D y
obr. 17 obr. 18

~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 36.

a) Sestavte obecnou rovnici roviny spliiujici zadani z obr. 19.
b) Sestavte obecnou rovnici roviny rovnobézné s osou y a splitujici zadani z obr. 20.

c) Sestavte obecnou rovnici roviny rovnobézné s rovinou xy a spliujici zadéni z obr.
21.
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3. BODY, PRIMKY, ROVINY

z z
5
7
3 1 / \w\
X y X y
obr. 19 obr. 20 obr. 21

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 37.  a) Urcete obecnou rovnici roviny dané parametricky:

Xx=—-2+43s+r
0: Yy=2s+2r
z=1+2r

b) Urcete obecnou rovnici roviny prochézejici bodem M = [1, —2, 0] a kolmé k p¥imce

x=—-2+3s
p:y=2s
z=1+2s

c) Urcete obecnou rovnici roviny prochézejici bodem Q=11, —2, 3] a kolmé k ose x.

d) Uréete obecnou rovnici roviny prochazejici bodem M = [1, —2, 3] a rovnobéznou
srovinouw : 2x —y + 3z = 0.

4 )

Definice 3.15 Usekovou rovnici roviny ¢ nazyvame rovnici tvaru

AN
p q T

kde p,q,r € R jsou tseky, které vytind rovina na soufadnych oséch.

(& J

Useky uvaZujeme orientované, tedy napi. p =—3 znamenad, Ze rovina protina osu x v bodé
[—3,0,0].
Yy

Napiiklad tisekovd rovnice roviny 2x+5y+z—-10=0 je g + 5 + 1Z—0 =1

Ulohy k procviteni

Ptiklad 38. Sestavte tisekovou rovnici roviny z piikladu 36.a) a srovnejte ji s obecnou
rovnici.
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3. BODY, PRIMKY, ROVINY

obr. 22: Usekové rovnice roviny

3.5 Vzijemna poloha dvou rovin

Necht' jsou dany dvé roviny « a B. RozliSujeme tfi typy jejich vzdjemné polohy.
e Roviny jsou totoZné, maji-li spole¢né vSechny body (obr. 23).
e Roviny jsou rtiznobézné, maji-li spole¢nou piimku, tzv. priisecnici (obr. 24).
e Roviny jsou rovnobézné, nemaji-li zddny spolecny bod (obr. 25).

Neexistuje mimobéZnd poloha dvou rovin v prostoru.

obr. 23 obr. 24 obr. 25

Piiklad 39. Urcete priisecnici rovin a a .

x:x—y+4z+2=0 B:2x—y+5z—-1=0

Body hledané prusecnice p leZi v obou rovinach. Pro jejich soutadnice [p1, p2, p3] tedy plati

—3 ¢
pL—p2t+aps+2=0 1 -1 4|2\ (1 -1 4|2 p1_5+3t
201 — pr+5p3—1=0 2 -1 5|1 0 1 -3|5 pZ_t

ps =

Soustava ma nekone¢né mnoho feSeni, roviny maji tedy nekone¢né mnoho prtseciki leZi-
cich na jejich prisecnici, pfimce p.

x=3—1
p:y=>5+3t
z =1t

18



3. BODY, PRIMKY, ROVINY

~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 40. Urcete vzdjemnou polohu rovin « a B.

x:x—y+2z+2=0 b)(x:x—y+2z+2:0 )oc:x—y+2z+2:()
c

%) B 3x—3y+6z+4 60 B:5x—5y+10z 43 =0 B:x—3y+dz—4=0

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 41. Urcete vzajemnou polohu rovin « a 8.
Xx=—2+43s—4r
a:y=-3+25+r B:-3x+10y+11z—-2=0
z=1—-s5-2r

3.6 Vzdjemna poloha pfimky a roviny
Necht' je dana pfimka a a rovina g, rozliSujeme tfi typy jejich vzajemné polohy.
e Piimka leZzi v roving, maji-li spole¢né vSechny body pfimky (obr.26).

e Pfimka je s rovinou rtiznobézna, maji-li pravé jeden spole¢ny bod tzv. priisecik
(obr.27).

e Piimka je s rovinou rovnobéznd, pokud nemaji Zddny spole¢ny bod (obr.28).

Neexistuje mimobéZnd poloha pfimky a roviny v prostoru.

obr. 26 obr. 27 obr. 28

Piiklad 42. Najdéte priisecik pfimky a s rovinou g, pokud existuje.

x=2+2t
a:y=1-—t 0:3x—-2y—2z—-13=0
z = bt

| J

Hledany priise¢ik P=[py, p2, p3] lezi na p¥imce a i v roviné ¢. Tedy plati

p1:2—|—2t
pp=1-—t 3p1 —2p2 —p3—13=0
]93:5t

Dosadime a vypocitdme parametr ¢ priseciku:

32+2t)—2(1—t)—5t—13=0
t=3

Rovnice mé jedno feSeni, pfimka a a rovina ¢ maji spole¢ny jeden bod P =8, —2, 15].
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4. METRICKE ULOHY

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 43. Urcete vzdjemnou polohu piimek a, ba csrovinou ¢:3x —y+2z+2 =0.

x=5—t x=t x =4+t
a:y=-—1+2¢ b:y=1+4t c:y=2+t
z= -2+t z=—-1+t z=7-—2t

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 44. Urcete vzajemnou polohu pfimky a a roviny ¢:

X=—t—2 X=—-2+3s+r
a:y=—-2t+4 0: y=4+25+2r
z=-2t—-1 z=1+2r

4 Metrické tlohy

4.1 Vzdalenosti

vektoru AB.

B
/ d = \/(bl_ﬂ1)2+(b2—a2)2+(b3_a3)2

A

{Deﬁnice 4.16 Vzdilenosti dvou boda A = [a1,a;,a3] a B = [by, by, b3] rozumime délku}

Pfiklad 45. Jsou dény body A = [1,2,1] a B = [1,4,7]. Najdéte soufadnice stfedu
tsecky AB.

u=AB Stied tsecky dostaneme tak, Ze k bodu A pfi¢teme polo-
vinu vektoru AB:

S=11,2,1] + %(0,2,6) —[1,3,4]

N
<

A

Stred tsecky je také dan vzorcem:

S — ap+by ar+by az+bs _A+B
N 2 7 2 72 2

Vv

T— [al—i—bl-i—cl a + by + ¢ a3+b3+c31 _A+B+C
N 3 ’ 3 ’ 3 N 3
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4. METRICKE ULOHY

~ Ulohy k procviteni
Pfiklad 46. Jsou dény body A=[4,2,1], B=[—-1,—6,4], C=[0,4,7].

Vovoew

[ Definice 4.17 Vzdalenosti bodu M od pfimky p rozumime vzdélenost bodu M od
svého kolmého primétu do pfimky p.

(.

Kolmy préimét bodu M do pHimky p je takovy bod M piimky p, Ze plati MM L p.

Plati:

[ P¥iklad 47. Urcete vzdélenost bodu M = [1,4, 3] od pfimky dané parametrickymi rov- |
nicemi:
x=3+1
y=2+2t
z=2

Z parametrickych rovnic pfimky vidime, Ze pfimka ma smérovy vektor # = (1,2,0) a bod
A= [3,2,2]. Ur¢ime soufadnice vektoru AM = M—A = (—2,2,1) a vypotitdme vektorovy
soudin.
i jk
uxAM=| 1 2 0|=(2,-1,6)
-2 21

Dosadime do vzorce pro vzdélenost bodu od pfimky.

Jux AM|  [(2,-1,6)] V41
|ul (L2,0)] V5

Definice 4.18 Vzdélenosti bodu M = [my,my, m3] od roviny ¢ : ax +by +cz+d = 0
rozumime vzdalenost bodu M od svého kolmého primétu do roviny o.

d =2,86

Kolmy préimét bodu M do roviny ¢ je bod M leZici v roviné ¢ takovy, Ze plati MM L o.

Plati:
_|amy 4 bmy + cm3 4 d|

d
Va2 +b? + c?
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4. METRICKE ULOHY

Pfiklad 48. Urcete vzdalenost bodu M =[1,4, 3] od roviny dané obecnou rovnici
2x —y+5z+7=0.

Dosadime do vzorce pro vypocet vzdélenosti bodu od roviny.

_lamy+bmy+cmz+d|  2-14(-1)-445-3+7] 20

d = 3,65
Va2 4 b2 4 c2 V22 + (-1)2+52 V30
Ulohy k procviteni
Piiklad 49. a) Urcete vzdalenost bodu R = [2,4, 3] od pfimky dané body P = 2,3, 1],
0=[-2,1,0).

b) Urcete vzdalenost bodu M=[—2,1,3] od roviny ¢ : 2x +y —2z +5 = 0.

e Vzdalenost dvou rovnobéZnych pfimek spocitime tak, Ze na jedné z pfimek zvolime
libovolny bod a tlohu pfevedeme na hleddni vzdélenosti tohoto bodu od druhé pfimky.

e Vzdalenost dvou rovnobéZnych rovin spocitame tak, Ze v jedné z rovin zvolime libo-
volny bod a tlohu pfevedeme na hleddni vzdélenosti tohoto bodu od druhé roviny.

e Vzdélenost pfimky od rovnobézné roviny spocitdme tak, Ze na pfimce zvolime libo-
volny bod a tllohu pfevedeme na hledédni vzdalenosti bodu od roviny.

( )

Piiklad 50. Urcete vzdalenost dvou rovnobézek p a g.

x =2+t x =1+ —2s
p:y=-—-1-—4t qg:y=3+8s
z =3+ 3t z=2—6s

| J

Pfimka p je uréena bodem A =2, —1, 3] a vektorem u = (1, —4,3). Vybereme libovolny bod
na pfimce g (napf. volbou s =0), tedy M =1, 3, 2].

Vypocitdme vektor AM = M — A = (—1,4,-1).

A vypocitdme vektorovy soucin

i j ok
ux AM=| 1 —4 3|=(-8,-2,0)
~1 4 -1

Dosadime do vzorce pro vypocet vzdalenosti bodu M od piimky p:

_luxAM| (8,20 _VE8 .

d
|ul (1L, -4,3)] V26

Ptiklad 51. Urcete vzdédlenost dvou rovnobéznych rovin a a 8.

x:x+y+z=0 B:2x—y—2z—-2=0
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4. METRICKE ULOHY

Vybereme libovolny bod v roviné a, napfiklad M =1, —1,0].
Dosadime do vzorce pro vypocet vzdalenosti bodu M od roviny f:

_ lamy + bmy 4 cmz + d| _ 2-14+(-1)-(-1)+(-1)-0—2| _ 1

d — = 10,4082
Va2 + b2 4 2 V22 + (—1)2+ (—-1)2 V6
Pfiklad 52. Urcete vzdélenost pfimky p a roviny a s ni rovnobéZzné.
x=4-t
p:y=1—t x:x—z=0

z=3+72t

Vybereme libovolny bod na pfimce p (napf. volbou t =0), tedy M=[4,1, 3].

Dosadime do vzorce pro vypocet vzdalenosti bodu M od roviny «:

g lamy +bmy +cmz +d| _ [1-440-1+(-1)-340] 1 - 0,7071

Val + 0+ 2 V12402 (—1)2 V2

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 53. a) Urcete vzdalenost dvou rovnobézek.

x=—-7+4+3t x =21+ 6s
p:y=—4+4t g:y=-5+38s
z=-3—2¢ z=2—4s

b) Urcete vzdalenost rovnobéZnych rovin.

x:=3x+7y—2z24+4=0 B:3x—-7y+2z+10=0

4.2 Odchylky

Definice 4.19 Odchylka dvou vektortt # a v je ¢islo ¢ € (0, ), pro které plati

COS = u-o
Y Tl Tl
v \®/
u-o
v = , o€ (0,
” COSP =T Tal ? (0, 77)

obr. 29: Odchylka vektort
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4. METRICKE ULOHY

[ Pfiklad 54. Vypocitejte odchylku vektort u=(2,4,2) av=(1,1,0). ]

Vypocitame skaldrni soucin a velikosti vektord.

u-v=(242)-(1,1,0)=2-1+4-1+2-0=6
lu| = /22 +42 422 =+/24
o] = V12 +12402 =2

A dosadime do vzorce pro odchylku vektor.

cosp— 2P _ 6 _6_£ _ T
TRl VetV ez 2 T
Ulohy k procviteni
Piiklad 55. Vypocitejte odchylku vektort
a) u= (1/ 1/3)/ 0 = (2/5/ _2)/ b) u = (4/511)1 0 = (41 _21 _6)

e Odchylka dvou p¥imek se pocita jako odchylka jejich smérovych vektort.

e Odchylka pfimky od roviny se poc¢itd pomoci odchylky smérového vektoru pfimku od
normdlového vektoru roviny.

e Odchylka dvou rovin se pocita jako odchylka jejich normélovych vektord.
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4. METRICKE ULOHY

|na-n[3|
COS P = ———
1] - |mp]
[ Ptiklad 56. Urcete odchylku piimek p a q. \
x=1+2t x=3+r
p:y=3+t q:y=-3—r¢
z = —3t z=1+r

| J

Smérovy vektor pfimky p je u=(2,1,—3) a pfimky gjev=(1,—-1,1).

w-o| _ 2-141: ( D+ (= )'1| _
ul o] — /24124 (=3)2/12+ (—1)2+12 V143
¢ = arccos(0,3086) = 1,2571 rad

= 0,3086

cos @ =

[ Piklad 57. Urcete odchylku p¥imky p od roviny a.

X=2+1
p:y=1 x:—2x+4y—z=0
z=-3+3t

& J

Smérovy vektor piimky p je u=(1,0,3) anormélovy vektor roviny a je n,=(—2,4,—1).
lu-ny| 1-(=2)+0- 4+3 (—1)] 5

ul - VPTORTEV2P A (1 VIV
¢ = arcsin(0,3450) = 0,3523 rad

sing = = 0,3450

Ptiklad 58. Urcete odchylku rovin a a B.

x:x+y+3z+4=0 B:—x+y—2=0

Normadlovy vektor roviny « je n,=(1,1,3) aroviny Bje ng=(-1,1,0)
g -mg| 1-(-1)+1-143-0| 0
el - |ngl  V124124+32/(1)2+12+02 V112

¢ = arccos(0) = g

cos ¢ =
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4. METRICKE ULOHY

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 59.  a) Urcete odchylku pfimek p a g.

x =2+t xX=3—7r
p:y=3+t g:y=2-—r
z=5+42t z=2r

b) Urcete odchylku pfimky p od roviny o.

x=—-2+3t
p:y=1-2¢t 0:2x—4y—3z+6=0
z=-5+t

c) Urcete odchylku rovin « a .

x:x—y+2z+2=0 B:x+y+2z2—-3=0

4.3 Obsahy a objemy

Ywv s

Obsah rovnobéZniku o strandch u# a v se rovné velikosti vektorového soucinu vektort

S=|uxnv.
’ S = |uxu| o \\:%\uxvl
» -
obr. 30: Rovnobéznik obr. 31: Trojahelnik

[ Pfiklad 60. Vypoctéte obsah trojuhelniku ABC; A=[1,2,4], B=1[3,0,7], C = [2,3,5]. ]

C

v Nejprve vypocitdme vektory urcujici trojahelnik.
A
u=AB=B—-A=(2-223)
u > v=AC=C-A=(111)
A vypocitdme vektorovy soucin a obsah S.
i jk
uxov=|2 -2 3 =(-51,4)
1 11
1 1 V42 6,48
S—§|u><v|—§‘(—5,1,4)]—7— > —3,24:
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Ulohy k procviteni

Piiklad 61. a) Vypoctéte obsah rovnobézniku daného stranami u= (1,1, —2),
v=(5,-4,7).

b) Vypoctéte obsah trojahelniku ABC, pticemz A= 4,5, -2], B=[1,0,6], C=][7,3,4].
Objem rovnobéZnosténu urceného vektory u, v, w je ddn vztahem

V=lu (vxw)|

Objem ¢ty¥sténu urceného vektory u, v, w je dan vztahem

1
V:E\u-(vxw)\

V=lu (vxw)| V==2lu(vxw)
PR :
u v v
obr. 32: RovnobéZznostén obr. 33: Ctyf¥stén

P¥iklad 62. Je dan rovnobé&znostén ABCDA'B'C'D’ a vrcholy A = [4,5,0], B = [3,1,1],
D=[-1,0,1], A = [3,2,6].
Urcete objem télesa.

c’ o Nejprve vypocitame vektory urcujici rovnobéZnostén.
B/
— A w=AA = A'— A=1[3,2,6]—[4,50] = (—1,-3,6)
v=AB=B—-A=[31,1—-[4,50=(-1-41)
B o, w D w=AD=D-A=[-1,0,1-[4,50] = (-5,-5,1)
A vypocitdme objem V.
U1 Uy U3 -1 —4 1
v-(wxu)=|w wy wi|=|-5 -5 1=-79
Uy Up us -1 -3 6
V=|v-(wxu)|=|-79=79

~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 63. a) Vypoctéte objem rovnobéznosténu a ¢tyfsténu uréeného vektory
u=(1,1,-2),v=(5-4,3), w=(3,—-1,0).

b) Rovnobéznostén ABCDA'B'C'D’ je dan vrcholy A=10,1,2], B=[5,2,3],

D=[-1,6,4], A'=]1,1,6]. Urcete soufadnice zbyvajicich vrcholii a objem té&lesa.
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