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Predmluva

Studijni materidly jsou urceny pro studenty kombinované i prezencni formy
vybranych fakult Vysoké Skoly banské - Technické univerzity Ostrava, a to
pro pfedmét Matematika I1.

Pracovni listy jsou rozdéleny do nékolika blokd.

Teoreticka cast (Listy k prednaskam) je urCena pro piimou vyuku
v rdmci jednotlivych predndsek. Nejednd se o nahradu skript. Proto nedo-
porucujeme procitat tento text bez ilustraci, bez vysvétleni vyznamu vét a
bez podptirnych piikladi. A také nedoporucujeme povazovat tyto materidly
za nahradu ucasti na vyuce.

Blok obsahujici feSené piiklady (ReSené piiklady) je zamdfen piede-
v8§im na samostudium.

Listy s nefeSenymi piiklady (Pracovni listy do cvifeni) lze vyuzit
v ramci cviceni pro studenty prezencniho studia a pro domaci praci studentt
kombinované formy.

Blok feSenych slovnich uloh (Aplikované tlohy) slouzi k demonstraci
vybraného matematického aparatu.

ZavéreCny blok (Testy) slouzi k ovéfeni stupné zvladnuti latky na cvi-
Cenich.

Podékovani

Pracovni listy vznikly za finanéni podpory projektu FRVS 1103/2013
,»Vytvoreni e-learningovych kurzii s multimedidlnimi studijnimi materidly
pro matematické pfedméty na vybranych fakultich Vysoké Skoly banské
- Technické univerzity Ostrava® a Katedry matematiky a deskriptivni geo-
metrie VSB-TUO.

Jak pracovat s pracovnimi listy

Pokud si vytisknete tyto listy, pak si muzete do svého vytisku vpisovat
vysvétlujici komentédre a piiklady, které uslySite na prednaSce. Nemusite
se tak zdrzovat pfepisovanim definic a vét, ale mizZete se 1épe soustiedit
na jejich pochopeni.

Orientaci v textu usnadiuje interaktivni obsah (Obsah). Jednotlivé
bloky jsou vzdjemné propojeny pomoci interaktivnich odkazi (zelena Cisla
listl). Déle jsou pracovni listy doplnény o komentovand videa (Video) a
interaktivni pomiicky v programu GeoGebra, Q .

Na webové strance http://mdg.vsb.cz/portal jsou umistény
tyto pracovni listy vCetné verze pro tisk a veskerych dopliujicich materidli.

Prijemné straveny Cas s matematikou preje kolektiv autort.


http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html
http://www.geogebratube.org/
http://mdg.vsb.cz/portal
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Kapitola 1

Integralni pocet funkci jedné proménné



Matematika II - listy k prednaskam Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

11 - Neurcity integral, primitivni funkce Video €

1.1 Neurcity integral

V predchdzejicim studiu jste se seznamili s dilezitym pojmem, a to deri-
vace funkce. Funkci f(x) jsme pfifadili novou funkci f’(x). Uloha, které se
budeme vénovat nyni, je v podstaté opatnd. K funkei f(x) budeme hledat
funkci F(x) tak, aby platilo F'(x) = f(x). Tzn. poloZime si otdzku, jakou
funkci je nutné derivovat, abychom dostali zadanou funkci f(x).

1.1.1 Primitivni funkce

Definice 1.1.1: Necht funkce f(x) je definovand na otevieném intervalu I.
Funkce F(x) se nazyvd primitivni k funkci f(x) na I, jestlize plati F/(x) =
f(x) prokazdé x € I.

Véta 1.1.2: Necht' funkce F(x) je primitivni k f(x) na I, pak kazda jind
primitivni funkce k funkei f(x) na I md tvar F(x) + ¢, kde ¢ € R.

Poznamka: Pokud k dané funkci existuje primitivni funkce, je jich neko-
necné mnoho a lisi se pouze konstantou c¢. Vime, Ze pokud sestrojime v bodé
x teCnu k dané funkci, je derivace funkce v daném bodé x smérnici této
tecny. Grafy primitivnich funkci jsou posunuty rovnobézné ve sméru osy y.
Tecny ke grafim v danych bodech x jsou rovnobéZzné (maji stejnou smér-
nici) a z toho plyne, Ze maji stejnou derivaci.
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12 - Neurcity integral, definice

Video Q

1.1.2 Definice a vlastnosti

Definice 1.1.3: MnoZina vSech primitivnich funkci k funkci f(x) na I se

nazyvé neurcity integrél funkce f(x) a zna¢i se symbolem [ f(x)dx. Tedy

/f(x)dsz(x)Jrc, xel

Poznamka:

1. Funkei f(x) nazyvame integrandem.

2. Vyraz dx je diferencial proménné x a v tuto chvili je jeho vyznam v tom,
Ze nam tik4, jak je oznacend proménnd.

3. Cislo ¢ nazyvame integracni konstanta.

Vlastnosti neurcitého integralu:

Véta 1.1.4: Kazdd funkce y = f(x) spojitd na intervalu I, mé na tomto

intervalu neur¢ity integral [ f(x)dx , ktery je opét spojitou funkei na I.

Uvedeme jednoduchou (ale dileZitou) vétu, kterou budeme pri vypoctu ne-
urCitych integralti neustédle pouZzivat.

Véta 1.1.5: Existuji-li na I integraly / f(x)dxa / g(x)dx, pak na I exis-

tuje rovnéz integrél jejich souctu, rozdilu a ndsobku konstantou:

[ () £ dx = [ fx)ax+ [ glx)dx
/k-f(x)dx -~ k/f(x)dx, keR.
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, - . Video ReSené piiklady: 66, 67, 68
13 - Tabulkové integraly Piiklady: 153, 154, 155 €7
1.1.3 Tabulkové integraly Obecné vzorce
Podobné jako pro derivovani, 1 pro integrovéni existuje celd rada pravidel, 1. / dx =1In|x+a| +c
kterymi se pfi vypoctu budeme fidit. xX+a
Prvni skupinu vzorct (1-11) dostaneme, obratime-li zakladni vzorce pro de- 2. / o™X gy — 1 e™ 4 ¢
rivovani. Doplnime ji o dva uziteCné vzorce 12 a 13.

»

) 1
/smaxdx = ——cosax +c¢
a

1. /de:c

1 .
xn+1 4, /cosaxdx:asmax—kc
n D— p—
2. /xdx—n+1+c,n7é 1, x>0 1 1 .
/ﬁdx:—arctan—+c
3. /exdx:ex+c ac+x a a
6 / 1 dx—arcsinx—i—c
Ina 1 1
1 7. / >—dx = —tanax +c
5. /—dx=ln|x|+c cos? ax a
X 1 1
8. / ——dx = ——cotax +c¢
6. /sinxdx:—cosx+c sm ax a
0. / dx—ln x4+ Vx2+a?|+c
7. /cosxdx=sinx—|—c v/ a2 | |
8 / ! dx =tanx +c x7é(2k—|—1)7t
' cos2x ’ 2
1
9. / ——dx = —cotx+¢, x #km
sin“ x
10. /—dx:arcsinx—l—c, x| <1
V1—x? o
1
11. T xzdx = arctanx + ¢
/
12. P e ()] + ¢

2(x
13. /f’(x)f(x)dx:J%—kc
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Video ReSené piiklady: 70, 71
14 - Metoda per partes Priklady: 159, 160, 161

1.1.4 Metoda per partes

Vime, Ze integrél ze souctu (rozdilu) je souctem (rozdilem) integralt. Pro
soucin (podil) nic takového obecné neplati.

[ £ gdx ~ [ fx)dx- [ gxax

Z pravidla pro derivaci soucinu dostaneme velmi uZiteCny vztah pro inte-
graci soucinu:

(w-o) =v-v+u-d=ud=wo)-u v

Po integraci dostavame:

/u-v’dx=u-v—/u’-vdx

Véta 1.1.6: Necht' funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu I, pak
plati

pokud alespon jeden z integralil existuje.

Tato metoda se nazyva metoda per partes (po ¢astech).

Hodi se na integrdly, jejichz integrand md tvar souCinu dvou odlis-
nych funkci. Abychom dokdzali napsat pravou stranu vztahu, musime jeden
Cinitel na levé strané umét derivovat, coZ neni problém, a druhy Ccinitel
musime umét integrovat, coZz uZ muize byt problém. Metoda per partes
integral vypocita jen zCasti. Zbyva vypocitat novy integrél, ktery by mél byt
jednodussi.
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15 - Metoda per partes

Video ReSené piiklady: 70, 71
Piiklady: 159, 160, 161

Integraly typické pro vypocet metodou per partes

Bud® P(x) polynom. Metodou per partes integrujeme napf. integraly
nasledujicich typt:

/P(x)e”‘xdx,/P(x) sin(ocx)dx,/P(x) cos(ax)dx

/P(x) arctanxdx,/P(x) In" xdx.

U prvni skupiny postupujeme tak, Ze polynom derivujeme (sniZime jeho
stupeii), v pfipadé potieby postup opakujeme. U druhé skupiny naopak
polynom integrujeme a derivujeme druhy Cinitel.

Poznamka:

V souvislosti s metodou per partes se pouZzivd obrat, ktery spo¢iva v tom,
Ze po integraci per partes a Upravach se ndim znovu objevi vychozi integral.
Tzn. dostdvame rovnici:

[ f@dx=n(x) +a [ f)ax

kde « # 1. Pfevedenim integrdld na jednu stranu dostaneme hledany vysle-

dek:
1

/f(x)dx =71= “h(x) +c.
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. , Video ReSené priklady: 72, 73
16 - Integrace substituc O BrikIady: Tos. 163, 164 &7

1.1.5 Integrace substituci

vvvvvv

a nejpouzivanéjSich pfi feSeni integrali. BohuZel neexistuje univerzalni
navod, kdy a jak substituci pouZit, proto je dilezité pochopit princip
substitu¢nich metod a umét vzorce pro derivovani.

Substituce typu ¢(x) =t

Véta 1.1.7: Necht' funkce f(#) md na otevieném intervalu ] primitivni
funkci F(t), funkce ¢(x) md derivaci na otevieném intervalu I a pro li-
bovolné x € I plati ¢(x) € J. Potom je funkce F(¢(x)) primitivni funkce
k funkci f(@(x))¢’(x) na I a plati:

[ Flol) ¢/ (x)dx = [ f(t)at = F(t) +c = Flo(x)] +c.

Z. predchazejici véty vidime, jak musi vypadat integrand, aby bylo mozZno
substitucni metodu pouzit. Musi jit o vyraz, ktery je sloZen ze souCinu
sloZené funkce a derivace vnitini funkce. Problémem je, Ze potfebny soucin
neni vZdy na prvni pohled viditelny a je potfeba integrand vhodné upravit.
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. , Video ReSené priklady: 72, 73
17 - Integrace substituc 0 Drikinde: 165 163,164 &7

Shrnuti a praktické pouziti:
1. oznalime substituci @(x) = ¢
2. rovnost diferencujeme: @' (x)dx = dt

3. v integrilu /f((p(x))go’(x)dx nahradime za ¢(x) proménnou f a

za vyraz ¢’ (x)dx diferencidl dt

4. fe§ime integral / f(t)dt proménné ¢

5. do nalezené primitivni funkce vratime substituci
Linearni substituce: ax +b = ¢

Jestlize m4 funkce £(£) primitivnf funkci F(£), 4. / F(Odt = E() + ¢,

plati, Ze:

/f(ax+b)dx:%13(ax+b)+c, a,beR, a#0.
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18 - Integrace substituci

Video ReSené piiklady: 74 Q
Priklady: 165

Substituce typu x = ¢(t)

Podle véty o 1. substituéni metodé jsme prevedli integrél

flp(x)] ¢'(x)dx pomoci substituce @(x) = ¢t na integrdl s novou
proménnou / f(t)dt. Nékdy je potieba zvolit postup opacny a proménnou

nahradit vhodnou funkci. Tzn. mame vypocitat integral / f(x)dx. S vyuzi-
tim substituce x = @(t) a dx = ¢’ (t)dt se snazime prevést integral na tvar
integralu / flp(t)] ¢'(t)dt. Abychom byli schopni nalézt primitivni

funkci, musi platit, Ze:
1. f(x) je spojitd na (a, )

2. x = ¢(t) je na («,B) ryze monoténni a ¢'(t) # 0 je spojitd
na (&, ).

Pokud jsou tyto predpoklady splnény, existuje inverzni funkce (p_1 (x) #0
atedy t = ¢~ 1(x).

Véta 1.1.8: Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu J, necht’ monot6nni
funkce ¢(t) ma derivaci na otevieném intervalu I riznou od nuly pro kazdé
t € I aplati ¢(I) = J. Pak md f(x) na intervalu | primitivni funkci

F [gp‘l (x)] a plati:

[ fdx = [ fto(t)e' (0t = F [p1(x)] e

Substitu¢ni metodou integrujeme vétsinou iraciondlni funkce.

a) Integrand obsahuje vyraz Vax+b. U téchto integrald pouZzivdme
substituci ax + b = ", adx = nt" " 1dt.

b) Obsahuje-li integrovana funkce vice odmocnin s rdznymi odmocni-
teli Vax +0b, ¥ax+b, ... zavadime substituci ax +b = t", kde n je
nejmensi spoleény ndsobek Cisel 111, 1o, ...

c) Integrand obsahuje vyraz /a2 — b2x2. Substituce se oznaluje jako

goniometrickd, protoZe klademe bx = asint nebo bx = acost, tzn.
a a
dx = 5 <08 tdt pripadné dx = ~3 sin tdt.
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. 7 s, 7 Vid lv{ sené priklady: 75
19 - Integrace racionalni lomené funkce 0 Piiklady: 167, 168, 169 &7

1.1.6 Integrace racionalni lomené funkce

P
Kazdou raciondlni lomenou funkei tvaru f(x) = % ,kde P(x) a Q(x)

jsou polynomy libovolnych stupiitl, 1ze vyjadrit ve tvaru

= S(x) + Ri(x) + ...+ Rs(x),

kde S(x) je mnoho€len a R1(x), ..., Rs(x) jsou parcidlni zlomky.

Parcidlni zlomky jsou specidlni raciondlni lomené funkce. RozliSujeme 2

typy: A
———, keN; o, Aec R
(x — )k
B(2 C
(2x+p) + = keNN; B,C,p,q € ]R;p2—4q < 0.
(x* +px+q)
. o P(x) . P
Definice 1.1.9: Raciondlni funkce o se nazyva ryzi, jestlize

deg P(x) < deg Q(x), deg P(x) je stupeii polynomu P(x).

Postup rozkladu ryze lomené funkce na parcidlni zlomky

1. najdeme koteny polynomu ve jmenovateli

2. napiSeme predpoklddany tvar rozkladu

3. celou rovnici rozkladu vyndsobime polynomem ve jmenovateli

4. nalezneme koeficienty rozkladu:
srovnavaci metodou, dosazovaci metodou nebo kombinaci téchto metod.
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-1, , Video ReSené p¥iklady: 76, 77, 78
20 - Integrace raciondlni lomené funkce 0 Pitklady: 170,171, 17

Integrace parcialnich zlomku s realnymi kofeny ve jmenovateli

Prok = 1:

/ A dx =Aln|x —a| +c.
X—a

Pro k > 2:

A A
/(x—zx)k T A x—aF1

Integrace parcialnich zlomka s komplexnimi kofeny ve jmenova-

teli

B(2
Pii integrovani zlomku w dostdvame:

xX-+px+gq

/de =Bln|x* + px +q| +c.
x24+px+gq
Pii integrovéni zlomku ————— doplnime trojélen x% + px -+ g na &tve-
g 2+ px+q p ] p q
rec:
d 2
/#dx:C/ x2 2:Earctanﬂ—kc,
X2+ px+q (x+p/2)%?+a a a

kde
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21 - Integrace goniometrickych funkci

Video ReSené piiklady: 79, 80, 81,82
Priklady: 173, 174

¥

1.1.7 Integrace goniometrickych funkci
Integraly typu / sin™ x cos”" xdx, kde m,n € Z

1. Pokud je asponi jedno z Cisel m,n liché pouZijeme k feSeni substi-
tuci:
sinx = t, je-li n liché,

cosx = t, je-li m liché.

Pokud jsou obg liché, mizeme si vybrat.

v o v,

2. Pokud jsou obé ¢isla m,n sudd a nezdpornd, je nejvyhodnéjsi pou-
Ziti vzorci pro dvojndsobny uhel:

sin? ¥ — 1 — cos2x
-—

2 1+ cos2x
os™x = ———.

3. Pokud jsou obé ¢isla m, n sudd a je-li alesponl jedno z Cisel zaporné,
pouZijeme substituci tanx = t, x € (=75, ). Pak

) t 1
SINNX = ——, COSX = ’
1+ 12 V142

1

et

= dx=

x = arctan t
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. - 1 p Video ReSené priklady: 83, 84
22 - Integrace goniometrickych funkci " Priklady: 175 %

Univerzalni substituce

x
tanz =t,x € (—mm)

x = 2arctant

dx = dt

Tiype

- 2t N 1— 2

sInx = , COsSx =
1412 1+ ¢2

Univerzalni substituce se pouziva pii feSeni integrali typu

/ f(sinx, cos x)dx,

kde f(u,v) je raciondlni funkce proménnych u = sinx, v = cos x. Jednd
se 0 obecny postup (substituci) pii feSeni integrélii funkei sloZzenych z gonio-
metrickych funkci.
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23 - Urdity integral, geometricky vyznam Video €

1.2 Urdity integral

1.2.1 Geometricky vyznam urcitého integralu

Méjme nezdpornou ohrani¢enou funkci f(x), spojitou na intervalu (a, b).
b
D4 se dokézat, 7e urcity integral / f(x)dx uddva obsah rovinného obrazce

a
P ohrani¢eného grafem funkce f(x), osou x a pfimkami x = a, x = b.

Pro obecnou funkci f(x) zatim obsah obrazce P vypoclitat nedove-
deme. Navrhnéme, jak vypocitat obsah tohoto utvaru alespon priblizné:

1. Rozdélime obrazec rovnobéZkami s osou y na n Casti. Je ziejmé,
Ze obsah obrazce P dostaneme jako soucet obsahtl jednotlivych casti. Pak
plati: P = P; + P>, + ... + P,.

2. Potfebujeme tedy urcit obsah jednotlivych casti. JelikoZ jsou opét
ohraniCeny shora funkei f(x), provedeme vypocet pfiblizné. A to tak, Ze
aproximujeme plochy obdélniky. Zvolime v jednotlivych ¢astech body ¢;
(v mezich dané &asti) a v téchto bodech uré¢ime funkéni hodnoty f(g;).
V téchto hodnotich zarovname odpovidajici Casti obrazce na obdélniky
(funkci jsme nahradili funkéni hodnotou).

Ze znalosti vzorce pro vypocet obsahu obdélniku dostdvame (pfiblizny)
obsah ptivodniho obrazce:

P = (x1—a)f(¢1) + (x2 = x1)f(2) + . + (b — xu—1) f(Cn)-

3. Je ziejmé, Ze se dopoustime chyby, a pokud zvolime vice dé€licich bodi
(vice ¢ésti), bude chyba mensi. Obsah P tedy dostaneme jako limitu pro ne-
konecny pocet Casti.
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24 - Urcity integral, definice a vypocet

Video ReSené piiklady: 88, 89
Piiklady: 182, 183

1.2.2 Definice

n
Definice 1.2.10: Pokud existuje limita <lgn Y P =1|, pak je tato li-
n—oo ¢
i=1
mita oznafovéna jako Riemanntv integrél funkce v intervalu (g, b) a piSeme

Iz/bf(x)dx,

kde ¢islo a se nazyvé dolni mez, &islo b horni mez a funkce f(x) integrand.

Poznamka: Pokud je funkce f(x) spojitd na (a,b), pak md Riemanniv
integral. Po zobecnéni dostdvame nasledujici definici.

Definice 1.2.11: Necht’ je f(x) omezend a po ¢astech spojitd v (a, b), pak
mé f(x) v (a,b) Riemanniv integral.

Vypocet urcitého integralu

Pro vypocet urcitého integrdlu vyuZijeme Newtonovu-Leibnizovu for-
muli, kterd vyjadfuje vztah mezi primitivni funkci a Riemannovym
integralem.

Definice 1.2.12: Necht' F(x) je primitivni funkci k funkei f(x) v intervalu
I. Pak pro ¢isla a, b z tohoto intervalu definujeme Newtontv urcity integral
funkce f(x) v mezich od a do b vzorcem:
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25 - Urcity integrél, vlastnosti

Video ReSené piiklady: 88, 89
Piiklady: 182, 183

1.2.3 Vlastnosti urcitého integralu

Véta 1.2.13: Necht' f(x) a ¢(x) jsou integrovatelné na (a,b), pak také
soucet (rozdil) téchto funkci a ndsobek funkce konstantou je integrovatelny
na tomto intervalu a plati:

/b(f(X) + g(x))dx = if(X)dxijg(X)dx,

icf(x)dx = cif(x)dx, ce R

Dalsi vlastnosti:

Véta 1.2.14: Necht' f(x) a g(x) jsou integrovatelné na (a, b), pak plati:

/af(x)dx =0,

/b flx)ex| < /b )z,

b b
je-li f(x) < g(x), proVx € (a,b), pak také /f(x)dx < /g(x)dx.

a

Nésledujici vlastnost je uzitecnd zejména v piipadech, kdy integrand nebude
mit na celém intervalu (a, b) jednotny analyticky predpis.

Véta 1.2.15: Necht' f(x) je integrovatelnd na (a, b) a c je libovolné redlné
¢isloa < ¢ < b. Pak je f(x) integrovatelnd na intervalech (a,c) a (c,b) a
plati:

/bf(x)dx = '/C.f(X)dx+/bf(x)dx.

Vypocet integralu sudé a liché funkce

Pokud je na intervalu (—a, a) funkce f(x) sudd, pak
a a
/f(x)dx :2/f(x)dx.
Pokud je na intervalu (—a, a) funkce f(x) lichd, pak

/af(x)dx =0.
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NN 1 o Video ReSené priklady: 90, 91, 92
26 - Urcity integral, integrace substituci a metodou per partes " Priklady: 184, 185, 186

1.2.4 Substituce v urcitém integralu

Véta 1.2.16: Je-li funkce f(x) integrovatelnd v (a,b) a ryze monoténni
funkce x = @(t) md v intervalu (&, B) spojitou derivaci ¢’ (t), pficemz
p(a) =aa@(B) = b, pak plati:

/abf (x)x = [ oo byt

Poznamka: Postup vypoctu a zdpis je obdobny jako u neurcitého integralu,
jen ptibude urceni novych mezi. Vyhodou je, Ze se nemusime po substituci
vracet k pivodni proménné.

1.2.5 Metoda per partes v ur¢itém integralu

Véta 1.2.17: Necht' funkce u(x) a v(x) maji na (a,b), a < b, derivace,
které jsou na daném intervalu integrovatelné, pak plati

Poznamka: PouZiti je analogické jako v pfipadé neurcitého integralu. Vy-
hoda oproti postupu u neurcitého integralu spoc¢iva v pribézném dosazovani
mezi do Castecné ur¢ené primitivni funkce. Vypocet se zkrati a zpiehledni.
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277 - Urcity integral, obsah rovinného utvaru

Video ReSené piiklady: 94, 95, 96
Piiklady: 188, 189

1.3 Geometrické aplikace urcitého integralu

1.3.1 Obsah rovinného utvaru

1. Pokud se jedna o rovinny dtvar omezeny osou X, piimkami x = a4, x = b
a grafem spojité, nezdporné funkce y = f(x), pak je jeho obsah ddn uritym
integralem, jak bylo uvedeno u geometrické interpretace urcitého integrélu:

P= /abf(x)dx.

V pripadé, Ze funkce y = f(x) je v intervalu (a,b) zdporn4, je integral
rovnéz zaporny. Vzhledem k tomu, Ze obsah kazdého obrazce je vZdy neza-
porné Cislo, pouZijeme pro libovolnou funkci ve vypoctu obsahu jeji abso-
lutni hodnotu:

P=[Iflax =~ [ fxax

Jestlize funkce y = f(x) nabyva v intervalu (a, b) jak kladnych, tak i zépor-
nych hodnot, potom tento interval rozdélime na dil¢i intervaly, ve kterych
funkce nabyva pouze nekladnych hodnot resp. nezdpornych hodnot, a vy-
pocteme obsahy podle predchdzejiciho. Tzn. pokud bychom pocitali integral

b
/ f(x)dx nacelém (a, b), kladné a zdporné ¢asti by se odecitaly.
a
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e, s - , -, . Video ReSené priklady: 97, 98
28 - Urdity integral, obsah rovinného tdtvaru 0 Pitklady: 190, 191, 192

2. Pokud je rovinny utvar ohrani¢eny dvéma funkcemi (kfivkami) y = f(x)
ay = g(x), pfiCemz plati f(x) > g¢(x) na intervalu (a,b), a pfimkami
X = a, x = b, je jeho obsah urcen:

P= [ (f()~stx))ax

V pripadé, Ze je rovinny tutvar ohrani¢eny pouze dvéma funkcemi, musime
nejdifve urcit x-ové soufadnice pruseciki kiivek (tzn. feSime rovnici

f(x) = g(x)).

3. Je-li graf funkce f uren parametrickymi rovnicemi x = ¢(t),
y = ¢(t), t € (a,B), kde funkce §(f) je spojitd a nezdpornd na (a, B) a
funkce ¢(f) md na intervalu (a, B) derivaci @(t) riznou od nuly a ¢(t)
je integrovatelnd na (a, B), plati pro obsah ttvaru ohrani¢eného grafem
funkce f na intervalu (a, B):

P=|[yot)|.

o
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e, s - , , ST RT Video ReSené priklady: 99, 100
29 - Urdity integral, délka rovinné kiivky 7 Pitklady: 194, 195

1.3.2 Délka rovinné krivky

Véta 1.3.18: Je-li funkce y = f(x) definovand na (a,b) a ma zde spojitou
derivaci, pak pro délku jejiho grafu plati:

b

| = / 1+ (f(x))2dx.

a

Nyni se podivame na obecnéjsi piipad, kdy kfivka nemusi byt grafem funkce
(muzZe se jednat o trajektorii nakreslenou bodem spojité se pohybujicim v ro-
ving). Tzn. zaddme kiivku pomoci parametrickych rovnic x = ¢(t),y =
P(t), kde t € (a,B). Z fyzikdlniho pohledu je délka kiivky vlastné dra-
hou, kterou bod urazi od okamZiku « do okamZiku . Pro délku kfivky dané
parametrickymi rovnicemi Ize dokdzat nasledujici tvrzeni:

p
L= [ (o) + (9e))at.
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30 - Urdity integral, objem rota¢niho t&lesa 7 Piiklady: 196-300

1.3.3 Objem rotacniho télesa Véta 1.3.20: Je-li graf funkce f uréen parametrickymi rovnicemi x = @(t),
y =1(t),kde t € (&, B), plati pro objem télesa, které vznikne rotaci ttvaru

Nechdme-li rovinny ttvar rotovat kolem osy x, vznikne rotacni téleso, jehoz )
kolem osy x:

objem miizeme vypocitat pomoci urCitého integralu.

p
: : ' -~ jitd a nezdporn4 V= [ 9(t)|¢(t)|dt
Véta 1.3.19: Necht' je funkce y = f(x) spojitd a nezdpornd na (a, b). Pak ¥ ¢ :
rota¢ni téleso vzniklé rotaci kiivky ¥ = f(x) kolem osy x v intervalu (a, b) «
ma objem:

V= n‘/;bfz(x)dx.

Poznamka:

1. Obdobny vzorec plati, je-li osou rotace osa y. Objem télesa, které vznikne
rotaci spojité kfivky x = h(y) pro y € (c,d) kolem osy y, vypocteme
pomoci vztahu:

d
V= n/ h2(y)dy.

2. Pokud ziskdme téleso rotaci ttvaru ohrani¢eného kiivkami y = f(x) a
y = g(x), pficemZ plati f(x) > g(x), kolem osy x na (a,b), pak objem
takového télesa uréime jako

b
V= n/ ‘fz(x) — ¢%(x)|dx.
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Video ReSené piiklady: 104, 105
Piiklady: 201, 202

1.3.4 Obsah rotacni plochy

Pomoci urcitého integrdlu vypocitdme i obsah plasté rotacniho télesa.

Véta 1.3.21: Necht' je funkce y = f(x) spojitd a nezdpornd na (a,b) a
ma zde spojitou derivaci. Pak pro obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci
kiivky y = f(x) kolem osy x v intervalu (a, b), plati:

b

5=2m / FOW/1+ (F(x))2dx.

a

d
Poznamka: Rotace kolem osy y: S = 27T/h(y) 14 (K (y))3dy.
c

Véta 1.3.22: Je-li graf funkce f uréen parametrickymi rovnicemi x = ¢ (),
y = ¢(t), kde t € (a, B), plati pro obsah rotaéni plochy, které vznikne
rotaci grafu funkce f kolem osy x:

p
s =27 [ 9(t)\/(¢(1))2+ (§(8)a, y(t) > 0.
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Funkce dvou proménnych
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N v s Video ReSené piiklady: 107, 108
33 - Funkce dvou promé&nnych, definiéni obor " Priklady: 204-213 &

Princip hledani defini¢niho oboru pro funkci dvou proménnych je zcela ana-
logicky jako pro funkci jedné proménné. Sestavime a vyhodnotime jednot-
livé omezujici podminky.

2.1 Funkce dvou proménnych, vlastnosti

2.1.1 Definice funkce dvou proménnych

Definice 2.1.23: Bud M C R?>, M # @ mnoZina. Funkci dvou promén-
nych na M rozumime kazdé zobrazeni

f:M—R, M>3[xy —z=/f(xy) €R
MnoZinu M nazyvdme definicnim oborem funkce f a znaCime ji Dy.

Mnozina R? je kartézskym sou¢inem mnoZiny R se sebou, tedy R? =
R x R, jejimi prvky a také prvky jeji podmnoZiny M jsou tzv. usporddané
dvojice.

Poznamka:
* V analogii s oznaCenim pouzivanym pro funkci jedné proménné, y =

f(x), budeme pro oznaleni funkce dvou proménnych pouZivat z =

f(x,y).

* Proménné x a y budeme nazyvat nezavislé proménné. Proménnou z
budeme nazyvat zavislou proménnou.

* Neni-li specifikovan definicni obor, automaticky uvazujeme maxi-
madlni p¥fpustnou podmnoZinu v R?.

* Pro funkeci tif a pripadné vice proménnych mame zcela analogickou
definici, pfiddvdme v podstaté pouze nezdvislé proménné.

* Prvek mnoZiny M nazyvdme bod z defini¢éniho oboru, obvykle se
pro jeho oznaleni pouzivaji velka pismena, tj. napi. A € M. Bod
A je urCen dvéma slozkami, A = [xg, Yo)-

» Hodnotaz = f(A) = f(xo,Yo) se nazyva funkéni hodnota.
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34 - Funkce dvou proménnych, graf

Video ReSené piiklady: 109
Piiklady: 214, 215

2.1.2 Graf funkce dvou proménnych

Definice 2.1.24: Grafem funkce dvou proménnych rozumime mnoZinu

G = {2l € R®|[x,y] € D,z = f(x,)}.

Poznamka:

* MnoZina Gy je podmnoZinou v R3, Gr C R3. Nejcastéji budeme
pracovat s funkcemi, jejichZ grafy jsou néjaké dvojrozmérné plochy
v trojrozmérném prostoru.

* Nakreslit graf funkce dvou proménnych tzv. ,,v ruce je pomérné ob-
tizné, a Casto to vubec neni mozné. Jednou z moznosti, kterou mame
k dispozici, je vyuzit prisecnice grafu zadané funkce s rovinami rov-
nobéznymi se souradnicovymi rovinami, predev§im s pudorysnou ro-
vinou.

» K vizualizaci grafi se pouziva vypocetni technika, existuje fada ko-

Vv

Matlab, Wolfram atd.).

« Grafem funkce tif proménnych je plocha v R*, tzv. nadplocha. Nelze
ji ovSem graficky znazornit.



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#DP2def
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - listy k prednaskam Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

v . Video ReSené piiklady: 109 &
35 - Funkce dvou proménnych, vrstevnice Piiklady: 214, 215
De{inice 2.1.25: Rezy grafu /funlme z = f(x,y) rov.inarr}i rovnob&znymi Vrstevnicovy graf a graf funkce z = — 5x2 .
s piidorysnou rovinou se nazyvaji vrstevnice. Vrstevnicovym grafem rozu- xc+y-+1

mime priméty vrstevnic do ptidorysné roviny z = 0.

Vrstevnice je mnozina bodi se stejnou funkéni hodnotou. S vrstevnicemi se
miZeme setkat pfedev§im na turistickych mapach, kde vrstevnice (obvykle
Sedé kiivky) reprezentuji mnoziny bodd se stejnou nadmorskou vyskou.

0 50 400 450 200 230 300 350m
e

1{12 000, & Seznamczas
o0, 1 ]

Na obrdazku se nachdzi turistickd mapa okoli Vysoké Skoly bdnské -
Technické univerzity Ostrava.

Zdroj:
http://mapy.cz/#!x=18.151648&y=49.832078&z=14&1=16.
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36 - Limita a spojitost funkce dvou proménnych

Video ReSené piiklady: 110 &
Piiklady: 216

2.1.3 Limita a spojitost

Limita a spojitost funkce dvou proménnych je definovana tplné stejné, jako
v pripadé funkci jedné proménné.

Definice 2.1.26: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) méd v hromadném bodé
P = [xo,yo] limitu a € R, jestliZe pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové,
Ze pro kazdé X € &;(P) plati |[f(X) —a| <e.

Pojem okoli bodu je zobecnén, v ptipadé funkci jedné proménné se jedna

o otevieny interval, pro funkce dvou proménnych se jedna o otevieny kruh
(kruh bez hrani¢ni kruznice).

Okoli O4(P) je tzv. deltové prstencové okoli v bodé P, jednd se o otevieny
kruh se stfedem v bod€ P bez bodu P o poloméru 4.

Definice 2.1.27: Bud U C R? bod P € R? se nazyvd hromadny bod
mnoziny U, jestlize kazdé jeho prstencové okoli ((P) méd s mnoZinou U
neprazdny prinik, ((’))(P) NU # @.y

-
7 \\ ’——‘\\
| ,*O“\ ! Ve u \
\ s N/ /
N 4 \
LS ~ s
7~ s Seeo o - |
e |
-= !
/ _ O - \ / X
! PR - |
] 7 i /
i / \ - PR \ ’
\ 'XO ! -7 // k t--T
-
3 N S - o /l
\\‘_:::, N

Body X a Y jsou hromadné body mnoziny U. Bod Z neni hromadnym
bodem mnoziny U.

V pripadé funkci jedné proménné vySetfujeme chovéani funkce (po-
Citdime limitu) na levé resp. pravé Casti okoli (otevieného intervalu).
Zkoumame pouze dva piipady. Problém u funkci dvou proménnych je ten,
Ze se k limitnimu bodu mizeme bliZit nekonec¢né mnoha zpiisoby.

Limity funkci dvou proménnych feSime vétSinou piimym dosazenim
limitniho bodu. Resi se spise jiny typ dlohy, dokazuje se, Ze limita v daném
bodé& neexistuje.

Pouzivana notace:

lim f(X) =aq, lim

X,Y) =a.
X—=P [x,y]%[XO,yo]f( y)

Definice 2.1.28: Rekneme, 7e funkce z = f(x,y) je spojitd v bodé P =
[x0,y0] € Dy, jestlize plati

lim  f(x,y) = f(x0,¥0)-

[x,y]—[x0,0]
Funkce je spojitd, je-1i spojitd v kazdém bod¢ svého defini¢niho oboru.

Funkce je spojitd v bodé, jestliZe existuje limita v tomto bodé, kterou urc¢ime
pifimym dosazenim limitniho bodu, tj. jako funkéni hodnotu v tomto bodé€.
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37 - Parcialni derivace

Video ReSené priklady: 111,112, 113
Priklady: 217-321

2.2 Diferencialni pocet funkci dvou promén-
nych
2.2.1 Parcialni derivace

Definice 2.2.29: Rekneme, 7e md funkce z = f(x,y) parcidlni derivaci
podle x (prvniho fadu) v bodé A = [x, yol, jestliZe existuje vlastni limita

If 4y — 11y L X0+ y0) = f(x0,0)
ﬂ(A)_;llli% 0 oh 0, Yo

Analogicky definujeme parcidlni derivaci podle v,

Of oy _ o S (X0, Y0 + 1) — f(x0,40)
ay () = im TR

Poznamka:
VBN . of 0z ,
* Oznaceni parcidlnich derivaci: =—(A), g(A), fx(A), fx(A), atd.

ox
R . . . of of . 3
* Parcidlni derivace v obecném bodé, tj. —— resp. = jsou opét funkce

ox ay

dvou proménnych.

» Zcela analogicky se definuji parcidlni derivace funkce tii a vice pro-
meénnych.

» KdyZ urcujeme parcidlni derivaci podle x, pak vSe co neni x ve funkci
z = f(x,y) chdpeme jako konstantu. Tzn. takovou funkci derivu-
jeme jako funkci jedné proménné, proménné x. U parcidlnich derivaci
podle y postupujeme stejné, co neni i chdpeme jako konstantu.

Vypocet parcidlnich derivaci funkci dvou proménnych se ve skute¢nosti re-
dukuje na vypocet derivaci funkci jedné proménné, piicemz pro derivovani
pouzivdme stejné formule a pravidla jako v pfipadé funkci jedné proménné.

Véta 2.2.30: Necht' existuji parcidlni derivace funkci f(x,y) a g(x,y)
podle x = xyay = xana Q C DyN Dg v bodé X. Pak plati pro kazdé
1=1,2,

(28 (X) = 2L (0 £ 35 ()

(- 8)(X) = g (X)-5(X) + £(X) - 52(X),
(X)) ¢(X) - F(X) 2(x

5 <f) ) = 0800 00 (X)

ox; \ g §2(X)
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38 - Parcialni derivace

Video ReSené priklady: 111,112, 113
Priklady: 217-321

Geometricky vyznam parcialnich derivaci

Geometricky vyznam parcidlnich derivaci je stejny, jako v pfipadé derivace
funkce jedné proménné. Jedna se o smérnici tecny sestrojené v daném bodé.

Rovina ¢ urend rovnici ¥ = Yo je rovnob&€znd s rovinou xz (rovina
xz je urCena rovnici y = 0). Prlinikem roviny ¢ s grafem funkce

of

z = f(x,y) je kiivka x. Parcidlni derivace a(A), A = [x0,Y0], je

smérnice te¢ny (tan a) t, ke kiivee x v bodé A = [x¢, yo, 20 = f(X0,Y0)]-

Rovina v urfend rovnici x = xp je rovnobéZnd s rovinou yz (rovina
yz je urCena rovnici x = 0). Prlnikem roviny v s grafem funkce

z = f(x,y) je kiivka A. Parcidlni derivace %(A), A = [x0,y0], je

smérnice te¢ny (tan B) t, ke kiivce A v bodé A = [x¢, vo,z0 = f(x0,y0)]-

z

A =[x, Yo, 20

Definice 2.2.31: Parcidlni derivace druhého fadu funkce z = f(x,y) jsou
definovany:

O°f 9 (of\ Ff_9(of\ &f 9 (of\ &f 9 (of
0x2 dx\dx ) 9y? dy\dy ) 9xdy dy\odx) dyox dx\dy /)’

Schwarzova véta

’f 9%f

Véta 2.2.32: Jsou-li smiSené parcidlni derivace spojité v bodé

0xdy’ dyox
o . *f 0°f
A = [x0, 0], pak jsou si v tomto bodé rovny, 330y (A) = Jyox (A).
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. ., Video ReSené piiklady: 114, 115
39 - Diferencial Piiklady: 222, 223, 234, 225 €7
2.2.2 Diferencial Véta 2.2.37: Jsou-li parcidlni derivace prvniho fddu funkce z = f(x,y)
. jité v A, pak je funkce z = f(x, bodé A difi telnd (a tedy 1
Definice 2.2.33: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) je vbodé A = [xo, yo] zggﬁtji)v pak je tunkee f(x,y) v bodé A diferencovatelnd (a tedy i
diferencovatelnd, nebo ma v tomto bod¢ diferencial, jestlize je mozné jeji '
piirtstek Az na okoli bodu A vyjadrit jako
Az = f(xo+hyo+k) — f(x0,y0) = Ah+ Bk + pt(h, k), Geometricky vyznam diferencialu
Diferenciél funkce z = f(x,y) v bodé A pfi znamych pfirtstcich dx a dy je
; — V2 L12 ali _
kde A a B jsou konstanty, p = Vh? +k* a limy, g 00 T(h k) = 0. piirdstek na tecné roviné ke grafu funkce f v bodé A.
Funkce z = f(x,y) se nazyvé diferencovatelnd, je-li diferencovatelnd
v kazdém bodé¢ svého defini¢niho oboru. z
X =[xy,z]

Véta 2.2.34: Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelnd v bodé A, pak
v bodé A existuji parcidlni derivace prvniho fadu a plati

_9f _9f
A= S (A), B=5(4)

Poznamka: Cislo h piedstavuje prirastek na ose x, k je piirGstek na ose Y
a byva zvykem tyto prirstky znacit h = dx resp. k = dy. Pro piirtstek
na ose z v bodé A pfi zndmé hodnoté dx a dy pak dostdvame

of
5@

af( A)dx +

gy dy + pt(dx, dy).

Definice 2.2.35: Je-li funkce z = f(x, y) diferencovatelnd, nazyva se vyraz

dz =df(x,y) = fdx+ ajycdy

diferencidl funkce z = f(x,v).

Véta 2.2.36: Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelnd v bodé A, pak je
v tomto bodé spojita.
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. ., Video ReSené piiklady: 114, 115
40 - Diferencial Piiklady: 222, 223, 234, 225 *

Poznamka:

* Diferencidl funkce z = f(x,y)

_of . 9f
dz = adx + @dy.
* Diferencidl funkce z v bodé A = [x, Y]

_of of
dz(A) = 52(A) - (x = x0) + @(A) (¥ = vo)-
* Diferencidl funkce z v bodé A = [x, yo] pfi zndmych pfirastcich dx,
dy,
_of of
dz(A)(dx,dy) = E(A) dx + @(A) dy € R.
* Diferencidl druhého ¥ddu funkce z = f(x,y)

02 02 02
—j;dx2 + 2—fdxdy + —fdyz.

2, _
@'z = ox dxay Iy?

* Priblizny vypocet funkénich hodnot

f(x,y) = f(x0,y0) +df (x0,y0)(dx, dy).
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v 2 . . o Video ReSené priklady: 116, 117
41 - Te¢n4 rovina, normala, Tayloriv polynom 0 DEdady: 226, 37, 238,220 &3

Véta 2.2.38: Necht' je funkce z = f(x,y) diferencovatelnd v bodé¢ A =
[x0,Yo]. Pak v bodé A = [x0,y0,20 = f(X0,y0)] existuje te¢nd rovina
ke grafu funkce z = f(x,y) uréend rovnici

L=+ L Aw-w).

T:z—29=

Pirimka n kolma k te¢né roviné prochazejici bodem A se nazyva normdla
grafu funkce z = f(x,y). Jeji smérovy vektor je kolinedrni s normélovym

vektorem roviny, 5, = # = (%(A), %(A), —1).
Véta 2.2.39: Normaila ke grafu funkce z = f(x,y) v bodé A je urCena
parametrickymi rovnicemi

of of

n: x:xo—ka(/})t, y:yo—k@(/})t, z=zy—t tER.

Véta 2.2.40: Necht' je funkce z = f(x,y) na okoli bodu A € Dy alespoii
(m + 1)-krdt spojité diferencovatelnd. Pak v bodé X € O(A) plati

f(X) = f(A) + dfl(!A) + dzg!A) ot Wﬁlm + Ry, kde

B A" (A+x(X — A))

CE=] ,k€(0,1).

Definice 2.2.41: Vyraz z predchozi véty nazyvdme Taylorovym rozvojem
funkce f na okoli bodu A. Hodnota Ry, se nazyva Lagrangeliv zbytek Tay-
lorova rozvoje. Polynom

2 m
T(x) = f(a) + LA  EAD | )

se nazyva Taylortiv polynom m-tého fadu funkce f v bodé A. Je-li A =
[0, 0], hovofime o MacLaurionovu polynomu.
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42 - Implicitni funkce

Video ReSené piiklady: 118, 119
Piiklady: 230-234

2.2.3 Implicitni funkce
Definice 2.2.42: Bud’ z = F(x,y) funkce dvou promé&nnych. Uvazujme
kiivku
M = {[x,y] € Dr[F(x,y) = 0}.
Necht A = [x0,y0] € M je bod, O5(A) C R? je deltové okoli bodu

A, 6 > 0. Jestlize je rovnici F(x,y) = 0 na okoli bodu A urlena funkce
y = f(x) takovd, Ze plati

F(x, f(x)) =0, V[x,f(x)] € O5(A),

pak fikdme, Ze funkce f je na okoli bodu A definovdna implicitné rovnici

F(x,y) = 0.
(x,y) y

Na obrézku je kruznice se stfedem v pocdtku a polomérem 1,

Pty -1=0=y=1-2*=|y| = V1—-22 xc (-1,1).

Na intervalu (—1,1) jsou rovnici ureny dvé implicitni funkce, y =
V1 — x2 (horni piilkruZnice) a y = —+/1 — x? (spodni pllkruZnice). V bo-
dech [1,0] a [—1,0] implicitni funkce neexistuje, kazdé okoli t&chto bodd
obsahuje body jak horni, tak spodni piilkruZnice.
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43 - Derivace implicitni funkce

Video ReSené piiklady: 118, 119
Piiklady: 230-234

Poznamka: Ne ke kazdé rovnici F(x,y) = 0 existuje jedind implicitn{
funkce.

Véta 2.2.43: Necht je funkce z = F(x,y) spojitd na okoli bodu A =

oF
[x0,y0] @ F(A) = 0. Necht F méd v A spojitou parcidlni derivaci @(A)

oF
a plati @(A) # 0. Pak existuje okoli bodu A, na kterém je rovnici
F(x,y) = 0 definovdna jedind spojitd implicitni funkce y = f(x).

Poznamka: Podminka na nenulovost parcialni derivace funkce F je pouze
podminkou postacujici pro existenci implicitni funkce. Z rovnice y3 —Xx =
0 plyne F(x,y) = y*> — x a v bodé [0,0] plati §(0,0) = 3y?|jp,0) = 0.

Piesto na okoli bodu [0, 0] existuje jedind implicitn{ funkce y = /.

Derivace implicitni funkce

Véta 2.2.44: Necht jsou splnény predpoklady predchozi véty. Necht’ exis-
tuji spojité parcidlni derivace funkce F. Pak ma implicitni funkce f, kterd je
na okoli bodu A déna rovnici F(x,y) = 0, derivaci f’ v bod& x a plati

oF

Véta 2.2.45: Tecna t resp. norméla n k implicitni funkci y = f(x) dané
rovnici F(x,y) = 0 v bodé A je uréena rovnici

t S (A =30 + 5 (A=) =0,

n O (A) (x—x0) — e (A)y — o) = 0,

K
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1, , Video ReSené piiklady: 120, 122
44 - Lokalni extrémy Piiklady: 235, 236, 237, 238 €7

2.3 Extrémy funkci dvou proménnych

2.3.1 Lokalni extrémy

Definice 2.3.46: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) md v bod¢ A € Dy
lokdlni maximum, jestlize existuje okoli O(A) C D¢ bodu A takové, ze
VX € O(A) plati f(X) < f(A). Plati-li f(X) > f(A), jedna se o lo-
kalni minimum v bodé A (v piipad€ ostrych nerovnosti hovorime o ostrém
lokdlnim maximu resp. minimu).

Definice 2.3.47: Rekneme, 7e bod A € D I je stacionarnim bodem funkce
f, jestlize

of v
5 =0 5 (4)=0

Fermatova véta - nutna podminka existence extrému

Véta 2.3.48: Necht' md funkce f v bodé A lokdlni extrém a necht’ v A
existuji v§echny parcidlni derivace prvniho fadu. Pak je bod A stacionarnim
bodem funkce f.

Poznamka:

* Fermatova véta nevyluCuje mozZnost existence extrému v bod¢, ktery
nenf staciondrnim bodem funkce f, protoZe nékterd z parcidlnich de-
rivaci neexistuje.

* Podminka pro staciondrni body je ekvivalentni s podminkou df (A) =
0, plati-li ovem, Ze df (A) # 0, pak lokdlni extrém v A neexistuje.
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1, , Video ReSené piiklady: 120, 122
45 - Lokdalni extrémy Piiklady: 235, 236, 237, 238 €7

Véta 2.3.49: Necht’ existuji alespon spojité parcidlni derivace druhého fadu
funkce f ve staciondrnim bodé A, pak plati-li

ed’f(A) < 0, funkce f ma v bod& A ostré lokdlni maximum,
ed’f(A) > 0, funkce f md v bod& A ostré loklni minimum.

Postacujici podminka pro existenci extrému

Véta 2.3.50: Necht’ je funkce f na okoli bodu A dvakrat spojité diferenco-
vatelnd. Necht' A je staciondrni bod. Jestlize

Pf O Pf
2= 5254 - <8x8y( )) -0

pak mé funkce f v A ostry lokdlni extrém. Plati-li navic

92
oD = g j;( A) <0, funkce f md v bodé A ostré lokdlni maximum,
*f ) 5 R
oD = B ——5(A) > 0, funkce f md v bodé A ostré lokdlni minimum.

Poznamka: Jestlize D, = 0, nelze o existenci lokdlniho extrému rozhod-

nout. Toto 1ze v nékterych pripadech vyfresit provéfenim lokalntho chovani
funkce f na okoli bodu A.
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46 - Vazané extrémy

Video ReSené piiklady: 124, 125
Piiklady: 239, 240

2.3.2 Vazané extrémy

Definice 2.3.51: Rekneme, e funkce z = f(x,y) md v bodé A = [xg, yo]
lokdlni extrém vdzany podmimkou ¢(x,y) = 0, jestlize VX € O(A) C
Dy, které vyhovuje uvedené podmince, plati

o f(X) < f(A), funkce f md v bodé A vizané lokalni maximum,
o f(X) > f(A), funkce f md v bodé A vizané lokdlni minimum.

Geometricky vyznam vazanych extrému

Vizany extrém miZe nastat pouze v bodech z defini¢niho oboru funkce f,
které lezi na kiivee ¢(x,y) = 0. Témto bodiim odpovidaji body na plose
z = f(x,y) tvorici prostorovou kiivku x, prise¢nici plochy s vdlcovou plo-
chou g(x,y) = 0. Z geometrického hlediska se jednd o lokdlni extrémy
prostorové kiivky.

——————————— ===

Lagrangeova metoda

Véta 2.3.52: Bud’ déna funkce z = f(x,y) a podminka g(x,y) = 0.
Jestlize m4 funkce

Q(x,y,A) = flxy) +A8(xy), AER,

ve svém staciondrnim bod¢ lokdlni extrém, ma i funkce f v tomto bodé lo-
kalni extrém vdzany podminkou g(x,y) = 0.

Poznamka:

* Funkce & se nazyva Lagrangeova funkce, ¢islo A Lagrangetv mul-
tiplikétor.

* Stacionarni body ur¢ime jako feSeni soustavy rovnic,

oD oD
F 0, @ =0, g(x,y)=0.

* Pokud lze jednozna¢né z rovnice vyjadfit y = ¢(x) resp. x = P(y),
pak vdzané lokdlni extrémy hledame jako lokalni extrémy funkce z =

f(x, @(x)) resp. z = f(¥(y),y).
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(12 ) Video ReSené piiklady: 126
4’7 - Globalni extrémy Priklady: 241, 342, 243 ©2

2.3.3 Globalni extrémy

Definice 2.3.53: Rekneme, 7e funkce z = f(x,y) md v bodé A = [xg, yo]
globdlni extrém na uzavieném defini¢nim oboru Dy, jestlize vX eD  plati

f(A), funkce f md v bodé A globdlni maximum,
f(A), funkce f md v bodé A globalni minimum.

Poznamka:

* V pfipadé ostrych nerovnosti hovofime o ostrych globalnich extré-
mech.

* MnozZina Dy se nazyva uzaviend, jestliZze obsahuje vSechny své hra-
ni¢ni body. Hrani¢nim bodem mnoZiny Dy je takovy bod, jehoZ kazdé
okoli obsahuje body X takové, ze X € Dy a souCasné obsahuje body
Y takové, ze Y ¢ Dy.

e Na rozdil od lokdlnich extrému, které hleddme na okolich bodu, hle-
ddame globalni extrémy na celém Dy.
Postup urcovani globalnich extrému

* ur¢fme defini¢ni obor D funkee z = f(x, y),

* nalezneme lokdln{ extrémy této funkce na mnoZin€ Dy, ze které vy-
lou¢ime hranici g(x,y) = 0,

e uréime vazané extrémy této funkce vzhledem k podmince g(x,y) =
0,

* porovname funk¢ni hodnoty vSech extrémi, bod s nejvétsi funkéni
hodnotou bude globdlnim maximem, bod s nejmensi funkéni hodno-
tou bude globalnim minimem.
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Kapitola 3

Obycejné diferencialni rovnice



Matematika II - listy k prednaskam

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

Video ReSené piiklady: 128-150

49 - Diferencidlni rovnice n-tého radu, zakladni pojmy Piiklady: 245-378

3.1 Diferencialni rovnice 7-tého radu

Definice 3.1.54: Rovnice tvaru P(y("),y(”_l), ..., ¥, y,x) = 0 se nazyva
obycejna diferencidlni rovnice n-tého fadu pro nezndmou funkci y = y(x).
Specidlné pron =1 je

F(y',y,x) =0 nebo y = f(x,y)

diferencidlni rovnice prvniho fadu.

Réd diferencidlni rovnice je fad nejvysii derivace nezndme funkce y(x),
ktery se v rovnici vyskytuje.

Resenim (integralem) diferencidlni rovnice na intervalu I je kazda funkce
y(x), kterd ma spojité derivace az do fadu n véetné a dané diferencidlni
rovnici vyhovuje.

Kfivka, kterd zndzorfiuje nckteré feSeni diferencidlni rovnice se nazyva
integralni kiivkou této diferencidlni rovnice.

Z hlediska obecnosti rozliSujeme nésledujici typy reSeni

* obecné feseni rovnice n-tého fadu predstavuje mnozinu funkci tvaru
®(x,y,C1,Cp,...,Cq) =0 nebo y=¢(x,Cq,Cp,...,Cp),
tj. mnozina funkci obsahujici 7 konstant C1, Cy, ..., Cy,

e partikuldrni feSeni je konkrétni feSeni, které ziskdme z obecného fe-
Seni volbou nebo vypoctem konstant C1, Cy, ..., Cy,

» vyjimecné reSeni je feSeni, které nelze ziskat z obecného feSeni zad-
nou volbou konstant C1, Co, ..., C,,.
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50 - Separovatelné diferencialni rovnice

Video ReSené piiklady: 129-139
Piiklady: 245-263

3.2 Nékteré metody reSeni diferenciialnich
rovnic 1. radu

Definice 3.2.55: Diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi rozu-
mime kazdou rovnici, kterou 1ze zapsat ve tvaru

Q)y' =P(x), 4. Qy)dy = P(x)dx,

pokud nahradime derivaci i’ podilem %.

Na prvni pohled vidime, Ze zde jsou proménné oddéleny (separoviny)
na jednotlivé strany rovnice a je mozné provést integraci, kterd vede pfimo

k reSeni
/ O(y)dy = /P(x)dx e

Primitivnim funkcim na obou strandch rovnosti sprdvné nalezi dvé inte-
gracni konstanty, které se vSak spojuji do jedné, kterou zpravidla zapisujeme
k vyrazu s nezavislou proménnou.

3.2.1 Separovatelné diferencialni rovnice

V praxi se mizeme setkat s fadou tloh, které 1ze pomoci jednoduchych ope-
raci prevést na diferencidlni rovnici separovanou. Takové rovnice se ozna-
Cuji jako rovnice separovatelné. K témto rovnicim fadime nasledujici typy
rovnic:

* y' = P(x)Q(y),
* y' = flax+by +c),

' = f (£) (homogenni dif. rovnice).
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51 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Video ReSené piiklady: 129-135
Piiklady: 245-255

Diferencialni rovnice typu y’ = P(x)Q(y)

Rovnici typu ¥’ = P(x)Q(y) lze za predpokladu, Ze Q(y) # 0 a uZitim
identity vy’ = Z—Z upravit na tvar

d_y: x)dx
Qy) Plodx,

coz je jiz diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi. Jeji obecné
feSeni lze za danych predpokladil zapsat ve tvaru

dy
5= /P(x)dx +C.

Diferencidlni rovnice typu y' = f(ax + by +¢)

Diferencidlni rovnici tvaru ' = f(ax + by + ¢), kde b # 0, lze prevést
substituci u(x) = ax + by + ¢ na rovnici se separovanymi proménnymi.
Nejprve rovnost derivujeme podle proménné x, tedy

!/
u' —a
W =a+by = y = 2
Dosazenim do dané diferencidlni rovnice obdrzime rovnici
u' —a
— = (u) = u =a+bf(u).

Proa+ bf(u) # 0 dostaneme

1 /

arbrayt =

coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi pro funkci
u=u(x).
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52 - Separovatelné diferencidlni rovnice, homogenni rovnice

Video ReSené priklady: 136, 137, 138, 139 Q
Priklady: 256-263

Homogenni diferencialni rovnice

Definice 3.2.56: Diferencidlni rovnice F(x,y,1y') = 0 se nazgvd homo-
genni, pokud ji 1ze pro x # 0 upravit na tvar
/ ¥
y=1 <x) '
Homogenni diferencidlni rovnici pfevedeme substituci y = zx, kde
z = z(x), na diferencidln{ rovnici se separovanymi proménnymi pro novou
nezndmou funkci z(x). Ze substituce y = zx, j. z = 2 plyne po derivo-
vani y' = z'x + z. Dosazenim do zadané homogenni diferencidln{ rovnice
dostaneme ,
Z'x+z = f(z)
1 p 1
S
z— f(z) X
proz — f(z) # 0, coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi
pro funkei z = z(x).

Poznamka: Pfipometime si, kdy se funkce f(x,y) na oblasti Q € R? na-
zyva homogenni stupné k a ukdzeme si, jak tento pojem souvisi s homogenni
diferencidlni rovnici.

Definice 3.2.57: Funkce f(x,y) se nazyvd homogenni funkce stupné k,
k € IN, na oblasti () pravé tehdy, kdyZ v kazdém bod¢& [x,y]| € Q) pro libo-

volné t # 0 plati
fltx ty) =t f (x,y).

Budeme-li pfedpokladat, ze funkce P(x,vy), Q(x,y) jsou homogenni stej-
ného stupné k, potom rovnice P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 je homogenni dife-
rencidlni rovnici.

Tedy
P(tx,ty) = *P(x,y) A Q(tx,ty) = FQ(x,y)
P(tx, ty) tkP(x,y) P(tx, ty) P(x,y)

Qlixty) ~ #FQ(xy) — Qlty) Q)
Rovnici P(x,y) + Q(x,y)y’ = 01ze pro Q(x,y) # 0 upravit na tvar

r_ P(x,y) N /__P(txrty>

Qxy) 7 T T Qlxty)

a z této rovnice pro t = %, x # 0 dostaneme

Py
/= any ~ v IG)

coz je homogenni diferencidlni rovnice.
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3.2.2 Exaktni diferencialni rovnice

Definice 3.2.58: Diferencidlni rovnice P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 se na-
zyva exaktni, jestlize vyraz P(x,y)dx + Q(x,y)dy je totalnim diferencia-
lem jisté funkce F(x,y) oznaCované jako kmenova funkce.

Véta 3.2.59: Jsou-li funkce P(x,v), Q(x,y) diferencovatelné na oblasti ),
potom je rovnice P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 exaktni pravé tehdy, kdyz

na oblasti () plati
dP(x,y) _ 9Q(x,y)
dy dx
Je-li F(x,y) kmenovou funkei piislusného diferencidlu, ma obecné feseni
exaktni rovnice tvar

F(x,y)=C

Z véty vyplyva, Ze nalézt obecné feSeni exaktni diferencidlni rovnice zna-
mend nalézt kmenovou funkci F(x,y). Vzhledem k tomu, Ze levd strana
rovnice P(x,y)dx + Q(x,y)dy je totdlnim diferencidlem hledané funkce
F, musi platit, Ze

oF(x,y) _

o P(x,y) A 9F(x,y)

oy - Q(x, ).

Miame tedy dvé moZnosti jak postupovat pii jejim hleddni. Budeme-li vy-
chézet napf. z prvni rovnice, potom integraci podle proménné x dostaneme

F(x,y) = [ Plx.y)dx +9(y) = Uxy) +o(v),

kde U(x,y) je primitivni funkce a ¢(y) je zatim nezndmd funkce majici
vyznam ,,integracni konstanty“, kterd ale miZe byt funkci proménné y.

Tuto rovnici derivujeme podle proménné y
JoF JUu n do
dy dy dy

a porovnanim s druhou rovnici dostaneme
dgo E)U ou
—Q- N - / ( ) d
Em oY) oy ) Y

Nyni musime ukdzat, Ze funkce Q — Je vzdy funkci pouze proménné y.
To ukaZeme tak, Ze jeho derivace podle proménné x bude vzdy rovna nule:

2 (o) _2Q_ PU _2Q (U _2aQ o

0x dy )  9x 9xdy 9x 9y \dx) 9x dy
Hledana kmenova funkce je

_oU(xy)
F(x,y) xy+/< oy )dy+C,

kde U(x,y) = [ P(x,y)d
Poznamka: Budeme-li pfi hleddni kmenové funkce vychdzet z rovnice
oF(x,y)

= Q(x,y), potom po integraci podle proménné y a pouZiti analo-

oy

gickych operaci obdrzime kmenovou funkci ve tvaru

F(x,y) = V(x,y) +/< éxy)>dx+K,

X
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Kmenovou funkci F(x,y) lze v mnohych piipadech uréit jednodu$sim

oF (x,
zpisobem. Integraci rovnice % = P(x,y) podle proménné x,
oF (x,
resp. rovnice (aLyy) = Q(x,y) podle proménné y dostaneme:

Flxy) = [ Plxy)dx = Ulxy) +C,

F(x,y) = [ QGxy)dy = V(x,y) + Co.

Lze ukdzat, Ze kmenové funkce F(x,y) je sjednocenim mnoZin séitanct
tvoficich funkce U(x,y) a V(x,y). Nevyhodou ovSem je, Ze v nékterych
pfipadech neni na prvni pohled zfejmé, zda se nékteré s¢itance lisi pouze o
konstantu.

Cely algoritmus feSeni exaktni rovnice je nésledujici:

oP(x,y) _ 9Q(x,y)
dy  Ox

1. Ovéiime, zda plati podminka exaktnosti

2. Vypocéitame kmenovou funkei F(x, y).

3. Uréime obecné feseni rovnice ve tvaru F(x,y) = C.
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3.2.3 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Definice 3.2.60: Linedrni diferencidlni rovnici prvniho fiddu (zkrécené
LDR) nazyvame kaZdou rovnici tvaru

Y +yp(x) = 4(x),
kde p(x), g(x) jsou spojité funkce na uréitém intervalu (a, b). Déle
1. je-li g(x) = 0, hovotime o zkracené LDR,
2. je-lig(x) # 0, hovofime o nezkracené (tiplné) LDR.
Véta 3.2.61: Obecné feseni tplné linedrni diferencidlni rovnice ma tvar
y(x) = §(x) +v(x),

kde 7(x) je feSeni zkracené rovnice a v(x) je libovolné fesent tGplné linedrni
diferencidlni rovnice.

Funkce v(x) byvé také nazyvéna jako partikuldrni integral dplné linedrn{
diferenciélni rovnice.
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Obecné FesSeni zkracené linearni diferencialni rovnice 1. radu

Véta 3.2.62: Zkrdcend LDR i’ 4+ yp(x) = 0 md na intervalu (a, b) obecné
feSeni tvaru

y = Ce—J plx)ds

Rovnice i 4+ yp(x) = 0 je diferencidln{ rovnice se separovatelnymi pro-
ménnymi, tedy

d 1
Laypx) =0 = ;% = —p(x)dx, proy #0.

/]%dyz —/p(x)dx—l—K = Inly| = —/p(x)dx+1<
ly| = eKe= J P,
y= +eKe [ plx)dx,
Obecné reSeni hleddme ve tvaru

y = +efe™ Jp)dx
Oznaéime-li C = +eK, potom obecné feseni 1ze psit ve tvaru

y=Ce /P CecR,
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Obecné reseni tplné linearni DR 1. radu

Véta 3.2.63: Uplnd LDR 1. fadu v’ + yp(x)
ve tvaru

= g(x) mé obecné feSeni

y= E(lx) {/E(x)q(x)dx—l—K ,

kde E(x) = el p(x)dx

Dtikaz véty je konstruktivni, tj. ukazuje zpiisob feseni uplné LDR, ktery
vede k uvedenému vzorci. NiZe uvedeny postup se nazyva Metoda variace
konstanty.

1. Ur¢ime obecné feSeni zkracené LDR y' + p(x)y = 0, které ozna-
¢ime 7

§ = Ce—J Pix
2. Obecné reSeni tplné LDR hledame ve tvaru
y= C(x)e_fp(x)dx

tzn. v obecném feSeni zkracené rovnice jsme konstantu C nahradili
zatim neur¢enou funkci C(x). Tuto funkci uréime z predpokladu, Ze
y= C(x)e_fp(x)dx

derivaci

je feSenim tplné LDR. Dosadime funkci v a jeji

y'=C'(x)e S P — Cx)e™ /P p(x)

do uplné LDR 1. fddu a dostaneme

C'(w)e I P99 — C(x)em [ POMp(x) + Clx)e |70 p(z) = g(x).
y’Tx) y(x)

Na levé strané rovnice se vzdy musi odelist dva ¢leny obsahujici C(x).

V rovnici zistane C’(x) jen ve formé derivace.

C'(x)e” Jp(x)dx _ q(x) _ q(x)efp(x)dx

Oznaéime-li E(x) = el P()dx | obdrzime diferencidlni rovnici se separova-
nymi proménnymi pro nezndmou funkci C(x) ve tvaru

C'(x) = q(x)E(x).

Jeji obecné feseni Ize psét ve tvaru

= C'(x)

/q x)dx + K

a dosazenim do y = C(x)e™ JP)ax gostaneme

[/q x)dx + K|,

coZ je hledané feSeni uplné linedrni diferencidlni rovnice.

Poznamka: Pokud bychom rozndsobili obdrZené feseni uplné linearni di-
ferencidlni rovnice a dosadili za E(x) vyraz el Pdx | yid&li bychom, Ze
obdrzené feSeni je dano soucCtem feSeni zkrdcené rovnice a partikuldrniho

integralu
y(x):Ke_fp dx+e fp /q efp

9(x)



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#ODRlin
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - listy k prednaskam Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

. 7, , . [ , o 7, v s . Vid R S g v,kl dy: 146-150
58 - Linearni diferencidlni rovnice n-tého fadu, vlastnosti LDR " Piiklady: 274378

3.3 Vlastnosti linearnich diferencialnich rovnic

Definice 3.3.64: Linedrni diferencidlni rovnici (LDR) n-tého fddu nazy-
vame rovnici tvaru

an(x)y(”) + an_l(x)y(”*l) + -+ ay(x)y + agy = b(x),

kde funkce a;(x), b(x), i = 0,1,...,n jsou spojité na intervalu (a,b) a

a(x) #0.

Je-li b(x) = 0, mluvime o zkrdcené (homogenni) LDR, je-li b(x) # 0,
jde o dplnou (nehomogenni) LDR. Je-li a,,(x) = 1, jednd se o normovanou
LDR.

Diéle budeme pouZivat oznaceni pro tzv. diferencidlni operator levé strany:
L"(y) = an(x)y"™ + a1 (x)y" "V + -+ a1 (x)y + aoy,

L'(y) = y™ + a1 (x)y" Y + -+ ag(x)y + agy.

Diferencilni operdtory L™ a L" jsou linedrni, nebot’ pro libovolné n-krat
diferencovatelné funkce u(x), v(x) a konstantu c¢ plati

L"(cu) = cL™(u), L"(u+v) =L"(u) + L"(v).

Tedy linedrni diferencidlni rovnici n-tého fadu miZeme nyni zapsat ve tvaru
L"(y) = b(x), resp. normovanou rovnici ve tvaru L" (y) = b(x).

Véta 3.3.65: (véta o snizeni fadu LDR) Necht’ je ddna linedrni diferenci-
alni rovnice L"(y) = b(x). Zndme-li jedno nenulové feseni y; (x) zkracené
rovnice L"(y) = 0, potom substituci

v =) [o@x)dx,

kde v(x) je spojitd funkce, piejde rovnice L"(y) = b(x) v LDR fddun — 1
pro novou nezndmou funkei v(x).
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3.4 Struktura reseni zkracené LDR 7-tého radu

Z linearni algebry je znamo, Ze mnoZina vSech funkci spojitych na intervalu
(a,b) tvofi linedrni prostor. V této souvislosti md smysl vymezeni pojmd
jako jsou linedrni zavislost resp. linedrni nezavislost.

Definice 3.4.66: Rekneme, 7e funkce y1(x),y2(x),...,yn(x) jsou na in-
tervalu [ linearné zavislé, jestlize existuji konstanty C1,Cp,...,C, € R
takové, Ze

Ciy1(x) + Coyz(x) + - - + Cuyn(x) =0,

pticemz alespon jedno z Cisel C; je rizné od nuly. V opaéném pripadé jsou
funkce y1(x), y2(x), ..., yn(x) naintervalu I linedrné nezavislé.

V praxi byva pomérné Casto potieba nezavislost funkci ovéfovat a k tomu
vyuZzijeme tzv. Wronského determinant.

Definice 3.4.67: Necht' funkce y1(x), y2(x), ..., yn(x) maji na intervalu
(a,b) spojité derivace az do n — 1 fadu vCetné. Potom determinant

yi(x)  ya(x Yn(x)
Wix) = ylfx) yzfx Yn(x)
V) ) ()

se nazyva Wronského determinant (wronskidn) pfislusny k funkcim

y1(x),y2(x), .., yn ().

Vztah mezi Wronského determinantem a feSenimi zkrdcené LDR n-tého
fadu je takovy, Ze jsou-li funkce y1(x),y2(x),...,yn(x) linedrné zavisla
feSeni normované rovnice L (y) = 0 na intervalu I, ve kterém jsou koefici-
enty a,_1(x),...,ap(x) spojité funkce, potom jejich wronskidn W(x) = 0
pro vSechna x € I.

Mnozina vech feSeni LDR L"(y) = 0 tvofi vektorovy prostor, jehoZ di-
menze je rovna faddu dané diferencidlni rovnice a kazdou n-tici linedrné ne-
zavislych fesSeni této rovnice nazyvame fundamentdlnim systémem feSeni.
Fundamentalni systém feSeni tvofi bazi prostoru feSeni.

Tedy tvofi-li funkce y1(x),y2(x),...,yn(x) fundamentdlni systém feSeni
rovnice L" () = 0, potom obecné feseni této rovnice 1ze vyjadiit ve tvaru

y = Ciy1(x) + Coya(x) + - - + Cuyu(x),

kde Cq, G, ..., C;, jsou libovolné konstanty.
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3.5 Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Definice 3.5.68: Linearni diferencialni rovnice (LDR) druhého fadu ma
tvar

ay(x)y" (x) + a1 (x)y'(x) + a0 (x)y(x) = b(x),
kde funkce (nebo konstanty) ag(x), aq(x), az(x) jsou koeficienty rovnice a
funkci b(x) nazyvdme pravou stranou rovnice. Ddle

1. je-li b(x) = 0, hovotime o zkricené LDR,
2. je-li b(x) # 0, hovofime o nezkricené (tiplné) LDR.

Definice 3.5.69: Pocatecni (Cauchyho) dlohou pro rovnici

az(x)y" (x) + a1 (x)y'(x) + a0 (x)y(x) = b(x)

nazyvame tlohu najit takové feSeni y(x) této rovnice, kterd spliiuje pod-
minky y(xo0) = 0. y'(x0) = y1.

Poznamka: Prfi feSeni pocatecni ulohy postupujeme tak, Ze dosazenim za-
danych podminek do obecného feseni a do jeho prvni derivace dostaneme
soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych pro konstanty C; a Cs.

Resime-li konkrétni problémy z praxe, které jsou popséany diferencidlnimi
rovnicemi, Casto zjiSt'ujeme, Ze jednotlivé parametry (hmotnost, hustota,
frekvence, atd.), které vystupuji jako koeficienty diferencidlnich rovnic,
jsou konstanty. Takovéto tlohy tvoii zdkladni skupinu mezi LDR druhého
radu.

Zaméfime se nejprve na zkrdcené LDR druhého fddu s konstantnimi
koeficienty ve tvaru
axy” + a1y’ + agy =0

kde ap,a1,a0 € R.
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61 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu, charakteristicka rovnice Piklady: 274-78

3.5.1 Charakteristicka rovnice

Lze ukézat, Ze existuji feSeni rovnice ayy” + a1y’ + agy = 0 ve tvaru
y = €', kde r je konstanta, kterd vystupuje jako nezndma v algebraické
rovnici

arr? + air +ag = 0.

Tuto rovnici oznacujeme jako charakteristickou rovnici LDR druhého fadu.
Ta milize mit redlné i komplexni kofeny s riznou ndsobnosti, a podle toho
rozliSujeme nésledujici pripady:

* ma-li charakteristickd rovnice dva rizné redlné koteny rq,rp, potom
fundamentdlni systém feSeni je e"1¥, €’2* a jeji obecné feSent je

y = Cie™* + G,
kde C1,C; € R,

* ma-li charakteristickd rovnice dvojndsobny kofen 7, potom fundamen-
talni systém fesenti je e'*, xe'™ a jeji obecné feseni je

y = Cie"™* + Cxe™,
kde C1,Cy € R,

 md-li charakteristickd rovnice komplexni kofeny 71 , = a £, potom
fundamentdlni systém feSeni je e** cos Bx, e** sin fx a jeji obecné
reSeni je
y = C1e"* cos Bx + Cre™* sin Bx,

kde C1,Cy € R.
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3.5.2 Metoda variace konstant

Véta 3.5.70: (Variace konstant pro LDR 2. fadu) Obecné feseni rovnice
ay” + a1y’ + agy = b(x)
s konstantnimi koeficienty ag, a1, a 1ze vyjadfit ve tvaru

Wi (x)

1 " Wa(x)
W(x)

W(x)

v =96) + i (x) [ G dx () dx,
kde § = Cyy1(x) + Coya(x) je obecné feSeni piislusné zkracené rovnice,
W (x) wronskidn jejtho fundamentélniho systému a Wy (x), W(x) jsou de-
terminanty, vytvofené z wronskianu W (x) nahrazenim 1. (resp. 2.) sloupce

vektorem pravych stran (0,b/a5).

Uplnou linedrni diferencidlni rovnici druhého fidu s konstantnimi
koeficienty
azy" + my' +aoy = b(x)

budeme feSit za predpokladu, Ze zndme feSeni zkrdcené rovnice
7 = Cry1(x) + Caya(x). Déle predpokladdme, Ze obecné feSeni tplné li-
nedrni diferencidlni rovnice druhého fddu bude mit stejny tvar jako feSen{
zkracené rovnice, av$ak ve vzorci nahradime konstanty Cq1, C, nezndmymi
funkcemi Cq(x), Co(x). Provedeme tzv. variaci konstant. Hleddme tedy fe-
Seni ve tvaru

y = Ci(x)y1(x) + Ca(x)y2(x),
takze
¥ = Ciy1 + Ciyy + Coya + Cayy.

Volba novych funkei Cq(x), Co(x) umoZiiuje stanovit vhodnou dopliiujici
podminku, a tou je poZadavek, aby

Ciy1 + Chyo = 0.

Odtud potom je

YV =Cyi+Cyy a y"=Cuy+Cyi + Cuy+ Coys.

Ziskany vztah pro funkci y(x) a jeji derivace dosadime do tplné rovnice a
po upravé obdrzime

Ci(azyy + a1y} +aoy1) + Calazyy + arys + aoy2) +a2(Cryy + Coys) = b.

ProtoZe y1, Y2 jsou feSeni piisluSné zkracené rovnice, musi byt vyrazy v za-
b . :

vorkdch rovny nule a dostaneme Cjyj + Cpys = —. Tim jsme obdrzeli
a

druhou podminku pro derivace nezndmych funkei Cy(x), Ca(x) a miiZeme
feSit soustavu linedrnich rovnic

Ciy1 + Chyr =0,
b
Ciy1 +Coyp = —.
az

Jeji determinant je wronskidnem funkci v, 2, ktery je riizny od nuly, nebot’
obé funkce jsou podle predpokladu linedrné nezavislé. Soustava ma tedy je-
diné feseni, které nalezneme pomoci Cramerova pravidla pro feSeni soustav
linedrnich rovnic

Ci(x) = I;/\v[l((;))/ é(x) = W(x) .

Po integraci téchto vztahd dostaneme

_ (M)
W(x)

[ Wa(x)

ot ~ W

dx + K3, Cz(x)

dx + Kz,

kde K1, Ky € R. Dosadime-li do pfedpoklddaného feSeni, potom po rozna-
sobeni dostaneme obecné feSeni zadané rovnice v poZadovaném tvaru

y = Ciy1(x) + Coya(x) +y1(x) / VV\G((;)) dx + yo(x) / V{sz((;c)) dx.
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SISV IET . v 2 v o . o Video ReSené priklady: 146-150
63 - Linedrn{ dif. rovnice 2. fadu, metoda neurditych koeficientd 7 Piklady: 274-378

3.5.3 Metoda neurcitych koeficienta

Ve fundamentélnim systému LDR s konstantnimi koeficienty se mohou vy-
skytovat pouze polynomy, pfirozené exponencidlni funkce a funkce gonio-
metrické, piipadné jejich sou€iny. Je-li také prava strana b(x) v diferenci-
alni rovnici polynom, exponencidlni nebo goniometricka funkce, poptipadé
jejich soucin, 1ze partikuldrni integral nalézt jednodussi metodou, nez je va-
riace konstant.

Postupujeme tak, Ze partikularni integral zvolime pfedem, a to stejného typu
jako je prava strana rovnice, ale s obecnymi koeficienty, které uré¢ime dosa-
zenim partikularniho integralu do piivodni rovnice a porovnanim jejich obou
stran. Podrobnéji ndm o tom pojedndva ndsledujici véta.

Véta 3.5.71: (Metoda neurcitych koeficientll) Jestlize ma prava strana LDR
s konstantnimi koeficienty tvar

b(x) = ™ (pu(x) cos wx + g,(x) sinwx),
kde py (x), gn(x) jsou polynomy stupiid 1, n se zadanymi koeficienty. Déle
je-li &islo 7 = A 4 iw k-nasobnym kofenem jeji charakteristické rovnice,
potom volime partikuldrni integral ve tvaru

o(x) = x*eM (Ppr(x) cos wx + Qui(x) sinwx),

kde M = max{m, n}. Koeficienty polynom@ Py;(x) a Qps(x) uréime po-
rovnavaci metodou po dosazeni partikularniho integralu do puivodni rovnice.
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Matematika II: ReSené p¥iklady

Radomir Palacek, Petra Schreiberova, Petr Volny
Katedra matematiky a deskriptivni geometrie

VSB - Technicka univerzita Ostrava



ReSené piiklady — Integralni pocet funkci jedné proménné



Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

66 - Prima metoda

1 2
Zadani Vypoctéte integral / (7\/3 x% + 5 sinx — 1+—xZ) dx.

Reseni Video Teorie: 11, 12, 13 Piklady: 153, 154, 155 €3

Integrand je sloZen ze souctu tfi funkci, proto vyuzijeme vlastnosti o integraci souctu funkci (13.), dosta-

neme soucet ti{ integralt:
I 1 2
/73 xzdx—|—/§sinxdx—/mdx,

ve vSech integralech je funkce ve tvaru konstanta krat funkce, vyuZijeme tedy druhé vlastnosti (14.)
a konstanty vytkneme pred integral:

3 1 ) 1
7/\/;dx—|—§/smxdx—2/mdx,

. 3 . o S 2
funkci V' x2 si napiSeme ve tvaru mocninné funkce x3.

S vyuzitim vlastnosti jsme ziskali zdkladn{ integrély, které jiz podle vzorci (2.), (6.) a (11.) integrujeme.

Vysledek:
5
1 2 3 1 21 1
/ 7Vx2 4+ Zsiny — —— ) dx = 7x_3 — Zcosx—2arctanx 4+ ¢ = —v/x5 — = cos x — 2arctan x + c.
2 14+ x2 g 2 5 2

Poznamky
Zdkladni integrdly
1. /de =c
xn+1
n _
2. /x dx = ] +c
3. /exdx =e'+c
X
4. /axdx _ +c
Ina
5. /ldx:1n|x|+c
X
6. /sinxdx=—cosx—|—c
7. /cosxdx:sinx+c
8. / 12 dx =tanx + ¢
CcOos? x
9. / .12 dx = —cotx+c
sin” x
1
10. /—dx = arcsinx + ¢
V1 — x?
1
11. /H——xzdx = arctanx + ¢
!
12. /f(x)dx:1n| (x)| +¢
Fx) /
f=fx) g=gk)
13. /(fig)dx:/fdxi/gdx
14, /(k-f)dx :k/fdx,k € R
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

67 - Prima metoda

2x -1 4
Zadani Vypoctéte integral / ( Y11 + 1 — cos? x) dx.

ReSeni Video Teorie: 11, 12, 13 Priklady: 153, 154, 155, 156 @

Integrand je slozen ze souctu funkci, proto opé€t vyuzijeme vlastnosti o integraci souctu funkci (13.), do-
staneme soucet dvou integrali:
2x
et —1
e [
/ *+1 1 —cos?x
Vypocet prvniho integralu:
s vyuzitim vzorce a® — b® = (a — b)(a + b) upravime Citatel

/ (e” _e}‘)-f—ei + 1)dx = / (e* —1)dx,

rozdélime na 2 integraly a pomoci vzorcu pro integrovani (3.), (1.) vypocitime

/(ex—l)dx:ex—x—i—c.

Vypocet druhého integrélu:
vyuzijeme vlastnosti (14.), konstantu vytkneme pred integral, jmenovatel si upravime (cos? x +sin®x = 1)

a podle (9.) integrujeme
4 1
/—dx:4/ - dx = —4cotx +c.
1—cos?x sin? x

Vysledek:

2x
e* —1 4
/(eX~|—1 +1—c052x> dx =e’ —x—4cotx+c.

Poznamky
Zdkladni integrdly
1. /de =c
xn+1
2. "dx =
/x X S +c
3. /exdx =e'+c
X
4. /axdx _ +c
Ina
1
5. /—dx:1n|x|+c
X
6. /sinxdx=—cosx—|—c
7. /cosxdx:sinx+c

1
8. / 5 dx =tanx + ¢
CcOos? x

2

1
9. / . dx = —cotx+c
sin” x

10. X = arcsinx + ¢

—d

/ V1 — x?
1

11. /H——xzdx = arctanx + ¢

f/(x) X =1In X Cc
12. f(x)d — In|f(x)| +

f=fx) g=2g(x)
13. /(fig)dx:/fdxi/gdx
14, /(k-f)dx:k/fdx,keIR
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

68 - Prima metoda Poznimky
-2 . . P
Zadani Vypoctéte integral / —————dx. Zdkladni integrdly
tan x cos- x
Reseni Video Teorie: 11, 12, 13 P¥iklady: 153, 154, 155,156 €9 L / Odx = ¢
1
Vidime integrand ve tvaru zlomku, proto nejdiive kontrolujeme, zda nelze vyuZit vzorec (12.). 2. / x"dx = S +c
1
Vime, Ze (tanx)" = ——. 3. /exdx =e‘+¢
cos? x N
4. / afdx = 1 4 ¢
. « s Ina
Po upravé integrandu dostavame: 1
5. /;dx:1n|x|+c
—2 _ cos? x
/tanxcoszxdx_ _Z/tanxdx' 6. /sinxdx: —cosx +c¢
Tedy plati, Ze derivace jmenovatele je v Citateli a 1ze vyuZit vzorec (12.). 7. / cosxdx = sinx +c
8 ! dx =
Vysledek: : / U I tanx +¢
1
—2 9. / dx = —cotx +c¢
/tanxcoszxdx = —2In|tanx| +c. sin? x
10 / ! dx = arcsinx + ¢
Sviea2T
1
11. / 1+—x2dx = arctanx + ¢
/
X
12. /jjrr((x))dlen|f(x)|+c
f=flx) g=3g(x)
13. /(fig)dx:/fdxi/gdx
14, /(k-f)dx:k/fdx,keIR
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

69 - Linearni substituce, obecné vzorce

Zadani Vypoctéte integraly: / e 3 gy, /

1
o

Reseni Video Teorie: 17 Priklady: 157, 158 Q
Vypocet integrilu / e ¥y,

Integrand je ve tvaru e ¥+, proto k nalezeni primitivni funkce vyuZijeme linedrni substituce vzorec (1.),

varianta (3.), kdea = —3,b = 1.

Vysledek:

/e—3x+1dx _ _%e—3x+1 te

Vypocet integralu

/W

Integrand je ve tvaru

=, proto k nalezeni primitivni funkce vyuZijeme opét linedrni sub-

Va2 — (ax +b)?
stituci vzorec (1.) varianta (7.), kde a = 3 b=-1,d=2.

Vysledek:

/ 1 dx—larcsin?)x_l—kc
4—(Bx—1)2 3 2 '

Poznamky

Linedrni substituce, obecné vzorce

/f(ax+b)dx % (ax+Db)+c
1 (ax + b)"+1
n —_—
2. /(ax+b) dx = pRE—— +c
3. /eax+bdx _ 1 ax+b +c
a
4. / L dx 1ln|ax—|—b|—|—c
+b a
5. /51 +b)dx = —%cos(ax—kb)—l—c
6. /cos (ax +b)d :%Sin(axqtb)—kc
7. /ﬁdx = arcsmd +c
8 /;dx— 1arctanf—kc
' 24+x27"  d d
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

70 - Metoda per partes

Zadani Vypoctéte integral / (—2x + 3) cos 3xdx.

ReSeni Video Teorie: 14, 15 P¥iklady: 159, 160, 161 €3

Integral je ve tvaru / P(x) cosaxdx, coz je integrdl typicky pro vypoet metodou per partes, kde polynom

P(x) derivujeme a funkci cos ax integrujeme.

u=-2x+3 0 =cos3x
u =-2 v:%sirﬁx
Po aplikaci PP :
-2 -2 -2 2
/ (—2x + 3) cos 3xdx = XTH sin3x — / 5 sin3xdx = xT% sin 3x + 3 /sin3xdx.

Dostali jsme jednodussi integral / sin 3xdx, ktery jiz umime vyfesit pomoci vzorcd,

1
/sin3xdx = —3 cos 3x + c.
Vysledek:

/ (—2x + 3) cos 3xdx = #sinf&x - gcos?)x +c.

Poznamky

Metoda per partes
u=u(x) o =7d(x)
u'=u'(x)  ov=0v(x)

/(u-v')dx:u-v—/(u’-v)dx
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

71 - Metoda per partes

Zadani Vypoctéte integral / In? xdx.

ReSeni Video Teorie: 14, 15 P¥iklady: 159, 160, 161 €3

Funkci In? x integrovat neumime, proto musime k vypoctu vyuZzit metodu per partes, kde si integrand napiSeme

ve tvaru soucinu funkce s jednickou : / 1-In® xdx.

Volime
u=In*>x o =1
, Inx
U =2—- v=x
X
Po aplikaci PP :

/lnzxdx:x1n2x—2/xln—xdx:xlnzx—Z/lnxdx.

X

Dostali jsme jednodussi integral / In xdx, ktery feSime opét metodou PP

u=Inx =1

Po aplikaci PP :

/lnxdx:xlnx—/x%dx:xlnx—/ldx:xlnx—x+c.

Vysledek:

/lnzxdx = xInx —2(xInx —x) +c.

Poznamky

Metoda per partes
u=u(x) o =7d(x)
u'=u'(x)  ov=0v(x)

/(u-v')dx:u-v—/(u’-v)dx
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

72 - Substitu¢ni metoda

Zadani Vypoctéte integral / xtan(x? — 2)dx.

ReSeni Video Teorie: 16, 17 P¥iklady: 162, 163, 164 €3

Derivace vnitfni funkce je rovna (aZ na ndsobek) druhé funkci v soulinu, (x2 —2) = 2x, vyuZijeme
tedy substituce:

2 —2=t
2xdx = dt
xdx = 1dt‘
2

Po aplikaci:

/xtan(x2 —2)dx = %/tan tdt.

sint

dt.

Dostali jsme integral / tan tdt, ktery si napiSeme ve tvaru / ;
cos

VSimneme si, Ze derivace jmenovatele je v Citateli (liSi se pouze konstantou), proto tento integril feSime
/

X
),
f(x)

pfimou metodou s vyuZitim vzorce / = In|f(x)| + ¢. Do nalezené primitivni funkce vratime

substituci.

Vysledek:

/xtam(x2 —2)dx = —% In | cos(x® —2)| +c.

Poznamky

Substituce typu ¢(x) =t

| Flo)g'(x)dx = [ floys

Postup
1. ozna&ime substituci @(x) = ¢
2. rovnost diferencujeme: ¢’ (x)dx = dt

3. v integrilu

/f(q)(x))q)'(x)dx nahra-

dime za ¢(x) proménnou f a za vyraz
@' (x)dx diferencidl dt

4. feSime integral / f(t)dt proménné ¢

5.do nalezené primitivni funkce vratime
substituci F(t) +c = F(¢(x)) +¢
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

73 - Substitu¢ni metoda Poznémky
arcsin x .
Zadani Vypoctéte integral / —dx. Substituce typu ¢(x) =t
yp g 1-
! —
Reen Video Teorie: 16, 17 Piiklady: 162, 163, 164 €3 /f((/’(x))‘/’ (x)dx = /f(t)dt
: " funkei: . 1 q . edné f : .
Integrand je ve tvaru soucinu dvou funkci: / arcsin x—l__x2 x. Derivace jedné funkce je rovna druhé Postup
funkci v soucinu, (arcsin x)’ = Nira vyuZzijeme tedy substituci: 1. oznatime substituci ¢ (x) = ¢

arcsinx =t

) 2. rovnost diferencujeme: ¢’ (x)dx = dt

—2dx = dt
l—x 3.v integralu /f((p(x))(p’(x)dx nahra-
Po aplikaci: di « .
ime za @(x) proménnou f a za vyraz
1 @' (x)dx diferencidl dt
arcsin X ————=dx = /tdt.
/ V1—22
Ziskali jsme tabulkovy integral, ktery jiZ umime pomoci vzorce vypocitat. 4. feSime integral / f(t)dt proménné ¢
Jf — t2 5.do nalezené primitivni funkce vratime
/t b= 5T substituci F(t) +c = F(¢(x)) +¢

Do nalezené primitivni funkce vratime substituci.

Vysledek:

arcsin x arcsin? x

= +c.

T T2
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

74 - Substitu¢ni metoda

Zadani Vypoctéte integral / sin v2x + 3dx.

ReSeni Video Teorie: 18 P¥iklady: 165 €3

V prvnim kroku potifebujeme odstranit odmocninu z argumentu funkce sinus.

2x +3 =141
x_#—s
2
dx = tdt

Po nahrazeni novou proménnou:
/sin V2x + 3dx = / tsin V2dt = / t sin tdt.

Novy integrdl proménné f je ve tvaru / P(t) sin atdt, ktery feSime pomoci metody per partes.
u=t v =sint
u'=1 ©v=—cost
Po aplikaci PP a piimé metody:
/tsintdt = —tcost+ /costdt = —tcost+sint +c.
Do nalezené primitivni funkce vratime substituci t = V2x + 3.

Vysledek:

/wn0x+wx:—¢%+3amwn+3+gnwn+3+a

Poznamky

Substituce typu x = ¢(t)

[ fdx= [ flo(t)g (tyat

Postup
1. ozna&ime substituci x = @(t)
2. rovnost diferencujeme: dx = ¢’ (t)dt

3. vintegrélu / f (x)dx nahradime promén-

nou x funkci ¢(t) a diferencidl dx vyra-

zem ¢’ (t)dt

4. fe§ime integral /f(go(t))(p'(t)dt pro-
ménné ¢

5.do nalezené primitivni funkce vratime
substituci F(t) +c = F(¢~}(x)) 4+ ¢
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

75 - Integrace raciondlni lomené funkce

xt42

dx.
x—lx

Zadani Vypoctéte integral /

Reseni Video Teorie: 19 Piiklady: 167, 168, 169 €3

V (itateli funkce je stupeni polynomu roven Ctyfem, a polynom ve jmenovateli je 1. stupné. Stupeni ve
jmenovateli je mensi, polynomy tedy Ize délit. Délime tak, Ze vZdy vezmeme v Citateli ¢len s nejvy$$i mocninou
a vydélime ¢lenem s nejvyS$i mocninou ve jmenovateli. Dal$im krokem je vyndsobeni vysledku ziskaného déleni
se jmenovatelem a odecteni od piivodniho polynomu v Citateli (sniZime stupen Citatele). Provedeme kontrolu, zda
ziskany polynom je jiZ niz§itho stupné neZ polynom, kterym délime. Pokud ano, jednd se o zbytek (ryze lomena
funkce), pokud ne, musime délit déle.

(x4+2):(x—l):x3—|—x2+x+1+i

x—1

—(x4—x3)

x> 42

—(x3—x2)

x% 42

—(x* —x)

x+2

—(x—=1)

3

4
/x +2dx:/ Pl ixile 2V
x—1 x—1

Vyuzitim vlastnosti a vzorctl feSime 5 tabulkovych integrald.

Po d€leni

Vysledek:

x_ldx:Z+?+?+x+3ln|x—l|—|—c.

/x4+2 xt 8 %2

Poznamky

Raciondlni lomend funkce

Neryze lomend raciondlni funkce

P, (x)

R(x) = Om(x)’

n>m

e kazdou neryze lomenou raciondlni funkci
lze délenim upravit na soucet polynomu a
ryze lomené raciondlni funkce
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

76 - Integrace raciondlni lomené funkce Pozndmky
x+2
Zadani Vypoltéte integrdl | ————dx. Postup
adani ypoceemegra/x2+x—6 X
Re3eni Video Teorie: 20 Piiklady: 170, 171,172 ¢ || 1-najdemekofeny polynomu ve jmenovateli

Funkce je ryze lomend, rozloZime ji na parcidlni zlomky. Jmenovatel rozloZime na kofenové Cinitele,

X +x—6=(x—2)(x+3).

x+2 A B
T kladu : = .
var roziiadd (x —2)(x+3) x—2+x+3

Vyndsobime vyrazem (x — 2)(x + 3),

x+2=A(x+3)+B(x—-2).

Vyuzijeme dosazovaci metodu:

xX=2: 4=5A = A=

x=-3: -1=-5B = B=

Resime tedy 2 integraly dle prvniho vzorce v ,,Poznamkach®.

x+2 4 1 1
[ aveet=5) a5/

Vysledek:

2 4 1
/de:gln|x—2|+gln\x+3\+c.

xX24+x—6

1| = Q1| =~

2. napiSeme predpoklddany tvar rozkladu

3. celou rovnici rozkladu vynasobime poly-
nomem ve jmenovateli

4. nalezneme koeficienty rozkladu:
srovnavaci metodou, dosazovaci metodou
nebo kombinaci t€chto metod

Integrace parcidlnich zlomku

/ A dx=Aln|x —a| +c

X—a
/de— A +c

(x—a)k " (1—-k)(x—a)k1 7
k>?2

/de:Bln]x2+px+q\+c

x2+px+gq

/%dx = Earc’c:clr1Lp/2+c,
xX-+px+q a a
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

7'l - Integrace raciondlni lomené funkce

Poznamky

—3x+1
Zadani Vypoctéte integral / " xt dx.

24 4x+4

Postup

ResSeni Video

Funkce je ryze lomend, rozloZime ji na parcidlni zlomky. Jmenovatel rozloZime na kofenové Cinitele,

X’ +ax+4=(x+2)>2
B
(x+2)*

A

—3x+1
x—1—2+

(x+2)2

Vynésobime vyrazem (x 4 2)2,

Tvar rozkladu :

—3x+1=A(x+2)+B.

Vyuzijeme kombinaci dosazovaci a srovnavaci metody:

Teorie: 20 P¥iklady: 170, 171, 172 @ 1. najdeme kofeny polynomu ve jmenovateli

2. napiSeme predpoklddany tvar rozkladu

. celou rovnici rozkladu vynasobime poly-
nomem ve jmenovateli

. nalezneme koeficienty rozkladu:
srovnavaci metodou, dosazovaci metodou
nebo kombinaci t€chto metod

Integrace parcidlnich zlomku

/

A

dx=Aln|x —a| +c

x=-2:7=B8B X —u
X 1=24A+B = —6=2A = A=-3 A A
. , ) ) o /—kdx: 1 T 6
Resime tedy 2 integraly dle prvniho a druhého vzorce v ,,Pozndmkach*, (x —a) (1—Fk)(x—a)
—3x+1 1 1 k=2
——d :—3/ d 7/—d :
/x2+4x—|—4 * x+2 e (x +2)2 *
Vysledek: B(2
yiede /de:Bln]x2+px+q\+c
x“+px—+q
—3x+1 7
/—dx:—3ln|x—|—2|———|-c.
x2+4x+4 x+2 c C X412
/2—dx:—arctan—p+c,
xX-+px+q a a
2
a= q—p—
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78 - Integrace raciondlni lomené funkce

Zadani Vypoctéte integral / md

ResSeni Video

Teorie: 20 P¥iklady: 170,171,172 €.3

Funkce je ryze lomend, rozloZime ji na parcidlni zlomky. Jmenovatel md dva komplexné sdruzené ko-

reny.

x _ B(2x+3) C

T kladu : = '
var rozkladu 2 13r 14 x2—|—3x+4+x2+3x+4

Vyndsobime vyrazem (x> 4 3x + 4),

= B(2x+3) +C.

VyuZzijeme srovnavaci metody:

: 0=3B+C = C=-3

3
2

Pocitdme tedy dva integrély dle tfettho a ¢tvrtého vzorce v ,,Pozndmkach®,

/— / 2x +3 ——/—dx
x2+3x+4 2 x2+3x+4 2) x2+3x+4

2
7
Jmenovatel druhého integrandu si upravime na tvar (x + E) + T

Vysledek:

/ X iy _In (x> +3x +4)
x2+3x+4 2 V7

3
— —— arctan

Poznamky

Postup
1. najdeme kofeny polynomu ve jmenovateli
2. napiSeme predpokladany tvar rozkladu

3. celou rovnici rozkladu vynasobime poly-
nomem ve jmenovateli

4. nalezneme koeficienty rozkladu:
srovnavaci metodou, dosazovaci metodou
nebo kombinaci t€chto metod

Integrace parcidlnich zlomku

/ A dx=Aln|x —a| +c

X—a
/de— A +c

(x—a)k " (1—-k)(x—a)k1 7
k>?2

/de:Bln]x2+px+q\+c

x2+px+gq

/%dx = Earc’camLp/2 +c,
+px+q a a
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79 - Integrace goniometrickych funkci Poznimky

s 7, V.V . z 2 7 5
Zadani Vypoctéte integral /COS x sin” xdx. Vypocet integrdlii typu /sinm x cos” x dx,

kdem,n € Z

ReSeni Video Teorie: 21 P¥iklady: 173,174 €3

' ' ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1. m je liché = substituce cosx =t
Integrand je typu / sin™ x cos” x dx, kde u funkce kosinus je sudd mocnina a u funkce sinus lichd, tu-

diZ vyuZijeme substituci (viz 1.): 2. n je liché = substituce sinx = ¢
cosx =t 3. m i n sudé, alespoii jedno zaporné
—sinxdx = dt = substituce tan x = t, pak
. t 1
sinx = ——, cosx =

V1412 V142

4. m i n sudé nezaporné

Musime si integrand upravit tak, aby byl sloZen pouze z funkce cos x a jedné funkce sin x:

/cosz ¥ sin® x sin xdx — /COSZ x(1- cos2 x)2 sin xdx. = vyuZiti vzorcl na dvojnasobny uhel:
.9 1 —cos2x
sin®x = ———
Po aplikaci substituce:
2 1+ cos2x
t3 t5 t7 COS™ X = —2
—/t2(1 — 2)2%dt = —/(t2—2t4+t6)dt =-3 2z - +e

Do nalezené primitivni funkce vratime substituci.

Vysledek:

COS3 X COS5 X COS7 X

3+25_7

/ cos? x sin® xdx =
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80 - Integrace goniometrickych funkci Poznimky

s 7, v,V . , . 2
Zadani Vypoctéte integral /sm X cos xdx. Vypocet integrdlii typu /sinm x cos” x dx,

kdem,n € Z

ReSeni Video Teorie: 21 P¥iklady: 173,174 €3

. ) ) .. . . 1. m je liché = substituce cosx =t
Integrand je typu / sin™ x cos” x dx, kde u funkce kosinus je lichd mocnina a u funkce sinus sudd, tu-

diZ vyuZijeme substituci (viz 2.): 2. n je liché = substituce sinx = ¢
sinx =t 3. m i n sudé, alespoii jedno zaporné
cos xdx = dt = substituce tan x = t, pak
. t 1
sinx = ——, cosx =

V1412 V142

4. m i n sudé nezaporné

Po aplikaci substituce:

> t3 = vyuziti vzorct na dvojnasobny uhel:
todt = — +c.
3
) 1 — cos2x
sin“x = —
Do nalezené primitivni funkce vratime substituci.
2 1+ cos2x
Ccos”“ x = —
Vysledek:
.. 2 Singx
sin” x cos xdx = 3 +c.
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81 - Integrace goniometrickych funkci

Poznamky

sin? x
5 dx.
Ccos® x

Zadani Vypoctéte integral /

Vypodet integrdlii typu / sin™ x cos” x dx,

ResSeni

Integrand je typu

vyuZijeme substituci (viz 3.):

sin™ x cos” x dx, kde u obou funkci jsou sudé mocniny a jedna je zépornd, tudiz

kdem,n € Z
Video Teorie: 21 Piiklady: 173,174 €9

1. m je liché = substituce cos x =t

. n je liché = substituce sinx = ¢t

tanx =t 3. m i n sudé, alesponi jedno zaporné
1 = substituce tan x = ¢, pak
5 xdx =dt ) 1
cos SINX = —/———, COSX = —(/———
V1412 V12
Integrad si upravime: 4. m in sudé nezaporné
= vyuziti vzorct na dvojnasobny uhel:
.4
sin™ x 1
/ g dx = /tan4 X——————dx. .2 1 — cos2x
cos® x COS~ X COS“ X sin“x = —
o . 2 1+ cos2x
Po aplikaci substituce: Ccos“ x = —
4 ) t5 t7
tF(1+t9)dt = —+ — +c.
i
Do nalezené primitivni funkce vratime substituci.
Vysledek:
/ sin® x dx — tan®x  tan” x c
cos8x 5 7 '
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82 - Integrace goniometrickych funkci

Zadani Vypoctéte integral / sin? x cos® xdx.

ReSeni Video Teorie: 21 P¥iklady: 173,174 €3

Integrand je typu [ sin™ xcos” xdx, kde u obou funkci jsou sudé nezdporné mocniny, tudiZ vyuZi-

jeme goniometrickych vzorct (viz 4.):

1-— 2 1 2 1
/sinzxcoszxdx: /( czos x) < +C208 x) dx = Z/(l—c0522x)dx.

Opét vyuzijeme stejného vzorce:

1 ’ 1 1+ cos4x
Z/(l—COS 2x)dx- Z/ (1 T) dx.

Vyuzitim zakladnich integracnich vzorct spocitdme.

Vysledek:

.2 2 x  sindx
dx = = —
/sm xcos” xdx = ¢ o

Poznamky

Vypocet integrdlii typu / sin™ x cos” x dx,
kdem,n € Z

1. m je liché = substituce cos x =t

2. n je liché = substituce sinx = ¢

3. m i n sudé, alesponi jedno zaporné
= substituce tan x = ¢, pak

V142

4. m i n sudé nezaporné
= vyuziti vzorct na dvojnasobny uhel:

1
V12

sinx = cosx =

sin? x — 1 —cos2x
2

2 1+ cos2x

os™X = ————
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83 - Integrace goniometrickych funkci

-3
Zadani Vypodtéte integral | —————dx.
i Vypoctéte integra /2—|—cosx

ReSeni Video Teorie: 22 Priklady: 175 @

Integrandem je raciondlni funkce obsahujici goniometrické funkce, vyuZijeme tedy univerzilni substi-
tuci:

— — 2 —
/—3dx=/ - st = [ © it
2+ cosx 2+L—r_§21+t 3+t

. 1 X
VyuzZitim obecného vzorce / dx = — arctan — + ¢ spocitame:
a a

a? +

x2
/_6 dt—_—6arctani—|—c
3+ V3 VR

Vratime substituci a dostdvame vysledek:

— 3tan £
/—3dx = —Zﬁarctan@ +c.
2+ cosx

Poznamky

Vypocet integrdlii typu / R(sin x, cos x)dx,
kde R(u,v) pfedstavuje raciondlni funkci dvou

proménnych # = sinx av = cos x

Univerzdlni substituce

tan > = t,x € (—m, m)

2
sinx = 2t
142
N 1—¢2
COS = —=
1412

x = 2arctant

dx = dt

1412
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84 - Integrace goniometrickych funkci

1

—dx.
sin x

Zadani Vypoctéte integral /

ReSeni Video Teorie: 22 Priklady: 175 @
1. zptisob feSent:

Integrandem je raciondlni funkce obsahujici goniometrickou funkci, vyuZijeme univerzalni substituci:

1 1+ 2 1
/gnxx 2 1412 f

Vyuzitim zdkladniho integracniho vzorce spocitdime a vratime substituci:

1
/?dtzln]t\+c:ln‘tang‘ +c.

2. zpusob fesent:

Integrand je typu / sin” x cos” x dx, kde u funkce sinus je lichd& mocnina, tudiz vyuZijeme substituci
cosx = f.

Integrand si upravime:

/ 1 dx:/smxdx: sin x Jr — dt

sin x sin? x 1 — cos? x 1—1¢2°

RozloZime na parcidlni zlomky a po nalezeni primitivni funkce vratime substituci:

1 1 1 1
— ==1 —1]— =1 1 :
/(2(1‘—1) 2(t—|—1))dt 2n|cosx | 2r1|c:osx+ |+c

Poznamky

Vypocet integrdlii typu / R(sin x, cos x)dx,
kde R(u,v) pfedstavuje raciondlni funkci dvou

proménnych # = sinx av = cos x

Univerzdlni substituce

x
tanE =tx € (—mmn)

sinx = 2t
142
N 1—¢2
COS = —=
1412

x = 2arctant

dx = dt

1412
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835 - Integrace iraciondlnich funkci

3
Zadani Vypoctéte integral / —dx.
P S =142

ReSeni Video Teorie: 18 Piiklady: 165, 176 €3

Integrand obsahuje vyraz v ax + b, vyuZijeme substituci:

2x—1=1¢
3

dx = ~#dt
Y=3

Dostavame:
3 9t2
R .
V2x —1+2 2(t+2)
Ziskali jsme raciondlni lomenou funkci, kde v Citateli je stupenl vétSi nez ve jmenovateli, musime délit:

912 9 4 9 /[t
T gt=2f(t—2+ " Ndt=2(——2t4+4In|t+2 :
/2(t+2)d 2/( +t+2)d 2<2 +ant+ ‘)“

Vratime substituci a dostdvdme vysledek:

3 9 (Y (2x—12 _, ;
-  dx=- | Y—— L 2V2x—14+4In|V2x —-1+2| | +c.
/\3/2x—1+2 2( 2 | |

Poznamky

Iraciondlni funkce integrujeme vétSinou substi-
tu¢ni metodou.

a) integrand obsahuje vyraz vax + b
= substituce ax + b = t"

b) integrand obsahuje vice odmocnin s riiznymi
odmocniteli Vax + b, %ax +b,...

= substituce ax + b = t", kde n je nejmensi
spole¢ny nédsobek Cisel 111, 1o, ...

c) integrand obsahuje vyraz \/ a2 — b2x?
= goniometrickd substituce bx = asint nebo
bx =acost
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86 - Integrace iraciondlnich funkci

v dx.
VX +2

Zadani Vypoctéte integral /

ReSeni Video Teorie: 18 Piiklady: 165, 176 €3

Integrand obsahuje vice odmocnin s riiznymi odmocniteli, vyuZijeme substituci (viz. b)):

X = t4
dx = 43dt

Dostavame:
P t2
/ Ve 4/ —— 34t
Vx+2 t+2
Ziskali jsme raciondlni lomenou funkci, kde v Citateli je stupenl vétsi neZ ve jmenovateli, musime délit:

t+2 5 2 3

32 A S S
4/(t4—2t3+4t2—8t+16——)dt:4(———+——4t2+16t—321n|t+2|)+c.

Vratime substituci a dostdvdme vysledek:

VX Vxd x4V

Poznamky

Iraciondlni funkce integrujeme vétSinou substi-
tu¢ni metodou.

a) integrand obsahuje vyraz vax + b
= substituce ax + b = t"

b) integrand obsahuje vice odmocnin s riiznymi
odmocniteli Vax + b, %ax +b,...

= substituce ax + b = t", kde n je nejmensi
spole¢ny nédsobek Cisel 111, 1o, ...

c) integrand obsahuje vyraz \/ a2 — b2x?
= goniometrickd substituce bx = asint nebo
bx =acost
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87 - Integrace iraciondlnich funkci

Zadéni Vypoitéte integrdl / V9 — 16x2dx.

ReSeni Video Teorie: 18 P¥iklady: 165,177 €3

Integrand obsahuje /a2 — b2x2, vyuZijeme substituci (viz. c)):

4dx = 3sint
4dx = 3 cos tdt

Dostavame:

/\/9—16x2dx:Z/\/9—9sin2tcostdt /\/ 1—sm t) costdt = /3cos tdt.

Ziskali jsme integrdl gonimetrické funkce se sudou mocninou, musime vyuZit vzorce pro dvojndsobny thel:

9 2.0, 9 9 sin 2t 9 2sintcost
A_L/COS tdt—g/(1+cos2t)dt—§<t+ 5 )—I—C—8<t+ > )+c

9
=3 <t+sint\/(1 — sin? t)) +c.

Vratime substituci a dostdvame vysledek:

9 4 4 16x2 9 4
/\/9—16x2dx:§(arcsm—x—|——x 1——x)+C:—arcsin—x+E 9 —16x2 +c.

3 3 9 8 3 2

Poznamky

Iraciondlni funkce integrujeme vétSinou substi-
tu¢ni metodou.

a) integrand obsahuje vyraz vax + b
= substituce ax + b = t"

b) integrand obsahuje vice odmocnin s riiznymi
odmocniteli Vax + b, %ax +b,...

= substituce ax + b = t", kde n je nejmensi
spole¢ny nédsobek Cisel 111, 1o, ...

c) integrand obsahuje vyraz \/ a2 — b2x?
= goniometrickd substituce bx = asint nebo
bx =acost
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88 - Urcity integral,vypocet a vlastnosti

T
Zadani Vypoctéte integral / ((4 — x)? + cos 2x)dx.
0

Reseni Video Teorie: 24 Piiklady: 182 €3

Integrand upravime a s vyuzitim vlastnosti dostaneme soucet 4 integralti:

T 7T 7T T 7T
/(16—8x+x2+cos2x)dx = 16/dx—8/xdx+/xzdx—i—/cos2xdx.
0 0 0 0 0

Vsechny integraly jsou tabulkové, tzn. umime nalézt primitivni funkci. VyuZijeme tedy N-L formuli.

r / i f 317 in2x17™
16/dx—8/xdx-|—/dex-I—/costdx = 16[x]T — 4[x*]T + [%] + [sm x}
0

2 o
2 o 2, O
=16(r—0) —4(r°—0) + (?—0) +(0—-0) =167 —4r +3-
Vysledek:
T
73
/ ((4 — x)? + cos 2x)dx = 167 — 4% + 3
0

Poznamky

Newtonova-Leibnizova formule
b
[ Flxdx = [F)L = Fo) — F(a)

Vlastnosti

f=fx) g=g(x)

a)/b(f—l—g)dx:/bfdx+/bgdx

b)/bcfdx:c/bfdx



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#UINTvyp
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

89 - Urcity integral sudé a liché funkce

S

Zadani Vypoctéte integrély: / tan xdx, / —dx

N:l

Reseni Video Teorie: 25 Piiklady: 183 €3

Vypocet integralu [ tan xdx:

|
b \N:I

Funkce tangens je na intervalu (—Z7,7) lichd, tudiz vyuZijeme vlastnosti uritého integrlu pro lichou
funkci (viz. b)) a vime tedy, Ze integrél je roven O.

Ovéfime:

tanxdr = [ 0% gy = —[In| cosx\]%

iy

2

=8

COs x

= — (lng—ln£> =0.

|
=N \Mu

b

1 X 4
Vypocet integralu / ?dx:
1

Funkce %4 je na intervalu (—1,1) sudd, tudiZ vyuZijeme vlastnosti ur¢itého integrdlu pro sudou funkci
(viz. a)):
1 1 1
x x 1
/ 2 / 2 b=351-0)
-1 0

Poznamky

Vypocet integrdlu sudé a liché funkce

a) sudd funkce: /f(x)dx = Z/f(x)dx

a
b) lichd funkce: /f(x)dx

=0

=
I
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90 - Metoda per partes pro urcité integraly

2
Zadani Vypoctéte integral / In x%dx.
1

ReSeni Video Teorie: 26 Priklady: 184 {:}

Integrand je sloZend funkce, zkusime vyuZzit metody per partes:

u=Inx*> o =1
u = 2 V=X
X
Po aplikaci PP :
2 2
/lnxzdx = [xInx?]? — /de =2In4 —In1—2[x]? =2In4 —2(2 - 1).
1 1
Vysledek:

2
/lnxzdx =2(In4—1).
1

Poznamky

Metoda per partes pro urcity integrdl

u=u(x) o =7d(x)
u'=u'(x)  ov=0v(x)

b b
/(u 0 )dx = [u -]l — / (u' - v)dx
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91 - Substitucni metoda pro urcité integraly Poznimky
L. . f D) Substitucni metoda
Zadani Vypoctéte integral / X cos x“dx.
0 p ¢(p)
! _
Rezent Video Teorie: 26 Piklady: 185, 186 € / flo@))g(x)dx = | f(t)dt
& ¢(a)
Integrand je ve tvaru soucinu dvou funkci, kde derivace vnitini funkce je pfimo druhd funkce soulinu (li- Po zavedeni vhodné substituce musime
Sici se pouze konstantou), vyuZijeme tedy substituci: urcit nové meze.
x> =t
2xdx = dt

Musime pfepocitat meze pro novou proménnou £:

dolni mez: 0 +— 02 =0

hornf mez: 77 — 71°

Po aplikaci:
2

T 7T

1 1
/xcosxzdx =3 /Costdt = E[sint]gz = ~(sin7t® - 0).
0 0

Vysledek:

7T . )
2 SIN 7T
xXcosx“dx = .
0

2
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92 - Substitu¢ni metoda pro urcité integraly

X.

X
——d
vVx+1+1

8
Zadani Vypoctéte integral /
3

ReSeni Video Teorie: 26 Priklady: 185, 186 Q
Jedna se o integral obsahujici odmocninu. VyuzZijeme substituci:
x+1="#
dx = 2tdt

Musime pfepocitat meze pro novou proménnou t:
dolnimez: 3 +— v3+1=2
horni mez: 8 — v8+1 =23

Po aplikaci:

8

; 2—1

x J—
—dx:/Zt

3/\/JH—l—l ) t+1

; B 273 27 9 /8 4
:2 —_ — _—— — — _ = — _— = .
dt 2/t(t 1)dt = 2 {3 2]2 2(3 ; (3 2))

Vysledek:

Poznamky

Substituce typu x = ¢(t)

p 9~ (B)
[foax="[ flow)g v
2 p (@)

Po zavedeni vhodné substituce musime
urc¢it nové meze.
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

93 - UrcCity integral, racionalni lomena funkce

12x 46
x2+x+6)

3
Zadani Vypoctéte integral / 0 X.
1

Reseni Video Priklady: 187 V{:}

Funkce je ryze lomend, rozloZime ji na parcidlni zlomky. Jmenovatel ma dva komplexné sdruzené ko-
feny a jeden dvojnasobny redlny koren roven 0.

12x + 6 A B
T kladu : =—4
vat rozRiadu x2(x2+x+6) x T2 x2+x+6

Vynésobime x? (x> + x + 6)

C(2x+1) D
x2+x+6

12x +6 = Ax(x* + x +6) + B(x?2 + x +6) + C(2x + 1)x* + Dx?

VyuZijeme srovndvaci metody:

1 1
x> 0=A+2C = C=-;A = C=—
3
x>: 0=A+B+C+D = =5
x': 12=6A+6B = A=1
x’: 6=6B = B=1
3 3 3 3 3
/ L2r+o dx = 1dx+/1dx—1/ 2r+1 dx—3/ 1 dx = [In|x|]3
/ x2(x2 + x + 6) _1 X ) x2 21 x2+x+6 21 x2+x+6 !
3
1
—{1]3— [ln(x2+x—|—6)]3— alrc’canz(x—i_z> —ln3—1+1—1(ln16—ln8)
X1 1 /23 V23 3 2

Poznamky

Integrace parcidlnich zlomkii

b
/ A dx = A-[In|x —a|]8

X —«K

a

b b

/(x fa)kdx: [(1—k)(f—a)k—1 A

a

k>2

b

b
/de = B [In|x* + px +q]];

x2+px+gq
a

b
/%dx: c. {arctanx—'_p/z}
X+ px+q m m
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

94 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

Zadani Znazornéte graf funkce y = —x2 4 5x + 2 a vypotitejte obsah plochy ohrani&ené touto funkci, osou x

Poznamky

Obsah  krivocarého

lichobéinika

apfimkamix = -2 a x=—1.

pro nezdpornou funkci f(x) na (a,b)

ResSeni

Znazornime si plochu, jejiZ obsah mdme urcit:

Video Teorie: 27 Piiklady: 188 €3 b
P = / f(x)dx
a

Obsah  kiivocarého  lichobéinika
pro zdpornou funkci f(x) na (a,b)

P = —/f(x)dx

a

Z grafu vidime, Ze funkce je na intervalu (—2, —1) zdporna:

-1 -1

-2 -2

4 2 -1
— (L [ (P 5 — e = | 2 (1 >, ,_
pP= /( x+5x+2)dx—/(x 5x Z)dx—[4 5 Zx]_z—(4 2+2

(4—10+4)):£.
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

95 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

Zadani Znazornéte graf funkce y = —x2 4 5x + 2 a vypotitejte obsah plochy ohrani&ené touto funkci, osou x
apfimkamix =1 a x=2.

Reseni Video Teorie: 27 Priklady: 188 Q

Znazornime si plochu, jejiZ obsah mdme urcit:

Z grafu vidime, Ze funkce je na intervalu (1,2) nezdporna:

2 2
4 2
5 1 5 23
P:/(—x3+5x+2)dx: D2 Gox| = (—44+10+4- (—24+242) ) =2
172 . 172 1

1

Poznamky

Obsah  kiivocarého  lichobéinika
pro nezdpornou funkci f(x) na (a,b)

P = /bf(x)dx

Obsah  kiivocarého  lichobéinika
pro zdpornou funkci f(x) na (a,b)

P = —/f(x)dx

a
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

96 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

Zadani Znazornéte graf funkce y = —x? 4 x 4 2 a vypocitejte obsah plochy ohrani¢ené touto funkci, osou x
apfimkamix = -2 a x=1.
Reseni Video Teorie: 27 Priklady: 189 Q

Znazornime si plochu, jejiZ obsah mdme urcit:

Z grafu vidime, Ze funkce na intervalu (—2, 1) méni znaménko, musime proto uréit zvlast' obsah &ésti pod osou
x a nad osou x, uréime si prisecik s osou x na intervalu (—2,1):

—1++v1+8
X192 = _—2+ = hledany prusecik je x = —1.

7 ; x> x? - x3 2 !
Pz—/(—x2+x+2>dx+/(—x2+x+2)dx= [————Zx] + [———l———l—Zx]
7 -2 -1

1 1 8 1 1 1 1 11 10 31
—(—5—5“—(‘5‘“‘0)*(‘5*5”‘(5*5—2»—z+§—z

Poznamky

Pokud funkce méni znaménko, je nutno brat
¢asti nad osou x kladné a Casti pod osou x
zaporné.

Obsah krivocarého lichobéznika

b

P= [ Ifx)lax

a
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

97 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

Znazornime si plochu, jejiZ obsah mdme urcit:

Z grafu vidime, Ze plocha je ohrani¢ena shora funkci y = —x + 2 a zdola kvadratickou funkci y = x
potfebujeme urcit interval omezujici dany utvar, tzn. ur¢ime si praseciky funkei:

—x+2=1x%*—x—2 = felime tedy kvadratickou rovnici x> —4=0,

hledané priseciky jsou x; = —2,xp = 2.

2
P:/(—x—i—Z—(xZ—x—Z))dx:
2

"\’\N

3

2

3 2
(—x* 4+ 4)dx = [—%+4x] :—§+8— (§—8>
-2

Zadani Vypoctéte obsah rovinného obrazce (danou plochu zndzornéte) ohrani¢eného kiivkami y = x> —x—2,
y=—x+2
Reseni Video Teorie: 28 Piiklady: 190, 191 €9

—x — 2,

Poznamky

Obsah krivocarého lichobéZnika ohranice-
ného dvéma funkcemi

pokud plati: f(x)
(a,b)

> ¢(x) na intervalu

b
= P= [ (f(x) — g(x))dx.

kde a, b jsou pruseciky funkci,

tzn. fe§ime rovnici f(x) = g(x)
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

98 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

y =asint, t € (0, 7).

Zadani Vypoctéte obsah rovinného obrazce (danou plochu znazornéte) ohranic¢eného kfivkami x = 2asinf cost,

ReSeni
Znazornime si plochu, jejiZ obsah mdme urcit:

X = 2asintcost, y

Video Teorie: 28 Piiklady: 192 €3

=asint, tc (0;)

Pro vypocet obsahu rovinné plochy ohraniené parametrickymi rovnicemi potfebujeme znat derivaci funkce
X = 2asint cos t:

¢(t) = 2a(cos® t —sin®t) = 2a(1 — 2sin®t).

Dosadime do vzorecku:

T
/2a2(sint — 2sin® t)dt| =
0

7T
P= —2a*[cos t]T — 4112/ (1 — cos? t) sin tdt
0

1 1 4
2 2( L _ = — =2
4aq° + 4a ( 1—1—3 (1 3>)'—361.

9 ) cos®t]”
= |4a” 4+ 4a” |cost —
0

Poznamky

Obsah krivocarého lichobéZnika ohranice-
ného funkci danou parametrickymi rovnicemi

x=g¢(t)ay =y(t). kde t € (&; )

~P= /tp(t)(p(t)dt

114
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

99 - Uziti urCit€ho integralu, délka rovinné krivky Poznimky
Zadani Vypoctéte velikost drahy, kterou urazi bod od t = 0do t = V3 pfi pohybu po kiivce dané parametrickymi Délka oblouku kiivky dané parametric-
kymi rovnicemi x = ¢(t) ay = P(t), kde

rovnicemi x = t%, y = §(t2 —3).

t € (a;p)

ReSeni Video Teorie: 29 Priklady: 195 @

p
L= [\ (@) + ()t

Znazornime si kiivku, jejiz délku mame spocitat:

x =t yzé(t2—3), t € (0,/3)

Pro vypocet délky kiivky dané parametrickymi rovnicemi potfebujeme znat derivace funkci:

@(t) = 2t
. -3 22
plt) = ——+5 =t -1

Dosadime do vzorecku:

V3 V3 V3
t3
_ 2 4 _ n42 — 4 2 — 2 24+ — | —
l_/\/4t Y +1dt_/\/t + 2t +1dt_/,/(t +1)2dt = {3—1—1‘} = 2/3.
0 0 0
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

100 - Uziti urcit€ho integralu, délka rovinné krivky Poznamky
Zadani Vypoctéte délku kiivky y = arcsinx + /1 — x2 pro0 < x < 1. Délka oblouku kiivky na (a; )
Reseni Video Teorie: 29 Priklady: 194 Q b
L= [ 1+ (1))
Znazornime si kiivku, jejiz délku mame spocitat: 7

y = arcsin(x —|—\/1—x2 x€(0,1)

Pro vypocet délky kiivky potiebujeme zndt druhou mocninu derivace funkce:

1 2x )2_1—x

(F) = (\/1 — 2 2/i1-x) 1+x

Dosadime do vzorecku:

1 1 1 v2
= [\ e [ I e [ L e va [P = oAy —a-2va
J / 1+x J V1tx st
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

101 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa Poznimky
Zadani Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci (kolem osy x) oblasti ohrani¢ené funkei y = In x, osou x v (1, e). Objem rotacniho télesa
= b
Reseni Video Teorie: 30 Piiklady: 196,197,198 €2 || v — / £ (x)dx
Znazornime si oblast, ktera bude rotovat: 1 ‘
B 1 0.8
y=1Inx, x € (l,e) 0:6
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 05 L 0.4
3 e 0:2
| x=1 |x=e y 0F P
—————— T b )4
: : : —05 ¢ _08
: : s -1
: - -1
-1 0 2
. -
1 15 1

2 2
x > 3

Oblast je ohranicena pouze jednou funkci, tzn. budeme pocitat integral z druhé mocniny dané funkce.
Dosadime do vzorecku:

e e e
V= 7'(/1r12 xdx = (PP) = mr[xIn®x|$ —27t/lnxdx = (PP) =me — 27 | [xInx]{ — /dx
1 1

1
= e — 2me + 27t[x|] = m(e — 2).
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

102 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa

Poznamky

Znazornime si oblast, ktera bude rotovat:

Zadani Vypoctéte objem télesa, vzniklého rotaci oblasti (oblast nacrtnéte) ohranicené funkcemi y = e*, y = —2e ¥ +3 Objem rotacniho télesa
kolem osy x. b
ReSeni Video Teorie: 30 Priklady: 199 Q V=nr / ) fz(x) _ gz(x) dx,

a

kde a, b jsou pruseciky funkci,

tzn. fe§ime rovnici f(x) = g(x)
2 ¢
| ; 5t 2
i i 1t 1.5
5t !
NG 0
1L -(1).5
: s =15 f .
2t 30
-1 1 27
0
0 2T 1
x=1In2
__1_.,. ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Z grafu vidime, Ze oblast je ohrani¢end shora funkci y = —2e™* + 3 a zdola funkci y = e, potfebujeme ur€it interval
omezujici dany utvar, tzn. ur¢ime si pruseciky funkci:
_ 2 2 —3e* +e
—2e x—|—3:ex:>—x—3—|—ex:0:>—x:O:>2—3ex+e2x:0,
e e

zavedeme substituci e* =  a fe§ime kvadratickou rovnici > — 3t +2 = 0 = x1 =0,x
In2 In2
T / (—2e7 +3) —e¥|dx =7 / (4e~2 —12¢* 49

0 0
2x1In2

=7 {—2e2x +12e™* +9x — %} =7(9In2 —6).
0

1%

=1n2.

— e?)dx



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#UINTapl
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

103 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa

Zadani Vypodtéte objem télesa vzniklého rotaci parametricky zadané funkce x = cos? t, y= sin?t, kde t € <E' 7T>

kolem osy x.

ReSeni Video Teorie: 30 Priklady: 200 @

Znazornime si oblast, ktera bude rotovat:

x = cos?t, y = sin® i
= ,y=sin"t, t € 2,7‘(

coooom

[o'slo NN NI ST toNer)

\
—OOOO

Potfebujeme zndt derivaci funkce x = cos? t:

¢(t) = —2costsint.

Dosadime do vzorecku:

7T 1
1 1

V= —27'(/costsin5 tdt = (substituce: sinf = u) = 27T/u5du = gn[u6](l) =37
0

NN

Poznamky

Objem rotacniho télesa

p
V=7 [ R(6)]g(t)d

o
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

104 - Uziti urcit€ho integralu, obsah rotaCni plochy

Zad4ni Vypo&téte povrch rotaéniho télesa vzniklého rotaci kiivky y = 2+/x pro x € (0;2) kolem osy x.

ReSeni Video Teorie: 31 P¥iklady: 201,202 ¢.3

Znazornime si oblast, ktera bude rotovat:

Yy =RVEEE(02)
3
e - YA RO .o 3 2
2+ !
1} 0
y 0} -1
SRR Lo o -1 F -2
2 2
3t
4
| 2
% : 0z
-1 1 01 2 34

0 X
*1_0.* ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Dosadime do vzorecku:

2 2 2
2
S:4n/\/§\/1+%dx:47t/\/E\/x;rldx:4n/\/x+1dx:gn[(ijl)%]O:gn(\/f—l).
0 0 0

Poznamky

Obsah rotacni plochy

b
s =27 [ fx)\/1+ (F/(x))2dx
f(x) >0



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#UINTapl
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

105 - Uziti urcit€ého integralu, obsah rotaCni plochy

Zadani Vypoctéte obsah rotacniho télesa vzniklého rotaci parametricky zadané funkce x = cos? t, y= sin? t

kolem osy x, kde t € <O, 7§T>

ReSeni Video Teorie: 31 Priklady: 201, 202 Q

Znazornime si oblast, ktera bude rotovat:

Tt
x = cos’t, y = sin’t, t€<0 E>

) 1
: i
05 | 04
02
y 0 0.2
04
—05 1 06
0.8
L i
e ——
0 05 1-1 O 2z 1
X

Potiebujeme urcit druhé mocniny derivaci obou funkci:

(¢(t))? = 4cos® tsin® t

(¢(t))* = 4cos tsin’ t

Dosadime do vzorecku:

sin? tV/ 8 cos? t sin? tdt —ZN\/_/costsm tdt =

S=2m1 .
sint = u

1
) 1
subst. - ‘ = 27t\/§/u3du = V2 [uﬂo = V2.
0

O\wm

Poznamky

Obsah rotacni plochy

:
S:27T/1/J(t)

$(#) =0

2+ (P(t))2dt
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Resené piiklady — Funkce dvou proménnych



Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

107 - Defini¢ni obor Poznimky
In(1 —
Zadani Urcete a graficky zndzornét€ defini¢ni obor funkce z = n{1 —x) : Zlomek
V16 — x2 — y? jmenovatel je rtizny od 0
ReSeni Video Teorie: 33 Priklady: 204-213 Q
Sudd odmocnina
Sestavime omezujici podminky na definicni obor. vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Podminka 1 — x > 0 zaruci existenci logaritmu = x < 1. Jednd se o polorovinu s hrani¢ni pfimkou o rovnici x = 1,
kterd ovSem do defini¢niho oboru nepatii, bude vyznacena ¢arkované.

Logaritmus
Podminka 16 — x> — y> > 0 zajisti existenci druhé odmocniny, podminka /16 — x2 —y2 # 0 vyloudi moZnost dé- argument je kladny
leni nulou. Tyto dvé podminky se daji slou¢it do jediné podminky, 16 — x% — y2 > 0= x>+ y2 < 42, Jedn4 se o kruh se
sttedem v pocatku a polomérem 4. Hrani¢ni kruZnice do defini¢niho oboru patfit nebude, bude vyznacena carkované. Tangens
argument je riizny od 5 +k - 7,
Defini¢nim oborem je pak prtnik obou ploch, na obrazku zluté vyznacena plocha. keZ

Kotangens
argument je rizny od k - 7t,
keZ

QRHHIEGERRS
126020202002
92092030505,
‘,@aaaggg%g
ORISR
T RRIERRRAEX AN
AGGEIRENNNNY

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZ{ v intervalu

(-11)

ARG L L ILRANIN

RN+
GL I 205000 5NN\
IR
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

108 - Defini¢ni obor Poznimky
Zadani Urcete a graficky zndzornété defini¢ni obor funkce z = /y sin x. Zlomek
- jmenovatel je rizny od 0
ReSeni Video Teorie: 33 Piiklady: 204-213 €3
Sestavime omezujici podminky na defini¢ni obor. Podminka ysinx > 0 zaruli existenci odmocniny. Soucin ysinx je Sudd odmocnina
nezaporny, kdyZ jsou oba Cinitelé nezdporni, nebo jsou oba nekladni, tedy vyraz pod odmocninou je
(y>0Asinx>0)V (y <0 Asinx < 0). flezaporny
Jeste je nutné vyfesit nerovnici sin x > 0 resp. sinx < 0, ptdme se, kdy je funkce sinus nezapornd a kdy je nekladna. )
Logaritmus
siny >0 = «xe |J(0+k2m, m+k2m) argument je kladny
kez
Tangens
argument je riizny od 5 +k - 7,
kez
Kotangens
argument je rizny od k - 71,
keZ

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

(-11)
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109 - Vrstevnicovy graf

5x

Zadani Naleznét tevnicovy graf funkce z = ——————.
1 Naleznéte vrstevnicovy graf funkce 2yl

Reseni
Dosadime do zadané funkce z = k, kde k € RR, tedy

Video Teorie: 34, 35 Priklady: 214, 215 {:}

5x 5x 5x 5\° 25
k=———5— = 2441 =" = 242 41=0 = — — 2o 41=
2y f1 Y=g Yoty Tox) TV et

5 5 5\* 25
Vyraz x% — % jsme doplnili na dplny Ctverec, X% — ?x = (x — ﬁ) e
Nynfi je tieba diskutovat konkrétni hodnoty k.
5
1. Pro k = 0 (fez grafu funkce z s ptidorysnou rovinou) dostivame 0 = ﬁ];—i—l = x = 0, vrstevnici je osa y.
5\ , 25
2. Pro k # 0 dostdvame (x — ﬁ) +y = 2 1. Vrstevnicemi budou kruZnice pouze v piipadé, kdy prava strana rovnice
bude vétsi nez 0O,
25 25 5 5 5
= 1 = >1 25 > 4k? 2 == k| < = - -
02 >0 = e = 25>4k = k<4 = ||<2 = ke(2,0>u(0,2)

Poznamky

Hleddme pruniky grafu funkce
s rovinami rovnobéZnymi s
pudorysnou rovinou, tj. dosazu-
jeme z =k, k € R.

Cislo k je mozné volit libo-
volné. OvSem muZe se stit, Ze
pfi nevhodné volbé se plochy
neprotnou.

Seznam prikazi pro Gnuplot:

set view 62,210; set view equal xy
set iso 50; set samp 50

set xrange [-4:4]; set yrange [-4:4]
set ztics 1; set pm3d

set contour both

set cntrparam levels discrete O,
2485, -2.485, 1.25, -1.25, .83,
-.83,.625, -.625

set style increment user

set style line 1 Ic rgb ’black’ Iw 2
set style line 2 Ic rgb 'red’

set style line 3 Ic rgb 'red’

set style line 4 1c rgb "yellow’

set style line 5 1c rgb "yellow’

set style line 6 Ic rgb "green’

set style line 7 Ic rgb *green’

set style line 8 Ic rgb ’cyan’

set style line 9 Ic rgb ’cyan’

set style line 10 Ic rgb *'magenta’
set grid; unset surf; unset key

set xlabel "x"

set ylabel "y"

set zlabel "z"

splot 5*x/(x**2+y**2+1)
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110 - Limita funkce Pozndmky

x+1 x% 4+ x - / <
Zadani Vypocitejte limitu funkce z = M v bodé [—1,0] a dokaZte, Ze limita funkce z = v bodé [0, 0] neexistuje. leltyv funkef deou promen
x+1 X nych feSime vétSinou piimym
L, . . .. dosazenim, nebo se pokusime

Reseni Video Teorie: 36 Piiklady: 216 €2 || 1imitu upravit.

Resime prvni &ast tlohy,

yx+y 0, . y(x +1) y V ptipadé limit funkci dvou

lim —“ = lim = lim

=, —_— = roménnych se spiSe fesi jiny
[x/y]%[_llo] x3 + 1 0 [X,]/]—>[—1,0] (x + 1)(x2 — X + 1) [x/y]—>[—1,0] xz — X _|_ 1 p y p J y

typ dlohy. Dokazuje se, Ze dand

Ve druhé Casti tlohy musime dokézat, Ze limita neexistuje. Na rozdil od funkci jedné proménné, kdy se k limitnimu bodu limita neexistuje.

muZerme bliZit pouze ze dvou stran (zleva a zprava), v pfipadé funkci dvou i vice proménnych se k limitnimu bodu mizZzeme
blizit nekone¢né mnoha zpiisoby. Limita neexistuje v piipadé, Ze jeji hodnota zavisi na volbé priblizovani, i se pro rizné volby
pribliZzovani méni. Pokud ovSem limita na konkrétni volbé pfiblizovéani nezdvisi, pak to jeSté¢ neznamend, Ze existuje.

Zkusme se k limitnimu bodu bliZit po pfimkach prochazejicich pocatkem, tj. volime y = kx, k € R. Dosadime y = kx do

2
funkce z = ;C ix,
y=y . X%+ x 0, y=kx _. X2 +x . x*+x 1
lim =, -“"= lim———=Ilim ——— = lim —,
=00 xy+y 70 =0 kx?2 +kx  x=0k(x2+x)  x—0k
2
limita zavisi na parametru k, pro rizné volby parametru k vyjde rizné. Tzn. limita funkce z = Xty v bodé [0, 0] neexistuje.
_yxty __P4x
B +1 6 Cxy+y

4 50
40
6 » 30
4 3 20
0 % 10

2 0
0 2 1 10
4 -20
z -2 - -30
4 6 2 ity
3 -50

-6 4 -4
3 -5
4 X
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111 - Parcialni derivace Pornamky @ —0
Zadani Urete parcidlni derivace prvniho fadu funkce z = x? sin?(xy?) v bodé [7, 0]. 7 (x") = nx*1
Reseni Video Teorie: 37, 38 Priklady: 217-221 Q 3 (") = ¥
Parcidlni derivace prvniho fadu pocitdime vzhledem k jednotlivym proménnym funkce z. Funkce z je funkci dvou nezd- 4. (a*) = a*lna
vislych proménnych, proménné x a y. Parcidlni derivace tedy budeme pocitat jak podle proménné x, tak i podle proménné y. 1
5. (Inx)" = =
Vzhledem k definici parcidlni derivace budeme postupovat tak, Ze s proménnou, podle které se nederivuje, budeme pra- : 1
covat jako s konstantou. To ale v kone¢ném diisledku znamen4, Ze ve funkci z zlistane pouze jedna nezavisla proménnd. Funkce 6. (log,x)" = “Ina
z se stava funkci jedné proménné. Ale takovou funkci jiz umime snadno zderivovat s vyuzitim formuli 1. az 19.
7. (sinx)’ = cosx
. : 0z 5
Parcidlni derivace P funkce z podle proménné x: 8. (cosx)' = —sinx
jelikoz funkci z derivujeme podle x, pak s proménnou y budeme pracovat jako s konstantou, naSim ukolem je tedy de- 9. (tanx) = 12
rivovat soucin dvou funkci proménné x, funkce x? a sloZené funkce sinz(xyz), kterou derivujeme po jednotlivych slozkach cos 1x
v poradi: druhd mocnina, sinus, xyz; ve vyrazu xy2 je y2 konstanta v soucinu a proto se derivuje pouze x, 10. (cotx)' = ——
sin” x
0z _ 0, 5 .20 2 2 0.2 2 11 (arcsinx)/—#
— = —(x7) - sin“(x X - =—(sin“(x : - A
ox ax( ) (y)+ ax( (]/)) 1—x2
= 2xsin?(xy?) 4 x2 - 2sin(xy?) - cos(xy?) - y* = 2x sin®(xy?) + 2x2y? sin(xy?) cos(xy?). 12. (arccosx)’ = o
5 V1—x?
z
Parcidlni derivace — funkce z podle proménné y: 13. (arctanx)’ = 1
ay 1+ &2
derivujeme zcela analogicky, v tomto pfipadé budeme jako s konstantou pracovat s proménnou x, derivujeme tedy slo- 14. (arccotx) = _%
7enou funkci; x? je konstanta v soudinu, proto se derivuje podle y pouze druhy Cinitel jako sloZend funkce v poradi: druhd X
mocnina, sinus, xy?; ve vyrazu xy> je x konstanta v sou¢inu a proto se derivuje pouze y?, u=u(x) v=ou(x)
0z s 0Z, . 5, o 2 . 2 2 3. 2 2 15. [c-u)l' =c-u
— = x° - —(sin“(xy)) = x° - 2sin(xy”) - cos(xy~) - x2y = 4x’y sin(xy~) cos(xy~).
Y i 16 + o) "+
Poznamenejme, Ze jestliZe derivujeme podle y, tak samoziejmé lze pouZzit formule uvedené v sekci ,,Pozndmky*, sta¢i formalné ' o) =u'+o
misto x psdt y. 17. u-o =v - v+u-o
Parciélni derivace jsou opét funkce dvou proménnych a snadno je vycCislime na zadaném bodé pfimym dosazenim:
uy weo—u-v
18. —| =
0z 0z 2
=-(m,0) =0, ==(m,0)=0. M v
x Yy 19. [u(v)] =u'(v) -
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112 - Parcialni derivace

Zadani Urlete parcidlni derivace druhého fadu funkce z = x¥ v bodé [1,1].

ReSeni Video Teorie: 37, 38 Piiklady: 217-221 €3

Nejdiive uréime parcidlni derivace prvniho fadu,

derivace podle x, derivujeme mocninou funkci podle vzorce €. 2. > yxY -1
%)
derivace podle y, derivujeme exponencidlni funkci podle vzorce C. 4. £ =x¥Inx

K urcent parcidlnich derivaci druhého fadu je tfeba parcidlni derivace prvniho fadu jako funkce dvou proménnych opét derivovat
jak podle x, tak i podle y,

%z 9 [0z d
- [ Z) = = y—1y _ y—2
ox2  ox (ax> ox (ya?™0) = yly = '™,

2
07z J <%> = %(yxy_l) =2/ 4 yx/tny,

axay:@ 0x

2z 9 [0z 0 1
= (=) = —=—(a¥ = yx¥1 y_

Syox 8x(8y> ax(x Inx) = yx 1nx+xx,

2

g—yi = % <g—;) = %(xylnx) = x/InxInx = ¥/ In’x.

Zdtraznéme, Ze v piipade spojitych funkci se spojitymi parcidlnimi derivacemi se smiSené parcialni derivace podle Schwarzovy
véty rovnaji.
Vskutku:

0%z
dyox

0%z
oxdy

1
=y nx + xy; =y Inx 4+ ¥r =y Tnxe + 2V =¥y Hny =

Opét zbyva jednoduché vy&isleni parcidlnich derivaci druhého fadu pfimym dosazenim zadaného bodu [1, 1],

0%z 02z 0%z 0%z

Poznamky
1 (c)=0
2 (x™") = nx"1
3 () =e"
4 (@) =a*Ina
1
5 (Inx) = p
6 (log,x)" = xliuz
7. (sinx)’ = cosx
8. (cosx) = —sinx
9. (tanx)’ = cos%x
10. (cotx) = —— 12
5151 x
11. (arcsinx) = N
1
12. (arccosx) = B
1
13. (arctanx) = T2
1
14. (arccotx) = — T2

15. [c-u) =c-u

16. uto) =u' +o

17 u-o) =v-v+u-o

18. {E]/: u/-v—zu-v’
v v

19. [u(v)] = u'(v) -0
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113 - Parcidlni derivace Posnamby @ —0
4
Zadani Urcete parcidlni derivaci oy funkce z = 2x%e? + sin(xy?). 2. (x™)" = nx"1
Reseni . : 5 3 (e*) = &*
ReSeni Video Teorie: 37, 38 Piiklady: 217-221 €3
4 (@) =a*Ina
Derivujeme funkci z postupné podle jednotlivych proménnych. Nejdiive derivujeme podle x, poté jesté€ jednou podle x ,
a pak postupné dvakrét podle y. 5. (Inx) = =
x
1
r_
6 (log, x) I
d inx) =
£ = 4xey —+ Cos(xyz) . yz — 4xey + yz COS(xyZ) 7. (Sln .X) COS X
8. (cosx) = —sinx
9. (tanx)’ = %
2 cos? x
0z y 5 ) oy 2 y 4 . 2 1
w:éle + % (—sin(xy?) - y?) = 4e¥ — y* sin(xy?) 10. (cotx) = ——L
sin® x
11. (arcsinx) = \/11_7
0’ 1
ﬁ = 4e¥ — [4®sin(xy?) + y* cos(xy?) - x2y] = 4e¥ — 4y® sin(xy?) — 2xy° cos(xy?) 12. (arccosx)' = — i
1
r_
13. (arctanx)’ = 5
9y 14. (arccotx) = — 1 sz
= = 4e/ — [12y/% sin(xy?) + 4y cos(xy?) - x2y] — [10xy* cos(xy?) + 2xy° (— sin(xy?) - x2y)]
dx*dy u=u(x) v=ouv(x)
= 4e¥ — 12y% sin(xy?) — 8xy* cos(xy?) — 10xy* cos(xy?) + 4x%y° sin(xy?)
2 i (2 4 2 2.6 i (2 15. [cou]' =c-u
= 4e¥ — 12y* sin(xy”) — 18xy~ cos(xy*) + 4x“y° sin(xy~)
16. uto) =u' +o
17. u-o) =v-v+u-o
uy weo—u-v
18. b] - v?
19. [u(v)] = u'(v) -0
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114 - Diferencial funkce

Poznamky

Zadani Vypocitejte diferencidl funkce z = f(x,y) = \/xy v bodé A = [2,1]. Urcete priblizn& hodnotu Diferencidl funkce z = f(x,y)
£(2,04;0,99).
of .., 9f
> . . o dz = =—dx + ==dy
Reseni Video Teorie: 39 Priklady: 222, 223, 224, 225 Q 0x ay
Nejdiive uréime parcidlni derivace prvniho fadu podle proménnych x a v, Diferencidl funkce z v bods A = [xo, o]
of v o _ x of of
dx 2./xy" dy 2./xy dz(A) = ax( ) - (x —xo) + @(A) (¥ —vo)
Sestavime diferencial funkce z,
Diferencidl funkce z v bodé A =[x, yo]

dz = (ydx + xdy).

Y gyt X gy 1
NN R N

Dosadime do diferencilu dz bod A,

1
m(l(x

VSimnéme si, Ze diferencial v bod¢€ je linearni funkce dvou proménnych.

dz(A) = dz(2,1) = —2)+2(y—1)) = g

Pro pfibliZzny vypocet funk¢énich hodnot pouZijeme posledni vztah v sekci ,,Poznamky*

od bodu A = [2,1] k bodu [2,04;0,99],

dx =x—x9=2,04—-2=0,04;

=f(21)

Uréime funkéni hodnotu f(A)
prirustcich,

1

22

dz(A)(dx,dy) = dz(2,1)(0,04; —0,01) = ——(1-0,04 —2-0,01) =

1
2V/2

Pibliznd hodnota funkce f(2,04;0,99) pak bude

£(2,04;0,99) ~ f(A) +df(A)(dx,dy) =

200

(x +2y —4).

. Uréime pfirustky

dy=y—1y0=0,99—-1=—0,01

= /2. Uréime hodnotu diferencialu dz(A)(dx, dy) pfi zndmych

0,02 =

vie 2o \/_<1+%

pfi zndmych piirastcich dx, dy

9 (4)-dy e R

d2(A) (dx dy) = 2L (A) - dx+ g

Diferencidl druhého ¥ddu funkce z = f(x,y)

*f *f f
2
dz = S 5dx® + 25 =7 57

dxdy + —%

Priblizny vypocet funkEnich hodnot

f(x,y) = f(xo0,y0) + df (xo0,y0)(dx, dy)

1 2
2,/2100

)

V2
200
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115 - Diferencidl funkce Poznamky
Zadsni Vypotitejte diferencidl druhého fadu funkce z = f(x, 1) = ;C s z . Diferencidl funkce z = f(x,y)
5 of . 9f
Reseni Video Teorie: 39 Piiklady: 222, 223, 224, 225 €3 dz = ~dx + @dy
Nejdfive ur¢ime parcidlni derivace prvniho fadu podle proménnych x a y,
Diferencidl funkce z v bodé A = [x, Yo
of 1-(x—y)—(x+y)-1_ -2 of 3
ox (x —y)? (x —y)? dz(A) = 52(A) - (x —x0) + 5 (A) - (¥ — o)
X ay
f 1-(x—y)—(x+y)- (-1 2
a—f _ Lk ]/)(x _(x 2 - & _x 2 Diferencidl funkce z v bodé A =[x, yo]
Y Y Y pfi zndmych piirastcich dx, dy
y . : y of of
Uréime parcidlni derivace druhého fadu dz(A)(dx,dy) = E(A) -dx + @(A) -dy € R
Pf 2 (of\_ 3 L s 4y
ox2  ox (£> N g(—Zy(x Y7 = (2)Ey) L= (x—y)3 Diferencidl druhého ¥ddu funkce z = f(x,y)
2, _ Of *f f
Pf 9 (9f\ _ 9 —2y _ 2(x—y)* = (=29)2(x —y) - (=1) _ —2(x+y) A’z = 912 d +2a adedy+ ay
oxdy dy \ox) oy \(x—y)*) (x—y)* BRI
Priblizny vypocet funkEnich hodnot
?*f (E)f) ( 2x )_Z(x—y)z—Zx-Z(x—y)-l_— (x+y)
ayox ~ ax \ay) ~ax \(r—y)? =) G-y F(5,9) ~ F(x0,0) +df (x0,y0) (dx, dy)
azf (af) 9 5 3 4x
2x(x — =2x(—2)(x — (—1) =
Sestavime diferencidl druhého fadu
4y x+y 4x
d’z = x*—4 dxdy + dy? = dx* — (x +y)dxdy + xd
e A B T S A e AR
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116 - Te¢na rovina, normala

Zadani Naleznéte te¢nou rovinu a normélu ke grafu funkce z = f(x,y) = V2x — /3y — x v bodé
A=1[237]

Reseni Video Teorie: 41 Piiklady: 226, 227 .9

Bod A je bod dotyku, xg = 2, yo = 3, uréime jeho z-ovou slozku, zo = f(xo,v0) = f(2,3) = —3.

Vypocitame parcidlni derivace prvniho fadu funkce f v bodé¢ A = [2, 3],

of _v21 . of _ V31
2

x 2 x ' dy
a tyto funkce dvou proménnych vy¢islime na bodé¢ A = [2, 3],

of 1 o9f 1
Lay=-3 L--3

7

Yy

2" 9y 2
Sestavime rovnici tecné roviny

T:z—|—3:—%(x—2)—%(y—3),

rovnici prevedeme na obecny tvar
T:x+y+2z+1=0.

Pro parametrické rovnice normaly dostdvdme

Poznamky

Tecnd rovina T ke grafu funkce z = f(x,y)
v bodé A = [xo,Y0,20 = f(X0,Y0)], A = [x0,Y0]

T:z—2zp= %(A)(X—Xo) +%(A)(3/—3/0)

Normdla n grafu funkce z = f(x,y)
vbode A = [x0,y0,20 = f(x0,Y0)], A = [x0,Y0]

x =x0+ ﬂ(A)t

ox
0
n: y:yo—l—é(/})t, teR
z=12z9—t
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117 - Tayloriv polynom

Zadani Naleznéte Taylortiv polynom druhého fadu funkce
z=f(x,y) =2x> —xy+3y*+x—y+1vbodd A =[1,1].

ReSeni Video Teorie: 41 Piiklady: 228, 229 ¢.9

Uréime hodnoty f(A), df(A) a d?>f(A). Poté dosadime do formule pro TaylorGv polynom
druhého Fidu. Bod A = [x, yo] = [1,1].

f(A) =5

df(A) = (4x —y+ Dlpy(x =)+ (=x +6y = Dlpy —1)
=4(x—1)+4(y—1)
=4x+4y —8

Pf(A) = 4 (x — 12+2- (=Dlpy(x =1y —1) + 6],y — 1)?
= 4x? —8x +4—2xy +2x +2y — 2+ 6y* — 12y + 6
= 4x* — 2xy + 6y* — 6x — 10y + 8

4x+4y —8  4x* —2xy +6y> —6x — 10y + 8
_|_
1! 2!
=54+ 4x+4y —8+2x> —xy+3y> —3x — 5y + 4
=222 —xy+ 32+ x—y+1

To(A) =5+

Poznamky

Tayloriiv polynom m-tého fadu funkce z = f(x,y) v bodé
A = [x0, yo]

T (4) = fla) + LA L TN

Tayloriiv polynom druhého fadu funkce z = f(x,y)
vbodé A = [XO,yo]

() = fla) + LA L A

2!
resp.
Ta(4) = £(4)+ g7 (S (A s —30) + LA -w) )
2 2
51 (G2 =502+ 25 (A) 5= ) (= o)

2
n §7§<A><y —1/0)2>

Zdiraznéme, Ze Tayloriv polynom funkce je polynom.
Pokud pocitime napf. Taylortiv polynom druhého tfadu
z polynomu dvou proménnych druhého stupné (viz. fe-
Send uloha), vysledkem je ten samy polynom druhého fadu.
Kazdy polynom stupné n je sdm sobé Taylorovym polyno-
mem stupné m pro kazdé m > n.
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118 - Derivace implicitni funkce

Zadani Ob&ma zpiisoby naleznéte derivaci implicitn{ funkce dané rovnici x3 + y+ y2 —2xy =3vbodé A =[1,—1].

ReSeni Video Teorie: 42, 43 P¥iklady: 230, 231,232 €3

V naSem pripadé plati
F(x,y) = ® +y+y* —2xy — 3.
Urcime parcidlni derivace
F oF
X Yy
Jednd se o spojité funkce, navic
oF
Y
Derivace implicitni funkce tedy existuje a je jedind. Dosadime do formule pro derivaci implicitni funkce v bodé¢ A =
[xo, yo] = [1, 1],

(A) =1 + 2]/ — 2x|A:[11_1] = -3 7é 0.

B 3x — 2y|p, 1) _ 5 5
T+2y =21l

£101) =

Druhy zplsob spo¢ivé v predpokladu, Ze v rovnici F(x,y) = 0 budeme ptedpokladat zdvislost y = y(x). Tzn., Ze v této
rovnici zustava pouze jedind nezdvisld proménnd, a to x. Rovnici poté derivujeme podle x, zvlast pravou i levou stranu
rovnice,

3 3

%(x3+y+y2—2xy—3:0) = 3x% +y +2yy — 2y —2xy' = 0.

Z rovnice vyjadfime v’

—3x*4+2y = 3x* -2
1+2y—2x  1+42y—2x

v +2yy —2xy = —3x>+2y = y/(14+2y —2x) = —3x* 42y = =

Kde se v rovnici po derivaci vzalo y’'? Musime si uvédomit, Ze y zdvisi na x, y = y(x). Nevime ale, jak konkrétné ta
zdvislost vypadd. Derivujeme tedy pouze formalné, tj. nad y napiSeme Céarku. Funkci yz musime ovSem derivovat jako
sloZzenou funkci, mdme obecnou zdvislost ¥ na x, na kterou plisobi druhd mocnina. Derivujeme nejdiive vnéjsi slozku
(druhou mocninu) v tom samém bodé (v i) a poté ndsobime derivaci vnitini funkce, derivaci i podle x, coZ je formdlné
y'. Vyraz 2xy musime derivovat jako soucin dvou funkci proménné x.

Poznamky

Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) =0

oF
I _0x
SR L
9y
Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) = 0 v bodé
A = [x0, Yol
)
/ __dx
f (X()) ~ T OF
5 (A)
9y

Alternativni zptsob vypoctu:

e v rovnici F(x,y) = 0 pfedpo-
kldddame zévislost y na x, y = y(x),

e rovnice F(x,y) = 0 prejde na
rovnici F(x,y(x)) = G(x) =0,

e derivujeme funkci jedné pro-
ménné G podle x,

e vyjadiime y'.
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

119 - TeCna a normala k implicitni funkci Poznamky
Zadani Naleznéte te¢nu a normdlu k implicitni funkci y = f(x) dané rovnici €Y = x + 2y v bodé A = [1,0]. Tecna k implicitni funkci y = f(x) dané
y rovnici F(x,y) = 0 v bodé A = [xo, Yo
Reseni Video Teorie: 42, 43 Priklady: 233, 234 Q
oF oF
V nasem piipadé je funkce F ddna & g(A) (x = xo) + @(A)(y ~Y0) =0

F(x,y) =e¥ —x—2y.
Normdla k implicitni funkci y = f(x)

Ur¢ime parcidlni derivace funkce F v bodé A = [xo, yo] = [1,0], dané rovnici F(x,y) = 0vbodé A = [x, yo]
oF oF oF
(A = ye g = 1, 1 G (A)x = 30) = SL(A) — o) =0
oF

@(A) = xexy —2|[1,0} = —1.

Sestavime rovnici teCny t ke grafu implicitni funkce,

t:—(x—1)—y=0=>y=—x+1.

Sestavime rovnici normély 7 ke grafu implicitni funkce,

n:—(x-1)+y=0=>y=x—-1
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

120 - Lokalni extrémy - prvni Cast

Zadani Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = e Y (2y2 + x2).

ReSeni Video Teorie: 44, 45 Piiklady: 235, 236, 237, 238 €3

Defini¢nim oborem funkce z je mnoZina IR?. Uréime parcidlni derivace prvniho f4du a sestavime rovnice
pro staciondrni body,

d
% — e UV (—20) (22 4+ 1) +e TV 2 = —2xe VY (22 + 52— 1) =0,

of

oy e*xzf}/z(—Zy) (2y* + x) + e*xzfyzély = —21/e*"2*y2(2y2 +x?—2) =0.

1. N2 42, , . o v , , .. . . .,
Exponencidlni funkce e~ ~¥ je kladn4, tedy nikdy nemtize nabyt nulové hodnoty a lze ji z rovnic pro stacionarni
body vykrétit. Rovnice piejdou na tvar

x(2P+x*—1)=0

y(2y* +x* —2) = 0.
Predpokladejme nejdiive, Ze x = 0. Ze druhé rovnice y(2y? —2) = 0 dostaneme feSeni y = 0 ay = 1.
ObdrZime tfi rizné staciondrni body, Ay = [0,0], A, = [0,1] a A3 = [0, —1].
Ve druhé rovnici predpokldadejme, Ze y = 0. Z prvni rovnice x(x> —1) = 0 dostaneme feseni x = 0
a x = £1. Bod [0,0] jiZ mdme vypoclitany, pribyly dalsi dva nové staciondrni body, bod Ay = [1,0] a
As = [—1,0].

Pokud x # 01y # 0, feSime nésledujici soustavu rovnic,

2 +x*—1=0,
2y% +x* —2 = 0.

Pokud obé rovnice od sebe odecteme, dostaneme rovnici 1 = 0, ale 1 se nikdy 0 nerovnd. Soustava nema Zadné
feSeni.

Ur¢ili jsme celkem pét staciondrnich bodi:

A1 =100,0], A,=101], As3=1[0,—1], As=11,0], As=][-10].

Poznamky

e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)

e vypocitime parcidlni derivace prvniho

e nalezneme stacionarni body A jako
feSeni soustavy rovnic

of _n 9f _
=0 5,70

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

Ly 2L

o0x?2 0x0
Q(A) = 2 ¥4

ST () 2L
yox y?

Rff 2f

- Shgia - (5L >)

2

D=L

e klasifikujeme lokdlni extrém

A nenf extrém, je-li D, < 0

A je ostry lokdlni extrém, je-li D, > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D7 < 0
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

121 - Lokalni extrémy - druhd Cast

Zadani Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = ey (2y% + x2).

Reseni
Pokracujeme v hleddni lokdlnich extrémi funkce z predchoziho listu. Nalezli jsme celkem pét staciondrnich

bodi. Urcime matici druhych parcidlnich derivaci a vyhodnotime ji na jednotlivych staciondrnich bodech A;,
i=1,2,3,4,5,

0— (=2 +4x?)(2y> + x> — 1)
B dxye Y’ (2% + x2 — 3)

2

— 4x2)e >V dxye ™V (22 4 x2 — 3)
(24 42)0 + 2% -2) - 8P)e )

_2 _2 _4 _4
QA1) = (3 0) Q(A2) = <Oe _Og),Q(Ag)=<Oe _0§>,Q(A4)=<Oe 2>,Q(A5)=<Oe

V nésledujici tabulce uvadime souhrnny prehled klasifikace extrému v jednotlivych bodech:

Staciondrni bod A; Dy D,  extrém o hodnoté z = f(A;)
A1 =10,0] 2>0 8 >0 ostré lokdlni minimum z = 0
Ay =10,1] -2<0 l—g’ >0 ostré lokdlnf maximum z = 2
Az =10, —1] -2<0 l—? >0 ostré lokdlnf maximum z = 2
Ay =11,0] —% <0 —% < 0 extrém neexistuje
As = [~1,0] —2<0 -5 <0 extrém neexistuje
0.8
0.8 0.7
0.7 0.6
0.6 0.5
0.5 0.4
0.4 0.3
0.3 0.2
0.2 0.1
0.1 0
O 4

onNn O
N~

Poznamky

e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)

e vypocitime parcidlni derivace prvniho

e nalezneme stacionarni body A jako
feseni soustavy rovnic

of o 9of _
5_0' ay_o

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

Ly 2L

0x?2 dxd
QA)=| 2 ed

ST () 2L
yox y?

2f Pf o2 f

= s WA~ (8x8y( ))

2

Dy = 35

e klasifikujeme lokdlni extrém

A nenf extrém, je-li D, < 0

A je ostry lokdln{ extrém, je-li D, > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D7 < 0
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122 - Lokalni extrémy - prvni Cast Pozndmky
Zadani Naleznéte lokaln{ extrémy funkce z = f(x,y) = sinx +cosy +cos(x —y),0 < x,y < 7. e urlime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)
ReSeni Video Teorie: 44, 45 Priklady: 235, 236, 237, 238 Q e vypoditime parcidlni derivace prvniho
Urcime parcidlni derivace prvniho fadu a sestavime rovnice pro stacionarni body, Fidu %’ %
O — cosesin(x ) =0, & = —siny st =0. ¢ rsmems saconin bofy 4 oo
Ze druhé rovnice dostavame ﬂ —0 ﬂ —0
sin(x —y) = siny. ox oy

ProtoZe jak x, tak y patif do intervalu (0, ), bude rozdll x — y patfit do intervalu (—7Z, Z). Nicméné funkce
sinus je jak na intervalu (0, 7), tak i na intervalu (=7, 7) prostd, to ale znamend, Ze existuje funkce inverzn,
arkussinus, kterou lze aplikovat na druhou rovnici,

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

Ly 2L

arcsin(sin(x — y) = siny) = arcsin(sin(x — y)) = arcsin(siny) = x —y=y =y = ) dx2 oxdy
2 Q(A) = aZf aZf
Tuto rovnici dosadime do prvni rovnice, ayax(A) oy? 2(4)
cosx —sin(x —y) = 0 = cosx — sin (x — g) =0 = cosx — sing =0. ® oznacme
. : e . 02f  9*f 02 f
VyuZzijeme goniometrické identity cos x = cos? % —sin? 2 acos? ¥ = 1 —sin? %, D A
yuzij g y > bl > 5 2= axz( )ay ( ) axay( )
2
COS2;C sng—sm;—O:l—sinzg—sng—smg—O:ZSinzg—i—sing—l:O. Dy = ngzr( )
PouZzijeme substituci sin r_ t, e klasifikujeme lokdlni extrém
) 1 A nenf extrém, je-li D, < 0
2 sin? §+sm2—1—0:>2t +t—1—0:>t1—§,t2:—1.

A je ostry lokdlni extrém, je-li Dy > 0
Vzhledem k omezen{ x na interval (0, 5) zdporné feSeni neuvaZujeme,
A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

:>k:%:>x:§:>y:%:>stacionémibodA: [%,%]

N
NI =
N
N =

A je ostré lok. maximum, je-li navic D7 < 0
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

123 - Lokalni extrémy - druhd Cast

Zadani Naleznéte lokaln{ extrémy funkce z = f(x,y) = sinx +cosy +cos(x —y),0 < x,y < 7.

ReSeni
Pokracujeme v hledani lokdlnich extrému funkce z predchoziho listu. Nalezli jsme jeden staciondrni bod. Uréime
matici druhych parcidlnich derivaci a vyhodnotime ji na bodé A,

cos(x —y)|a

) (8 )
—cosy —cos(x —y)|a @ —V3)

0(A) = (—sinx—cos(x—y)|A

cos(x — y)|a

Urcime determinanty D a D»,

9
—V3, D=

4

Protoze Dy, > 0, vbodé A = [%, %] extrém existuje. Protoze D1 < 0, md funkce z = f(x,y) = sinx +
33
.

cosy + cos(x —y) vbodd A = [5, Z] ostré lokdlni maximum z =

Poznamky

e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)

e vypocitime parcidlni derivace prvniho
o 9f Of
fadu

x’ dy

e nalezneme stacionarni body A jako
feseni soustavy rovnic

of o 9of _
5_0' ay_o

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

o f 2f

Q(A): aZf aZf
L P
2f . f 2 f
= W)~ (8x8y( ))
2
D= S5(4)

e klasifikujeme lokdlni extrém

A nenf extrém, je-li D, < 0

A je ostry lokdlni extrém, je-li Dy > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D7 < 0
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124 - Vazané extrémy Poznimly
Zadani Naleznéte vdzané extrémy funkce z = f(x,y) = /4x + y? + 5 vzhledem k podmince 2x — 3 — y = 0. V piipadé, Ze lze jednoznacné z rovnice
. i i y vazby vyjadiit bud’ x nebo y, budeme postu-
Reseni Video Teorie: 46 Priklady: 239, 240 @ povat pii hleddni vdzanych extrémd takto:
Ur¢ime nejdiive defini¢ni obor funkce z, funkce z bude existovat, pokud bude vyraz pod odmocninou e vyjadiime bud’ iy = ¢(x) nebo x = ¢(y)
nezaporny, tj.
4 +12+5> 0= x> —212 =2 yiz. obrizek v, Pozndmkdch®, e vizané extrémy hleddme jako lokdlni
4 4 extrémy funkce jedné proménné bud’
Z rovnice vazby 2x — 3 — y = 0 lze jednozna¢né vyjadfit jak y, tak x. Vyjadiime v, z = f(x,¢(x)) neboz = f(¢v(y),y)

1 1 yz Z —4x|=5 ;
N g

y=2x—3.

Dosadime vazbu do predpisu funkce z,

z= \/4x+(2x—3)2—|—5:\/4x—|—4x2—12x—|—9+5: V4x2 — 8x + 14,

dostaneme funkci jedné proménné z = z(x, ¢(x)) (proménné x) a snadno se presvédéime, ze D, = R. Uréime
prvni derivaci, poté ji poloZime rovnu nule a dostaneme rovnici pro stacionarni body této funkce,

) dz 8x — 8 B 4x — 4
dx  24/4x2 —8x+14 V4x2 —8x+ 14

=0=4x—-4=0=x=1

Defini¢nim oborem prvni derivace je D, = IR. Na intervalu (—oo,1) je prvni derivace z’ < 0, funkce z je
na tomto intervalu klesajici. Na intervalu (1,00) je prvni derivace z’ > 0, tzn. funkce z je na tomto intervalu
rostouci. Ve stacionarnim bodé x = 1 se méni znaménko prvni derivace z — na + coZ znamend, Ze v bodé x = 1
ma funkce z lokalni minimum.

Dosadime bod x = 1 do rovnice vazby, dostivime y = —1. Snadno ovéfime, Ze bod A patfi do definic-
niho oboru funkce z = \/4x + y? + 5, viz. obrdzek vpravo.

Funkce z = y/4x + y?2 + 5 md v bodé A = [1, —1] vdzané lokdlni minimum z = f(1,—1) = v/10.

Zcela analogicky budeme postupovat v pripadé€, kdy lze z rovnice vazby vyjadrfit jednoznacné x.
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

125 - Vazané extrémy

Zadani Naleznéte vdzané extrémy funkce z = f(x,y) = —8x + 6y — 5 vzhledem k podmince x? + y> = 100.

ReSeni Video Teorie: 46 Priklady: 239, 240 Q
Sestavime Lagrangeovu funkci pro funkci f(x) = —8x + 6y —5a ¢(x,y) = x* + > — 100,
®(x,y,A) = —8x + 6y — 5+ A(x* +y> —100).

Vypocitame parcidlni derivace prvniho fddu funkce P, které poloZime rovny nule. Ziskdme tak rovnice pro sta-
ciondrni body funkce P,

0o 0P
— =-84+2Ax=0, =—=6+2Ay=0,
ox ay
ke kterym priddme rovnici vazby, feSime nasledujici soustavu rovnic
4 3

dosadime do rovnice vazby za x a i,

4\? 3\? 16 9 1 1
2 2 * 2 _ T 2 _ 2 _ = — 4=
X4y _1oo¢(/\> -|-( A) 100:>)L2-|—)LZ 100 = 100A 25 = A 4:/\1,7_ iz.

Dopocitame staciondrni body A = [x, y] dosazenim A,

1 1
M= 5= Ar=[8,-6], Ay= T~ Az = [-8,6].

Sestavime matici parcidlnich derivaci druhého fadu a vyhodnotime ji na stacionarnich bodech,

f O

| ax® oxay | _ (20 O (10 (-1 0
Q= aZf az_f - (0 2)\) ’ Q(Al) - (0 1) ’ Q(AZ) - < 0 _1> :
dydx  dy?

Vbodé A; = [8,—6] je D1 > 0, Dy > 0. Funkce z = f(x,y) md v bodé A; = [8, —6] vdzané lokdlni minimum
z = —105. V bodé Ay = [—8,6] je D1 < 0, Dy > 0. Funkce z = f(x,y) md v bodé¢ Ay = [—8, 6] vdzané
lokdlni maximum z = 95.

Poznamky

V pripadé, Ze nelze jednoznacné z rovnice
vazby g(x,y) = 0 vyjddfit bud’ x nebo y
budeme postupovat pii hleddni vazanych
extrému takto:

e sestavime Lagrangeovu funkci

D(x,y,A) = f(x,y) +Ag(x,y)
e hleddme lokdlni extrémy funkce ®

e mi-li funkce ® ve svém staciondrnim
bodé lokalni extrém, md i funkce z = f(x,y)
v tomto bod¢ lokdlni extrém vdzany podmin-
kou g(x,y) = 0, tzv. vazany extrém
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126 - Globalni extrémy

Zadani Naleznéte globdlni extrémy funkce z = f(x,y) = x2 — y na ¢tverci s vreholy [1,1], [3,1], [3,3], [1, 3]

Reseni Video Teorie: 47 Piiklady: 241, 242,243 €3

Definicnim oborem funkce z je Ctverec, viz. obrazek v ,Pozndmkdch. Ur¢ime lokdlni extrémy funkce
z,

0z 0z
—=2x=0, —=-1=0.
ox ay
Je zfejmé, Ze druhd rovnice nemd feSeni, lokdlni extrémy neexistuji. Ur¢ime rovnice hrani¢nich kiivek, tyto
rovnice reprezentuji rovnice vazeb,

AB:y=1,x€(1,3), BC:x=3,y€(1,3), CD:y=3,x€(1,3), DA:x=1,y¢€ (1,3).
Jednotlivé rovnice vazeb dosadime do funkce z a nalezneme piipadné vdzané extrémy,

AB:z=x>-1=7=2x=0=x=0=0 ¢ (1,3) = extrém neexistuje,
BC:z=9—y =z = —1 =0 = rovnice nemd feSeni = extrém neexistuje,
CD:z=x*-3=72 =2x=0=x=0=0¢ (1,3) = extrém neexistuje,

DA:z=1-y =z = —1=0 = rovnice nemd feeni = extrém neexistuje.
Zbyva porovnat funkéni hodnoty ve vrcholech ¢tverce,
f(A) =0, f(B) =8, f(C) =6, f(D) = 2= f(D) < f(A) < f(C) < f(B).

Funkce z ma v bodé D globalni minimum o hodnoté z = —2, v bodé B ma globalni maximum o hodnoté z = 8.

Poznamky

Budeme postupovat takto:

e urCime definicni obor D f funkce

z=f(xy)

e nalezneme lokdlni extrémy této funkce
na mnoZiné Dy, ze které vylou¢ime hranici

g(x,y) =0

e uréime vazané extrémy této funkce
vzhledem k podmince g(x,y) =0

e porovname funkéni hodnoty vSech ex-
trémt, extrém s nejveétsi funkéni hodnotou
bude globdlnim maximem, extrém s nejmensi
funk¢ni hodnotou bude globalnim minimem

,,,,,,,, A0 R R A N
D .C
,,,,,,,, 3 [
,,,,,,,, 2
,,,,,,,, .
-1 o 1 2 3 4
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Resené piiklady — Oby¢ejné diferencialni rovnice



Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

128 - Diferencidlni rovnice - pfima integrace Poznimky
Zadani Urcete obecné feSeni diferencidln{ rovnice v/ = 6x — 6. Primd integrace
Reseni Video Teorie: 49, 50 Piiklady: 245-253 €3 Diferencidini rovnice typu  y") = f(x)

V zadani diferencidlni rovnice se nachdzi nezndmd funkce y pouze ve své tieti derivaci, proto k nalezeni

obecného feSeni pouZijeme piimou integraci. Postupnym integrovanim budeme sniZovat ¥4d derivace hledané k-td derivace

d
(k) — =2 ( (k*1)>
funkce y. Budeme vychazet ze skute¢nosti, ze y”’ = %(y" ). Yy ax Y , 1<k<n
d /! 1 v v .
E(y )=6x—6 = d(y")=(6x—6)dx, Obecné reseni
/d(y”):/(6x—6)dx = y":3x2—6x+C1. y://f(x)dxdx’
- - -
Stejnym zplisobem budeme sniZovat fdd diferencidlni rovnice dokud nedostaneme nezndmou funkci y. Tedy n-krdt n-krdt
d 2 / 2
a(y):&c —6x+C, = dy) = Bx"—6x+ Cy)dx,

[aw) =[G —evicyae = y=2-32+GriG

a
d
5@) =324+ Cix+C = d(y) = (x*—3x* 4+ Cix + C)dx,
4 2
3 2 X 3 X
/d(y):/(x —3x —|—C1x—|—C2)dx = y=z—x —|—C1?—|—C2x—|—C3.
Vidime, Ze v obecném feSeni této diferencidlni rovnice 3. fadu se vyskytuji pravé 3 integracni konstanty
C1, G, Cs.

Partikularnim feSenim rozumime konkrétni kiivku. Tu ziskame libovolnou volbou konstant Cy, C, a Cs, napf. pro
C1 = 2, Gy = 3 a C3 = 5 dostaneme partikularni feseni

4

y:xz—x3+x2+3x+5.



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#ODR
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

129 - Separovatelné diferencidlni rovnice

x—e ¥

Zadani UrCete obecné feSeni diferencidlni rovnice y' = R
y+e

Regeni Video Teorie: 50, 51 Piiklady: 245-253 €3

d
Nejprve nahradime derivaci i’ podilem diferencidld 2y

dx
dy x—e*
dx ~ y+ev’
Nyni budeme chtit rovnici zapsat v tzv. separovaném tvaru, tj. na levé strané chceme mit pouze vyraz obsahujici
proménnou Y a na pravé ty, které obsahuji proménnou x

(y+e)dy = (x—e ") dx

Integraci obou stran rovnice dostaneme

/(y+ey)dy:/(x—e_x)dx = %+ey:%+e—x+c_

Obecné feSeni obdrzime ve tvaru

2 2
vy _ X v ax_
> 2+e e C.

ProtoZe C je konstanta, bude po vyndsobeni dvéma hodnota 2C také konstantou a v zapise ji miZeme nahradit
pismenem K. Po tpravé dostaneme vysledek:

y? —x? +2e¥ — 2 =K.

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

pu Y = P(x)Q(y)

Deriv&zce
r_ 4y
L

Obecné reseni

dy
/W _ /P(x)dx+C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

130 - Separovatelné diferencidlni rovnice

2

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice y’ — cos? x cos? 2y.

ReSeni Video Teorie: 50, 51 Priklady: 245-253 Q

d
Nejprve nahradime derivaci y’ podilem diferencidla 2y

dx

dy 2 2
L = )
P COS™ X COs™ 2y

Rovnici za pfedpokladu, Ze cos 2y # 0, upravime na rovnici v separovaném tvaru

dy
cos? 2y

/ dzy = /Cos2 xdx,
cos* 2y
1

1 1
EtanZy = Ex—i— Zsin2x—|— C.

Po dpravé ziskdme obecné feSeni ve tvaru

= cos? xdx.

Integraci obou stran rovnice

dostaneme

2tan2y —sin2x — 2x = K.

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

pu Y = P(x)Q(y)

Deriv&zce
r_ 4y
L

Obecné reseni

dy
/W _ /P(x)dx+C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

131 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice y2 V1 —x? y’ — arcsin x.

ReSeni Video Teorie: 50, 51 Priklady: 245-253 Q

d
Nejprve nahradime derivaci y’ podilem diferencidla 2y

dx
V1 - xzj—z = arcsin x.

Za piedpokladu, Ze v/1 — x2 # 0 vyraz upravime na rovnici v separovaném tvaru

2 arcsin x
dy = —=dx.
yay 12

Abychom nalezli obecné feSeni, budeme integrovat nyni ob¢ strany rovnice

/ Zd arcsmx
4 \/1 — x2

Integral na pravé strané rovnice si miizeme spocitat zvIast

arcsinx , | f =aresinx | / tdt = £ _1 arcsin® x 4 C

V1—x2
Po dosazeni obdrzime rovnici

3
y 1 2
— = —arcsin”“ x + C.
3 2
Odtud plyne, Ze obecné feSeni m4 tvar
2

T %arcsin x=C.

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

pu Y = P(x)Q(y)

Derivgce
r_ 4y
L

Obecne Feseni

/Q /P ydx + C,

pro Q(y) # 0



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#ODRsep
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

132 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Reste Cauchyho tlohu (8y7 + 6y5 + 4]/3 + Zy) y =5x,y (‘El) —1.

Reseni Video Teorie: 50, 51 Piiklady: 245-253 €3

d
Nejprve nahradime derivaci i’ podilem diferencidld 2y

dx

d
(87 +6y° + 4y +2y) % = 5x.

Vyraz upravime na rovnici v separovaném tvaru
<8y7 +6y° +4y° + Zy) dy = 5xdx.

Nyni obé strany rovnice integrujeme

/ <8y7 +6y° +4y° + Zy) dy = /5xdx.

Obecné feSeni ma tvar 5
Pyt = §x2+C, CeR.

Dosazenim pocdte¢ni podminky uréime hodnotu konstanty C

5 /4\? 5
8 .16 14,12 _°2 (% 2
1°+1°+1*+1 —2<5> +C = C—z.

Hledané feseni je tedy

5 5
y8+y6+y4+y2:§x2+§.

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

pu Y = P(x)Q(y)

Deriv&zce
r_ 4y
L

Obecné reseni

dy
/W _ /P(x)dx+C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

133 - Separovatelné diferencidlni rovnice

/
Zadéni Reste Cauchyho tlohu y? = —2sinx, y () = 1.

Reseni Video Teorie: 50, 51 P¥iklady: 245-253 €3
. ) L . o dy
Nejprve nahradime derivaci y* podilem diferencialt I
1d
24 —2sin x.
ydx

Vyraz upravime na rovnici v separovaném tvaru
1 .
—dy = —2sin xdx.
y

Po integraci mdme

/;dy: —2/sinxdx = In|y|=2cosx+C

Podle pravidel pro poc€itini s logaritmy a exponencidlnimi vyrazy je

2 cos x+C = 2 cos xeC

yl=e yl=e = y=+ee’™Y, CeR

ProtoZe C je konstanta, tak bude i vyraz +eC konstantou a miZzeme ho nahradit symbolem K (K # 0, protoZe
funkce y = 0 neni feSenim zadané diferencidlni rovnice)

2cos x

y = Ke
Dosazenim pocate¢ni podminky uréime hodnotu konstanty K

1=Ke*™™7" = K=¢é

Hledané feSeni je tedy

y= e2e2cosx = — e2cosx+2.

Yy

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice

pu Y = P(x)Q(y)

Deriv&zce
r_ 4y
L

Obecné reseni

dy
/W _ /P(x)dx+C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

134 - Separovatelné diferencialni rovnice Poznamky
Zadani Urcete obecné feSeni diferencidln{ rovnice y’ = 3x — 2y + 5. Separovatelnd diferencidlni rovnice
N I _
ReSeni Video Teorie: 50, 51 Piiklady: 254,255 ¢~y || wpu Y = flax+by+c)
/
: : _ . I . ! r - . .
Zavedeme substituci u = 3x -2y +5 = wu =3-2y = Yy = a dosadime do dané Derivace
diferencialni rovnice ,  dy
3—u Yy =
=y dx
2
V rovnici nahradime derivaci #’ podilem diferenciali Z—;‘ a upravime ji na rovnici v separovaném tvaru Substituce
d u=ax+by—+c kde u = u(x),
3_ﬁ:u = d—u:3—2u = du =dx odtud ! )
2 dx 3—2u U —a
W=a+by = ¢y =
Nyni obé strany rovnice budeme integrovat b

Ju prob # 0

3—2u

1
:/dx = —§1n|3—2u| =x+C
Podle pravidel pro pocitani s logaritmy a exponencidlnimi vyrazy je

1 1 1
n——— =x4+C = ——  —e"tC —V3-2u = e WO . /32y
3 2u 3 —2u ex+C

tedy

e e C = /3 -2(3x 2y +5).

Protoze C je konstanta, tak bude i vyraz e konstantou a miZeme ho nahradit symbolem K a po jednoduché
Upravé obdrZzime obecné feseni ve tvaru

Ke™ = /4y —6x —7.

Pozn.: Tuto diferencidlni rovnici miZeme feSit také jako diferencidlni rovnici linedrni.
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

135 - Separovatelné diferencialni rovnice Poznamky
Zadani Urcete obecné feSeni diferencidln{ rovnice ' = cos(x — y). Separovatelnd diferencidlni rovnice
" r_
ReSeni Video Teorie: 50, 51 Piiklady: 254,255 ¢~y || wpu Y = flax+by+c)
Zavedeme substituci u = x—y = u' =1—-y = y = 1—u' adosadime do dané diferencidlni .
rovnice Der le;e
1—u = =22
u = cosu V=10
V rovnici nahradime derivaci u’ podilem diferencidlt g—z a upravime ji na rovnici v separovaném tvaru
du du Substituce
1—%:cosu = 1_Cosu:dx u=ax+by+c,kdeu = u(x),
Nyni budeme ob¢ strany rovnice integrovat odtud u —a
W=a+by = ¢y = .
/ du / i
1—cosu prob # 0
Integrél na levé strané rovnice si spocitime zv14st’
t =tang
/ du _ _1-F _/ 1 2 dt—/dt—_l—— 1 +c ——cotu+c
1—cosu | <% — 11 N _ 121427 2t tan} T 2
du = —2_dt 1442
1+£2
tedy

tu +
—cot - =x+co.
> 2

Po nédvratu k substituci a jednoduché dpraveé dostaneme obecné feSeni ve tvaru

x—yzcz = x+cotx_y:C.

—x — cot
JCCO2 >
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

136 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice xy’ —y =2./xy.

ReSeni Video Teorie: 50, 52 Piiklady: 256-263 €3

v . . . . , 1 .
Ob¢ strany rovnice nejprve vyndsobime vyrazem - a upravime

W -y=2y7 = y’—%:\/g

X

Zavedeme substituci z = 2, kde z = z(x).Odtudjey = zxay =2'x +z.

Po dosazeni do zadané homogenni diferencidlni rovnice a jednoduché tipravé dostaneme
Zx+z—z2=2z = Z'x =24/z.

V rovnici nahradime derivaci z’ podilem diferencidlt 92 a pro v/z # 0 a x # 0 ji upravime na rovnici v separo-
dx
vaném tvaru

—x=2yz =
dx

Nyni obé strany rovnice budeme integrovat

d—Z:/%dx = /z%dz:/%dx =
vz X x

Konstanta 2C mutiZe nabyvat v§ech hodnot z mnoziny redlnych cisel stejné jako funkce In x, napiSeme si ji tedy
jako 2C = In K, kde K > 0 a podle pravidel pro pocitani s logaritmy dostaneme

2
= —dx
X

gl‘mﬂ
N N

=2Injx|+C = +z=In|x|+2C.

N
NI)—\| Nl

Vz=In|x|+InK = z=mI(K|x]) = z=In*K|x|).

Dosazenim z = < a po tprav€ dostaneme obecné feSeni ve tvaru

% =n2(Kx]) =  y=xIn*(Klx|).

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze upravit

e =0 (1)
natvary = ¢ .
Derivace
,_ dy

dx
Substituce

z = % kde z = z(x),

odtudy =zxay =z/x+z



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#ODRsep
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

137 - Separovatelné diferencidlni rovnice

3y —2
Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice y' = Z n yx'
Reseni Video Teorie: 50, 52 P¥iklady: 256-263 €3
.. . . / 3% -2
Danou rovnici nejprve upravime na tvar y' = A
x

Zavedeme substituci z = % kde z = z(x). Odtud jey = zx ay’ = z/x + z.
Po dosazeni do zadané homogenni diferencidlni rovnice a jednoduché tipravé dostaneme
,. 3z—=2 ,

Zx+z= = Z'x z =N Zx = 22 2242
142z 142z o 14z

V rovnici nahradime derivaci z’ podilem diferencidlt Z—i a upravime na rovnici v separovaném tvaru

dzx__zz—22+2 N 1+z dz——dx
dx” 1+z 2222427 x’

Nyni budeme integrovat obé strany rovnice

1+z dx 1 1 (2z —2) dx
ST = [ 2/—d —/—d:— &
/z2—2z+2z x G117 2 ) 2204 2% x
1
2arctan(z—1)+§ln|zz—2z+2|:—ln|x|+C = 4arctan(z—1) +In|z? —2z+2| = —Inx>+2C.

Konstanta 2C muZe nabyvat vSech hodnot z mnoziny redlnych ¢isel stejné jako funkce In x, napiSeme si ji tedy
jako 2C = In K, kde K > 0 a podle pravidel pro pocitani s logaritmy dostaneme

K

4arctan(z — 1) = In 2 —2:12)

y

. s  vxart —X K
Po dosazenim z = = a tipravé dostaneme obecné fesent: Y =1
x

4 arctan =1In y2 “oyx Tk

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze upravit

e =0 (1)
natvary = ¢ .
Derivace
,_ dy

dx
Substituce

z = % kde z = z(x),

odtudy =zxay =z/x+z
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

138 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice xy’ — y = \/y? — x2.

Reseni Video Teorie: 50, 52 Priklady: 256-263 @
Danou rovnici nej { =Y Y g
jprve upravime na tvar iy’ = ; + . 1.
Zavedeme substituci z = 2, kde z = z(x).Odtudjey = zxay' =z'x +z.

)
x
Po dosazeni do zadané homogenni diferencidlni rovnice a jednoduché tpravé dostaneme

Zx+z=z+Vz2-1 = Zx=+vz2-1

V rovnici nahradime derivaci z’ podilem diferencidla g—i, upravime na rovnici v separovaném tvaru a poté inte-
grujeme

dz 5 dz dx
—x=vzc—-1 = et
dx 2 _1 X

/ dz / dx
vz —1 b
Integral na pravé stran€ rovnice si spocitdme zv14ast’

t =vVz22—-1+z

az dt
[ 2= | = (1) | = [T =mp =iz VE =1+
dt _ _dz
TV

Po integraci obou stran dostaneme In |z 4+ v/z2 — 1| = In|x| + C.
Konstanta C mtize nabyvat v§ech hodnot z mnozZiny redlnych Cisel stejné jako funkce In x, napiSeme si ji tedy
jako C = In K, kde K > 0 a podle pravidel pro pocitani s logaritmy dostaneme

Injz+vz2 -1 =In(K|x]) =

Dosazenim z = i/—c dostaneme obecné feSeni ve tvaru

%—F (%)2—121@ N

z4+VvVz2 —1=Kx.

Inlz+vz2—-1] =In|x|+InK =

v+ 1/y2 —x2 = Kx%

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze upravit

e =0 (1)
natvary = ¢ .
Derivace
,_ dy

dx
Substituce

z = % kde z = z(x),

odtudy =zxay =z/x+z
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

139 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice xzy' = y2 + xy + 4x2,

ReSeni Video Teorie: 50, 52 Priklady: 256-263 Q

Danou rovnici nejprve upravime na tvar
2
X X
Zavedeme substituci z = ., kde z = z(x).Odtudjey = zxay =2z'x +z.

Po dosazeni do zadané homogenni diferencidlni rovnice a jednoduché tipravé dostaneme

dx+z=2>+z+4 = Zx=7224+4

dz
V rovnici nahradime derivaci z’ podilem diferencidléi ——, upravime na rovnici v separovaném tvaru a poté inte-

dx
dzx—z2-|—4 N dz  dx / dz ~ [dx
dx” 2244 «x 2+4 ) x’
Po integraci dostaneme

grujeme

1
Earctang =In|x| +C,

arctang =2In x|+ 2C.

Konstanta 2C miiZe nabyvat vSech hodnot z mnoZiny redlnych &isel stejné jako funkce In |x
jako 2C = In K, kde K > 0 a podle pravidel pro pocitani s logaritmy dostaneme

, napiSeme si ji tedy

arctang =2In|x| +InK = arctan - = In <Kx2> .

2

Dosazenim z = y dostaneme obecné feSeni
X

arctan % =In (sz) .

Poznamky

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze upravit

e =0 (1)
natvary = ¢ .
Derivace
,_ dy

dx
Substituce

z = % kde z = z(x),

odtudy =zxay =z/x+z
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

140 - Exaktni diferencialni rovnice

PP v s o : x
Zadani Urcete obecné feSeni diferencialni rovnice (1 - Lz) dx + ———dy = 0.

x2+y x2+y2

Reseni Video Teorie: 53, 54 P¥iklady: 264, 265 €3
Nejprve ovéfime, Ze se jednd o exaktni diferencidlni rovnici. Vidime, 7e P(x,y) =1 — xZLerZ aQ(x,y) =
Tedy

__x _
x2y?

oP x2+y2_2y2_ yZ_x2

Y 2 2)2 T (42 2)2

3y (2+y2)? (2 +y?) P _9Q . pPRieexakm
a_Q_xz—l—yZ—sz_ y? — 22 dy  Ox

ax (2 4y?)? (a2 4 y?)?

Nyni budeme hledat kmenovou funkci F(x, y), pro kterou plati soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic

O 4__v b x
ox  x2+y? 9y x2+4y?

Z druhé rovnice integraci podle i dostaneme

F(x,y) = / 2 _T_yzdy +¢P(x) = arctan% +¢(x),

odtud derivaci podle proménné x je

oF L __y 4y
ox  x2+4+y?  dx
a porovnanim s prvni rovnici
y y dyp dip
X2 +y? xz—l—y2+dx 7 dx = plx) =x+C

Kmenové funkce je  F(x,y) = arctan? + x +C  aobecnéfeseni: arctan? +x =K.

Poznamky

Exaktni diferencidlni rovnice

Postup reseni

e ovéfime, zda plati podminka exakt-

9P(x,y) _ 9Q(x,y)
ay ox

e vypocitdime kmenovou funkei F(x, y)

nosti

e urCime obecné feSeni rovnice ve tvaru

F(x,y)=C
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

141 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice y’ —y = e2x,

Reseni Video Teorie: 55, 56, 57 P¥iklady: 266-273 €3
Piislusnd zkracena LDR md tvar y’ — y = 0. Jedn4 se o rovnici separovatelnou, jejiZ obecné feseni je

Z—zzy = /i—yz/dx = Injyl=x+C = |yl =T = y=+elle"

ProtoZe C; je konstanta, tak bude i vyraz +e€ konstantou a miiZeme ho nahradit symbolem C a obdrZime feseni
zkracené rovnice ve tvaru

y = Ce".
Provedeme variaci konstanty: pfedpoklddejme, ze C = C(x), potom
y = C(x)e*
a jeji derivace je
y = C'(x)e* + C(x)e".
Po dosazeni do ptivodni rovnice se mdm odectou dva Cleny

C'(x)e* 4+ C(x)e* — C(x)e* = &%,

C'(x)e* = e** = C'(x) =¢€"
Odtud pfimou integraci

C:/exdx:ex—l—K.

Po dosazeni obdrzime obecné reSeni
y = (e +K)e".

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho vddu
(LDR)

y +yp(x) =q(x)

deriva;e
r_ 4y
¥ = ix

Postup reseni

e vyfeSime zkracenou LDR prvniho fadu

}// + yp(x) = 0, jednd se o diferencidlni

rovnici se separovatelnymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace konstant

C = C(x) dosadime do obecného FeSeni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C’(x), zintegrujeme a do-
sadime zpét do obecného fesSeni

e vysledek:

Y= % (/ E(x)q(x)dx + K)
kde E(x) = e/ P(0)dx
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

142 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Poznamky

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice xzy’ +xy =Inx.

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho vddu

ResSeni

Rovnici si nejprve upravime na tvar

Video Teorie: 55, 56, 57 P¥iklady: 266-273 .9

(LDR)
¥ +yp(x) = q(x)

, ¥y Inx
v+ ¥ 12 derivace
_dy
a vytre$ime zkracenou LDR y = dx
d d dx d dx
y+l-o o W__v Ay 4 /_y:—/— = Inly| = —In|x| +Ci. .
X dx X y X y X Postup Feseni
Oznacime-li C; = InCy, Cy > 0 potom e vyieSime zkrdcenou LDR prvniho fadu
C C C ' = 0, jedna diferencidlni
Inlyj=—Inlx|+InC; = Injy==h—= = |yl = =2 = y= +2 = =—, CeR Y ~|—.y.p(X) o fla.se ° vl efen.ma "
| x| | x| X x rovnici se separovatelnymi proménnymi

(konstanta C muliZe nabyt hodnoty nula, protoZe i funkce y = 0 je feSenim zkrdcené LDR).

Provedeme variaci konstanty: pfedpoklddejme, Ze C = C(x), potom

Clx) ,_ Cl(x) C(x)
¥y=—H ¥=7% x2
Po dosazeni do plivodni rovnice se mdm odectou dva ¢leny
C'(x C(x C(x)1 Inx C'(x Inx Inx
() Clx), C1 _n (6 _lx ol
X X X X X X X X
Po dosazeni obdrzime obecné reseni
B % In®x + K
— " .

e Lagrangeova metoda variace konstant

C C(x) dosadime do obecného feSeni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C’(x), zintegrujeme a do-

1
C(x) = =In’x + K. ) . A
2 sadime zpét do obecného feSeni

e vysledek:

Y= % (/ E(x)q(x)dx + K)
kde E(x) = e/ P(0)dx
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

143 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Poznamky

L

Zadani Urcete obecné feSeni diferencialni rovnice y' — VT
x=+3x —10

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho vddu
(LDR)

ReSeni Video Teorie: 55, 56, 57

Nejprve vyfesime zkracenou LDR

Piiklady: 266-273 €3 v +yp(x) = g(x)

- , 7 p ; deriva;e
A A y____ 7 ay _ d )
Y x24+3x—10 0 = y  x2+4+3x—10 = y (x —2)(x+5) X Y dx
dy 7 x—2 x—2
—= = d 1 =In——+1InC =C . ¥eSent
/y /(x—Z)(x+5) x = Injyl nx+5—|—n =Y x15 Postup FeSeni
Provedeme variaci konstanty: predpoklddejme, ze C = C(x), pak e vyfeSime zkrdcenou LDR prvniho f4du
_C()x—Z ,_C%)x—2+c() 7 vy +yp(x) = 0, jednd se o diferencidlni
y=- x+5 y==u X+5 * (x+5)% rovnici se separovatelnymi proménnymi

Po dosazeni do plivodni rovnice se ndm odectou dva ¢leny a po tpravé dostaneme C’(x) =

Odtud
5)va =2 nviz, | *72 =F
c(x):/(x+ )x_'de/wx+) T %0 | dx =o2tdt | =
x—2 x—2
x =142
) 2t2 2 3
::/Qt+1@w:-§+4y:§<vx—g 14X — 2+ K.

Po dosazeni a tpravé obdrzime obecné feseni

- (2

3

x—2
x+5

Vx—2(x+19) +K)

(x +5)vx —2'

e Lagrangeova metoda variace konstant

x—2 C = C(x) dosadime do obecného FeSeni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

2+ 7)t
/ (t—z)%dt e otdzka: odeCetly se nim dva ¢leny?

(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C’(x), zintegrujeme a do-
sadime zpét do obecného fesSeni

e vysledek:

y= ﬁ (/E(x)q(x)dx-i—](),
kde E(x) = e/ P(0)dx



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#ODRlin
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

144 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice y’ +ysinx = sin x.

Reseni Video Teorie: 55, 56, 57 P¥iklady: 266-273 €3

Nejprve vyreSime zkracenou LDR

/

Y +ysinx=0 = y?:—sinx = d?y:—sinxdx = /i—y:—/sinxdx,

Inly] =cosx+c = |y =e%"+c¢

Oznac¢ime-li C = +e°, obdrzime feseni zkracené rovnice ve tvaru y = Ce

= y = te%e

COs X

Provedeme variaci konstanty: pfedpoklddejme, Ze C = C(x), pak
y = C(x)e®*, ' =C'(x)e* + C(x)e**(—sinx).
Po dosazeni do plivodni rovnice se ndm odectou dva ¢leny a po dpraveé dostaneme
C'(x) =e “*sin®x = C(x)= /e_cosx sin® xdx = /e_ COSX(1 — cos? x) sin xdx.

Odtud
C(x) = —(cosx +1)%e™ 5% L K.

Dosadime do predpoklddaného tvaru obecného fesSeni
y= (—(cosx + 1)2e—cosx 4+ K) eCos X

a po upravé dostaneme
y = —(cosx + 1)? + Ke™s~,

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho vddu
(LDR)

y +yp(x) =q(x)

deriva;e
r_ 4y
¥ = ix

Postup reseni

e vyfeSime zkracenou LDR prvniho fadu

}// + yp(x) = 0, jednd se o diferencidlni

rovnici se separovatelnymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace konstant

C = C(x) dosadime do obecného FeSeni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C’(x), zintegrujeme a do-
sadime zpét do obecného fesSeni

e vysledek:

Y= % (/ E(x)q(x)dx + K)
kde E(x) = e/ P(0)dx
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

145 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadéni Reste Cauchyho tlohu iy’ — ycotx = e*sinx, y () = 0.

Regeni Video Teorie: 55, 56, 57 P¥iklady: 266-273 €3

Nejprve vyfesime zkracenou LDR

Y —ycotx=0 = Z—z:ycotx = dy—y:cotxdx = /i—y:/cotxdx

Inly| =In|sinx|+C =
Tedy

Inly| =In|sinx| +InC;, C; >0 = Inl|y| =In(Cysinx|).

ly| = Ca|sinx| = y=+Cy|sinx]|.

ProtoZe C je konstanta, tak bude i vyraz +C, konstantou a mizeme ho nahradit symbolem C. Reseni obdrzime
ve tvaru y = Csin x. Provedeme variaci konstanty: pfedpokladejme, Zze C = C(x), pak

y=C(x)sinx, vy = C'(x)sinx+ C(x)cosx.
Po dosazeni do ptivodni rovnice se ndm odectou dva Cleny

C'(x)sinx 4+ C(x) cosx — C(x)sinxcotx = e*sinx = C'(x)=¢€"

C(x) = /exdx =e" +K,
obecné feSeni ma tvar
y = (e* +K)sinx.

Dosazenim pocatecni podminky uréime hodnotu konstanty K

0= <e% +K) sinz = K= —e?,

2

Hledané teSeni je tedy

x E .
y=\|e —ez|sinx.

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho vddu
(LDR)

y +yp(x) =q(x)

deriva;e
r_ 4y
¥ = ix

Postup reseni

e vyfeSime zkracenou LDR prvniho fadu

}// + yp(x) = 0, jednd se o diferencidlni

rovnici se separovatelnymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace konstant

C = C(x) dosadime do obecného FeSeni
zkracené rovnice, zderivujeme a dosadime do
rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjadiime C’(x), zintegrujeme a do-
sadime zpét do obecného fesSeni

e vysledek:

Y= % (/ E(x)q(x)dx + K)
kde E(x) = e/ P(0)dx
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

146 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadani Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice y’ +y = 5e2X,

Reseni Video Teorie: 58-62 Priklady: 274-278 V{:?

Charakteristickd rovnice > +1 = 0 mé komplexni kofeny r; = i, r, = —i, takZe fundamentaln{
systém tvori funkce sin x a cos x, obecné reSeni zkracené rovnice bude

A

7(x) = Cycosx + Cysinx.

Nyni provedeme variaci konstant a nalezneme piisluSné partikularni integrély. Pro ureni nezndmych
funkci C1(x) a Co(x) vypolteme piislusné determinanty:

cosx sinx
W(x) = ‘ _ = cos’x +sinx =1,
—sinx cosx
Wy (x) 0 sinx B2t g Wa(x) cos x 0 Bo2¥
x) = = —5e”*sinx, x) = = 5e“* cos x.
! 5e** cosx ? —sinx 5e*
Daéle bude
W-
Ci = Wl((;c)) = —5e*sinx = C;= —S/ezx sin xdx = e**(cos x — 2sinx) + K,
W,
Ch = Wz((;)) =5 cosx = Cp= 5/e2x cos xdx = e*¥(2cos x + sin x) 4 Kj.

Za Cq a C; dosadime do obecného feSeni zkracené rovnice
y= (ezx(cos x —2sinx) + Kl) cosx + <e2x (2cosx +sinx) + Kz) sin x,
které ndm po upravé da obecné reSeni

y = Ky cosx + Ky sinx + %%,

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

(metoda variace konstant)

ay” + my’ + agy = b(x)

Postup reseni

e vyreSime charakteristickou rovnici
a2r2 +ayr+a9 =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého fadu

1.9(x) = Cie"* + Cre™*, kde 11,7 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2.9(x) = C1e™ 4 Crxe™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Coe** sin(Bx),
r12 = « £ 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e vypocitdime Wronského determinanty

0 yz yl 0

W:y,1 y,z,leb b Wa=1, b
i ¥z PN Y2 i —

2 a

e vypocitdme funkce

Ci(x) = /%dx, Co(x) = /%dx

e dosadime Ci(x) a Cy(x) do obecného feSeni
zkracené rovnice
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

1477 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice y” + Zy’ = 6x2 + 10x — 2.

Reseni Video Teorie: 58-63 Priklady: 274-278 V{:}
Charakteristickd rovnice 2 + 2r = 0 m4 kofeny r1 = 0, rp = —2, obecné feSeni zkrdcené LDR
druhého radu bude

7(x) = C1e% 4+ Cre ™ = Cy + Cre ™%,

Zkonstruujeme 7 = A £ iw = 0. ProtoZe 7 = 0 je jednondsobnym kotfenem charakteristické rovnice, a na
pravé strané€ je polynom 2. stupné, budeme partikularni feSeni hledat ve tvaru

v(x) = x(Ax*> + Bx 4+ C),
kde A, B, C € R a prislusné derivace budou

v =3Ax*+2Bx+C, " =6Ax+ 2B.

Provedeme dosazeni v’ a v do tipIné LDR druhého fadu

6Ax + 2B 42 (3Ax> +2Bx + C) = 6x* 4+ 10x — 2
S——r ~ “

v (x) v’ (x)

a po tpravé dostaneme ~ 6Ax> + (6A +4B)x + 2B 4 2C = 6x? + 10x — 2.

Nyni porovndme koeficienty u stejnych mocnin x:

x2: 6A = 6
xl: 6A + 4B =10 = A=1,B=1aC= -2
x0: 2B + 2C = -2

Partikuldrni feSeni bude v(x) = x(x? + x — 2) a obecné feseni tpIné rovnice m4 tvar

y=1(x)+0(x) = C1 + Cre ¥ + x(x* + x — 2).

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

ay” + my’ + agy = b(x)
Postup reSeni

e vyfeSime charakteristickou rovnici
axr? +a;r+ay =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého radu

1. ]](x) = C1e/* 4 Ce™¥, kde 1,12 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. y(x) = C1e™ 4 Coxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Cre™* sin(Bx),
712 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pm(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m, n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého fadu a dopocitime koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého radu

y(x) = §(x) +v(x)
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

148 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadani Urcete obecné fesent diferencidlni rovnice y” — 10y’ + 24y = (3x — 1)e**.

Reseni Video Teorie: 58-63 Priklady: 274-278 V{:}

Charakteristickd rovnice 72 — 10r +24 = 0 ma kofeny i = 4, rp = 6, obecné feSeni zkricené
LDR druhého fadu bude

]Q(X) = C1e4x + Cze6x.

e

Zkonstruujeme 7 = A + iw = 3. Protoze # = 3 neni kofenem charakteristické rovnice, budeme partiku-
larni feSeni hledat ve tvaru
v(x) = (Ax + B) &>,

kde A, B € R a pfislusné derivace budou
v = Ae® + 3(Ax + B)e*,
0" = 6Ae>* 4 9¢3*(Ax + B).

Provedeme dosazeni v, v’ a " do tplné LDR druhého 4du

6Ae> + 9> (Ax + B) —10 (Ae3x +3(Ax + B)e3x> +24 (Ax + B) e = (3x — 1)e**
\ -~ 7 R , _\/_/
v’ (x) ' (x) v(x)

a po Upravé dostaneme
3Axe™ 4 (—4A + 3B)e* = 3xe>* — %%,

3x

Nyni porovnime koeficienty u vyrazi xe3* a e3* na obou stranich rovnice

xe3*: 3A = 3

= A=1laB=1
e¥: —4A + 3B =-1

Partikuldrn{ feSeni bude v(x) = (x + 1) € a obecné feseni Gplné rovnice m4 tvar

y=9(x) +0(x) = Cre* + Coe® 4 (x +1) ™.

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

ay” + my’ + agy = b(x)
Postup reSeni

e vyfeSime charakteristickou rovnici
axr? +a;r+ay =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého radu

1. ]](x) = C1e/* 4 Ce™¥, kde 1,12 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. y(x) = C1e™ 4 Coxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Cre™* sin(Bx),
712 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pm(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m, n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého fadu a dopocitime koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého radu

y(x) = §(x) +v(x)
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Matematika II - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

149 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidln{ rovnice y” — 2y’ + 2y = e sin x.

Reseni Video Teorie: 58-63 Priklady: 274-278 V{:}

Charakteristickd rovnice > — 2r +2 = 0 ma komplexni kofeny r; = 1+1i, r, = 1 — i, obecné
feSeni zkrdcené LDR druhého fadu bude

7(x) = Cie* cosx + Cre* sin x.

Zkonstruujeme 7 = A +£iw = 1 £ 1i. ProtoZze 7 = 1 £ i jsou jednondsobné kotfeny charakteristické rovnice,
budeme partikuldrni feSeni hledat ve tvaru

v(x) = xe* (Asinx + Bcosx),
kde A, B € R a pfislusné derivace budou

v’ = e"(Asinx + Bcos x) + xe*(Asinx + Bcosx) + xe* (A cos x — Bsinx),
v =2e* ((A+ B+ Bx)cosx — (A— B+ Ax)sinx) .

Provedeme dosazeni v, v’ a "/ do tipIné LDR druhého f4du a po tipravé dostaneme
2Be* cosx —2Ae* sinx = e*sin x.

Nyni porovndme koeficienty u vyrazi e* cos x a e* sin x na obou stranach rovnice

e‘cosx: 2B =0
. A=-%aB=0.
e‘sinx: —2A =1
Partikuldrni feSeni bude v(x) = — %xex sin x a obecné feSeni Uplné rovnice ma tvar

1
y=19(x) +v(x) = Cre* cos x + Cre* sinx — Exex sin x.

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

/! /
axy” +ay + agy = b(x)

Postup reSeni

e vyfeSime charakteristickou rovnici
axr? +a;r+ay =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého radu

1. ]](x) = C1e/* 4 Ce™¥, kde 1,12 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. y(x) = C1e™ 4 Coxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Cre™* sin(Bx),
712 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pm(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m, n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého fadu a dopocitime koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého radu

y(x) = §(x) +v(x)
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Matematika II - reSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

150 - Linearni diferencialni rovnice 2. radu

Zadani Urcete obecné feSeni diferencidlni rovnice y” — 8y’ + 16y = 32x cos 4x.

Reseni Video Teorie: 58-63 Priklady: 274-278 V{:}

Charakteristickd rovnice > — 8¢ + 16 = 0 ma dvojnasobné kofeny r12 = 4 a obecné feSeni zkra-
cené LDR druhého fddu bude
]?(x) = C1e4x + sze4x.

Zkonstruujeme 7 = A + iw = =i4. ProtoZe ¥ = +i4 nejsou kofeny charakteristické rovnice, budeme
partikularni feSeni hledat ve tvaru

v(x) = (Ax + B) cos4x + (Cx + D) sin4x,
kde A, B,C,D € R a prislusné derivace budou

v/ = (A +4D) cos4x + 4Cx cos4x + (—4B + C) sin4x — 4 Ax sin 4x,
v = (8C — 16B) cos 4x — 16 Ax cos4x + (—8A — 16D) sin4x — 16Cx sin 4x.

Provedeme dosazeni v, v’ a v” do dplné LDR druhého f4du a po tpravé dostaneme
(—8A +8C —32D) cos4x + (—8A 4 32B — 8C) sin4x — 32Cx cos 4x + 32 Ax sin4x = 32x cos 4x.

Nyni porovndme koeficienty u vyrazii cos 4x, x cos 4x, sin4x a x sin 4x na obou strandch rovnice

cos4x: —8A + 8C — 32D =
sindx: —8A + 32B — 8C =0l _ 4=0 =-1
xcos4x : — 32C =32 C=-1, D=—;
xsin4x: 32A =0

Partikuldrni feSeni bude v(x) = —}1 cos4x — xsin4dx — }1 sin4x a obecné feSeni tplné rovnice ma tvar

1 1
y=79(x)+ov(x) = Cie** + Coxe®* — 7 €08 4x — xsindx — 1 sin 4x.

Poznamky

Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty

ay” + my’ + agy = b(x)
Postup reSeni

e vyfeSime charakteristickou rovnici
axr? +a;r+ay =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého radu

1. ]](x) = C1e/* 4 Ce™¥, kde 1,12 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. y(x) = C1e™ 4 Coxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Cre™* sin(Bx),
712 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pm(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m, n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého fadu a dopocitime koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého radu

y(x) = §(x) +v(x)
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Matematika II: Pracovni listy do cviceni

Radomir Palacek, Petra Schreiberova, Petr Volny
Katedra matematiky a deskriptivni geometrie

VSB - Technicka univerzita Ostrava



Priklady — Integralni pocet funkci jedné promeénné



Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

153 - Prima metoda Tahak
Zadani Vyfeste: Zdkladni integrdly
2 2x —1
a)/<ﬁ_ax+%j¢x by/@&+éﬁmx c)/ 2F¢w d)/%m: 1. (/Wx:c
* xn+1
N N 2. /x"dx = +c
Reseni Video Teorie: 11, 12, 13 ReSené p¥iklady: 66, 67, 68 €3 n+1
3. /exdx =e'+¢
X
4. /axdx _ 1 +c
Ina
1
5. /—dx:1n|x|+c
X
6. /sinxdx=—cosx—|—c
7. /cosxdx:sinx+c

1
8. / 5 dx =tanx + ¢
CcOos? x

1
9. / ——dx = —cotx+c
sin” x

10 dx = arcsinx + ¢

A=

1
11. /H——xzdx = arctanx + ¢

12. /j;((z))dlen|f(x)|+c
f=flx) g=3g(x)

13. /(fig)dx:/fdxi/gdx

14, /(k-f)dx:k/fdx,ke]R
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

154 - Prima metoda

Zadani Vyreste:

2 x dx
2) /;(3—xe )dx b) /1+C052x

o) /(%—2>dx d) /(2x—cosx)dx

ResSeni

Video Teorie: 11, 12, 13 Refené piiklady: 66, 67, 68 €3

Tahak
Zdkladni integrdly
1. /de =c
xn+1
2. "dx =
/x X S +c
3. /exdx =e'+c
X
4. /axdx _ +c
Ina
1
5. /—dx:1n|x|+c
X
6. /sinxdx=—cosx—|—c
7. /cosxdx:sinx+c

1
8. / 5 dx =tanx + ¢
CcOos? x

1
9. / ——dx = —cotx+c
sin” x

10 dx = arcsinx + ¢

A=

1
11. /H——xzdx = arctanx + ¢

12. /j;((z))dlen|f(x)|+c
f=flx) g=3g(x)

13. /(fig)dx:/fdxi/gdx

14, /(k-f)dx:k/fdx,ke]R
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

155 - Pfima metoda Tahék
Zadani Vyfeste: Zdkladni integrdly
2% 3 3 2 1
o [T y [LA f+ ix o [ELax L [odx=c
2x2 x—1
xn+1
- N 2. /x”dx = +c
Reseni Video Teorie: 11, 12, 13 ReSené p¥iklady: 66, 67, 68 €3 n+1
3. /exdx =e'+¢
X
4. /axdx _ +c
Ina
1
5. /—dx:1n|x|+c
X
6. /sinxdx=—cosx—|—c
7. /cosxdx:sinx+c

1
8. / 5 dx =tanx + ¢
CcOos? x

1
9. / ——dx = —cotx+c
sin” x

10. dx = arcsinx + ¢

[

1
11. /H——xzdx = arctanx + ¢

12. /j;((z))dlen|f(x)|+c
f=flx) g=3g(x)

13. /(fig)dx:/fdxi/gdx

14, /(k-f)dx:k/fdx,ke]R
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

156 - Pfima metoda Tahék
Zadani Vyfeste: Zdkladni integrdly
sin2x —4 2
a dx b /—dx c /—dx 1. /de =
)/sinzx ) 1+ x2 ) V1 — 2
n+1
. , N . 2. /x”dx =2 +c
Reseni Video Teorie: 11, 12, 13 Refené piiklady: 66, 67, 68 €3 n+1
3. /exdx =e'+c
X
4. /axdx _ +c
Ina
1
5. /—dx:1n|x|+c
X
6. /sinxdx=—cosx—|—c
7. /cosxdx:sinx+c

1
8. / 5 dx =tanx + ¢
CcOos? x

1
9. / ——dx = —cotx+c
sin” x

10 = arcsinx + ¢

1
. —dx
/ V1 — x?

1
11. /H——xzdx = arctanx + ¢

ffx),
12. /f(x)dx—ln|f(x)|+c

f=fx) g=2g(x)
13. /(fig)dx:/fdxi/gdx
14, /(k-f)dx:k/fdx,ke]R



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#NENITvyp
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

157 - Linearni substituce, obecné vzorce Tahak
Zadani Vyfeste: Linedrni substituce, obecné vzorce
. 1 3 1
a) /sm(4x —3)dx b) /mdx c) / (2x —5)7dx 1. /f(ax +b)dx = A Flax+b)+c
= . 1 (ax + b)"+1
ReSeni Video Teorie: 17 ReSené priklady: 69 Q 2. / (ax +b)"dx = a n+1 T
3. /eax+bdx _ 1 ax+b +c
a
4. / L dx 1ln|ax+b|+c
+0b a
5. /s +b)dx :—%cos(ax—kb)—l—c
6. /cos (ax +b)d :%sin(axqtb)—kc
7

dx = arcsin — —|— c
a

S

8 / 1 dx—larctanx+c
’ a2+x277 g a
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

158 - Linearni substituce, obecné vzorce Tahak
Zadani Vyfeste: Linedrni substituce, obecné vzorce
_ dx 2 1
" | Zers | = / ;
a) /e X b) “3x 18 c) o2 x 1. flax +b)dx = p Flax+b)+c
1 (ax + b)"+1
n A —
ReSeni Video Teorie: 17 Resené piiklady: 69 Q 2 / (ax +b)"dx = a n+1 te
3. /eax+bdx _ 1 ax+b +c
a
4. / L dx 1ln|ax+b|+c
+b a
1
5. /s +b)dx :—Ecos(ax—kb)—l—c
6. /cos (ax +b)d :%sin(axqtb)—kc
7

dx = arcsin — —|— c
a

S

8 / 1 dx—larctanx+c
’ a2+x277 g a



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#NENITvyp
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

159 - Metoda per partes Tahik

Zadani Vyfeste: Metoda per partes
| _ I
a) /(x2 — 3) sin 2xdx b) /erxdx 0) /n—zxdx u=u(x) o =1v(x)
; W —i(x) o= o(x)

Reseni Video Teorie: 14, 15 ReSené p¥iklady: 70, 71 Q / (u-vdx =u-v— / (u'-v)dx
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

160 - Metoda per partes

Zadani Vyreste:

a) /(Zx— 1) Inxdx

b)/ = —dx
sm- x

ResSeni

Video Teorie: 14, 15 ReSené piiklady: 70, 71 Q

Tahak

Metoda per partes
u=u(x) o =7d(x)
u'=u'(x)  ov=0v(x)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

161 - Metoda per partes Tahik

Zadani Vyfeste: Metoda per partes
_ !/
a) /ex sin x dx b) /cos(lnx)dx u=u(x) o =0v(x)
u'=u'(x)  ov=0v(x)
Reseni Video Teorie: 14, 15 ReSené p¥iklady: 70, 71 {:} / (u-0')dx =u-v— / (i - v)dx

Metoda per partes - obrat

/f +zx/f a#1

:/f 1—24“
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

162 - Substitu¢ni metoda

Zadani Vyreste:
2) / dx
(x2 4+ 1)+/arctan x

b) /excos(ex)dx

ResSeni

Video Teorie: 16, 17 ReSené p¥iklady: 72, 73 Q

Tahak

Substituce typu ¢(x) =t

| Flo)g'(x)dx = [ floys

Postup
1. ozna&ime substituci @(x) = ¢
2. rovnost diferencujeme: ¢’ (x)dx = dt

3.v integrlu /f((p(x))(p’(x)dx nahra-

dime za ¢(x) proménnou f a za vyraz
@' (x)dx diferencidl dt

4. feSime integral / f(t)dt proménné ¢

5.do nalezené primitivni funkce vratime
substituci F(t) +c = F(¢(x)) +¢
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

163 - Substitu¢ni metoda

Zadani Vyreste:

a) /xcot(l + x?)dx

5
b) /—(3+inx) dx

ResSeni

Video Teorie: 16, 17 ReSené priklady: 72,73 Q

Tahak

Substituce typu ¢(x) =t

| Flo)g'(x)dx = [ floys

Postup
1. ozna&ime substituci @(x) = ¢
2. rovnost diferencujeme: ¢’ (x)dx = dt

3.v integrlu /f((p(x))(p’(x)dx nahra-

dime za ¢(x) proménnou f a za vyraz
@' (x)dx diferencidl dt

4. feSime integral / f(t)dt proménné ¢

5.do nalezené primitivni funkce vratime
substituci F(t) +c = F(¢(x)) +¢
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

164 - Substitu¢ni metoda

Zadani Vyreste:

a) /&dx
V1 —sin?x

b) / x2e= % dx

ReSeni

Video Teorie: 16, 17 ReSené piiklady: 72, 73 Q

Tahak

Substituce typu ¢(x) =t

| Flo)g'(x)dx = [ floys

Postup
1. ozna&ime substituci @(x) = ¢
2. rovnost diferencujeme: ¢’ (x)dx = dt

3.v integrlu /f((p(x))(p’(x)dx nahra-

dime za ¢(x) proménnou f a za vyraz
@' (x)dx diferencidl dt

4. feSime integral / f(t)dt proménné ¢

5.do nalezené primitivni funkce vratime
substituci F(t) +c = F(¢(x)) +¢
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

165 - Substitu¢ni metoda

Zadani Vyreste:

dx
2 / (24+x)vV1+x

b)/

cot \/x i
VX

ResSeni

Video Teorie: 18 ReSené priklady: 74 Q

Tahak

Substituce typu x = ¢(t)

[ fdx= [ flo(t)g (tyat

Postup
1. ozna&ime substituci x = @(t)
2. rovnost diferencujeme: dx = ¢’ (t)dt

3. vintegrélu / f (x)dx nahradime promén-

nou x funkci ¢(t) a diferencidl dx vyra-

zem ¢’ (t)dt

4. fe§ime integral /f(go(t))(p'(t)dt pro-
ménné ¢

5.do nalezené primitivni funkce vratime
substituci F(t) +c = F(¢~}(x)) 4+ ¢
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

166 - Substitucni metoda + metoda per partes Tahak
Zadani Vyfeste: Metoda per partes
a) /eﬁdx b) /arctanxdx u=u(x) 0" =7'(x)
u'=u'(x)  ov=0v(x)
ReSeni Video Teorie: 14, 15, 16, 17 ReSené priklady: 71, 72,73 {:} / (u-0')dx =u-v— / (i - v)dx

Substituce typu ¢(x) =t

[ Flotg/ dx = [ fnyar

Substituce typu x = ¢(t)

[ Foax = [ fo()g' (tat
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

167 - Racionalni lomena funkce

x3 42

x—1

Zadani Vyjadiete raciondlni funkci R(x) =

jako soucet polynomu a ryze lomené raciondlni funkce.

ResSeni

Video Teorie: 19 ReSené piiklady: 75 {:}

Tahak

Raciondlni lomend funkce

Neryze lomend raciondlni funkce

_ P, (x)
Qum(x)’

R(x) n>m

e kazdou neryze lomenou raciondlni funkci
Ize délenim upravit na soucet polynomu a
ryze lomené raciondlni funkce
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

168 - Rozklad na parcialni zlomky

Zadani Rozlozte na parcidlni zlomky:

2x —1 1
@ R(x) = x3 — 4x b) R(x) = x3 — 4x2 4 4x
ReSeni Video Teorie: 19 ReSené piiklady: 75 Q

Tahak

Parcidlni zlomky - 2 typy

I.L, kdek € N; A, € R
(x —a)k

L MxAN ke N
(X2 + px +q)F

M,N,p,q € R, diskriminant p?> — 4q
je zaporny

e kazdou ryze lomenou raciondlni funkci lze
rozlozit na soucet parcidlnich zlomku

e pocet zlomkl odpovidd stupni poly-
nomu ve jmenovateli

Postup
1. najdeme kofeny polynomu ve jmenovateli
2. napiSeme predpokladany tvar rozkladu

3. celou rovnici rozkladu vynasobime poly-
nomem ve jmenovateli

4. nalezneme koeficienty rozkladu:
srovnavaci metodou, dosazovaci metodou
nebo kombinaci téchto metod

Alternativa pro parcidlni zlomek dru-
hého typu

B2x+p)+C
(x2 + px +g)k

B,C,p,qeR;keN
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

169 - Rozklad na parcialni zlomky

X
(x—1)(x*+1)

Zadani Rozlozte funkci R(x) = na parcidlni zlomky.

ReSeni Video Teorie: 19 ReSené piiklady: 75 {:}’

Tahak

Parcidlni zlomky - 2 typy

I.L, kdek € N; A, € R
(x —a)k

L MxAN ke N
(X2 + px +q)F

M,N,p,q € R, diskriminant p?> — 4q
je zaporny

e kazdou ryze lomenou raciondlni funkci lze
rozlozit na soucet parcidlnich zlomku

e pocet zlomkl odpovidd stupni poly-
nomu ve jmenovateli

Postup
1. najdeme kofeny polynomu ve jmenovateli
2. napiSeme predpokladany tvar rozkladu

3. celou rovnici rozkladu vynasobime poly-
nomem ve jmenovateli

4. nalezneme koeficienty rozkladu:
srovnavaci metodou, dosazovaci metodou
nebo kombinaci téchto metod

Alternativa pro parcidlni zlomek dru-
hého typu

B2x+p)+C
(x2 + px +g)k

B,C,p,qeR;keN
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

170 - Integrace raciondlni lomené funkce Tahék

Zadani Vyfeste: Integrace parcidlnich zlomkit s redlnymi

x4+2 3x _ koreny ve jmenovateli
Y / 3 —2x2 — d b) / (x—4)(x—2 )2dx A
' /x_adx:Aln|x—tx]+c
ReSeni Video Teorie: 20 ReSené priklady: 76, 77, 78 Q / A dy — A T
(x —a)k (1—k)(x —a)k=1 7

k>2
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

171 - Integrace raciondlni lomené funkce

Zadani Vyreste:

3x 3x2 4+ 4x + 33
d
Y /<x2+1><x2+4> * b) /<x2+9>(3—x>d"

ReSeni Video Teorie: 20 ReSené piiklady: 76, 77, 78 V{:}

Tahak

Integrace parcidlnich zlomki s komplexnimi
koreny ve jmenovateli

/ B(2x + p)

x2+px+qu:Bln]x2—|—px+q\+c

/%dx = Earc’canw—l—c,
x>+ px+q a a
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

172 - Integrace raciondlni lomené funkce Tahak
Zadani Vyfeste: Integrace parcidlnich zlomkii
x3 2x% —3x + 5
a)/x3+xdx )/ Pt dx /x— dx = Aln|x —a| +c
Reseni Video Teorie: 20 Resené piiklady: 76, 77, 78 Q / A dx — A T
(x —a)k (1 —k)(x —a)k-1
k>2
/de: Bln|x® + px+q|+¢
x2+px+gq
/%dx = Earc’car1x+p/2 +c,
X2+ px+q a a
2
a=\/q— P~
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

173 - Integrace goniometrickych funkci Tahik

Zadani VyeSte: Vypocet integrdlii typu / sin™ x cos” x dx,

a) /sin3 x cos? x dx b) /sin2 x cos® x dx kdem,n € Z

1. m je liché = substituce cos x =t

ReSeni Video Teorie: 21 ReSené priklady: 79, 80, 81, 82 {:}
2. n je liché = substituce sinx = ¢

3. min sudé, alesponi jedno zaporné

= substituce tan x = ¢, pak
t

V14 t?

sinx =

4. m i n sudé nezaporné
= vyuziti vzorcl na dvojnasobny thel:

.9 1 — cos2x

sin“x = ———
2

2 1+ cos2x

Cos X = ————

2
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

174 - Integrace goniometrickych funkci Tahik
Zadéni Vyleste: Vypocet integrdlii typu / sin” x cos” x dx,
kde m, Z
a) /:;r;()x b) /cos4xdx emn e

1. m je liché = substituce cos x =t

Reseni Video Teorie: 21 ReSené p¥iklady: 79, 80, 81,82 €9
2. n je liché = substituce sinx = ¢

3. min sudé, alesponi jedno zaporné
= substituce tan x = ¢, pak

. t
SIN X =
V14 t?
1
COS X =
V12
dt
dx =
X 142

4. m i n sudé nezaporné
= vyuziti vzorcl na dvojnasobny thel:

.9 1 — cos2x

sin“x = ———
2

2 1+ cos2x

Cos X = ————

2
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

175 - Integrace goniometrickych funkci

Zadani Vyreste:

1 1
—d b / d
2 /25inx+1 * ) 1+ cosx 4+ sinx *
ReSeni Video Teorie: 22 ReSené piiklady: 83, 84 Q

Tahak

Vypocet integrdlii typu /R(sinx, cos x)dx,
kde R(u,v) predstavuje raciondlni funkci

dvou proménnych # = sinx av = cos x

Univerzdlni substituce

X
tans =t xe (—m, )

sinx = 2t
142
N 1—¢2
COS = —F
1412

x = 2arctant

dx dt

1412
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

176 - Integrace iracionalnich funkci

Zadani Vyreste:

2) / 1+ 5x b) /
Vx+5 X+ VX
ReSeni Video Teorie: 18 Resené piiklady: 85, 86, 87 {:}

Tahak

Iraciondlni funkce integrujeme vétSinou
substitu¢ni metodou.

a) integrand obsahuje vyraz v ax + b
=> substituce ax + b = t"

b) integrand obsahuje vice odmocnin s
riznymi odmocniteli "Vax + b, ¥/ax +b,...
=> substituce ax + b = t", kde n je nejmensi
spole¢ny nédsobek Cisel 111, 1o, ...

c) integrand obsahuje vyraz \/ a2 — b2x?

=> goniometrickd substituce bx = asint
nebo bx = acost
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

177 - Integrace iracionalnich funkci

Zadani Vyreste:

Mﬁ

b) / de

ResSeni

Video Teorie: 18 Reené piiklady: 85, 86,87 €3

Tahak

Iraciondlni funkce integrujeme vétSinou
substitu¢ni metodou.

a) integrand obsahuje vyraz v ax + b
=> substituce ax + b = t"

b) integrand obsahuje vice odmocnin s
riznymi odmocniteli "Vax + b, ¥/ax +b,...
=> substituce ax + b = t", kde n je nejmensi
spole¢ny nédsobek Cisel 111, 1o, ...

c) integrand obsahuje vyraz \/ a2 — b2x?
=> goniometrickd substituce bx = asint
nebo bx = acost
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

178 - Neurcity integral

Zadani Vyfreste:

a)/x +4x+8 Jx b)/—
x+2 1+ cos2x

Reseni Video @
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

179 - NeurcCity integral

Zadani Vyfreste:
1+ 5x xt+1
a) / b / T
Jx+5 ) x3 — 5x2 4 6x

ReSeni Video @
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

180 - Neurcity integral

Zadani Vyfreste:

sin x
a - dx b /erx“dx
) /\3/1+2cosx )

Reseni Video @
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

181 - Neurcity integral

Zadani Vyfreste:

dx 2 _
a)/ b)/ln x+3lnx de

sin x X

Reseni Video @
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

182 - Urcity integrdl, vypocet a vlastnosti

Tahak

Zadani Vyreste:

Newtonova-Leibnizova formule

2 1 1, b
2) / (332 + 1)dx b) / (3 — x2)%dx 0 / 1ji—xzdx / F(x)dx = [F(x)]’ = F(b) — F(a)
1 0 -1 a
Reseni Video Teorie: 24 ReSené piiklady: 88 Q Vlastnosti
f=fx) g=gx)

a)/b(f+g)dx:/bfdx+/bgdx

b

b)/bcfdx:c/fdx

a
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

183 - Urcity integral sudé a liché funkce

Tahak

Zadani Vyreste:

1

5x
b) /2x2+1dx

-1

(x? 4 cos x)dx

a)

|
=N \»m

Vypocet integrdlu sudé a liché funkce

2 a a
) /de a) suda funkce: /f(x)dx = Z/f(x)dx
_2 —a 0

ResSeni Video

a
Teorie: 25 ReSené priklady: 89 Q b) lich4 funkce: / f(x)dx =0
—a
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

184 - Metoda per partes pro urcité integraly Tahak
Zadani Vyfeste: Metoda per partes pro urcity integrdl
1 V3 u=u(x) o =7(x)
a) / (x +2)edx b) / x arctan x dx u'=u'(x) v=o(x)
0 0

b b
e = ol —
ReSent Video Teorie: 26 ReSené piklady: 90 € / (u-0')dx = [u -], / (- v)dx
a a
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

185 - Substitu¢ni metoda pro urcité integraly

Zadani Vyreste:

sin xv/cos x dx

e
2) / 1 +xlnxdx b)
1

O\N\:{

ReSeni Video Teorie: 26 ReSené piiklady: 91, 92 Q

Tahak
Substitucni metoda
B 9(B)
[ flog/ax = [ fityar
@ o(a)

Po zavedeni vhodné substituce musime
urcit nové meze.
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

186 - Substitu¢ni metoda + metoda per partes

Zadani Vyreste:

3
a) /xln(x2 +2)dx
1

2
b) / arcsin 2xdx
0

ResSeni

Video Teorie: 26 ReSené piiklady: 91, 92 Q

Tahak

Metoda per partes pro urcity integrdl
u=u(x) o =7d(x)
u'=u'(x)  ov=0v(x)

b

/(u 0 )dx = [u -]l — /b (u' - v)dx

a

Substitucni metoda

B 9(B)
[ flog/ax = [ fiear
@ o(a)

Po zavedeni vhodné substituce musime
urcit nové meze.
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

187 - Urcity integrél racionalni lomené funkce Tahak
Zadani Vyfeste: Integrace parcidlnich zlomkii
b
x+2 x—1 A —A. _ b
)/ L )/xe,xﬂ /x_{xdx—A [In |x — ]
Reseni Video ReSené piiklady: 93 @ y A J A b
/ r—af {(1 —k)(x =) 1]
k>?2

= B [In|x* + px +q|];

b
/de: E {arctanx_'_p/z} ,
m m
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

188 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce Tahak
Zadani Znazornéte graf funkce y = In g a vypocitejte obsah plochy ohranicené touto funkci, osou x a pifimkami: Obsah krivocarého lichobéZnika
1 3 pro nezdpornou funkci f(x) na
a)xzz a xzz b) x=2 a x=4 (a,b)
b
Reseni Video Teorie: 27 ReSené priklady: 94, 95 @ P = / f(x)dx
a
41 41 Obsah  krivocarého  lichobéz-
nika pro nekladnou funkci f(x) na
3 3
(a,b)
2 2 )
] 1 P=— [ flx)dx
a
-5 -4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1 -1
~2 ~2
-3 -3
—4 —4
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

189 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce Tahak
Zadani Vypoctéte obsah ttvaru (dany ttvar zndzornéte) ohrani¢eného osou x a: Pokud funkce méni znaménko, je
nutno brét ¢asti nad osou x kladné
a) funkciy = x>—3 a pfimkami: x = -2, x = 2. b) jednou kladnou vInou funkce y = sin x. a &asti pod osou x zaporng.
ReSeni Video Teorie: 27 ReSené priklady: 96 @ Obsah  kfivocarého  lichobéZ-
nika

b
l 2 P= [If(x)ldx

3 +
o1 14 Pozndmka:
14 ve druhém obriazku je osa y

k ose x v poméru 2 : 1.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 0 /2 T 3rt/2 27

14
21 -1
31

—4 -2
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

190 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce Tahak

Yax=1. Obsah kiivocarého lichobéZnika

ohraniceného dvéma funkcemi

Zadani Vypoctéte obsah rovinného obrazce (danou plochu zndzornéte) ohrani¢eného kiivkami y = e*, y=e

Reseni Video Teorie: 28 ReSené piiklady: 97 @ pokud platf:
y £(x) = g() na (a, )
b
3 =P = [ (f(x) —g(x))dx,
a
27 kde a, b jsou pruseciky funkci,
14

tzn. fe§ime rovnici f(x) = g(x)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

191 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce Tahak
Zadani Vypoctéte obsah rovinného obrazce (danou plochu zndzornéte) ohrani¢eného kiivkami y = x% 41, Yy = 2x* — 3. Obsah krivocarého lichobéZnika
ohraniceného dvéma funkcemi

ReSeni Video Teorie: 28 ReSené priklady: 97 @ pokud plati:

\ f(x) = g(x) na (a,b)

b
3 =P = [ (f(x) —g(x))dx,
a
27 kde a, b jsou pruseciky funkci,
1 4

tzn. fe§ime rovnici f(x) = g(x)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

192 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rovinného obrazce

Zadani Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou x a kiivkou zadanou parametrickymi rovnicemi

x=2t—t%y=21"—t3 kdet € (0,2).

ReSeni Video Teorie: 28 ReSené piiklady: 98 @

Tahak

Obsah krivocarého lichobézZnika ohra-
niceného funkci danou parametrickymi
rovnicemi

x=g(t)ay = ¢(t), kde t € (&; B)

B
= P=| [yp)e
X %Zt —
"""" 2 »23
y ;Zt t
,,,,,,,, 1,,
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

193 - Uziti urCit€ho integralu, délka rovinné kiivky

Zadani Vypottéte délku kiivky y> = x° na (0,2).

ReSeni Video Teorie: 29 ReSené piiklady: 99, 100 @

Tahak

Délka oblouku kiivky na (a; )

b

L= [ 1+ (1))

a
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

194 - Uziti urCit€ho integralu, délka rovinné krivky

Zadsni Vypodtéte délku kfivky y = Insin x pro g <x< %

ReSeni Video Teorie: 29 ReSené piiklady: 99, 100 @

Tahak

Délka oblouku kiivky na (a; )

b

L= [ 1+ (1))

a
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Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

195 - Uziti urCit€ho integralu, délka rovinné kiivky

Zadani Vypoctéte velikost drahy, kterou urazi bod od t = 0 do t = 2 pfi pohybu po kiivce dané
parametrickymi rovnicemi x = £2, y= 5¢2.

Reseni Video Teorie: 29 ReSené p¥iklady: 99, 100 €2

Tahak

Délka oblouku krivky dané parametric-
kymi rovnicemi x = ¢(t) ay = P(t),
kde t € (a; B)

B
L= [ (o072 + ((e)2a
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

196 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa Tahak
Zadani Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci oblasti ohrani¢ené funkei y = v/2x — 3 v (2, 3) kolem osy x. Objem rotacniho télesa
N . b
Reseni Video Teorie: 30 ReSené piiklady: 101,102,103 €3 || v — / £2(x)dx
a
4+ b
V= [|f) - gx)|dx
37 a
2 4
1 4+
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

197 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa Tahak
Zadani Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce y = 2| sin x|, x € (0, 27), kolem osy x. Objem rotacniho télesa
N . b
Reseni Video Teorie: 30 ReSené piiklady: 101,102,103 €3 || v — / £2(x)dx
a
2 4

b
V= [|f) - x)|dx

1+ Poznamka:

osay kose x je vpoméru2:1

0 /2 s 3mt/2 27
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

198 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa Tahak
Zadani Vypoctéte objem télesa, vzniklého rotaci oblasti (oblast nacrtnéte) ohranicené funkcemi y = X2, y2 = x, Objem rotacniho télesa
kolem osy x. b
ReSeni Video Teorie: 30 ReSené piiklady: 101, 102, 103 @ V=rm / f2( x)dx
a

ol b
V= [|f) - gx)|dx
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

199 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotacniho télesa Tahak
Zadani Vypoctéte objem télesa, vzniklého rotaci oblasti (oblast nalrtnéte) ohrani¢ené funkcemi y = e*, y = x + 2, Objem rotacniho télesa
x = —1,x =1, kolem osy x. ,
ReSeni Video Teorie: 30 ReSené piiklady: 101, 102, 103 @ V=rm / f2( x)dx
a

ol b
V= [|f) - gx)|dx
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

200 - Uziti urCit€ho integralu, objem rotaCniho télesa

1—t 1
Zadani Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci parametricky zadané funkce x = 5 kde t € (0,1),

1+t7 17
kolem osy x.

Reseni Video Teorie: 30 ReSené piiklady: 101, 102, 103 €3

Tahak

Objem rotacniho télesa

p
V=7 [ 4(6)]g(t)d

o
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

201 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rotaCni plochy

Zad4ni Vypoctéte povrch rotaéniho télesa vzniklého rotaci kiivky y = /x kolem osy x pro x € (1,4) .

ReSeni Video Teorie: 31 ReSené piiklady: 104, 105 @

Tahak

Obsah rotacni plochy

b

s =2m [ fx)\ 1+ (F/(x))2ex

a

f(x) >0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

202 - Uziti urCit€ho integralu, obsah rotaCni plochy

Zadani Vypottéte povrch télesa vzniklého rotaci parametricky zadané funkce x = asin2t, y = 2asin®t, kde t € (0, 7r),
kolem osy x.

ReSeni Video Teorie: 31 ReSené piiklady: 104, 105 ‘{f}

Tahak

Obsah rotacni plochy

p
s =21 [ O/ (9(1))2 + ((1)dt

$(#) =0
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Priklady — Funkce dvou proménnych



Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

204 - Definicni obor

Zadani Naleznéte defini¢ni obor funkce:

— 8
a)z:% b) z=+/2x+y
Reseni Video Teorie: 33 ReSené piiklady: 107, 108 Q

Tahak

Zlomek
jmenovatel je rizny od 0

Sudd odmocnina
vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je rizny od 5 +k - 7,
keZ

Kotangens
argument je rizny od k - 71,
keZ

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

(-11)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

205 - Definicni obor

Zadani Naleznéte defini¢ni obor funkce:

X+ 2y
a) z=/y2 -1 b) z= —~L +vVx2-1
VY o1
Reseni Video Teorie: 33 ReSené p¥iklady: 107, 108 €3
4+ 4L
3+ 31
21 ol
1+t 14+
-5 -4 -3 :2 -1 0 1 :5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4

Tahak

Zlomek
jmenovatel je rizny od 0

Sudd odmocnina
vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je riizny od 5 +k - 7,
keZ

Kotangens
argument je rizny od k - 71,
keZ

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

(-11)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

206 - Definicni obor

Zadani Naleznéte defini¢ni obor funkce:

a) z=Inx+Iny

b) z =In(y(x +2))

ResSeni

Video Teorie: 33 ReSené piiklady: 107, 108 Q

Tahak

Zlomek
jmenovatel je rizny od 0

Sudd odmocnina
vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je rizny od 5 +k - 7,
keZ

Kotangens
argument je rizny od k - 71,
keZ

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

(-11)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

207 - DefiniCni obor Tahak
Zadani Naleznéte defini¢ni obor funkce: Zlomek
jmenovatel je rizny od 0
a) z=+/16 — x2 — 2 b) z = 1
arcsin x arccos x
. . . L., Sudd odmocnina
Reseni Video Teorie: 33 ReSené priklady: 107, 108 Q vyraz pod odmocninou je
nezaporny
4 4
3 3 Logaritmus
argument je kladny
21 2
Tangens
1t 14 argument je rizny od 5 +k - 7,
kez
-5 -4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
- -1 Kotangens
ol ol argument je rizny od k - 71,
keZ
-3 -3
—4 1 41 Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

-5 -5 (—1,1)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

208 - Definicni obor

Zadani Naleznéte defini¢ni obor funkce:

a) z=In(xy —4)

b) z =

x3—y

ResSeni

Video Teorie: 33 ReSené p¥iklady: 107, 108 €3

Tahak

Zlomek
jmenovatel je rizny od 0

Sudd odmocnina
vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je riizny od 5 +k - 7,
keZ

Kotangens
argument je rizny od k - 71,
keZ

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

(-11)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

209 - Defini¢ni obor

Zadani Naleznéte defini¢ni obor funkce:

2 2
a) z = arccos (23(2 + % —

)

b) z = \/cos(x —y)

ResSeni

Video Teorie: 33 ReSené piiklady: 107, 108 Q

Tahak

Zlomek
jmenovatel je rizny od 0

Sudd odmocnina
vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je rizny od 5 +k - 7,
keZ

Kotangens
argument je rizny od k - 71,
keZ

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu
(-1,1)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

210 - Definicni obor

Tahak

x> +y* -5

Zadani Rozhodnéte, ktery defini¢ni obor odpovida funkci z = arcsin 1

Zlomek
jmenovatel je rizny od 0

ResSeni

@ | @

Video Teorie: 33 ReSené p¥iklady: 107, 108 @

Sudd odmocnina
vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

—4 —4
-5 -5
4 +
P =3T=-= S
.7 RN
4 21 A
4 \
4 \
4 \
i B \

Tangens
argument je riizny od 5 +k - 7,
keZ

Kotangens
argument je rizny od k - 71,
keZ

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu
(-1,1)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

211 - Defini¢ni obor Tahak

Zadani Rozhodnéte, ktery defini¢ni obor odpovidé funkciz = /1 —x2+y + /1 —x2 — . Zlomek
jmenovatel je rizny od 0

ReSeni Video Teorie: 33 ReSené piiklady: 107, 108 Q
@

Sudd odmocnina

vyraz pod odmocninou je

nezaporny

y:x2+1

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je riizny od 5 +k - 7,
y=-x-1 kecZ

Kotangens
argument je rizny od k - 71,

©) keZ

Arkussinus, arkuskosinus
21 argument leZzi v intervalu

(-11)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

* Vv v rd
212 - Definicni obor Tahak
- y . o s . 1 . X
Zadani Rozhodnéte, ktery definicni obor odpovida funkci z = ——— +arcsin — + /16 — y2. Zlomek
=y 4 jmenovatel je rizny od 0
ReSeni Video Teorie: 33 ReSené piiklady: 107, 108 @
@\ ,// Sudd odmocnina
T * s vyraz pod odmocninou je
\\\ 31 7 nezaporny
\\\ o ////
= —X 4 =X
Y N B 4 Logaritmus
R argument je kladny
5 44 3 2 -1/ 1 2 3 4
PERT N Tangens
7 \\\ argument je riizny od 5 +k - 7,
L keZ
,/,/ "‘3 T \\\\
F 4 0, Kotangens
7 .l . argument je rizny od k - 71,
keZ

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

(-11)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

213 - Definicni obor

Zadani Rozhodnéte, ktery defini¢ni obor odpovidd funkci z = /y cos x.

ResSeni

@

Video Teorie: 33 ReSené piiklady: 107, 108 €3

-3

-2

27

3

—51t/2 —31t/2 —7/2 T 37/2 5m1/2

11
Y
31
4]
sl

@ N
5l
51
11

D T Ry O e

Tahak

Zlomek
jmenovatel je rizny od 0

Sudd odmocnina
vyraz pod odmocninou je
nezaporny

Logaritmus
argument je kladny

Tangens
argument je rizny od 5 +k - 7,
keZ

Kotangens
argument je rizny od k - 71,
keZ

Arkussinus, arkuskosinus
argument leZi v intervalu

(-1,1)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

214 - Vrstevnicovy graf Tahak
Zadani Sestrojte vrstevnicovy graf funkce: Hleddme pruniky grafu funkce
s rovinami  rovnobéZnymi
2, .2 2y . . .
a) z=x"+y —4 b) z = =+ 1 s pudorysnou rovinou, tj. dosa-
x zujeme z = k, k € R.
ReSeni Video Teorie: 34, 35 ReSené piiklady: 109 Q
Cislo k je mozné volit Ili-
bovolné. OvSem muZe se stit,
4 4 Ze pii nevhodné volbé se plo-
3 3 chy neprotnou, prinik bude
prazdny.
21 2
11 11 V pripadé, Ze prinik je ne-
prazdny, jednd se o prostorovou
s 4 3 2 4 0 1 3 : ¥ s 4 43 2 4 0 1 3 : ¥ k{lvku, kterou. promitneme do
. . ptidorysné roviny.
-2¢ ~2
-3 -3
—4 —4
-5 -5
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

215 - Vrstevnicovy graf Tahak

Zadani Rozhodnéte, ktery vrstevnicovy graf odpovida funkci z = xzyz. Hleddme pruniky grafu funkce
N - s rovinami  rovnobéZnymi
ReSeni Video Teorie: 34, 35 ReSené priklady: 109 Q s pidorysnou rovinou, tj. dosa-

@ @ N zujeme z = k, k € R.

y=——k>0
X

Cislo k je mozné volit Ili-
bovolné. OvSem muZe se stit,
Ze pii nevhodné volbé se plo-
——— 1 chy neprotnou, prinik bude
prazdny.

V pfipadé, Ze prinik je ne-
prazdny, jednd se o prostorovou
kfivku, kterou promitneme do
pidorysné roviny.



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#DP2def
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

216 - Limita funkce Tahak
Zadani Vyreste: Limity funkci dvou promén-
5.4 nych feSime vétSinou pifimym
a) lim Y EXY b lim _ sin(2x+y) o  lim dosazenim, nebo s pokusime
xyl—[12] x°—2 [xy]—[%,—3Z] [xy]—=[—14] ]/(X + 1) limitu upravit.
ReSeni Video Teorie: 36 ReSené piiklady: 110 Q

V ptipadé limit funkci dvou
proménnych se spiSe fesi jiny
typ dlohy. Dokazuje se, Ze dand
limita neexistuje.
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

217 - Parcidlni derivace VI
Zadani Naleznéte parcialni derivace prvniho fadu: 9. (x") = nx"1
a) z = x*+ 1> ¢) z= (> +1Dy(x+1) e) z= % 3. (e) =e
X\ ox
b) z = sin(2x +y) d) z= w f) z = tan(In(xy)) ' ! _i "
x> =2 5 (Inx)' = -
Reseni Video Teorie: 37, 38 Resené piiklady: 111, 112, 113 @ 6. (log, x)' = xliuz
7. (sinx)’ = cosx
8. (cosx) = —sinx
9. (tanx)’ = COS%X
10. (cotx) = —— 12
5151 x
11. (arcsinx) = Vi
1
12. (arccosx) = B g
13. (arctanx) = 7 —:xz
14. (arccotx) = — 1 sz
u=u(x) v=ou(x)
15. [c-u) =c-u
16. uto) =u' +o
17 u-o) =v-v+u-o
rowo—u-v
o[
19. [u(v)] = u'(v) -0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

218 - Parcialni derivace [ahak @ —0
Zadani Naleznéte parcialni derivace prvniho fadu: 9. (x") = a1
X N <
a) z = m v bodé [1, —1] b) z= (x+y)4/1 — x2y2 v bodé [1,0] ¢) z = Inarctan —— v bodé¢ [1,2] 3. (%) = e
N N 4 (@) =a*Ina
Reseni Video Teorie: 37, 38 ReSené p¥iklady: 111, 112, 113 €3 )
I —
5 (Inx)" = »
6. (log x) = —.
84 xIlna
7. (sinx)’ = cosx
8. (cosx) = —sinx
1
r_
9. (tanx)' = o
1
[ —
10. (cotx)' = ..
1
11. (arcsinx) =
( )=
1
12. (arccosx) = —
RV
1
r_
13. (arctanx)’ = T2
1
[ .
14. (arccotx)’ = T2
u=u(x) v=ou(x)
15. [c-u) =c-u
16. uto) =u' +o
17 u-o) =v-v+u-o
uy weo—u-v
18. {v] - v?
19. [u(v)] = u'(v) -0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

219 - Parcialni derivace fﬁhék @ —0
Zadani Naleznéte parcidlni derivace druhého fadu: 9. (x") = nx"1
a) z = cot(x + 2y) b) z = xel¥ D ¢) z=2xY 3 () = et
Reseni Video Teorie: 37, 38 ReSené piiklady: 111, 112, 113 Q 4. (a*)’ =a*Ina
5 (Inx) = %
6. (log,x)" = xliuz
7. (sinx)’ = cosx
8. (cosx) = —sinx
9. (tanx)’ = coizx
10. (cotx) = _siizx
. 1
11. (arcsinx) = N
1
12. (arccosx) = B
13. (arctanx) = 7 —:xz
14. (arccotx) = — 1 sz
u=u(x) v=ou(x)
15. [c-u) =c-u
16. uto) =u' +o
17. u-o) =v-v+u-o
oW ev—u-o
18, [%] _u vvzu v
19. [u(v)] = u'(v) -0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

220 - Parcialni derivace fﬁhék @ —0
Zadani Naleznéte parcidlni derivace druhého fadu: 9. (x") = nx"1
a) z = x2Iny v bodé [3,1] b) z =ye ¥ vbodé [~1,1] 3. () = ¢
Re3eni Video Teorie: 37, 38 ReSené pFiklady: 111,112,113 €3 || (4)' = a*Ina
5 (Inx) = %
6. (log,x)" = xliuz
7. (sinx)’ = cosx
8. (cosx) = —sinx
9. (tanx)’ = coizx
10. (cotx) = _siizx
. 1
11. (arcsinx) = N
1
12. (arccosx) = B
13. (arctanx) = 7 —:xz
14. (arccotx) = — 1 sz
u=u(x) v=ou(x)
15. [c-u) =c-u
16. uto) =u' +o
17. u-o) =v-v+u-o
! 'o—y.-7o
18, [%] _u vvzu v
19. [u(v)] = u'(v) -0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

221 - Parcidlni derivace Tahak @ —0
Zadéni Vypotitejte parcidinf derivaci . - funkee 2 = In(2 2 (x") = nx""!
adani Vypocitejte parcidlni derivaci oy unkce z = In(2x + y). : =
. ] ) « ., . 3. () =e"
Reseni Video Teorie: 37, 38 ReSené priklady: 111, 112, 113 Q
4 (@) =a*Ina
1
— —
5 (Inx)" = »
1
r_
6. (log,x)" = “Ina
7. (sinx)’ = cosx
8. (cosx) = —sinx
1
r_
9. (tanx)' = o
1
[ —
10. (cotx)' = ..
1
11. (arcsinx) =
( )=
1
12. (arccosx) = —
( ) —
1
r_
13. (arctanx)’ = 5
1
— .
14. (arccotx)’ = T2
u=u(x) v=ou(x)
15. [c-u) =c-u
16. uto) =u' +o
17. u-o) =v-v+u-o
uy weo—u-v
18. b] - v?
19. [u(v)] = u'(v) -0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

222 - Diferencial funkce

Zadani Vypocitejte diferencial funkce:

a) z = tan(x? + y?) b) z

Vx

_ _ 3 3\ o3
= log(x 1 29) ¢) z= (¥’ +y’)sin(xy)

ResSeni

Video Teorie: 39, 40 ReSené piiklady: 114, 115 €9

Tahak
Diferencidl funkce z = f(x,y)

_9f ;. 9f
dz = axdx+ aydy

Diferencidl funkce z v bodé A = [x, Yo

t2(2) = ) =)+ L) y-w)

Diferencidl funkce z v bodé A =[x, yo]
pfi zndmych piirastcich dx, dy

dz(A)(dx,dy) = %(A) -dx + %(A) -dy € R

Diferencidl druhého ¥ddu funkce z = f(x,y)

82f 82f azf
2., 2 2
dz = —axzdx +28xaydxdy + 32 dy

Priblizny vypocet funkEnich hodnot

f(x,y) = f(xo0,y0) + df (xo0,y0)(dx, dy)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

223 - Diferencial funkce

Zadani Vypocitejte diferencial funkce:

a) z=e"¥ 4y bodé [-1,2]

b) z = arcsin Yy bods [1,1]
x+1

ResSeni

Video Teorie: 39, 40 ReSené piiklady: 114, 115 €3

Tahak
Diferencidl funkce z = f(x,y)

_9f ;. 9f
dz = axdx+ aydy

Diferencidl funkce z v bodé A = [x, Yo

t2(2) = ) =)+ L) y-w)

Diferencidl funkce z v bodé A =[x, yo]
pfi zndmych piirastcich dx, dy

dz(A)(dx,dy) = %(A) -dx + %(A) -dy € R

Diferencidl druhého ¥ddu funkce z = f(x,y)

82f 82f azf
2., 2 2
dz = —axzdx +28xaydxdy + 32 dy

Priblizny vypocet funkEnich hodnot

f(x,y) = f(xo0,y0) + df (xo0,y0)(dx, dy)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

224 - Diferencial funkce Tahak
Zadani Urcete priblizné hodnotu funkce z = /xy v bodé [2,08;1,99]. Diferencidl funkce z = f(x,y)
ReSeni Video Teorie: 39, 40 ReSené piiklady: 114, 115 €3 Jr — % dx + % dy

Diferencidl funkce z v bodé A = [x, Yo

t2(2) = ) =)+ L) y-w)

Diferencidl funkce z v bodé A =[x, yo]
pfi zndmych piirastcich dx, dy

dz(A)(dx,dy) = %(A) -dx + %(A) -dy € R

Diferencidl druhého ¥ddu funkce z = f(x,y)

82f 82f azf
2., 2 2
dz = —axzdx +28xaydxdy + 32 dy

Priblizny vypocet funkEnich hodnot

f(x,y) = f(xo0,y0) + df (xo0,y0)(dx, dy)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

225 - Diferencial funkce Tahak
Zadani Vypocitejte diferenciél druhého fadu funkce: Diferencidl funkce z = f(x,y)
_ Yy — si af af
a) z = b) z = sin(5x + 2y) _ 9] af
x+y dz axdx+aydy
ReSeni Video Teorie: 39, 40 ReSené piiklady: 114, 115 Q

Diferencidl funkce z v bodé A = [x, Yo

t2(2) = ) =)+ L) y-w)

Diferencidl funkce z v bodé A =[x, yo]
pfi zndmych piirastcich dx, dy

dz(A)(dx,dy) = %(A) -dx + %(A) -dy € R

Diferencidl druhého ¥ddu funkce z = f(x,y)

82f 82f azf
2., 2 2
dz = —axzdx +28xaydxdy + 32 dy

Priblizny vypocet funkEnich hodnot

f(x,y) = f(xo0,y0) + df (xo0,y0)(dx, dy)



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#DP2diff
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

226 - Te¢na rovina, normala

Zadéani Naleznéte te¢nou rovinu T a normdlu 7 ke grafu funkce z = In(x? — 3y) vbodé A = [2,1,7].

ResSeni

Video Teorie: 41 ReSené piiklady: 116 Q

Tahak

Tecnd rovina T ke grafu funkce z = f(x,y)
v bodé A = [xo,Y0,20 = f(X0,Y0)], A = [x0,Y0]

T:z—2zp= %(A)(X—Xo) +%(A)(3/—3/0)

Normdla n grafu funkce z = f(x,y)
vbode A = [xo, 40,20 = f(x0,¥0)]s A = [x0,40]

_ of
x =x0+ g(A)t

0
n: y:yo—l—é(fl)t, teR

z=12z9—t
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

2277 - Te€na rovina, normala

Zadani Naleznéte te¢nou rovinu T a normdlu 7 ke grafu funkce z = \/x? + xy + 1 v bodé A = [0,4,7?].

ReSeni

Video Teorie: 41 Reené piiklady: 116 €3

Tahak

Tecnd rovina T ke grafu funkce z = f(x,y)
v bodé A = [xo,Y0,20 = f(X0,Y0)], A = [x0,Y0]

T:z—2zp= %(A)(X—Xo) +%(A)(3/—3/0)

Normdla n grafu funkce z = f(x,y)
vbode A = [xo, 40,20 = f(x0,¥0)]s A = [x0,40]

_ of
x =x0+ g(A)t

0
n: y:yo—l—é(fl)t, teR

z=12z9—t
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

228 - Tayloruv polynom Tahék

Zadéani Naleznéte TaylorGv polynom druhého ¥adu funkce z = 3x%y + 4xy? + x3 vbodé A = [2, —1]|| Tayloriiv polynom m-tého fadu funkce z = f(x,y) v bod&
A = [x0,Y0]

Reseni Video Teorie: 41 ReSené piiklady: 117 ‘{3’

T (4) = fla) + LA L TN

Tayloriiv polynom druhého fadu funkce z = f(x,y)
vbodé A = [XO/]/O]

2
ry(4) = f(a) + LA EHA)

Ta(4) = £(4)+ g7 (S (A s —30) + LA -w) )

2 2
51 (G2 =502+ 25 (A) 5= ) (= o)

2
n §7§<A><y —1/0)2)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

229 - Tayloriv polynom

1
Zadani Naleznéte Tayloriv polynom druhého fadu funkce z = In ol bodé¢ A = [-2,—3].

ReSeni Video Teorie: 41 ReSené piiklady: 117 Q

Tahak

Tayloriiv polynom m-tého fadu funkce z = f(x,y) v bodé
A = [x0, yo]

T (4) = fla) + LA L TN

Tayloriiv polynom druhého fadu funkce z = f(x,y)
vbodé A = [XO/]/O]

2
ry(4) = f(a) + LA EHA)

Ta(4) = £(4)+ g7 (S (A s —30) + LA -w) )

2 2
51 (G2 =502+ 25 (A) 5= ) (= o)

2
n §7§<A><y —1/0)2)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

230 - Derivace implicitni funkce Tahik

Zadani Ob&ma zpisoby naleznéte derivaci implicitni funkce dané rovnici x> + y2 + y3 —xy =2. Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) =0

Reseni Video Teorie: 42, 43 ReSené piiklady: 118 {:}
oF

f_ _ox
Y= T9F
Iy

Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) = 0 v bodé
A = [x0, yol
oF
/ 32 (A4)
f (X()) == oF

ay

(A)

Alternativni zptsob vypoctu:

e v rovnici F(x,y) = 0 pfedpo-
kldddame zévislost y na x, y = y(x),

e rovnice F(x,y) = 0 prejde na
rovnici F(x,y(x)) = G(x) =0,

e derivujeme funkci jedné pro-
ménné G podle x,

e vyjadiime y'.
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

231 - Derivace implicitni funkce Tahik

Zad4ni Ob&ma zpiisoby naleznéte derivaci implicitn{ funkce dané rovnici cot(3y) = x%y. Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) =0

Reseni Video Teorie: 42, 43 ReSené piiklady: 118 {:}
oF

f_ _ox
Y= T9F
Iy

Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) = 0 v bodé
A = [x0, yol
oF
/ 32 (A4)
f (X()) == oF

ay

(A)

Alternativni zptsob vypoctu:

e v rovnici F(x,y) = 0 pfedpo-
kldddame zévislost y na x, y = y(x),

e rovnice F(x,y) = 0 prejde na
rovnici F(x,y(x)) = G(x) =0,

e derivujeme funkci jedné pro-
ménné G podle x,

e vyjadiime y'.
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

232 - Derivace implicitni funkce Tahik

Zadani Obéma zplsoby naleznéte derivaci implicitni funkce dané rovnici 2%/ — 3**¥ = —7 v bodé A = [1,1]. Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) =0

Reseni Video Teorie: 42, 43 Resené piiklady: 118 @’
oF

I _0x
YT TOF
9y

Derivace implicitni funkce y = f(x)
dané rovnici F(x,y) = 0 v bodé
A = [x0, yol
oF
/ 32 (A4)
f (X()) == oF

ay

(A)

Alternativni zptsob vypoctu:

e v rovnici F(x,y) = 0 pfedpo-
kldddame zévislost y na x, y = y(x),

e rovnice F(x,y) = 0 prejde na
rovnici F(x,y(x)) = G(x) =0,

e derivujeme funkci jedné pro-
ménné G podle x,

e vyjadiime y'.
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

233 - Te¢na a normala k implicitni funkci

Zadani Naleznéte te¢nu a normdlu k implicitni funkci y = f(x) dané rovnici z Y oy bods A = 3,1].

ReSeni Video Teorie: 42, 43 ReSené priklady: 119 Q

Tahak

Tecna k implicitni funkci y = f(x) dané
rovnici F(x,y) = 0 v bodé A = [xo, Yo

9F oF

£ a(A)(x—xo) +@(A)(]/—yo) =0

Normdla k implicitni funkci y = f(x)
dané rovnici F(x,y) = 0vbodé A = [x, yo]

S (AN = x0) = S Ay =30) = 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

234 - TeCna a normala k implicitni funkci

Zadani Naleznéte te¢nu a normdlu k implicitni funkci y = f(x) dané rovnici 3 —1 = yIn3 4 xIn3 v bodé
A = [0,0].

ReSeni Video Teorie: 42, 43 ReSené piiklady: 119 Q

Tahak

Tecna k implicitni funkci y = f(x) dané
rovnici F(x,y) = 0 v bodé A = [xo, Yo

9F oF

£ a(A)(x—xo) +@(A)(]/—yo) =0

Normdla k implicitni funkci y = f(x)
dané rovnici F(x,y) = 0vbodé A = [x, yo]

S (AN = x0) = S Ay =30) = 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

235 - Lokalni extrémy Tahik
Zadani Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = x% + 6x + Syz — 12y +11. e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)
Re3eni Video Teorie: 44, 45 ReSené priklady: 120,122 €3 || o yypotitame parcidlni derivace prvniho
... of of
du —, =
ox 9y

e nalezneme stacionarni body A jako
feSeni soustavy rovnic

of _n 9f _
=0 5,70

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

Ly 2L

o0x?2 0x0
Q(A) = 2 ¥4

ST () 2L
yox y?

Rff 2f

- Shgia - (5L >)

2

D=L

e klasifikujeme lokdlni extrém

A nenf extrém, je-li D, < 0

A je ostry lokdlni extrém, je-li D, > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D7 < 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

236 - Lokalni extrémy Tahik
Zadani Naleznéte lokdln{ extrémy funkce z = 3xy — x + 2y. e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)
ReSent Video Teorie: 44, 45 ReSené priklady: 120,122 €3 || o yypotitame parcidlni derivace prvniho
_Of of
du <L 2L
ox 9y

e nalezneme stacionarni body A jako
feSeni soustavy rovnic

of _n 9f _
=0 5,70

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

Ly 2L

o0x?2 0x0
Q(A) = 2 ¥4

ST () 2L
yox y?

Rff 2f

- Shgia - (5L >)

2

D=L

e klasifikujeme lokdlni extrém

A nenf extrém, je-li D, < 0

A je ostry lokdlni extrém, je-li D, > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D7 < 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

2377 - Lokalni extrémy Tahik
Zadani Naleznéte lokéln{ extrémy funkce z = x% — xy + 3x + y + 3. e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)
ReSent Video Teorie: 44, 45 ReSené priklady: 120,122 €3 || o yypotitame parcidlni derivace prvniho
_Of of
du <L 2L
ox 9y

e nalezneme stacionarni body A jako
feSeni soustavy rovnic

of _n 9f _
=0 5,70

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

Ly 2L

o0x?2 0x0
Q(A) = 2 ¥4

ST () 2L
yox y?

Rff 2f

- Shgia - (5L >)

2

D=L

e klasifikujeme lokdlni extrém

A nenf extrém, je-li D, < 0

A je ostry lokdlni extrém, je-li D, > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D7 < 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

238 - Lokalni extrémy Tahik
Zadani Naleznéte lokéln{ extrémy funkce z = (x% + 4x)y + y2. e uréime defini¢ni obor funkce z = f(x,y)
Re3eni Video Teorie: 44, 45 ReSené priklady: 120,122 €3 || o yypotitame parcidlni derivace prvniho
... of of
du —, =
ox 9y

e nalezneme stacionarni body A jako
feSeni soustavy rovnic

of _n 9f _
=0 5,70

e sestavime matici Q(A) parcidlnich derivaci
druhého fadu ve staciondrnich bodech A

Ly 2L

o0x?2 0x0
Q(A) = 2 ¥4

ST () 2L
yox y?

Rff 2f

- Shgia - (5L >)

2

D=L

e klasifikujeme lokdlni extrém

A nenf extrém, je-li D, < 0

A je ostry lokdlni extrém, je-li D, > 0

A je ostré lok. minimum, je-li navic D; > 0

A je ostré lok. maximum, je-li navic D7 < 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

239 - Vazané extrémy

1
a) z=4x+2y+1, y=x>+x+-

4

Zadani Naleznéte vdzané extrémy funkce z = f(x,y) vzhledem k zadané podmince g(x,y) = 0:

b) z=12x+vy — 3, y:—x3+3

ResSeni

Video Teorie: 46 ReSené piiklady: 124, 125 €9

Tahak

V pripadé, Ze lze jednoznalné z
rovnice vazby vyjadfit bud’ x nebo
Yy budeme postupovat pfi hleddni
vazanych extrému takto:

e vyjadiime bud y = ¢(x)
nebo x = P(y)

e vizané extrémy hleddme jako
lokdlni extrémy funkce jedné pro-
ménné bud z = f(x,¢(x)) nebo
z=f(¥(y)y)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

240 - Vazané extrémy Tahik

Zadani Naleznéte vdzané extrémy funkce z = 4x + 3y — 4 vzhledem k zadané podmince (x — 1) + (y —2)%? = 1. V piipadé, Ze nelze jednoznacné z
N N rovnice vazby g(x,y) = 0 vyjadfit
Reseni Video Teorie: 46 ReSené piiklady: 124,125 €3 || bud x nebo y budeme postupovat pi

hledani vdazanych extréma takto:

e sestavime Lagrangeovu funkci

@(x,y,A) = f(x,y) + Ag(x,y)

e hleddme lokdlni extrémy funkce P

e ma-li funkce ® ve svém staci-
onarnim bod€ lokalni extrém, ma i
funkce z = f(x,y) v tomto bodé&
lokdlni extrém véizany podminkou
¢(x,y) = 0, tzv. vazany extrém
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

241 - Globalni extrémy

Zadani Naleznéte globdlni extrémy funkce z = x> — y na &tverci s vrcholy v bodech [1,1], [3,1], [1,3] a [3,3].

Reseni Video Teorie: 47 ReSené piiklady: 126 {:}

Tahak

Budeme postupovat takto:

e urcime defini¢ni obor Df funkce

z=f(x,y)

e nalezneme lokdlni extrémy
této funkce ® na mnoziné Df, ze
které vylou¢ime hranici g(x,y) =0

e urc¢ime vazané extrémy této funkce
vzhledem k podmince g(x,y) =0

e porovndme funkéni hodnoty
vSech extrému, extrém s nejvetsi
funkéni hodnotou bude globdlnim
maximem, extrém s nejmensi funkéni
hodnotou bude globdlnim minimem
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

242 - Globalni extrémy

Zadéani Naleznéte globalni extrémy funkce z = x? + y? na trojdhelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [2,0] a [0, 1].

Reseni Video Teorie: 47 ReSené piiklady: 126 {:}

Tahak

Budeme postupovat takto:

e urcime defini¢ni obor Df funkce

z=f(x,y)

e nalezneme lokdlni extrémy
této funkce ® na mnoziné Df, ze
které vylou¢ime hranici g(x,y) =0

e urc¢ime vazané extrémy této funkce
vzhledem k podmince g(x,y) =0

e porovndme funkéni hodnoty
vSech extrému, extrém s nejvetsi
funkéni hodnotou bude globdlnim
maximem, extrém s nejmensi funkéni
hodnotou bude globdlnim minimem
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

243 - Globalni extrémy Tahak
Zadani Naleznéte globélni extrémy funkce z = —x% — yz + 2y na kruhu x% + y2 < 16. Budeme postupovat takto:
Reseni Video Teorie: 47 ReSené priklady: 126 {:} o uréime defini¢ni obor Dy funkce

z=f(x,y)

e nalezneme lokdlni extrémy
této funkce ® na mnoziné Df, ze
které vylou¢ime hranici g(x,y) =0

e urc¢ime vazané extrémy této funkce
vzhledem k podmince g(x,y) =0

e porovndme funkéni hodnoty
vSech extrému, extrém s nejvetsi
funkéni hodnotou bude globdlnim
maximem, extrém s nejmensi funkéni
hodnotou bude globdlnim minimem
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Priklady — Obycejné diferencialni rovnice



Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

245 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

a) y tanx —y =3 b) xy +y =y

Reseni Video Teorie: 50, 51 ReSené piiklady: 129-133 @

Tahak

Separovatelnd diferencidlni rovnice

typu Y = P(x)Q(y)

Derivzzlce
r_ 4y
L

Obecné reseni

Ay _ '
/Q(y) —/P(x)d +C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

246 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

/ x+y / 1- yZ
a) y =10 b) y + 1—x2:O
ReSeni Video Teorie: 50, 51 ReSené piiklady: 129-133 Q

Tahak

Separovatelnd diferencidlni rovnice

typu Y = P(x)Q(y)

Derivzzlce
r_ 4y
L

Obecné reseni

Ay _ '
/Q(y) —/P(x)d +C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

247 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

Separovatelnd diferencidlni rovnice

/
_ 1412 typu Y = P(x)Q(y)
a) y'+sinx+y=sinx s b) y'=l
2 2 xy(1+ x2)
. L . . « L. Derivace
ReSeni Video Teorie: 50, 51 Resené priklady: 129-133 @ ,  dy
y =752
dx

Obecné reseni

Ay _ '
/Q(y) —/P(x)d +C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

248 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

a) 1+ +xyy =0 b) (1+e)yy = e

Reseni Video Teorie: 50, 51 ReSené piiklady: 129-133 @

Tahak

Separovatelnd diferencidlni rovnice

typu Y = P(x)Q(y)

Derivzzlce
r_ 4y
L

Obecné reseni

Ay _ '
/Q(y) —/P(x)d +C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

249 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak
Zadani Reste diferencialni rovnice: Separovatelnd diferencidlni rovnice
/
=P
a) (xy* + x)dx + (y — x*y)dy = 0 b) \/1—y?dx =yV1— x2dy Dpu Y (0)Q)
ReSeni Video Teorie: 50, 51 ReSené piiklady: 129-133 @ Derivzzlce
i
YT dx

Obecné reseni

Ay _ '
/Q(y) —/P(x)d +C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

250 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

a) e ¥ (1—|—Z—Z)=1 b)

x3dx

siny

Separovatelnd diferencidlni rovnice

typu Y = P(x)Q(y)

ResSeni

d

X
. . « L. Derivace
Video Teorie: 50, 51 Resené priklady: 129-133 @ ,  dy
V=57
dx

Obecné reseni

Ay _ '
/Q(y) —/P(x)d +C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

251 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahdk
Zadani Reste Cauchyho tlohu: Separovatelnd diferencidlni rovnice
r_
a) 2<1+eX)yy/:exl y(o) :0 b) ylsinx:ylny, y<g) —e lypu y —P(X)Q(y)
ReSeni Video Teorie: 50, 51 ReSené priklady: 129-133 Q Derivzzlce
i
YT dx

Obecné reseni

dy .
/—Q(y) = /P(x)d +C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

252 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak
Zadani Reste Cauchyho tlohu: Separovatelnd diferencidlni rovnice
/ typu y' = P(x)Q(y)
a) sinxsinyy = cosxcosy, y(%) =0 b) (1~|—ex)%+ex:O, y(0) =1 / QU
Reseni Video Teorie: 50, 51 Resené piiklady: 129-133 €3 D/ e”"’ﬁ;e
V=57
dx

Obecné reseni

Ay _ '
/Q(y) —/P(x)d +C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

253 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak
Zadani Reste Cauchyho tlohu: Separovatelnd diferencidlni rovnice
/
1442 npu Y = P(x)Q(y)
)Y =10 y(0)=1 by y—xy =5(1+2%), y(1)=1
+Xx
ReSeni Video Teorie: 50, 51 ReSené piiklady: 129-133 {:}’ D/erivzzl;e
y =77
dx

Obecné reseni

Ay _ '
/Q(y) —/P(x)d +C,
pro Q(y) # 0
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

254 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahik

Zadani Reste diferencidlni rovnice: Separovatelnd diferencidlni rovnice

’_
) y/1+x+y=x+y—1 b) ¥ =3x—2y+5 typu y = f(ax+by+c)

Reseni Video Teorie: 50, 51 ReSené piiklady: 134, 135 €3 Derivace

,dy
Y= ax

Substituce
u=ax+by+c kde u = u(x),
odtud

W =a+by = vy =

prob # 0

u —a

b
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

255 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice: Separovatelnd diferencidlni rovnice

a) ¥ = sin®(x — y) b) ¥ = (x+y)? tpu Y = flax+by +c)

Reseni Video Teorie: 50, 51 ReSené piiklady: 134, 135 €3 Derivace

,dy
Y= ax

Substituce
u=ax+by+c kde u = u(x),
odtud

u=a+by = vy =

prob # 0

u —a

b



http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/videa/M2/obsahM2.html#ODRsep
http://www.geogebratube.org/user/profile/id/7057

Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

256 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice: Separovatelnd diferencidlni rovnice

2 typu homogenni rovnice
X+
0 =52 b y' =7

Xx—Yy

Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze

upravit na tvar y’ = ¢ (%)

Reseni Video Teorie: 50, 52 Refené piiklady: 136, 137, 138, 139 €3
Derivace

) dy
dx

Substituce

z = z, kde z = z(x),
X

odtudy =zxay =z'x+z
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

2577 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice: Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

2xy
X2 — 12

Y
b)y—y+x

a)y = Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze
upravit na tvar y’ = ¢ (%)

Reseni Video Teorie: 50, 52 Refené piiklady: 136, 137, 138, 139 €3

Derivace
,_ dy
dx

Substituce

z = z, kde z = z(x),
X

odtudy =zxay =z'x+z
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

258 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

r_t Y 2 2.1 /
Wy =ert x b) ¥+ >y = ayy Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze
: r_ (Y
Reseni Video Teorie: 50, 52 ReSené piiklady: 136, 137, 138,139 ¢-3 || Upravitnatvary =¢ ( x)
Derivace
) dy
dx
Substituce

z = z, kde z = z(x),
X

odtudy =zxay =z'x+z
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

259 - Separovatelné diferencidlni rovnice

Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

2 2
X<+ xy +
a) y = ;2/ 4 b) xy’ =y(lny —Inx) Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze
. - upravit na tvar y' =¢ (Z)
Reseni Video Teorie: 50, 52 ReSené piiklady: 136, 137, 138, 139 €9 X
Derivace
Sy
dx
Substituce

z = z, kde z = z(x),
X

odtudy =zxay =z'x+z
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

260 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice: Separovatelnd diferencidlni rovnice
y typu homogenni rovnice

/ _ 3.0 02 2
a) xy —y= xtan; b) ¥’y =y(y~+x7) Dif. rov. F(x,y,y") = 0, kterou lze

. r_ (Y
Reseni Video Teorie: 50, 52 ReSené piiklady: 136, 137, 138,139 ¢-3 || Upravitnatvary =¢ ( x)

Derivace
,_ dy
dx

Substituce

z= z, kde z = z(x),
x

odtudy =zxay =z'x+z
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

261 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice: Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

a) xdy _ ydx — ydy b) (3y2 + 3xy + x2)dx = (x2 + ny)dy Dif. rov. F(x y y/) = (. kterou lze

ReSeni Video Teorie: 50, 52 ReSené priklady: 136, 137, 138, 139 @ upravit na tvar 3// =¢ (% )

Derivace

Y

dx

Substituce

z = z, kde z = z(x),
X

odtudy =zxay =z'x+z
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

262 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak

Zadani Reste diferencidlni rovnice: Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

y v, _ _
a) <x — Yy cos ;) dx + x cos ;dy =0 b) (8y + 10x)dx + (5y + 7x)dy =0 Dif. rov. F(x,y,') = 0, kterou Ize

. r_ (Y
Reseni Video Teorie: 50, 52 ReSené piiklady: 136, 137, 138,139 ¢-3 || Upravitnatvary =¢ ( x)

Derivace

Y

dx

Substituce

z= z, kde z = z(x),
x

odtudy =zxay =z'x+z
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

263 - Separovatelné diferencialni rovnice Tahak

Zadani Reste Cauchyho tlohu: Separovatelnd diferencidlni rovnice
typu homogenni rovnice

/ y _ _ 2 _ 2 = =
a) (xy' —y) arctan = = x, y(1) =0 b) (y~ —3x")dy +2xydx =0,  y(0) =1 Dif. rov. F(x,y,5) = 0, kierou Iz

. r_ (Y
Reseni Video Teorie: 50, 52 ReSené piiklady: 136, 137, 138,139 ¢-3 || Upravitnatvary =¢ ( x)

Derivace

Y

dx

Substituce

z= z, kde z = z(x),
x

odtudy =zxay =z'x+z
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

264 - Exaktni diferenciilni rovnice Tahak
Zadani Reste diferencialni rovnice: Exaktni diferencidlni rovnice
a) (e +ye* +3)dx+ (e* +xe¥ —2)dy =0 b) (14 xcos2y)dx — x> sin 2ydy = 0

Postup reSeni
Reseni Video Teorie: 53, 54 ReSené piiklady: 140 @
e ovéfime, zda plati podminka

9P(x,y) _ 0Q(x,y)

exaktnosti

* ' ay 0x

e vypolitame kmenovou funkci
F(x,y)

e urime obecné TfeSeni rovnice
ve tvaru F(x,y) = C
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

265 - Exaktni diferencialni rovnice

Zadani Reste Cauchyho tlohu:

a) 2x+ye)dx+ (1+xe'y)dy=0, y(0)=1

Inx 1
b) (——)’:—, 1) =2
2 Y)Y = v

ReSeni

Video Teorie: 53, 54 ReSené piiklady: 140 €3

Tahak

Exaktni diferencidlni rovnice

Postup reSeni

e ovéfime, zda plati podminka

oP(x,y) _ 0Q(x,y)
dy  ox

e vypolitame kmenovou funkci

F(x,y)

exaktnosti

e urime obecné TfeSeni rovnice
ve tvaru F(x,y) = C
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

266 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

a) y +2y =4x

b) v +2xy = xe”

x2

ResSeni

Video Teorie: 55, 56, 57 ReSené piiklady: 141-145 €3

Tahak

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho
rddu (LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
Y= ux

Postup reseni

e vyfeSime zkridcenou LDR prv-
ntho ¥adu v’ + yp(x) = 0, jednd se

o diferencidlni rovnici se separovatel-
nymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace kon-
stant

C = C(x) dosadime do obecného
feSeni zkrdcené rovnice, zderivujeme a
dosadime do rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjiddiime C'(x), zintegrujeme a
dosadime zpét do obecného feSeni

o vysledek:

y— ﬁ (/E(x)q(x)dx—l—K>,

kde E(x) = e/ ()
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

267 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

1—2x
x2

a) ¥ + y=1

b) x(y —y) = (1+x%)e"

ReSeni

Video Teorie: 55, 56, 57 ReSené piiklady: 141-145 €3

Tahak

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho
rddu (LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
Y= ux

Postup reseni

e vyfeSime zkridcenou LDR prv-
ntho ¥adu v’ + yp(x) = 0, jednd se

o diferencidlni rovnici se separovatel-
nymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace kon-
stant

C = C(x) dosadime do obecného
feSeni zkrdcené rovnice, zderivujeme a
dosadime do rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjiddiime C'(x), zintegrujeme a
dosadime zpét do obecného feSeni

o vysledek:

y— ﬁ (/E(x)q(x)dx—l—K>,

kde E(x) = e/ ()
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

268 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

,:2xlnx—y+x
X

a) y

b) y/ — e2x - exy

ResSeni

Video Teorie: 55, 56, 57 ReSené piiklady: 141-145 €3

Tahak

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho
rddu (LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
Y= ux

Postup reseni

e vyfeSime zkridcenou LDR prv-
ntho ¥adu v’ + yp(x) = 0, jednd se

o diferencidlni rovnici se separovatel-
nymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace kon-
stant

C = C(x) dosadime do obecného
feSeni zkrdcené rovnice, zderivujeme a
dosadime do rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjiddiime C'(x), zintegrujeme a
dosadime zpét do obecného feSeni

o vysledek:

y— ﬁ (/E(x)q(x)dx—l—K>,

kde E(x) = e/ ()
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

269 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

a) iy + 1y cosx = sin x cos x

b) y =2y —x*

ResSeni

Video Teorie: 55, 56, 57 ReSené piiklady: 141-145 €3

Tahak

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho
rddu (LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
Y= ux

Postup reseni

e vyfeSime zkridcenou LDR prv-
ntho ¥adu v’ + yp(x) = 0, jednd se

o diferencidlni rovnici se separovatel-
nymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace kon-
stant

C = C(x) dosadime do obecného
feSeni zkrdcené rovnice, zderivujeme a
dosadime do rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjiddiime C'(x), zintegrujeme a
dosadime zpét do obecného feSeni

o vysledek:

y— ﬁ (/E(x)q(x)dx—l—K>,

kde E(x) = e/ ()
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

270 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

a) (1+x%)y —2xy = (1+x?)?

b) x(x*+ 1)y +y = x(1+x?)?

ResSeni

Video Teorie: 55, 56, 57 ReSené piiklady: 141-145 €3

Tahak

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho
rddu (LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
Y= ux

Postup reseni

e vyfeSime zkridcenou LDR prv-
ntho ¥adu v’ + yp(x) = 0, jednd se

o diferencidlni rovnici se separovatel-
nymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace kon-
stant

C = C(x) dosadime do obecného
feSeni zkrdcené rovnice, zderivujeme a
dosadime do rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjiddiime C'(x), zintegrujeme a
dosadime zpét do obecného feSeni

o vysledek:

y— ﬁ (/E(x)q(x)dx—l—K>,

kde E(x) = e/ ()
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

271 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

a) x2dy + (3 —2xy)dx =0

b) xdy = (x3 —y)dx

ResSeni

Video Teorie: 55, 56, 57 ReSené piiklady: 141-145 €3

Tahak

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho
rddu (LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
Y= ux

Postup reseni

e vyfeSime zkridcenou LDR prv-
ntho ¥adu v’ + yp(x) = 0, jednd se

o diferencidlni rovnici se separovatel-
nymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace kon-
stant

C = C(x) dosadime do obecného
feSeni zkrdcené rovnice, zderivujeme a
dosadime do rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjiddiime C'(x), zintegrujeme a
dosadime zpét do obecného feSeni

o vysledek:

y— ﬁ (/E(x)q(x)dx—l—K>,

kde E(x) = e/ ()
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

272 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Zadani Reste diferencidlni rovnice:

dy .
a) i Yy cos x + sin 2x

b) 2xdy + (x> — 6y)dx = 0

ResSeni

Video Teorie: 55, 56, 57 ReSené piiklady: 141-145 €3

Tahak

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho
rddu (LDR)

y +yp(x) =q(x)

derivadce
r_ 4y
Y= ux

Postup reseni

e vyfeSime zkridcenou LDR prv-
ntho ¥adu v’ + yp(x) = 0, jednd se

o diferencidlni rovnici se separovatel-
nymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace kon-
stant

C = C(x) dosadime do obecného
feSeni zkrdcené rovnice, zderivujeme a
dosadime do rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjiddiime C'(x), zintegrujeme a
dosadime zpét do obecného feSeni

o vysledek:

y— ﬁ (/E(x)q(x)dx—l—K>,

kde E(x) = e/ ()
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

273 - Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Tahak

Zadani Reste Cauchyho tlohu:

y _ _
i y(1)=0

a) xy' — b) ¥ —ytanx =

cosx’

Linedrni diferencidlni rovnice prvniho
rddu (LDR)

y(0) =0 v +yp(x) = q(x)

ResSeni

Video Teorie: 55, 56, 57 ReSené piiklady: 141-145 €3

derivadce
r_ 4y
Y= ux

Postup reseni

e vyfeSime zkrdcenou LDR prv-
ntho ¥adu v’ + yp(x) = 0, jednd se
o diferencidlni rovnici se separovatel-
nymi proménnymi

e Lagrangeova metoda variace kon-
stant

C C(x) dosadime do obecného
feSeni zkrdcené rovnice, zderivujeme a
dosadime do rovnice nezkracené

e otdzka: odecCetly se ndm dva Cleny?
(ano - spravné, ne - nékde je chyba)

e vyjiddiime C'(x), zintegrujeme a
dosadime zpét do obecného feSeni

o vysledek:

y— ﬁ (/E(x)q(x)dx—l—K>,

kde E(x) = e/ ()
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

2’74 - Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu Tahak
Zadani Reste diferencialni rovnice: Linedrni diferencidlni rovnice druhého rdadu
s konstantnimi koeficienty
a) y' — 5y’ + 6y = 6x* —10x — 4 b) ¥’ — 4y’ = 4sinx — cosx axy” + a1y’ + agy = b(x)
Reseni Video Teorie: 58-63 ReSené piiklady: 146-150 Q Postup reSent

e vyfeSime charakteristickou rovnici
axr? +a;r+ay =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého radu

1. ]](x) = C1e/* 4 Ce™¥, kde 1,12 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. y(x) = C1e™ 4 Coxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Cre™* sin(Bx),
712 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pm(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m, n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého fadu a dopocitime koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého radu

y(x) = §(x) +v(x)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

2775 - Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu Tahak
Zadani Reste diferencialni rovnice: Linedrni diferencidlni rovnice druhého rdadu
s konstantnimi koeficienty
a) v — 5y + 4y = e*sinx b) vy’ — 3y — 10y = 2(7x +1)e>* axy” + a1y’ + agy = b(x)
Reseni Video Teorie: 58-63 ReSené piiklady: 146-150 Q Postup reSent

e vyfeSime charakteristickou rovnici
axr? +a;r+ay =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého radu

1. ]](x) = C1e/* 4 Ce™¥, kde 1,12 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. y(x) = C1e™ 4 Coxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Cre™* sin(Bx),
712 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pm(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m, n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého fadu a dopocitime koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého radu

y(x) = §(x) +v(x)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

2776 - Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu Tahak
Zadani Reste diferencialni rovnice: Linedrni diferencidlni rovnice druhého rdadu
s konstantnimi koeficienty
a) v —6y' +9y = (x +2)e* b) y" —2y' + 10y = 12e" cos 3x axy” + a1y’ + agy = b(x)
Reseni Video Teorie: 58-63 ReSené piiklady: 146-150 Q Postup reSent

e vyfeSime charakteristickou rovnici
axr? +a;r+ay =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého radu

1. ]](x) = C1e/* 4 Ce™¥, kde 1,12 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. y(x) = C1e™ 4 Coxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Cre™* sin(Bx),
712 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pm(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m, n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého fadu a dopocitime koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého radu

y(x) = §(x) +v(x)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

2’7’7 - Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu Tahak
Zadani Reste diferencialni rovnice: Linedrni diferencidlni rovnice druhého rdadu
s konstantnimi koeficienty
a) vy — 2y +2y = (5x — 11) sin 2x b) vy’ + 16y = 8sin4x ay + a1y + agy = b(x)
Reseni Video Teorie: 58-63 ReSené piiklady: 146-150 Q Postup reSent

e vyfeSime charakteristickou rovnici
axr? +a;r+ay =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého radu

1. ]](x) = C1e/* 4 Ce™¥, kde 1,12 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. y(x) = C1e™ 4 Coxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Cre™* sin(Bx),
712 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pm(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m, n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého fadu a dopocitime koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého radu

y(x) = §(x) +v(x)
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Matematika II - pracovni listy do cvi¢eni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

2778 - Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu Tahik
Zadani Reste Cauchyho tlohu: Linedrni diferencidlni rovnice druhého rddu
s konstantnimi koeficienty
a) y' —4y +3y = xe®¥, b) v — 5y + 6y = (2x + 1)e2x, axy” + a1y’ + agy = b(x)
y(0)=1,y'(0)=4 y(0) =4, ¥'(0) =2

Postup reseni
ReSeni Video Teorie: 58-63 ReSené piiklady: 146-150 Q
e vyfeSime charakteristickou rovnici
axr? +a;r+ay =0

e zapiSeme obecné feSeni zkracené LDR dru-
hého radu

1. ]](x) = C1e/* 4 Ce™¥, kde 1,12 € R jsou
kofeny charakteristické rovnice

2. y(x) = C1e™ 4 Coxe'™,
r € R je dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice

3. 9(x) = Cre** cos(Bx) + Cre™* sin(Bx),
712 = « 1P jsou kofeny charakteristické rov-
nice

e podle pravé strany LDR druhého tadu

b(x) = e (pm(x) cos(wx) + g, (x) sin(wx)),

a podle toho, zdali 7 = A + iw je k-nasobnym ko-
fenem charakteristické rovnice, volime partikularni
integral

o(x) = e (Pp1(x) cos(wx) + Qu(x) sin(wx)),
kde M = max{m, n}

e zderivujeme v(x), dosadime do nezkrdcené
LDR druhého fadu a dopocitime koeficienty

e zapiSeme obecné feSeni LDR druhého radu

y(x) = §(x) +v(x)
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Matematika II: Aplikované alohy

Zuzana Moravkova
Katedra matematiky a deskriptivni geometrie

VSB - Technicka univerzita Ostrava



Matematika II - aplikované wlohy Katedra matematiky

a deskriptivni geometrie, VSB - Technicka univerzita Ostrava

280 - Rosettska deska

¥

Zadani Rosettskd deska je tradicni oznaceni Cerné Zulové stély, na niZ je ve 166 znacich zaznamenan text
ve tiech shodnych verzich: dvou egyptskych (v hieroglyfickém a démotickém pismu) a jednom fec-
kém prekladu. Konfrontace feckého pfekladu s do té doby necitelnym hieroglyfickym textem umoznila
rozlusténi hieroglyfl. Rosettskd deska byla objevena 15. cervence 1799 v Egypté u mésta Rosetta pii
usti Nilu.

Funkce f(x) je po &dstech kvadratickd funkce urend body [0,80], [30,100], [60,105], [70,80],
80, 65).
Funkce ¢(x) je po ¢astech kvadratickd funkce uréend body [0, 5], [30, 3], [60, 10], [70, 16], [80, 30].

Najdéte predpisy funkci popisujici tvar desky.

100

80

60

40

20

ResSeni

pis kvadratické funkce urené body [0,80], [30,100], [60,105], a na inter-

y=ax*>+bx+c

o L. . 1 o
ReSeni je a = 55, b =
funkce g.

Vysledné funkce jsou:

a dostaneme soustavu linearnich rovnic:

0 01 a 80
900 20 1 b | =1 100 e
3600 60 1 c 105 flx) =
Reseni je a = — 0. 0 = %, ¢ = 80. Funkce ma predpis: \
1 , 11 (
flx) = ~o" T ¥ +80 «x € (0,60) o) =
Obdobné spo¢itdme predpis funkce f na intervalu (60, 80), kterd je urCena body

Funkce f je po Castech kvadratickd funkce, tedy mé na intervalu (0,60) pred- [60,105], [70, 80], [80, 65].

valu (60,80) jiny piedpis kvadratické funkce uréené body [60,105], [70,80], 3600 60 1 a 105

80, 65). _

Body [0, 80], [30,100], [60, 105] dosadime do pfedpisu kvadratické funkce: 4900 70 1 b 80
6400 80 1 c 65

—9, ¢ = 465. Stejnym zpisobem spocitame predpisy

1, 11
—ﬁx +Ex+80 x€<0,60>
1
—x? — 9x + 465 x € (60, 80)
20

13
— 2—_
500" 60x—{—5 x € (0,60)
1, 23
%x —€x+142 x€<60,80>
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Matematika II - aplikované dlohy

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

281 - Rosettska deska 11

¥

Zadani Rosettskd deska je z Eerného edice (0 = 2900 kg/m?) a jeji tloust’ka je 28 cm.

1 11

1 2
fx)=4 4 g(x) =4 3 23
%xz — 9x 4 465 x € (60, 80) ng —Sx+142 xe (60, 80)

Lze desku prenést jefdbem s nosnosti 800 kg?

Do kterého mista umistime hak?

ReSeni
Nejprve spocitime ploSnou hustotu:
o = 2900 kg m® - 28 cm = 0.0029 kg cm® - 28 cm = 8.12 kg cm?
Hmotnost desky je rovna soucinu plo$né hustoty a obsahu:

80
m=c | f(x) —g(x)dx

60 11 1 13
2 2
= — — =22 d
0’/0 ( 120" + 12x+80 (200x 60x+5)) X+
8071 , 1, 23 <y
+0 60 (Ex —9x+465— (%x — €x+142>) dx =

=0(5580 + 1286.6) = 0 6866.6 = 8.12 - 6866.6 = 557 kg

Vv, v

Pro vypocet tezisté spocitdme statické momenty:

5 :0% /0 M 200 - 2(x) dx

1 (60 1, 11 2 1 , 13 2
180,71, 2 /1, 23 2
+0'§ ” ((Ex —9x+465) — <Ex — €x+142> dx =

=0(286176 + 64698) = 0 350874

Sy =0 [ x(f(x) ~ g(x)) dx =

60 1 11 1 13
2 2
= —_x"t —x+80— | —x"— —x+ dx--
(7/0 x( 120x 12x 80 (ZOOx 60x 5)) :
80 1 1 23
2 2
+ —x°—9x +465 — | —x* — —x + 142 =
(7/60 X (ZOX 9x 65 (25x 5 X )) dx

=0(173400 + 88066.6) = 0 261466.6

v

TeEzisté je v bode:

Sy Sx
m’ m

0261466.6 ¢ 350874
7 6866.6 0 6866.6

=L |

} = [38.07;51.09]

f(x)
100
80
60
40
20
0 40 80
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282 - Gateway Arch 1

Zadani Znamy pamdatnik Gateway Arch je symbolem Saint Louis (stat Missouri, USA). Pamatnik navrhl
finsko-americky architekt Eero Saarinen a némecko-americky stavebni inZenyr Hannskarl Bandel
v roce 1947. Stavba zacala v roce 1963 a byla dokoncena v roce 1965, celkové ndklady byly 13
miliont dolarg.
Gateway Arch m4 tvar fetézovky, kterd ma stejnou Sitku pfi zemi a vySku 630 stop.

Jaky je predpis kfivky popisujici pamatnik?
Népovéda: y = —a - cosh (g) +b

ReSeni
Osu x umistime na zem a osa ¥ je totoZnd s osou symetrie pamdtniku. Z prvni rovnice vyjadiime b a dosadime do druhé rovnice:
A 315
(0,630) — a - cosh (7) +a+630=0 ()
Rovnici (%) lze vyfe$it numericky nebo pouZitim vhodného matematického
programu. GeoGebra m4 k dispozici pfikaz NuloveBody
(315,0) f (a)=—a=*cosh(315/a)+a+630
—400 -200 10 200 400 NuloveBody[£,100] 400
200
Hledanou ktivkou je fetézovka: (127.71,0) —
N 200 }{O 200 h éi(;O
y= —a - cosh (E) +b (%) f(a) = —a-cosh(>2) +a+ 630

Na kiivce leZi body [0; 630] a [315; 0], které dosadime do vztahu (x) a dosta- Regeni je a = 127.7, b = 757.7 a fetézovka mé piedpis:

neme dvé rovnice:
X

0 S . —
630 = —a - cosh (5) +pb y = —127.7 - cosh (127.7) +757.7

0= —a-cosh (%) +b kde x € (—315 stop; 315 stop).
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283 - Gateway Arch Il &
Zadani Pamatnik Gateway Arch ma tvar fetézovky:
y = —127.7 - cosh (12’; 7) +757.7

kde x € (—315 stop; 315 stop).

Hlemyzd’ se pohybuje rychlosti 1 metr za 1 hodinu. Dostane se na vrchol pamatniku za tyden? ' H| || ‘| 1'

Napovéda: 1 stopa = 0.3048 m

ReSeni
Vypocitdme derivaci: Délka ktivky se spocita:
! __ X _
Y =—1277 cosh (15— ) +757.7 = . - N
x 1 N x S—/ 1+(y dx—/315 1+ _E (e127.7—e 127.7) dx =
= —127.7 -sinh (=) - (5575 v
Sinh \1577) 1277 = St (1377 215
Délka ktivky se spocita: =5 / 61277 +e 1277) dx =
315
315
S—/ 1+ (y de_/ \/ +smh2 * )dx: 1277 [ 77 }315 _ 1277 [elz%rw =
2 2 315 2 315
- h ( dx = 127.7 - [sinh (227" =127.7 (e — eT#7 ) = 1493.94 stop = 455.35 m = 0.45535 km
/ 35 127 7> e sin <127.7H a5 P
=1493.94 stop Rychlostje v = 1m-h~! = 0.001 km -h~".
UkéZeme i vypoCet bez pouziti hyperbolickych funkci. Hyperbolicky kosinus Vypocitdme ¢as, kdy se hlemyZzd’ dostane na vrchol pamétniku, tj. do poloviny
vyjadiime podle definice a spo¢itdme derivaci: délky:
= —127.7 - cosh ( ) +757.7 = 05-s  0.5-0.45535 227.675
a 127.7 p= 20 o = 227.675 hodin = dni = 9.4865 dni
eT7 4 e 1277 v 0.001
=—-127.7- — +757.7
y =1 (e — v
2
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284 - Chladici véz Ledvice |

Zadani Chladici véZe jsou nezbytnou soucdsti elektraren. SlouZi ke chlazeni vody, kterd se pouZziva pfi vyrobnim procesu
elektrické energie ve strojovné. Nov4 véz s prirozenym tahem pro elektrarnu Ledvice je po chladicich véZich na jaderné
elektrarn& Temelin druh4 nejvyssi v CR.

Je presné 144.80 m vysoka a jeji primér na paté bude 102.91 m a v koruné 71.23 m. Nejuzsi misto vézZe je ve vysce
111.5 m.

Chladici véZ ma tvar rotacniho hyperboloidu.

Jaky je predpis kiivky, popisujici tvar véze?

ReSeni
Osu x umistime do nejuzsiho mista véZe a osa i je totoZnd s osou symetrie véze. 7193 4
Hledanou ktivkou je hyperbola se stfedem v pocatku soutradnic: ? (35615,33.3)
2 2
Xy
0
Na hyperbole leZi body [35.615; 33.3] a [51.455; —111.5], které dosadime do
rovnice (x) a dostaneme:
35.615% 33.3% e
a2 2 1
51455 (—111.5)%
) =1
Reseni: a = 33.66, b = 96.46.
Vysledna kiivka je dana predpisem: (51455, ~111.5)
|
102.91
2 2
X Y 1)

33.662  96.462
kde y € (—111.5; 33.3).
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285 - Chladici véz Ledvice 11

Zadani Chladici véz ma tvar rotacniho hyperboloidu. Hyperbola je dana:

2 2
X y _1

33.662 96.462

kde y € (—111.5m; 33.3 m).
Jaky je objem a povrch véze?

Népovéda: [ VK2 +x2 = 3Vk2 + 22+ %ln (”7 V’,f“z)

ResSeni

Hyperboloid vznikne rotaci Casti hyperboly kolem osy y a proto explicitné vy- Povrch rotacniho télesa se spocita:

Jjadfime x: )
x =33.661/1+ v P=27T/ X1+ (x')?dy =
' 96.462 a
. " < e, 2
Objem rotacniho télesa se spocita: b " 33.66y
b 33 2 21 [ 33.66\1+ g 1\ |1+ _
%4 :n/ X dy = 71/ 33.66 (1 + 7 ) dy = a 96.46 96.46+/96.462 + 12
a

~1115 96.462
2 2 r33.3 4
1 3333 _ 33.661/96.46 +33.66 96.46 2 gy —
=17 - 33.66 <[y]33ﬁ15+% 16 %1 )= T 96.462 1115 96462 133662 VY
' 33 66 [333
1 (333 1115° =27 \/ K2+ y2dy
2
=7 - 33. 3+ 111.
7T - 33.66 (333—!— 5+96.462( 3 + 3 >> —1115
4
—696872.49 m® kde k — 96.46 _ 91.074
) 96462 1 33662 P

Vypocitame derivaci: )
Y- 33.66 1 2y 33.66 Y P =535768.36 m

2 1L ¥ 9646 96.461/96.467 + y?

96.462
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286 - Teplota v pokoji I &

Zadani V mistnosti o rozmérech 10 m X 10 m je v jihovychodnim rohu a v poloviné jizni stény teplota
19 °C, v jihozdpadnim rohu 14 °C, v poloviné zdpadni stény 18.5 °C, v severozdpadnim rohu 13 °C
a v severovychodnim rohu je 8 °C.

Najdéte kvadratickou plochu popisujici teplotu.

ResSeni

Kvadratickd funkce ma predpis: Reseni soustavy je a1 = —0.1, a0 = —0.1,a3 = 0,a4 = 0.5, a5 = 0.4,

flx,y) = ayx® + a2y2 +agxy + asx + asy + ag ag = 19 a funkce ma predpis:

Funkce je urCena body f(0,0) = 19, f(5,0) = 19, f(10,0) = 14, f(0,5) = f(x,y) = —=0.1x*> = 0.1y> + 0.5x + 0.4y + 19, x,y € (0,10)
18.5, f(0,10) = 13, f(10,10) = 8.

Ya
10 &€ 8°C .
18
5 4185°C . ii
19°C  19°C 14°C 10
0 5 10 x o
Dosgdime body do predpisu funkce f(x,y) a dostaneme soustavu linedrnich y s - ; 10
rovnic: 0o 2 -
0 0 0 0 01 a 19
25 0 0 5 01 ap 19
100 0 0 10 0 1 a3 | 14
0 25 0 0 51| |a | | 185
0 100 0 0 10 1 as 13
100 100 100 10 10 1 ag 8
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287 - Teplota v pokoji II

Zadani V mistnosti o rozmérech 10 m X 10 m je teplota popsana funkci:

flxy) =

V kterém misté bude nejtepleji?

—0.1x* — 0.1y* + 0.5x + 0.4y + 19,

Bude tam tepleji nez 20 °C?

x,y € (0,10)

iy

ReSeni
Pro nalezeni lokdlniho extrému je potfeba najit stacionarni body:
of
ox

of
3y 0.2y +0.4

=—-02x+05

[2.5; 2]. Spo¢itame druhé parcidlni derivace:

Pf _
oxdy

Staciondrni bod je A =

9% f 9% f
-z =02, e -0.2,

Urc¢ime hodnoty Hessianu:

2 2 2
D, = gxf;(A)gyf() (ai;y(A)) — 004> 0

_ % Ay = —02<0

D
1= 92

V bodé A =

2.5; 2] je ostré lokdlni maximum f(2.5,2) = 20.02 °C.

5 8 10
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288 - Teplota v pokoji III

Zadani V mistnosti o rozmérech 10 m X 10 m je teplota popsana funkci:

Plijdeme z jihovychodniho do severozdpadniho rohu.

V kterém misté této cesty bude nejtepleji?

Jaka je primérna teplota na této cesté?

f(x,y) = —0.1x* — 0.1y> + 0.5x + 0.4y + 19,

x,y € (0,10)

ResSeni

Hleddme vézany extrém funkce f(x,y) vzhledem k podmince
y =10 —x.

10

»
»

0 5 10
Podminku dosadime do predpisu funkce f:

f(x) = —0.1x* — 0.1(10 — x)? + 0.5x + 0.4(10 — x) + 19
= —02x* +2.1x + 13
Najdeme lokdlni maximum funkce f(x):
fl(x) =0 = —04x+21=0 = x =525
f’(x) =—-04<0 = x =525 je maximum

Dopocitdme druhou soufadnici y = 10 — 5.25 = 4.75.
V bodé [5.25; 4.75] je nejvétsi teplota f(5.25,4.75) = 18.51 °C.

Primérné hodnota funkce je dana:

1 b 1 10
fortim = m/ﬂ F(x)dx = m/o —0.2x% +2.1x + 13dx =

1[-02, 21, 10
= — —_— 1 :1 .
10{3x+2x+3x}0 6.83

Primérna teplota na cesté je 16.83 °C.

20 & (5.25,18.51)
Ty =1683
15 +
flx) = —02x2 +2.1x + 13
10 +
5 4

\
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289 - Teplota v pokoji IV

Zadani V mistnosti o rozmérech 10 m X 10 m je teplota popsana funkci:

f(x,y) = —0.1x* — 0.1y> + 0.5x + 0.4y + 19,

Projdeme se pokojem po nejvétsi mozné kruznici.

V kterém misté této cesty bude nejtepleji?

Bude tam tepleji nez 20 °C?

x,y € (0,10)

ReSeni

Hleddme vézany extrém funkce f(x,y) vzhledem k podmince
(x —5)2+ (y—5)>—25=0.

4

A
10
)
"
0o 5 10

0

Sestavime Lagrangeovu funkci:
O(x,y,A) = f(x,y) + Ag(x,y) = —0.1x* — 0.1y* + 0.5x+
04y +19+ A ((x—5)2+ (y—5)2—25)

Najdeme staciondrni body funkce ®:

%;f:o L 02 +0542A(x—5) =0
%;;):O = —02y+04+2A(y—5) =0
82

_ =2 =2 _
=0 = (x=57+(y-57-25 =0

Z prvni rovnice vyjadiime A = 202(’;_755) dosadime do druhé a vyjadiime
y = %(6x —5), dosadime do posledni rovnice a ziskdme kvadratickou rov-

nici: 61x2 — 610x + 900 = 0
Maéme dva stacionani body:

Ar: x =17991, y; =11589, A =0.0219
Ay  xp=82009, vy, =288411, A, =0.1781

Urc¢ime druhé parcidlni derivace:

0°P 0°P 0’°P

V obou bodech A1, Ap bude extrém, nebot’ Dy = (—0.2 + 2/\)2 > 0, uréime
o jaky extrém se jedna:

Dl(Al)
D1 (A2)

—0.2+2:0.0219 = —0.1562 < 0 v A1 je maximum
—0.24+2-0.0219 = 0.1562 > 0 v A; je minimum

Tedy v bodé [1.7991, 1.1589] je nejvétsi teplota 19.9051 °C.
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291 - Test 1

1. Je funkce In x — 2x primitivni funkci k funkei
29
(a) ano
(b) ne

2. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu

Cos X
/ ——dx?
sin” x

(a) sinx =t
(b) cosx =t

3

(c) sinx =t

3. Kolik konstant bude potteba urcit pfi rozkladu

2 _
funkce R(x) = ﬁ na parcidlni
zlomky ?
(a) 4
(b) 2
(c) 3

4. Chceme vypocitat délku paraboly y = x?

na intervalu x € (—2,2). Jaky vztah pro vy-
pocet je spravny?

2
(a) / V1 + xdx
)

2
(b) 2 / V1 + 42dx
0

2
(c) / V14 2x2dx
0

S. Pottebujeme urcit definiéni obor funkce z =

log(x — y) 4 arctan 2x. Které omezujici pod-
minky jsou spravné?
@x—-—y=>0
(b) x—y >0
©x—y>0N-1<2x<1

6. Je-li funkce v bodé spojita A, pak je v tomto

bodé€ diferencovatelna. Plati toto tvrzeni?

(a) ano

(b) ne

7. MiZe existovat lokdlni extrém i v bodg, ktery

neni staciondrnim bodem funkce, tj. néktera
z parcidlnich derivaci v ném neexistuje?

(a) ano

(b) ne

11. M&jme rovnici y’ — 3y = €

8. Mame rovnici y*) 4+ y” = x? + y°. Kterého

radu je dana diferencidlni rovnice?
(a) druhého radu
(b) ctvrtého radu

(c) prvniho fadu

9. Mé&jme rovnici x°y’ = y* + xy. O jaky typ

diferencidlni rovnice se jedna?

(a) linearni
(b) homogenni

(c) exaktni

10. Kterd z rovnic je charakteristickou rovnici

k diferencialn{ rovnici "/ — 3y = 0?

(a) ?—3r=0
b) P —3=0
c)r—3=0

4% c0s x. Jedn4 se

o specidlni pravou stranu a lze tedy k feSeni
vyuzit metodu neurcitych koeficientd?

(a) ano

(b) ne




Matematika II - testy Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

292 - Test 2

1. Plati nasledujici? (a) jedna

/3xcos xdx = 3/xdx/cos xdx

b
@ [ (fx) - g(x)) dx

b
® [ (3(x) = f() dx

. Zkuste odhadnout, co bude grafem funkce z =

. Kolik funkci vyhovuje rovnici y' — 3sinx =

0?

(b) nekone¢né mnoho

(c) zadna

(a) ano .. PR .
/9 — x2 2. 9. Nalezli jsme obecné feSeni homogenni line-
(b) ne arni DR ve tvaru y = cxe* a po apli-
2. Jakou funkci zvolite v metods per partes za u (a) horni polorovina kulové plochy se stie- kaci metody variace konstanty funkci ¢(x) =
L ) . ) dem v [0,0,0] a polomérem 3 —xe”* — e " + c. Jak bude vypadat obecné
pfi vypoctu integralu /stx(x —3)dx? teteni dané linedrnf . inlng 5
(b) kulova plocha se stredem Vv [0,0,0] a po- reseni dane linearni rovnice v uplneém tvaru’
@ x2—3 lomérem 3 (@) y = (—xe ™ —e ¥)xe’ +c
: dolni polorovina kulové plochy se stie- _
(b) sin2x (© p plochy — e ¥ _
dem v [0,0,0] a polomérem 9 ) y xe xte
. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu 5 5 () y=(—xe"—e " +c)xe'
2 . Jefunkce z = x~ — 2xy — y~ diferencovatelna
/ de? vbodé A = [1,1]? 10. Charakteristickd rovnice ma kofeny r1p, =
) +4i. Jak vypadd fundamentdlni systém fe-
(a) sinx =t (a) ano Seni?
(b) cosx =t (b) ne ) ..
(c) univerzélni (a) y1 = cos4ix, yp = sin4ix
. Plati nasledujici tvrzeni? Existuji-li v bodé nu- (b) — cos4x, yp = sindx
. Jaky je sprdvny vztah pro urCeni obsahu lové parcidlni derivace prvniho fadu, pak je s o ,4 ? _ o¥sind
atvaru ohraniceného dvéma funkcemi, kde v bodé lokaélni extrém. (€) y1 = e cosdx, yp = e sindx
f(ic) < g(x),apifmkamix =a, x =b (a < (a) ano 11. Jakou metodu zvolite pfi feSeni rovnice y" +
b)’ (b ne 2y’ — 3y = 3cos” x?

(a) metodu neurcitych koeficientd

(b) metodu variace konstant
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293 - Test 3

1. Kolik primitivnich funkci existuje k funkci
sin4x?
(a) 1
(b) oo

2. Lze integrdl [ e*cosxdx feSit substituéni

metodou ?
(a) ano
(b) ne
3. Jaky prvni krok zvolite pfi vypocCtu integralu

cos* xdx?

(a) sinx =t
1+ cos2x

b) cos®x =
(b) cos“x >

(c) cosx =t

4. Plati pro lichou funkci nasledujici tvrzeni?

/af(x)dx =0

(a) ne
(b) ano
5. Chceme urcit objem rotacniho télesa, které

vznikne rotaci utvaru ohrani¢eného krivkami
y = arcsinx, ¥y = 0 na intervalu x €

(0,1) kolem osy x. Jaky vztah pro vypocet je
spravny?

1
(a) / arcsin® xdx
0

1
(b) / arcsin? xdx

0
1

(c) / arcsin xdx
0

6. Které oznaceni je spravné pro parcidlni deri-

vaci 3. fadu, kterd vznikne derivaci smiSené
92 f
oyox

parcidlni derivace 2. fadu podle y?

02 f
dyoxay
03 f
oyoxox
3 f
oyoxay

(a)

(b)

(©)

7. Plati ndsledujici tvrzeni? Funkce f : R* — R

md spojité parcidlni derivace v bodé pravé
tehdy, kdyZ je v tomto bodé diferencovatelna.

(a) ano
(b) ne

8.

10.

11.

Nalezli jsme obecné feSeni rovnice ve tvaru
y = 3x% + 2x + ¢. Chceme najit partikularni
feSeni pro pocatecni podminku y(1) = 0. Jakd
je hodnota konstanty c?

@ c=1
(b) c=5
(c) c=-5

. M&jme rovnici (x® + 1)y’ = 2xy + x2. O jaky

typ diferencidlni rovnice se jedna?

(a) linearni

(b) homogenni

(c) exaktni
Urcete charakteristickou rovnici k diferenci-
alni rovnici —8y” + 5y' = 0.

(a) —8r2+5r =0

(b) > +5r =0

(c) 8% +5=0
Jak vypada tvar partikuldarniho feSeni pro rov-
nici v’ — 4y = (¥ +2)e?*?

(a) (Ax*+ B)e*

(b) (Ax® + Bx + C)e*

(¢) (Ax®+ Bx? + Cx)e*
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1. Existuje k funkci na intervalu (—2,2)

x3
funkce primitivni?
(a) ne
(b) ano
2. Jakou metodu zvolite pii vypoctu integralu

X
/ ——dx?
sin” x

(a) substitucni

(b) per partes
3. Jakou substituci zvolite pfi vypoctu integralu

/sin5 xdx?

(a) sinx =t
(b) univerzalni

(c) cosx =t

4. Plati nasledujici rovnost?

4 4 4
/(3x—e2x)dx = 3/xdx— /ezxdx
1 1 1

(a) ne

(b) ano

5. Ktery vzorec je spravny pro vypocet obsahu
kruhu se stiedem v [0, 0] a polomérem r?

27
(a) / 72 sin? tdt
0

27

(b) / ¥ sin t cos tdt
0

6. Kolikrat budete derivovat podle proménné x,

pokud vite, Ze

(a) 3-krat
(b) 6-krat
(c) 1-krat

7. UrcCete smérovy vektor normdly ke grafu

Bf

R
93x0yd3xady

funkce f(x,y) v bodé A.

(@) sp = (

(b) sy

(c) sn

(
(

of
ox

af
P
i
3y

(A)
(A)
(A)

of
"oy
of
"oy
of
" 9x

(1)
(4), —1)

(4)1)

8.

10.

Mgéjme rovnici ¥ — 3siny = x. Jedn4 se o
separovatelnou diferencidlni rovnici?

(a) ano
(b) ne

. Méjme zadanou nehomogenni linedrni dife-

rencidlni rovnici xy’ = 4y + 2. Jaky tvar
je spravny pro pfislusSnou homogenni linedrni
rovnici?

(@ xy' =0
(b) y' —4y =0
(c) xy =4y

Jak vypada tvar partikularniho reSeni pro rov-
nici y"" — 4y = 3 cos 2x?

(a) A cos2x

(b) Acos2x + Bsin2x

(¢) Axcos2x

. Vypoctéte wronskidn fundamentdlniho sys-

3x 3x

tému feSeni y; = €™ cos2x, Y = ™ sin 2x.
(a) W = 2e> cos2x sin 2x
(b) W = % cos2x

(c) W = 2%
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1. Plati nasledujici rovnost? b ) () 1—x>0AIn(—x+2)>0
© 7 [ (3(x) = f(x))"dx
/ (3e* —4Inx)dx =3 / e*dx —4 / In xdx y 8. M&jme zadanou diferencidlni rovnici xy’ =
2 4y + 2. Jaky tvar je sprdvny po separaci pro-
(a) ne 5. Jakou hodnotu ma @ funkce f(x,y) = ménnych?
(b) ano
3xy — L\ bods [1,0]? (a) _dy _dx
2. Chceme vypoditat integral / x%\/x3 + 2dx. X y+2  x
2 =
Je substituce x> +2 =t spravné zvolena? @) (b) xdx = (dy +2)dy
®) 0 (©) d_y = 2xdx
(a) ano © 6 1y
(b) ne

3. Zjistéte vypoctem zda plati:

1

1
/|3x|dx: 3/xdx

—4 —4
(a) plati
(b) neplati

4. Jaky je spravny vztah pro ur¢eni objemu rotac-

niho télesa, které vznikne rotaci oblasti ohra-
ni¢ené kiivkami f(x) < g(x) kolem osy x
pro x € (a;b)?

. Méjme sestavenu matici z druhych parcidlnich

derivaci v bodé (xg,yp). Pokud méd funkce
v bodé (x9, yo) lokdlni maximum, kterd kom-
binace musi platit.

(a) determinant matice je vétSi nez nula
(D2 >0) a fyy(x0,y0) >0

(b) determinant matice je vetSi neZ nula
(D2 >0) a fx(xo0,y0) <0

(c) determinant matice je menSi neZ nula
(D2 < 0) a fri(xo,y0) <0

. Potiebujeme urcit defini¢ni obor funkce z =

10.

. M&me rovnici ¥*ydx + (2x + y)dy = 0.

Jednd se o homogenni diferencidlni rovnici?

(a) ano

(b) ne
Charakteristickd rovnice ma kofeny 71, = 5.
Jak vypad4 obecné feSeni dané homogenni di-
ferencidlni rovnice?

(a) Yy = C1e5x + C2e5x

(b) y = Ce™*

sin 2x ) L (c) y = C1e™ + Crxe™
b + 1/In(—x+2). Které omezujici
2 2 1—x . P v v v . . "
(a) 7T / (g (x)— f (x)) dx podminky jsou spravn&? 11. Jakou metodu zvolite pfi feSeni rovnice iy~ —
A 4y = 2xsin x?
b @1—x#0AN—x+2>0

® 7 [ (f2(x) - () dx

a

b)) 1—x#0A—x+2>0AIn(—x+
2) >0

(a) metodu neurcitych koeficientd

(b) metodu variace konstant
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1. Ke které funkci je funkce F(x) =
3

4
{;amx—zma—xnmmmWﬁ
@ f(x)=

L1
x2(1 — x)
4, 2

®) f(x) :4x2cosx—|—§x sinx — T

2
x2 (2cosx — 5xsmx+

dx substitu¢ni me-

2. Lze fesit integral /

todou?

an

(a) ano
(b) ne
21
3. Je integral / —2 sin xdx roven 0 (zkuste vyjit
0
z grafu funkce a obsahu plochy)?
(a) ano

(b) ne

4. Ktery integral je sprdvné po aplikaci substi-

tuéni metody pfi vypoltu [ tan® xdx?

O\M:u

V2
2

@ /1—#
1

I
1—¢#2
m)/ 3 dt
0
1
1—¢#2
(©) —/ 3 dt
V2

2

S. Chceme urcit obsah rotani plochy, kterd
vznikne rotaci kfivky dané parametrickymi
rovnicemi pro x = t+2, y = 3 — t kolem
osy x. Jaky vztah pro vypocet je spravny?

3
(@2n/{3—0w

0
3

a»zvﬁn/(3—ﬂm

0
3

(@2¢Z{/U+2Mi

0

6. Ktery vztah je spravny pro vypocet tecné ro-
viny ke grafu funkce v bodé A = [a, b, c]?

@z = ¢ — fila,b)(x —a) —
fy( (]/_ b)

bz = ¢+ filab)y —b) +
y(a,b)(x — a)

©z = ¢+ filab)(x —a) +
y(a,0)(y — b)

10.

. Mg&jme funkci f(x,y) = x* + v°, kterd mé

v pocatku staciondrni bod. Jednd se o extrém?

(a) ano

(b) ne

. Méme rovnici ¥’ = 3x — 2. O jaky typ dife-

rencidlni rovnice jde?

(a) separovatelna
(b) homogenni

(c) linearni

. M&me rovnici x —2 +y +y' = 0. Jak vy-

padd zkraceny tvar této linedrni rovnice?

@ y+y =0
by =2—x
©y=—-x+2—y

Méme obecné feSeni zkracené rovnice 1y =
Cq + Cye” a nalezené funkce pii pouZiti me-
tody variace konstant C1(x) = cosx + ¢ a
Ca(x) = x+ 1+ cp. Jak bude vypadat obecné
feSeni uplné rovnice?

(@ y=rc1+ce*+cosx+x+1
(b) y=ci1cosx +cre* +x+1
() y=rc1+ce* +cosx+ (x+1)e"
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. Lze pfi vypoctu integrdlu pouzit naznaceny
postup?

/(3x —2sinx)dx = /3xdx—2/sinxdx

(a) ano
(b) ne
. Jak volit funkce #'(x) a v(x) pii vypo&tu in-
2
tegralu / Xy
ex
2

, 0 =¢e"
2

(@ u =x

b u=e,v=x

©u=e* v=2x>
7T

. Je integrél / sin xdx roven O (zkuste vyjit z

—7T
grafu funkce a obsahu plochy)?

(a) ano
(b) ne

. Ktery integrdl je spravné po aplikaci substi-
e

. . v In x
tucni metody pii vypoctu | —dx?
X
1

(c) /e %dt
1

5. Chceme urcit objem koule o poloméru r > 0.
Jaky vztah pro vypocet je spravny?

7

(a) n/(rz—xz)dx

—-r
r

(b) n/(rz—e—xz)dx

—r

(c) 7'(/ V12 — x2dx

=)

. Kolikrat budete derivovat podle proménné v,
o Jf
pOkUd vite, ze W()

(a) 2-krat

(b) 4-krét

(c) 3-krat
7. UrCete normdlovy vektor tecné
ke grafu funkce f(x,y) v bodé A.

@ 7 = (%(A)%(A),l)

roviny

o = (Fa, L, 1)
© fi= (%(A)%(A),l)

8. M&jme rovnici yy’ — 3siny = x. Jedn4 se
o separovatelnou diferencidlni rovnici?

(a) ano
(b) ne
9. M¢jme zadanou nehomogenni linedrni dife-

rencidlni rovnici x +y' = 4y + 2. Jaky tvar
je spravny pro pfislusSnou homogenni linedrni

rovnici?
@ x+y =0
b) x+y —4y =0
©y —4y=0

10. Jak vypada tvar partikularniho feSeni pro rov-
nici 2y”" 4 8y’ = 2x? — 3?
(a) Ax*— B
(b) Ax® + Bx* + Cx
(c) Ax>* +Bx+C

11. Vypoctéte wronskidn fundamentdlniho sys-

tému feleni y; = %%, yp = e ¥,

(a) W= —¢*
(b) W = e
(c) W= —3e"
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1. Ke které funkci je funkce F(x) = arcsin2x —
In(—x) primitivni?

2 1

(a) f(x):—m—;
2 1
(b) f(x):ﬁ_—_x
2 1

© f(x) = ———=
o) ===
2. Jakou substituci pouZijete pfi vypoctu inte-
2
gralu / ———dx?
xV1In® x

(a) Indx=t¢

(b)) Inx =t

(c) Vindx =t

3. Plati nasledujici vlastnost?

(a) ano

(b) ne
4. Ktery integrdl je spravné po aplikaci metody
s

per partes pri vypoctu / X sin xdx?
0

T
(a) [xcos x]g+/sinxdx
0

T
(b) — [xcos x]g—l—/cos xdx
0

7T

(c) —[xcosx|y — /cos xdx
0

S. Chceme vypocitat délku paraboly y = —2x?
na intervalu x € (—3,3). Jaky vztah pro vy-
pocet je spravny?

3
() 27 / V1 — 16x2dx
0
3
(b) 27 / V1 + 16x2dx
0

3
(c) n/ V1 —16x2dx
-3

6. Které oznaceni je sprdvné pro parcidlni de-
rivaci 3.fadu, ktera vznikne derivaci smiSené

2
parcidlni derivace 2.fadu of podle x?
dyox
02 f
@ 0yoxox
83
(b) /

0yoxox

7.

10.

3 f

© oyoxay

Nalezli jsme obecné feSeni rovnice ve tvaru
y = —x? — 2 + ¢. Chceme najit partikularni
feSeni pro pocatecni podminku y(2) = 4. Jakd
je hodnota konstanty c?

(@) c=10
(b) c=20
(c) c= -8

. M&jme rovnici xIny —y’ = 2x. O jaky typ

diferencidlni rovnice se jednd?

(a) linearni
(b) homogenni

(c) separovatelna

. Urcete charakteristickou rovnici k diferenci-

alni rovnici 2y" +5y = 0.

(@) ¥ +5=0

(b) 2r* +5=0

(©) 2r* +5r =0
Jak vypada tvar partikuldrniho feSeni pro rov-
nici y” +2y' = (x +2) sinx?

(a) (Ax+ B)sinx + (Cx+ D) cosx

(b) (Ax+ B)sinx + Ccosx

(¢) (Ax+ B)sinx
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1. Ke které funkci je funkce F(x) = x* — 4x +
COS X primitivni?

(a) f(x) =2x —4x* +sinx
(b) f(x) =2x—4—sinx
(¢) f(x) =x+4—sinx

3x
.. . e [
2. Lze fesit integrdl | ———dx substitucni
e2* +1
metodou?

(a) ano

(b) ne

3. Plati nésledujici rovnost?

3 3 3
/(2x2—ln2x)dx :2/x2dx—2/lnxdx
2 2 2

(a) ano
(b) ne
4. Kolik konstant bude potfeba urCit pfi roz-
4
kladu funkce R(x) = _3(5—3:_43( na parcidlni
zlomky ?
(a) 4

(b) 2
() 5
5. Jaky je sprdvny vztah pro ureni objemu
utvaru ohraniceného déma funkcemi, kde
f(x) > g(x), aptimkamix =a, x =b (a <
b), ktery rotuje kolem osy x?

b
© [ (Flx) - g(x))at

6. Plati nasledujici tvrzeni? Existuji-li v bodé nu-
lové parcidlni derivace prvniho fadu, pak neni
v bodé lokdlni extrém.

(a) ano
(b) ne

7. Kolik funkcf vyhovuje rovnici 2y’ +4Inx =
y?
(a) jedna

(b) nekone¢né mnoho
(c) z4dna
8. Nalezli jsme obecné feSeni homogenni line-
i DR ve tvaru y = ce? a po apli-
kaci metody variace konstanty funkci c(x) =

1
—Ee_zx -+ c. Jak bude vypadat obecné feSeni

dané linearni rovnice v uplném tvaru?

1
(a) y:—§+c

1
(b) y= —5 + ce®

1
©y=-3

9. Charakteristicka rovnice ma kofeny 71, = 2.
Jak vypada fundamentdlni systém reSeni?
(@) y1 = cos2x, yp = sin2x
(b) y1 =e*, yp = e**
© y1 =€, yo = xe**

10. Jakou metodu zvolite pii feSeni rovnice
—y" + 4y’ = 2x cos 2x?

(a) metodu neurcitych koeficientd

(b) metodu variace konstant
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1. Kolik primitivnich funkci existuje k funkci
f(x) — e—2x+1 9

(a) oo
(b) 1
() 0
2. Jak volit funkce u'(x) a v(x) pfi vypoctu in-
tegralu / In? xdx?

(@ 1 =In*x, v=1
®) =1 0v=1In’x

) W =Inx, v =1Inx

3. Plati pro sudou funkci nésledujici tvrzeni?

/af(x)dx =0

(a) ano
(b) ne
4. Kolik konstant bude potieba urcit pfi rozkladu
4
funkce R(x) = 3 —|—x4x T parcidlni

zlomky ?

(a) 3
(b) 2
(c) 4

S. Jaky je spravny vztah pro urceni obsahu

utvaru ohrani¢eného dvéma funkcemi, kde
f(x) > g(x),apfimkami x =a, x =b (a <
b)?

6. Mame rovnici y® + ' = xIny. Kterého

fadu je dand diferencidlni rovnice?

(a) tretiho radu

(b) ctvrtého fadu

(c) prvniho fadu

7. M¢jme rovnici x* + yy' = x. O jaky typ dife-

rencidlni rovnice se jedna?

(a) linearni
(b) homogenni

(c) exaktni

. Kterd z rovnic je charakteristickou rovnici

k diferencialni rovnici Zy’ - 3]/ =0?

() 2r* =3 =0
(b) 2r* —3r =0
() 2r—=3=0
. M&jme rovnici —4y” +y = sin2xcosx.

Jednd se o specidlni pravou stranu a lze tedy
k feSeni vyuZzit metodu neurcitych koefici-
entl?

(a) ano

(b) ne




Literatura

[1]

(2]

AKSQY, Asuman G a Mohamed A KHAMSI. A problem book in real ana-
lysis. 1st ed. New York: Springer, c2010, 254 p. ISBN 978-1-4419-1295-4.

BURDA, Pavel, Radim HAVELEK, Radoslava HRADECKA a Pavel
KREML. Matematika I. 1. vyd. Ostrava: VSB - Technick4 univerzita, 2006,
338 s. ISBN 80-248-1199-5.

CALLAHAN, James. Advanced calculus: a geometric view. New York:
Springer, c2010, xvi, 526 p. Undergraduate texts in mathematics. ISBN 14-
419-7331-1, 978-1-4419-7331-3.

GeoGebra [online]. 2013 [cit. 2013-12-09]. Dostupné z: http://www.
geogebra.org/cms/cs/

GERGELITSOVA, Sarka. Pocita& ve vyuce nejen geometrie: priivodce Ge-
ogebrou. 1. vyd. Praha: Generation Europe, 2011, 247 s. ISBN 978-809-
0497-436.

Gnuplot [online]. 2013 [cit. 2013-12-09]. Dostupné z: http://www.
gnuplot.info/

HOHENWARTER, Judith a Markus HOHENWARTER. Introduction to
GeoGebra [online]. 2013 [cit. 2013-12-09]. Dostupné z: http://www.
geogebra.org/book/intro—en.pdf

[8] Manuédly a navody k programu GeoGebra v Ceském jazyce. [online]. [cit.
2013-12-09]. Dostupné z: http://wiki.geogebra.org/cs/

[9] KREML, Pavel, Jaroslav VLCEK, Petr VOLNY, Jitif KRCEK a Jii{ POLA-
CEK. Matematika II. 1. vyd. Ostrava: VSB - Technick4 univerzita Ostrava,
2007, 424 s. ISBN 978-80-248-1316-5.

[10] Pracovni listy a studijni materidly do Matematiky II. [online]. [cit. 2013-
12-09]. Dostupné z: http://mdg.vsb.cz/wiki/index.php/
Matematikall

[11] REKTORYS, Karel. Co je a k cemu je vyssi matematika. Vyd. 1. Praha:
Academia, 2001, 156 s. ISBN 80-200-0883-7.

[12] REKTORYS, Karel. Prehled uZité matematiky 1. 7. vyd. Praha: Prometheus,
2009, xxxii, 720 s. ISBN 978-80-7196-180-21.

[13] Studijni opory [online]. [cit. 2013-12-09]. Dostupné z: http://www.
studopory.vsb.cz/

[14] VLCEK, Jaroslav a Jiti VRBICKY. Diferencidlni rovnice: matematika IV.

1. vyd. Ostrava: Vysoka Skola banska - Technicka univerzita, 1997, 131 s.

ISBN 80-707-8438-5.

[15] VRBENSKA, Helena a Jana BELOHLAVKOVA. Zdklady matematiky pro
bakaldre I. 3. vyd. Ostrava: VSB - Technickd univerzita Ostrava, 2009, 89
s. ISBN 978-80-248-2093-4.

[16] VRBENSKA, Helena a Jana BELOHLAVKOVA. Zdiklady matematiky pro

bakaldre I1. 3. vyd. Ostrava: VSB - Technick univerzita Ostrava, 2009, 103

s. ISBN 978-80-248-1957-0.


http://www.geogebra.org/cms/cs/
http://www.geogebra.org/cms/cs/
http://www.gnuplot.info/
http://www.gnuplot.info/
http://www.geogebra.org/book/intro-en.pdf
http://www.geogebra.org/book/intro-en.pdf
http://wiki.geogebra.org/cs/
http://mdg.vsb.cz/wiki/index.php/MatematikaII
http://mdg.vsb.cz/wiki/index.php/MatematikaII
http://www.studopory.vsb.cz/
http://www.studopory.vsb.cz/

	Obsah
	Listy k přednáškám
	Integrální počet funkcí jedné proměnné
	Neurčitý integrál
	Primitivní funkce
	Definice a vlastnosti
	Tabulkové integrály
	Metoda per partes
	Integrace substitucí
	Integrace racionální lomené funkce
	Integrace goniometrických funkcí

	Určitý integrál
	Geometrický význam určitého integrálu
	Definice
	Vlastnosti určitého integrálu
	Substituce v určitém integrálu
	Metoda per partes v určitém integrálu

	Geometrické aplikace určitého integrálu
	Obsah rovinného útvaru
	Délka rovinné křivky
	Objem rotačního tělesa
	Obsah rotační plochy


	Funkce dvou proměnných
	Funkce dvou proměnných, vlastnosti
	Definice funkce dvou proměnných
	Graf funkce dvou proměnných
	Limita a spojitost

	Diferenciální počet funkcí dvou proměnných
	Parciální derivace
	Geometrický význam parciálních derivací

	Diferenciál
	Geometrický význam diferenciálu

	Implicitní funkce
	Derivace implicitní funkce


	Extrémy funkcí dvou proměnných
	Lokální extrémy
	Fermatova věta - nutná podmínka existence extrému
	Postačující podmínka pro existenci extrému

	Vázané extrémy
	Geometrický význam vázaných extrémů
	Lagrangeova metoda

	Globální extrémy
	Postup určování globálních extrémů



	Obyčejné diferenciální rovnice
	Diferenciální rovnice n-tého řádu
	Některé metody řešení diferenciálních rovnic 1. řádu
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Diferenciální rovnice typu y= P(x) Q(y)
	Diferenciální rovnice typu y= f(ax + by +c) 
	Homogenní diferenciální rovnice

	Exaktní diferenciální rovnice
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Obecné řešení zkrácené lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Obecné řešení úplné lineární DR 1. řádu


	Vlastnosti lineárních diferenciálních rovnic
	Struktura řešení zkrácené LDR n-tého řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu
	Charakteristická rovnice
	Metoda variace konstant
	Metoda neurčitých koeficientů



	Řešené příklady
	Řešené příklady – Integrální počet funkcí jedné proměnné
	Přímá metoda
	Přímá metoda
	Přímá metoda
	Lineární substituce, obecné vzorce
	Metoda per partes
	Metoda per partes
	Substituční metoda
	Substituční metoda
	Substituční metoda
	Integrace racionální lomené funkce
	Integrace racionální lomené funkce
	Integrace racionální lomené funkce
	Integrace racionální lomené funkce
	Integrace goniometrických funkcí
	Integrace goniometrických funkcí
	Integrace goniometrických funkcí
	Integrace goniometrických funkcí
	Integrace goniometrických funkcí
	Integrace goniometrických funkcí
	Integrace iracionálních funkcí
	Integrace iracionálních funkcí
	Integrace iracionálních funkcí
	Určitý integrál,výpočet a vlastnosti
	Určitý integrál sudé a liché funkce
	Metoda per partes pro určité integrály
	Substituční metoda pro určité integrály
	Substituční metoda pro určité integrály
	Určitý integrál, racionální lomená funkce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, délka rovinné křivky
	Užití určitého integrálu, délka rovinné křivky
	Užití určitého integrálu, objem rotačního tělesa
	Užití určitého integrálu, objem rotačního tělesa
	Užití určitého integrálu, objem rotačního tělesa
	Užití určitého integrálu, obsah rotační plochy
	Užití určitého integrálu, obsah rotační plochy

	Řešené příklady – Funkce dvou proměnných
	Definiční obor
	Definiční obor
	Vrstevnicový graf
	Limita funkce
	Parciální derivace
	Parciální derivace
	Parciální derivace
	Diferenciál funkce
	Diferenciál funkce
	Tečná rovina, normála
	Taylorův polynom
	Derivace implicitní funkce
	Tečna a normála k implicitní funkci
	Lokální extrémy - první část
	Lokální extrémy - druhá část
	Lokální extrémy - první část
	Lokální extrémy - druhá část
	Vázané extrémy
	Vázané extrémy
	Globální extrémy

	Řešené příklady – Obyčejné diferenciální rovnice
	Diferenciální rovnice - přímá integrace 
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Exaktní diferenciální rovnice
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu


	Pracovní listy do cvičení
	Příklady – Integrální počet funkcí jedné proměnné
	Přímá metoda
	Přímá metoda
	Přímá metoda
	Přímá metoda
	Lineární substituce, obecné vzorce
	Lineární substituce, obecné vzorce
	Metoda per partes
	Metoda per partes
	Metoda per partes
	Substituční metoda
	Substituční metoda
	Substituční metoda
	Substituční metoda
	Substituční metoda + metoda per partes
	Racionální lomená funkce
	Rozklad na parciální zlomky
	Rozklad na parciální zlomky
	Integrace racionální lomené funkce
	Integrace racionální lomené funkce
	Integrace racionální lomené funkce
	Integrace goniometrických funkcí
	Integrace goniometrických funkcí
	Integrace goniometrických funkcí
	Integrace iracionálních funkcí
	Integrace iracionálních funkcí
	Neurčitý integrál
	Neurčitý integrál
	Neurčitý integrál
	Neurčitý integrál
	Určitý integrál, výpočet a vlastnosti
	Určitý integrál sudé a liché funkce
	Metoda per partes pro určité integrály
	Substituční metoda pro určité integrály
	Substituční metoda + metoda per partes
	Určitý integrál racionální lomené funkce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, obsah rovinného obrazce
	Užití určitého integrálu, délka rovinné křivky
	Užití určitého integrálu, délka rovinné křivky
	Užití určitého integrálu, délka rovinné křivky
	Užití určitého integrálu, objem rotačního tělesa
	Užití určitého integrálu, objem rotačního tělesa
	Užití určitého integrálu, objem rotačního tělesa
	Užití určitého integrálu, objem rotačního tělesa
	Užití určitého integrálu, objem rotačního tělesa
	Užití určitého integrálu, obsah rotační plochy
	Užití určitého integrálu, obsah rotační plochy

	Příklady – Funkce dvou proměnných
	Definiční obor
	Definiční obor
	Definiční obor
	Definiční obor
	Definiční obor
	Definiční obor
	Definiční obor
	Definiční obor
	Definiční obor
	Definiční obor
	Vrstevnicový graf
	Vrstevnicový graf
	Limita funkce
	Parciální derivace
	Parciální derivace
	Parciální derivace
	Parciální derivace
	Parciální derivace
	Diferenciál funkce
	Diferenciál funkce
	Diferenciál funkce
	Diferenciál funkce
	Tečná rovina, normála
	Tečná rovina, normála
	Taylorův polynom
	Taylorův polynom
	Derivace implicitní funkce
	Derivace implicitní funkce
	Derivace implicitní funkce
	Tečna a normála k implicitní funkci
	Tečna a normála k implicitní funkci
	Lokální extrémy
	Lokální extrémy
	Lokální extrémy
	Lokální extrémy
	Vázané extrémy
	Vázané extrémy
	Globální extrémy
	Globální extrémy
	Globální extrémy

	Příklady – Obyčejné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Separovatelné diferenciální rovnice
	Exaktní diferenciální rovnice
	Exaktní diferenciální rovnice
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 1. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu
	Lineární diferenciální rovnice 2. řádu


	Aplikované úlohy
	Rosettská deska I
	Rosettská deska II
	Gateway Arch I
	Gateway Arch II
	Chladící věž Ledvice I
	Chladící věž Ledvice II
	Teplota v pokoji I
	Teplota v pokoji II
	Teplota v pokoji III
	Teplota v pokoji IV

	Testy
	Test 1
	Test 2
	Test 3
	Test 4
	Test 5
	Test 6
	Test 7
	Test 8
	Test 9
	Test 10

	Literatura

