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1.5. Integrace racionalnich funkci

Privodce studiem

V ptedchézejicich kapitolach jsme se naucili pocitat neurcité integraly Upravou na
zakladni integraly, metodou per partes a substitu¢ni metodou. V této kapitole se budeme
podrobnéji zabyvat integrovanim racionalnich funkci. Uvedeme podrobny postup rozkladu
racionalnich funkci na soucet parcialnich zlomka a integraci téchto parcialnich zlomka. Podle
uvedeného postupu mizeme integrovat libovolnou raciondlni funkci. Racionalni funkce
muzeme dostat i po nékterych substitucich. Nejprve zopakujeme polynomické a raciondlni

funkce, uvedeme nékteré zakladni vlastnosti téchto funkei.
Cile
Seznamite se s postupem integrace racionalnich funkci a se zakladnimi integraly, které
dostaneme po rozloZeni racionalni funkce na soucet parcidlnich zlomk.
Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce k dané funkci, znate zékladni integraly
uvedené v tabulce 1.2.1., umite vypocitat jednoduché integraly upravou integrované
funkce (integrandu) a substitu¢ni metodou. V této kapitole se vyskytne jen n¢kolik malo

typl integrald.
Vyklad

Polynomy a jejich viastnosti

S polynomy jste se sezndmili jiz v Matematice 1. Pfipomenime definici polynomické

funkce.
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Definice 1.5.1.

Polynomem P, (x) stupné m nazyvame funkci
P _ m 2
(X)) =a,x" +. +ax” +ax+ay, a,+#0.

Redlna ¢isla ay, a; ,..., a,, jsou koeficienty polynomu.

Polynom je funkce, kterd vznikne kone¢nym poctem operaci soucet, rozdil a soucin

funkci y =konst a y=x.
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m .
Stru¢n¢ mizeme polynom zapsat B, (x)= Y a X, a, 20,
j=0
Cislo m nazyvame stupném polynomu B,(x).

Pro polynom 1. stupné (tj. polynom tvaru y=ax+b, a#0) se pouziva také termin

linearni polynom a pro polynom 2. stupné (tj. polynom tvaru y = ax? +bx+c,a#0) se
pouziva také termin kvadraticky polynom.

Integrace polynomické funkce je velmi snadnd, nebot’ vystacime se zédkladnimi pravidly

pro integraci (véta 1.2.1) a s integraci mocninné funkce (vzorec [3] v tabulce 1.2.1).
Resené ulohy
Priklad 1.5.1. Vypotéte integral [(2x” —x° +3x” +6x—1)dx.

ReSeni:

[ox* =% +3x% +6x—D)dx=2[ x| Pex+3[ ¥ dx+ 6 xdx — [ dx =

6 4 3 2 6 .4

=22 X 43t 46t xrc=1 I i3 ox+C.
6 4 3 2 3 4

Vyklad

Polynomy hraji v matematické analyze velmi dilezitou roli. Polynomy jsou spojité
funkce definované pro vSechna realna x. Jestlize dva polynomy spolu secteme, odecteme nebo

vynasobime, dostaneme opét polynom.

Polynomy miizeme také mezi sebou délit. V tomto piipadé vSak obecné vysledkem

nebude polynom, ale funkce, kterou nazyvame racionalni (racionalni lomend):

_ By (x)

R )
(=0,

Je-li O,(x) polynom n-té¢ho stupné, nazyva se rovnice Q, (x)=0 algebraicka rovnice

n-tého stupné.

Definice 1.5.2.
Cislo «, pro které plati O, («) =0, se nazyvé koten polynomu Q a vyraz x—« se nazyva

korenovy ¢initel polynomu Q.
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Dovedete nalézt kofeny rovnice Q, (x)=0 pro polynomy 1. a 2. stupné. Pro polynomy

~evroor

vysSich stupnia se jedna o slozitéjsi ulohu, kterou dovedeme vyftesit v nékterych specidlnich
pripadech. Velmi Casto je pro nalezeni kofent nutno pouzit numerickych metod, o nichz se

dozvite vice ve specidlnim pfedmétu Numerické metody.

V algebie se dokazuje, Ze kazdy polynom O, (x), ktery neni konstanta, ma v oboru

komplexnich ¢isel n kotfend.

Véta 1.5.1.
Kazdy polynom Q, (x) =a,x" +...+ a2x2 +ayx +ag stupné n >1 lze rozlozit na soucin
kofenovych Ciniteld

Qn(x) = an(x_al)(x_QZ) (x_an) >

kde a;,a, ... ,a, jsou konstanty (obecné komplexni).
Pozndamka
1. Cisla ap,ay, ...,a, nemusi byt navzajem riizna. Tedy rovnice miize mit vicendsobné

kofeny. Pokud koren a; je r-ndsobny, mizeme misto r soucinii (x—a j)(x—a j) o (x—a j)
psat (x—aj)r.

2. Koreny ay,ay, ... ,a, mohou byt redlné nebo komplexni.

Véta 1.5.2.
Pokud ma polynom r-nasobny komplexni kofen a =c+d i (c,d jsou realna cisla), pak

také komplexné sdruzené Cislo & =c—di je r-nasobnym kofenem tohoto polynomu.

Resené ulohy

Priklad 1.5.2. RozloZte na soucin kofenovych Cinitellt Os(x) = 3x° +24x° —27x .

Reseni:
Resime rovnici 3x° +24x° —27x=0. Rovnici upravime vytknutim 3x. Dostaneme
3x(x4 +8x% — 9) =0. Jedno feSeni je x; = 0. Dalsi kofeny ziskdme feSenim rovnice

x*+8x2-9=0. Po zavedeni pomocné proménné ¢ = x? dostaneme kvadratickou rovnici

t2+8t—9:0,kterémékofeny h=laty=-9,¢cil x’=lax?=-9.
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Odtud xy =1, x3 =-1, x4 =31, x5 =-31.

Jelikoz je koeficient u nejvyssi mocniny roven 3, miizeme polynom zapsat ve tvaru:
Os(x) =3x° +24x> —27x = 3x(x —1)(x +1)(x = 3i)(x +3i) .

Vyklad

Je neptfijemné, Ze se ve vysledném rozkladu v ptikladu 1.5.2 objevuji imaginarni Cisla
+3i a —3i. Pokud vynasobime odpovidajici kofenové Cinitele, dostaneme kvadraticky

polynom (x—3i)(x+3i)= x> +9. Rozklad polynomu z ptikladu 1.5.2 bude mit tvar
Os(x) =3x° +24x> —27x =3x(x —D)(x + (x> +9).

Tento postup mizeme zobecnit. Ma-li polynom kofen o =c+di ma podle véty 1.5.2
také komplexné sdruzeny kofen & =c—di. Pokud vynasobime odpovidajici kotfenové
Cinitele, dostaneme kvadraticky polynom, ktery nema imaginarni koeficienty:
(x—a)(x—a)=(x—(c+di))(x—(c—di)=x>—2ex+c* +d? =x>+ px+q, kde
p=—2c aq= ¢? +d?. Uvédomme si, ze diskriminant D = p2 —4q je zaporny, nebot’
D=p?—4g=4c% —4c* —4d* =-4d*> <0

Je-li komplexn¢ sdruzeny koten c¢+d -i s ndsobny, dostaneme

(x—-a) (x—-a)’ = (x2 +px+q)°.

Pokud tuto tivahu zobecnime, dostaneme dulezitou vétu o rozkladu polynomu na

zakladni soucin v realném oboru:

Véta 1.5.3.
Kazdy polynom O, (x)=a,x" +...+ a2x2 +ayx +ag stupné n>1 lze jednoznaéné zapsat
ve tvaru:
0, (M) =a,(x—a))t .. (x=a,)u (" + px+g) . (5 + px+q,)”

se vzajemn¢ riznymi redlnymi kofeny ¢;, i =1,2, ... u a vzjemn¢ riznymi

kvadratickymi polynomy X2+ pjx+q;,j=12, .. v, kter¢ nemaji realn¢ koreny.

Poznamka
1. Strucné lze Fici, zZe kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné n =1 Ize rozlozit na soucin
polynomut prvniho a druhého stupné, pricemz polynomy druhého stupné se ddile nedaji

rozlozit na soucin polynomii prvniho stupne.
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2. Je ziejmé, Ze plati n=1n+ry +..+1,+2(s;+59 +...+5,).

Véta 1.5.3 nam sice zarucuje moznost rozkladu polynomu na zdkladni soucin, avSak
praktické provedeni nemusi byt jednoduché. V mnoha ptipadech potiebujeme provést rozklad

polynomu Q, ktery je jiz ¢aste¢né rozlozen.

Resené ulohy

Priklad 1.5.3. Rozlozte na zékladni soucin polynom Q(x) = (x5 —x? )(x5 +x? )(1- x4) .

Reseni:

Je ziejmé, ze polynom Q(x) je 14. stupné. Polynom Q(x) neni rozlozen na zakladni
soucin, nebot’ se vném vyskytuji polynomy vyssiho nez 2. stupné. Proto jednotlivé
Cinitele dale rozloZime:

(=3 =x> (- =2 (=D +x+1),

(P +x2) =22 (3 +) =2 (e + D —x+1),
A-xH=-(* -1 =—(x=D(x +1)(x% +1).

Takze O(x) = x> (x—1D)(x> +x+D)x? (x+ (x> = x + (= D(x = D)(x +1)(x? +1) =
= -2+ D2+ x+ D —x+ D2+ D).

Uvédomte si, Ze xt :(x—0)4, tedy se jednd o polynom 1. stupné, ktery pfislusi

Ctyfnasobnému kofenu x =0. Koeficient a, =-1.

Vyklad

Rozklad racionalni funkce na soucet parcialnich zlomku

Definice 1.5.3.

Racionalni funkci R(x) nazveme funkci, ktera je podilem dvou polynomi B, (x) a Q,(x):

_ B (x)
R(x)= 0,(x) , 0,(x)#0.
Poznamky

Definicnim oborem racionalni funkce R(x) je mnozina vsech realnych cisel x, které nejsou

realnymi koreny rovnice Q, (x)=0.
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Definice 1.5.4.

En (%)

n

Racionalni funkce R(x)= se nazyva ryze lomena, je-li stupefi m polynomu B, (x)

mensi nez stupeil n polynomu Q, (x), tj. m<n.Je-li m >n, pak se funkce R(x) nazyva

neryze lomena racionélni funkce.

Jestlize je funkce R(x) neryze lomena racionalni funkce, pak miZeme polynom B, (x)
v Citateli délit polynomem Q, (x) ve jmenovateli. Podilem bude polynom Pm1 (x) a zbytek
déleni bude polynom B, (x), jehoZz stupent m, je niz8i nez n, tj. m, <n.To mizeme vyjadfit

vétou.

Véta 1.5.4.

Kazdou neryze lomenou raciondlni funkci miizeme vyjadtit jako soucet polynomu a ryze

: : B B, (¥)
lomené racionalni funkce, tj. R(x) = In0) =By, (x)+ 277 kde my <n.
On(x) Op(x)
Resené ulohy
. . . C+2x%+x-1 .
Priklad 1.5.4. Vyjadrete raciondlni funkci R(x)= > jako soucet polynomu a

x“—x+1

ryze lomené racionalni funkce.

Reseni:

Polynom Pj(x)= x> +2x? +x—1 v &itateli raciondlni funkce je 3. stupné a polynom
O (x)= x> —x+1 ve jmenovateli mé stupen 2. Polynomy mizeme vydélit.

(C+2x% +x-1): (2 —x+1)=x+3

—(x3 —x%+ X)
3x2 -1
~(3x% -3x+3)

3x—4 ... zbytek

Danou racionalni funkci proto miizeme zapsat ve tvaru

x3+2x2+x—1 3x—4
3 =x+3+——
x“—x+1 x“—x+1
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Pravodce studiem
Hlavnim vysledkem predchazejici ¢asti je véta 1.5.4. Je-li dana neryze lomena raciondlni
funkce, provedeme déleni polynomu FB, (x) v Citateli polynomem Q,(x) ve jmenovateli

racionalni funkce. Dostaneme polynom a ryze lomenou raciondlni funkci. Staci tedy, kdyz se

Bn(x)
(x)

v dal$im omezime na takové raciondlni funkce , vnichz ma citatel nizs8i stupen nez

n
jmenovatel (ryze lomené raciondlni funkce). V dalsi Casti si ukazeme, jak Ize ryze lomené
racionalni funkce rozlozit na soucet n¢kolika jednodussich zlomkt, které bychom jiz uméli

integrovat.

Vyklad

Ve vété 1.5.3 jsme ukazali, Ze kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné n>1 lze
rozlozit na soucin polynomu prvniho a druhého stupné, pfi¢emz polynomy druhého stupné se
jiz nedaji rozlozit na soucin polynomi prvniho stupné s redlnymi kotfeny (maji komplexné
sdruzené kofeny). Budeme se snazit raciondlni funkci rozlozit na soucet jednoduchych

raciondlnich funkci, které maji ve jmenovateli mocniny kofenovych Ciniteli (x—a) a

kvadratickych polynomi (x2 + px+q).

Definice 1.5.5.

Casteénymi (parcialnimi) zZlomky nazyvame racionalni funkce tvaru

Mx+ N
Lk nebo 2 k
(x—a)? (x*+px+q)™?

kde 4, M, N, p, q jsou redlna Cisla, ky, k, jsou pfirozena ¢isla a polynom X2+ px+q nema

realné koteny (D = p> —4g <0).

Poznamky
1. Parcialni zlomky prvniho typu odpovidaji realnym koreniim jmenovatele a parcialni zlomky

druhého typu odpovidaji dvojicim komplexné sdruzenych korenii.

2. Ryze lomenou racionalni funkci R(x) lze vyjadrit ve tvaru

R(x)=R(x)+Ry(x)+...+ Ry(x), kde Ri(x), Ry(x), ... Ry(x) jsou parcialni zlomky. Pro

integraci ryze lomené racionalni funkce staci umét integrovat tyto parcialni zlomky.

k%




Matematika Il 1.5. Integrace racionalnich funkci

Pro snazsi pochopeni a jednoduchost uvedeme tvar rozkladu racionélni funkce na soucet

parcialnich zlomkl podle toho, jaké kofeny ma polynom O, (x) ve jmenovateli racionalni

funkce. Postupné se budeme zabyvat Ctyfmi zdkladnimi ptipady.

A. Rozklad pro realné rizné kofeny polynomu O, (x)

JestliZze polynom Q,,(x) ma k (k < n) realnych riznych kotent oq,a5, ..., oy

Ln(X)

(x)

(jednoduché koteny), pak Ize ryze lomenou racionélni funkci R(x) = rozloZit na

n

Pm(x) _ Al + A2

soucet parcidlnich zlomk:
0,x) x-og x—ay xX—ay

+ Rk+1(x) a0a g

kde 4, 4,, ..., A4; jsouredlné konstanty.

Nalezneme konstanty 4,4, ..., A4; tak, abychom po secteni vSech parcialnich zlomkt

dostali danou racionalni funkci R(x). Jednotlivé parcidlni zlomky pak miizeme snadno

integrovat.

Poznamka

Polynom Q, (x) miize mit vedle k redlnych riiznych korenii jesté realné ndsobné koreny nebo

koreny komplexné sdruzené.

Resené ulohy

x2—8x+3

Priklad 1.5.5. Vypodtéte integral j — 7 k.

3.

k%

X —4x? +3x
Reseni:
Vypocet miizeme rozdélit do péti kroki:

Polynom v Citateli je stupné m=2 a polynom ve jmenovateli raciondlni funkce ma
stupent n=3. Jelikoz je m <n, je dana funkce ryze lomena racionalni funkce (neni nutno

délit polynomy).

Polynom ve jmenovateli Q3(x) = x> —4x? +3x rozlozime na zékladni soucin podle véty
1.5.3. Dostaneme Q;(x) = x(x2 —4x+3)=x(x—1)(x—3). To znamena, ze polynom ve
Jjmenovateli mé realné jednoduché kofeny x; =0, x, =1, x3 =3.

Racionalni funkci rozlozime na soucet parcidlnich zlomk:
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XX-8x+3 A4 A A4
3 2. T
¥ —4x“+3x x x-1 x-3

4. Nalezneme konstanty rozkladu 4, 4,,4;. Rovnici v kroku 3 vyndsobime polynomem
O3(x) = x> —4x? + 3x . Dostaneme rovnost dvou polynomii:
x2 —8x+3= A (x—1)(x—3) + Ayx(x—3) + A3x(x—1).
Tuto rovnici lze fesit né€kolika zplsoby:

a) Dosazovaci metoda. Oba polynomy se musi rovnat pro libovolné hodnoty x.

Dosadime-li obecné tii rtizné hodnoty x, dostaneme tfi rovnice pro tfi neznamé

koeficienty A, A,,A;. Tuto soustavu snadno vyieSime. Pokud ma polynom Q(x)

realné koteny, je vyhodné dosadit prave tyto koteny.

Pro x=0 dostaneme: 3=34+04, +045. Tedy 4 =1.
Pro x=1 dostaneme: —4=04;-24, +04;5. Tedy A =2.
Pro x =3 dostaneme: -12=04;+04, +643. Tedy  A3=-2.

b) Srovnavaci metoda. Rovnice predstavuje rovnost dvou polynomt.

Rovnost nastane, jestlize se budou rovnat koeficienty polynomu na levé strané a

odpovidajici koeficienty polynomu na pravé strané rovnice.
X2 —8x+3= A (x—1)(x—3) + Ayx(x—3) + A3x(x—1)

2 _ 2 2 2
X7 =8x+3=A4(x" —4x+3)+ Ay (x” = 3x)+ A3(x" —x)

X% —8x+3=x%(dy + Ay + A3) + x(=44 — 34y — A3) + 34

Koeficienty u x2: l=A41+ 4y + 43
Koeficienty u x': —8=—44,—34, — A
Koeficienty u o 3=34

Regenim této soustavy rovnic dostaneme 4 =1, 4, =2, 43 =-2.
Metody mizeme kombinovat.
¢) Kombinace metod a), b).
Metodou a) ziskdme nékolik rovnic, zbyvajici rovnice doplnime metodou b). Tento
postup budeme pouzivat v n¢kterych dalSich ptikladech.

5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

k%



Matematika Il 1.5. Integrace racionalnich funkci

- Y -
I ;c X" -8x+3 I[Al A +—3jdx=j(l+i+ 2 )dx:
45?2 +3x -1 x-3 x x-1 x-3

=jldx+2dex—szdx=1n|x|+21n|x—1|—21n|x—3|+c=
X x-1 x-3

|x| (x— 1)
(x-3)

V ptipadé€ redlnych jednoduchych kotenti polynom Q,(x) dostaneme pouze integraly

parcialnich zlomk typu

J.idx=A ln|x—a|+C.
xX—a

Poznamka I
Predchazejici integral jsme vypocetli podle vzorce [13] nebo [16] z tabulky 1.2.1. Miizeme

pouZzit substituci x—o =t.

B. Rozklad pro realné nasobné kofeny polynomu O, (x)

Jestlize polynom Q,(x) ma r-nasobny (7 < n) kofen «, pak 1ze ryze lomenou racionalni

: P . .
funkci R(x) = In0) rozlozit na soucet parcialnich zlomk:

1 (X)

Pm(X): Bl B2 R B

0, (%) x—a+(x—a)2 (x—a)"

+R. () + ...,

kde By, B,, ...,B, jsou realné konstanty.

L. L \ls
Re

Sené ulohy _:Q:_

4 53 2
Priklad 1.5.6. Vypoctéte integral I X —2x 3 x+1dx.

x4 —3x3 +3x2 -X

Reseni:
Vypocet opét rozdelime do péti krokii:
1. Polynom v ¢itateli je stupné m =4 a polynom ve jmenovateli raciondlni funkce ma také

stupen n=4. JelikoZ neni m<n, je dana funkce neryze lomena raciondlni funkce a

musime polynomy vyd¢lit.

(x4—2x3 +3x2 —x+1):(x4—3x3+3x2—x):1

Ef & e
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—(x4 —3x0 +3x% - X)

x3 +1

Danou racionalni funkci proto mizeme podle véty 1.5.4 zapsat ve tvaru

x4—2x3+3x2—x+1 x3+1
=1+

x4—3x3+3x2—x x4—3x3+3x2—x

Konstanta 1 je zvlastni pripad polynomu nultého stupné¢ a zbyvajici racionalni funkce

je jiz ryze lomend. Tuto racionalni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomka.

2. Polynom ve jmenovateli Q4(x)= x* 3% +3x% —x rozlozime na zakladni sougin podle
véty 1.5.3. Dostaneme Qy(x) = x(x3 —3x% +3x— 1)=x(x- 1)3 . To znamend, Ze polynom
ve jmenovateli ma jednoduchy realny kofen x; =0 a trojnasobny realny kofen x; 3 4 =1.

3. Racionalni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomkt (pfipad A pro x; =0 a B pro
X34 =1):

3
B
x +1 _é_'_ Bl+ BZ " 3

xx-13 x x-1 (-1 (x=1®

4. Nalezneme konstanty rozkladu 4, By, By, B3 . Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem
O4(x)=x(x— 1)3 . Dostaneme rovnost dvou polynomii:
3 _ 3 2
X" +1=A(x—-1)" + Bjx(x=1)" + Byx(x—1)+ B3x

Pro nalezeni neznamych koeficienti pouzijeme nejprve dosazovaci metodu (viz ptiklad

1.5.5). Do ziskané rovnice dosadime realné kofeny polynomu ve jmenovateli racionalni

funkce:
Pro x=0 dostaneme: 1=-A4+0B;+0B, +0B;. Tedy 4=-1.
Pro x=1 dostaneme: 2=04+0B;+0By +1B5. Tedy B;=2.

Jelikoz jiz nemame dalsi kofeny, mizeme dosadit dvé jina realna Cisla a dostaneme dvé
rovnice pro dosud nezndmé koeficienty B; a B,.

Pro vypocet zbyvajicich koeficienti miizeme také pouzit srovnavaci metodu (viz ptiklad

1.5.5):
3 _ 3 2
x"+1=A(x—-1)" + Bjx(x—=1)" + Byx(x—1)+ B3x
x3+1=A(x3—3x2+3x—1)+Bl(x3—2x2+x)+BZ(x2—x)+B3x

X3 +1=(A+B)x> +(-34—2B, + By)x* +(3A+ B, — By + By)x— 4
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3

Koeficienty u x~: l=A4+5

Koeficienty u X2

0 :—3A—2B1 +Bz
Resenim této soustavy rovnic dostaneme B, =2, B, =1.
5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

_[ 4 2x +3x —x+1
4 3x +3x

3
x +1
d 1+ )dx =
I 4—3x3+3x2—x

_|.1++1+B2 Bs de.1+—1+2+1+2 dx =
x=1 (x=1)% (x 1)’ x x-1 (x-1? (x-1>

2
:x—ln|x|+2ln|x—1|— ! — 2 =x+ln(x_l) ad

x=1 2(x-1)2 b (x-1)?

+C

V ptipadé redlnych nasobnych kotenti polynomu Q, (x) dostaneme integraly parcialnich

zlomkt typu
j B dx:Bl-[ dx:Blln|x—a|+C
X—-a X—a
a
By
j Bk.[(x a) kdx = | +C,pro k=2.
(x a 1-k)(x-a)

Poznamka

Predchazejici integral jsme vypocetli podle vzorce [16] z tabulky 1.2.1. Pouzili jsme substituci

X—a=t:

B _ =t —k+1
j—dx—x ¢ =Bkj.£dt=BkJ.l_kdl=Bkt +C=
(x a) dx=dt tk - +1
B
:% +C= Bi — +C.pro k22.
(1—k)yk= (1—k)(x—a)*~
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C. Rozklad pro komplexné sdruzené kofeny polynomu 0O, (x)

Z véty 1.5.3 o rozkladu polynomu na zdkladni soucin jiz vime, ze pokud ma polynom

komplexni kofen o =c+di, ma také komplexn€ sdruzeny kofen & =c—di a z polynomu
0,(x) mizeme vytknout kvadraticky polynom 2+ px+q, kde diskriminant
D= p2 -4g<0. Vtomto piipad¢ mlzeme polynom Q,(x) =zapsat ve tvaru

0,(x) = (x% + px+q)0,_» ().

Jestlize polynom O, (x) ma komplexné sdruZzené kofeny (jednoduché¢), pak 1ze ryze

: . P . . .
lomenou racionalni funkci R(x)=- Ex; rozlozit na soucet parcialnich zlomku:
X
n
B,(x) B, (x) _ Mx+N

0, (x) - (x2 + px+q)0,_»(x) - X2 +px+gq

kde M, N jsou realné konstanty.

Resené ulohy

5 3 2
Priklad 1.5.7. Vypoctéte integral I XX 3 T2 dx .
x +1

ReSeni:
Jako v predchazejicich ptikladech rozdélime vypocet do péti kroki:

1. Polynom v ¢itateli je stupn€ m =5 a polynom ve jmenovateli racionalni funkce ma stupeni
n=3. Jelikoz neni m<n, je dand funkce neryze lomena raciondlni funkce a musime
polynomy vyd¢lit.

(x5 +x° X2 +2):(x3 +1):x2 +1

—(x5 + X2 )

x3 +2
(x> +1)
1

Danou raciondlni funkci proto miizeme podle véty 1.5.4 zapsat ve tvaru

A+ +2 2 1
=x"+1+ 3

41 Bl
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Racionalni funkci

3 rozlozime na soucet parcidlnich zlomkd.
x” +1

2. Polynom ve jmenovateli O3(x) = x> +1 rozlozime na zékladni sougin podle véty 1.5.3.
Dostaneme  Q3(x) = (x+1)(x2 —-x+1). (Pro rozklad jsme pouzili vzorec

@ +b = (a +b)(a2 —ab +b2) ). To znamend, Ze polynom ve jmenovateli ma realny
jednoduchy kotfen x3=-1 a komplexné¢ sdruZzené kofeny, protoze diskriminant
kvadratické rovnice x> —x+1=0 je zaporny: D = (—1)2 -4=-3<0.

3. Racionalni funkci rozloZime na soucet parcidlnich zlomki (ptipad A pro x; =—1 a C pro
troj¢len X2 —x+ 1):

1 1 _ A, Mx+N
Bl (eDEE—x+1) X+l 241

4. Nalezneme konstanty rozkladu 4, M, N. Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem

O3(x) = x> +1. Dostaneme rovnost dvou polynomu:

1= A —x+ 1)+ (Mx+ N)(x+1).
Pro nalezeni neznamych koeficientl pouZzijeme nejprve dosazovaci metodu (viz ptiklad
1.5.5). Do ziskané rovnice dosadime redlny kofen polynomu ve jmenovateli racionalni

funkce:

Pro x=-1 dostaneme 1=A(0+1+1)+0. Tedy A:%.

Pro vypocet zbyvajicich koeficientll pouzijeme srovnavaci metodu (viz ptiklad 1.5.5):

Koeficienty u X2 0=A4A+M

Koeficienty u X0 I=4+N

x C . 1 2
Resenim této soustavy rovnic dostaneme M = 3 N = 3

5. Integrujeme ziskané parciadlni zlomky (nezapomefime na polynom ziskany délenim

v kroku 1):

1 1 2
5 3 2 3 - - -
2 1
Jx +x3+x * dx:.[(x2+l+ 3 )dx=—x +x+I 3 + 23 3 X .
x” +1 x +1 3 x+1 x*—x+1

Prvni integral je snadny, zndme jej z ptipadu A:
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— x—— de——ln|x+l|+C1
x+1 x+1

Druhy integral se budeme snazit upravit tak, abychom v ¢itateli zlomku ziskali derivaci

jmenovatele.

L2

I#dx 1 40, _ g 24 lp 2l be 3
x+1 x+1 6 x2—x+1 6 xz—x+1 67 x*—x+1 .

Dostaneme dva integraly. Prvni integrujeme pomoci vzorce [13] z tabulky 1.2.1 (fakticky

pouzijeme substituci XX —x+l= t):
1 %}C:—lln‘xz—x+l‘+C2:—lln(xz—x+1)+C2.
67 x2 —x+1 6 6

Doplnénim na ¢tverec upravime druhy integral tak, aby bylo mozno pouzit vzorec [14]

z tabulky 1.2.1:

1 1 1
—— ﬁdX——J‘ 7 ——j dx:—_[—dx:

1

Y

Sectenim integrali, které jsme postupné vypocitali, dostaneme vysledek:

arctg arctg G .

5,3, .2 3 3
J-x X X Jrde =x—+x+lln|x+1|—lln(x2 —x+1)+Larcth+C .
X +1 3 3 6 J3 N
Poznamka
v , . Mx+ N . . .
Pri vypoctu integralu z parcialniho zlomku R dx jsme integrand upravovali tak,
x“—x+1

abychom dostali zlomek, ktery bude mit v citateli derivaci jmenovatele a zlomek s konstantou

v citateli:

2

Mx+N Mx+N I(K(2x D, L
x+1 x“—-x+1

]dx . Pro méné zdatné poctare bude proto
—-x+1

vyhodnéjsi ve 3. kroku rozlozit tuto racionalni funkci na dva zlomky s konstantami K a L.
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Postup muzeme zobecnit a modifikovat rozklad pro ptipad komplexné sdruzenych

kofenu:

JestliZze polynom Q,,(x) ma komplexné sdruzené kofeny (jednoduché), pak lze ryze

. . P . .
lomenou racionalni funkci R(x) = Lx; rozlozit na soucet parcialnich zlomk:
X
n
() _ Po() _K@x+p) L

0,(x) (x2 +px+q)0,_»(x) x2 +px+gq x2 + px+q

kde K, L jsou realné konstanty.

Resené ulohy

5 3 2
Priklad 1.5.8. Vypoctéte integral j XX g L dx .
x” +1

Reseni:
Kroky 1 a 2 jsou stejné jako v prikladu 1.5.7. V kroku 3 budeme postupovat podle navodu

uvedené¢ho v predchazejici poznamce.
3. Raciondlni funkci rozloZime na soucet parcidlnich zlomki (ptipad A pro x; =—1 a C pro
troj¢len X2 —x+ 1):

1 1 A  KQ@2x-1) L
3. 2 - T t
x4+l (x+D)(x°—x+1) ¥+l x*—x+1 x

—x+l
4. Nalezneme konstanty rozkladu A4,K,L. Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem

O3(x)= x> +1. Dostaneme rovnost dvou polynomii:

1= AG? —x+ 1)+ KQx—D(x+1)+ L(x+1) .

Jako v ptikladu 1.5.7 dostaneme A = % )

Pro vypocet zbyvajicich koeficientl pouzijeme srovnavaci metodu (viz piiklad 1.5.5):

Koeficienty u X2 0=A4+2K

Koeficienty u K0 l1=A-K+L

IR PO . 1 1
ReSenim této soustavy rovnic dostaneme K = —g , L=—.

5. Vypocet integrali je jiz uveden v kroku 5 ptikladu 1.5.7.
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Jestlize ma polynom Q,,(x) komplexn¢ sdruzené kofeny (jednoduché), dostaneme

integraly parcialnich zlomki typu

IMXZK ln‘x2+px+q‘+C
X“+px+gq

a

P
2 +C .
2

| _»p
77

X

IZL dx= L

1
X+ px+q 2
p
‘]—T

arctg

Poznamka

Prvni integral jsme vypocetli podle vzorce [13] ztabulky 1.2.1. Prakticky pouzivame

substituci x* + px+q =t. Druhy integral

x+Z

.[—2 L dx=LI ! arctg—2 +C.

. 2dx=L;
x* + prg (x#’j vg P W _Pi
2 4 7y 7y

Tento vzorec si jisté nebudeme pamatovat. Podstatné je, ze uvedeny integral upravime na typ

I%dt , kde t =x +§ a vysledkem bude funkce arctg( ) podle vzorce [14] z tabulky 1.2.1.
a” +t

D. Rozklad pro nasobné komplexné sdruzené kofeny polynomu O, (x)

Tento ptipad uvadime pro uplnost, abychom vycerpali vSechny moznosti. Zakladni
princip rozkladu je jednoduchy a peclivy Ctendr jisté racionalni funkci snadno rozlozi na
parcialni zlomky. Vypocet je vSak pracnéjsi, nebot’ budeme pocitat minimalné 4 koeficienty a
1 pti vlastni integraci racionalnich funkci budeme fesit obtiznéjsi integral.

Z véty 1.5.3 o rozkladu polynomu na zdkladni soucin jiz vime, Ze pokud ma polynom £-

nasobny komplexni kofen a=c+di, ma také k-nasobny komplexné sdruzeny koten
a =c—di azpolynomu Q,(x) mizeme vytknout kvadraticky polynom (x2 + px+ q)k , kde
diskriminant D = p2 —4g<0. Vtomto pfipadé mizeme polynom Q,(x) zapsat ve tvaru

0,(x)= (x2 + px+ q)k 0,—o1 (x) . Rozklad na parcialni zlomky je jiz zieymy z pfipadi B a C.
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JestliZze polynom Q,,(x) ma k-nasobné komplexné sdruzené kofeny, pak lze ryze lomenou

o, . B, (x .. < " .
racionalni funkci R(x) = # rozlozit na soucet parcialnich zlomkii:
X
n

Pm(x)_ Pm(x) _ M1x+N1 n M2X+N2 P ka"'Nk
0, (%) (x2+px+q)an_2k(x) x2+px+q (szrp)th)2 (x2+px+q)k ’

kde M,Ny, ..., M}, Ny, jsourealné konstanty.

I Poznamka

Podobne, jak bylo uvedeno v poznamce u pripadu C, je vyhodnéejsi provest rozklad na
parcialni zlomky tak, abychom méli v citateli nasobek derivace jmenovatele a konstantu.

3 = T j=12,....k . Zjednodusi nam to dalsi upravy.
(x“+ px+q) (x“+ px+q)

_:QE Resené ulohy

2
PFiklad 1.5.9. Vypodtite integrdl | 207 ZAxES

(x* +2)°
Reseni:
Vypocet opét rozdelime do péti krokii:
1. Polynom v ¢itateli je stupné m =2 a polynom ve jmenovateli racionalni funkce ma

stupenn n =4 . Dané funkce je ryze lomena racionalni funkce.
2. Polynom ve jmenovateli Q4(x)= (x2 + 2)2 ma dvojnasobné komplexné sdruZené kotfeny

x=+J2ia je jiz rozloZen na zékladni soucin.

3. Racionalni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomk:

2x2—4x+5_K1(2x)+ L, K@) L,
2 2 2 2 2 2 2 2
(x*+2) X“T+2 x*+2 (x"+2) (x*+2)

4. Nalezneme konstanty rozkladu Ky, Z; K, L, . Rovnici v kroku 3 vynasobime polynomem
Oy(x) = (x2 + 2)2 . Dostaneme rovnost dvou polynomii:

2x% —4x+5=2x(x? +2)K| + (x> +2) L +2xK, + L, .

Pro vypocet neznamych koeficientii pouzijeme srovnavaci metodu a dostaneme:

KIZO, L1:2, K2=—2, L2 =1.
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5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

J~2x —4x+5d J‘( —2(2x) o+ 1 de:

(x> +2)? X242 (x +2)%  (x?+2)?

arctg —— dx .

\/_ \/_ X2 +2+'[(x +2)

Prvni integral jsme vypocitali podle vzorce [14] z tabulky 1.2.1, druhy snadno vypocteme

. 0 1
substituci x> +2=1 . Zbyvajici integral Igdx vypocteme metodou per partes:

(x +2)
u'=1 v= 21

21 dx = e 2 +2I 5 o=

x“+2 U=x V= —2x x“+2 (x“+2)
(x* +2)?

= ZJx £2- 2 dx = 2I = dx 4J—dx

X242 (x +2) X242 (x +2)
Dostavame rovnici
J‘ 21 dx = +2j E; dx — 4'[2—dx,

x“+2 X242 +2 (x +2)

ze které vypocitdme hledany integral:

jﬁd 4(x +2 IZ ] (x +2 x/_arCtgx/EJ'

Sectenim s jiz vypoctenymi integraly dostaneme

«2+2? 2 \/_ 212 4210 J_ J_
=ﬂarct X x—"l‘8+c
N 4(x% +2)

Ef o o
* *
'l’ '*

b =
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Jestlize ma polynom Q, (x) komplexné sdruzené nasobné kofeny, dostaneme integraly

parcialnich zlomkt uvedené ve variant¢ C a dale pro k£ >2 integraly

f (2X+P) > K = + C aintegral typu
(x +px+q) =R+ pre )
substituce
. r1=x +§ I
(x? +px+q) P2 p* o (t2+a2)
(x+2) +q-+— 2
4 az = q —p—
4
Poznamka

Prvni integral jsme snadno vypocetli substituci x>+ px+q =t. Druhy integrdal miiZeme po

substituci vypoél'tat metodou per partes stejné jako jsme to udélali v prikladu 1.5.9.

Vevr

1 1 X 2k-3
.[ z dt = k—l 7 I , kterou lze odvodit
(t2+a2) 2k - 2)a (t +a2) (2k—2)a (t s )

metodou per partes (odvozeni najdete napr. v [6], [9], [14], [17] ).

Kontrolni otazky

1. Jaky tvar ma polynomické funkce?
Popiste rozklad polynomu na kotfenové Cinitele.
Co rozumime rozkladem polynomu na zakladni sou¢in?

Jaky tvar ma racionalni funkce? Jaky ma defini¢ni obor?

A I

Kdy je racionélni funkce ryze lomena?

6 2

6. Vyjadfete raciondlni funkci R(x)= * 5
x°+1

jako soucet polynomu a ryze lomené

raciondlni funkce.
7. Co jsou to parcidlni zlomky?
8. Uvedte rozklad na parcidlni zlomky pro realné¢ rtzné koteny jmenovatele racionalni

funkce.
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9. Uvedte rozklad na parcialni zlomky pro redlné nasobné koieny jmenovatele racionalni
funkce.

10. Uved'te rozklad na parcidlni zlomky pro komplexné sdruzené kofeny jmenovatele
racionalni funkce.

11. Jak miizeme nalézt koeficienty rozkladu na parcidlni zlomky?

12. Uvedte kroky, kterymi postupujeme pfii integraci racionalni funkce.

. . . . A
13. Jaké integraly dostaneme pfi integraci parcialniho zlomku — ?
(x—a)"
. . . . M:
14. Jaké integraly dostaneme pfi integraci parcialniho zlomku X+ N ?

()c2 + px+ q)k2 .

15. Je mozné, abychom jako vysledek integrace racionalni funkce dostali racionalni funkci?

Ulohy k samostatnému feseni

2x 3x+5 x -3
1. a) [—="ax b [ —ax
Ix2—6x+5 Ix2—3x—4 I 2+8x+12
32
4x? —12x-10 X 43 5% =30
d) dxe) [2"Zdx f) dx
J.x3—2xz—5x+6 J‘x2—3x J.)c3—4x2—20x+48
_ 3.2
2. a) j# b [— ! Sdx 0) IL’C;ldx
- (x+1)(x+2) x(x+l)

5%3 —20x2 —70x+78 2x3 —11x% +4x +—4

d ( dx o | dx

x2+4x+4)(x2—10x+25) x4—2x

IX4-2X3 +3x2 +2x+1

f) dx
x> -3x4 +3x3 +x2
3. a) j%dx ) [t _3x*4 0 .[22)64+ldx
—4x+6 x +2x+2 x“—6x+12
5x 1
d)
J. 2+3x+3 '[x —x+1

dx

4 2
3x —9x +13x°“—x+2
nJ

x2+2x+2
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4. x+2 x+8
Y j N e E T Ix 8
d) J‘3x+1 o J~x5+x +ix +x2—2dx
x -1
—-2x-17
f) al dx
J.(xz—Zx+1)(x2+2x+5)
Vysledky uloh k samostatnému feseni
1. 2) 2lnfx— 5|~ Injv—1|+C; b) Linfx—4|~ZInv+1]+C;
2 2 5 5
) x—%ln|x+6|+%ln|x+2|+€; d) 3Infx—1|+2In|x+2|~In|x—3+ C;
1 5 1 1 3
e) —x” +3x+10In|x—3|—In|x|+ C; f) —In|x—2|—=In|x+4|+=In|x—6|+C.
2 2 2 2
2. a) 1n|x_1|_1n|x|+l+c; b) 2Inx+2|—2In|x+1 :
X
¢) In|x|-2In|x+1|-——+ 2 ~+C; d) 2In|x+2[+3In|x—5|+ + +C;
x+1 (x+1) x+2 x-5
I 1 2 1
e) Shnfx|-3Injx-2[+~~—+C; f) 2In|x—1|- ln|x|——+ - >+C.
X x x x-—l 2(x-1)
x—2 3
3. a) \/_arctg\/i +C b) Eln‘xz+2x+2‘+arctg(x+1)+C;
c) ln‘ 6x+12‘ ——arctg=——+C; d) lln‘x2+3x+3‘+ 3 arct 2x+3+C'
g \/g b 2 g \/g B
e) éln‘xz—x+l‘+ 3arctg2x_1+C; f)x3+x+ln‘ 3x+4‘ arctg
2 NE) [

4. a) lln|x—2|—L1n‘x2 +4‘—larctg£+C; b) Lln|x+3|—Lln‘x2 +9‘—Larctg£+C;
8 16 8 2 18 36 18 3

C) %ln|x+2|—iln‘ 2x+4‘ arctg \/_51+C
2x+1

d —lnx 1——ln‘x +x+1‘——arct +C;

)3k 5
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e) %xz+x+ln‘x2—1‘+%ln‘x2+1‘+arctgx+C;
f) LJrlln|x—1|—lln‘x2 +2x+5‘+larctgx—+1+C.
x-1 2 4 2 2

Kontrolni test
1. Rozlozte na zékladni soucin polynom ()c3 + 1)(x2 — 1)()(2 — x5).
a) (x> ~Dx+D1-x)x? (2 —x+ D% +x+1),
b) X2 (x+D2(x =12 +x+ D% —x+1),
) x> (x+ )2 (x =) —x+D)(x> +x+1),
d) —x2(x+ 1) (x =12 (% +x+1)%.

2. Urcete koteny polynomu O+x?—dx-4.
a)-1,2,-2, b)1,2,-2, cl,-1,2, d)-1,2,2.

3. Urcete koteny polynomu 3 -3x% —9x+27.

a)9,3,-3, b)-9,3,-3, ¢)-27,3,-9, d)-3,3,3.
2
4. Kolik konstant je tfeba urcit pii rozkladu funkce R(x)= 7 al ; ! 5 ha parcialni
X 4+2x7 +2x
zlomky?
a)3, b4, ¢)2, d)5.
“ox e , 1-4x
5. Vypoctéte neurcity integral j#dx.
X" 4+x°=2x

2) Lnfy|~Inx—1+2In[x+2|+C, b) ——In[x|~Injx+1|+>Injx-2[+C,
2 2 2 2

&) —~Infx|+Injx—1|-2lnfy+2/+C, d) —~In x|~ Infx—1+2In|x+2]+C.
2 2 2 2
X +xt-8

6. Vypoltéte neurdity integral j prowi
xX(x+ X —

32 3 32 3
a)x—+x—+4x+lngx+—2)5+c, b)x——x—+4x—ln—x(x 2)5 +C,
32 x“(x=2) 32 (x+2)
302 2 5 3.2 2 3
¢) 4+ +dxtln|—— x 23) +C, d) it ax+m (x 25) +C.
32 (x+2) 3 2 (x+2)
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3 .2 3
7. Rozlozte funkci R(x)=x 6x~ +11x-5

na parcialni zlomky.

(x-2)*
a)1—13+14, b)1+13—14,
x=2 (x=2) (x=2) x=2 (x=2)Y (x-2)
c)l—i-12—13+14,d)1—12+13—14.
x=2 (x-2)° (x-2) (x-2) x=2 (x-2)° (x-2)7° (x-2)
8. Vypoctéte neurcity integral J.3x—_43dx.
(x—=2)(x-1)
a) 2In h, 2 +C, b) 2In x-2) 4xmS +C,
x=2] x-1 (x-1)? x—1] 2x-1)°
0 2mf2 2 e, 4 2m - H e
x=1{ 2(x-1) x=2] 2(x-1)
“ox vers s , dx
9. Vypoctéte neurcity integral I T
I-x
a) lln Irx —larctgx+ C, b) lln I=x +larctgx+C,
4 |1-x| 2 4 |l+x| 2
¢) In It +larctgx+C, d) In I=x —larctgx+C.
I-x| 2 I+x| 2
3x% ~3x+5
10. Vypoctéte neurcity integral 13—2dx.
X~ —=2x"+5x

1 x—1
a) In|x|+—arctg——+C,
) Injx| +=arctg —
b) 1n|x|+1n(x2 —2x+5)+arctgx7_1+ C,
c) ln|x|—1n(x2 —2x+5)—%arctg(x—l)+C,

d) ln|x|+ln(x2 —2x+5)+%arctng_I+C.

Vysledky testu —“3-’1

l.c); 2.a); 3.d); 4.b); 5.d); 6.¢c); 7.a);, 8.b); 9.a); 10.d).
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Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédeéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 1.5 znovu.

Shrnuti lekce

V této kapitole jsme se podrobnéji zabyvali integrovanim racionalnich funkci. Racionalni
funkce miizeme dostat 1 po nékterych substitucich, jak uvidime v dalsi kapitole. Integrace

racionalni funkce sestava z péti kroku:

1. Pokud raciondlni funkce neni ryze lomend, nejprve vyd€lime polynom v Ccitateli
polynomem ve jmenovateli raciondlni funkce a dostaneme polynom a ryze lomenou
racionalni funkci.

2. Nalezneme koteny polynomu ve jmenovateli racionalni funkce a tento polynom rozlozime
na zakladni soucin.

3. Raciondlni funkci rozloZime na soucet parcialnich zlomk.

4. Nalezneme koeficienty tohoto rozkladu.

5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky.

Rozklad na parcialni zlomky zavisi na tom, zda polynom ve jmenovateli méa jednoduché
redlné kofeny, nasobné realné kotfeny, komplexni kofeny nebo nasobné komplexni koteny.
Pokud jsou kofeny realné nebo jednoduché komplexni, je vlastni integrace snadnd. Princip
rozkladu na parcialni zlomky je jednoduchy, ale vlastni realizace mtize byt ¢asové naro¢na
v zavislosti na tom, kolik koeficientli musime pocitat. Pokud se nejednd o jednoduché Skolské
polynomy 3. a 4. stupné existuji pomérné slozité vzorce, ale feSeni rovnic vyssich stupni je

obecné problém.
Pii integraci parcidlnich zlomkt mizeme dostat pouze tyto funkce:

1. Polynomy.
1
- a— -,
(x—a)  (x"+px+q)’

2. Nasobky ryze lomenych racionélnich funkci typu

3. Nasobky logaritmi ln|x—a| a ln‘x2 +px+q‘.

4. Funkce arcustangens.

k%




Matematika Il 1.5. Integrace racionalnich funkci

Nekteré dalsi integraly (napf. integraly z iraciondlnich funkci, goniometrickych funkci)
muzeme vhodnou substituci pfevést na integraly z raciondlnich funkci. V dalsi kapitole se

proto budeme podrobnéji zabyvat integrovanim goniometrickych funkei.

Ef o o
* *
..’ ‘*

- =
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