Matematika Il 2. Urcity integrél

2. URCITY INTEGRAL

Pravodce studiem

V piedchazejici kapitole jsme se seznamili s pojmem neurcity integral, ktery dané funkci
ptitazoval opét funkci (presnéji mnoZzinu funkci). V této kapitole se budeme vénovat urcitému
integrélu, ktery dané funkci ptifazuje cislo.

Urcity integrdl ma vyuZziti ve velkém mnozstvi aplikaci. Pomoci uréitého integralu
muzeme pocitat obsahy ploch, délky kiivek, objemy a plasté rotacnich téles, statické
momenty rovinnych obrazct, kiivek a rotacnich téles, soufadnice tézisté. Velké mnoZstvi
aplikaci naleznete ve fyzice (vypocet rychlosti, drahy, prace, ...). Dalsi aplikace naleznete

v ekonomice, financich, pravdépodobnosti a statistice a v mnoha dalSich oborech.

Existuje nékolik pristupt, jak vybudovat pojem urcity integral a tomu odpovida nékolik
druht urcitych integrala (Newtonuv, Riemanndav, Lebesgueiv). Podle zpasobu zavedeni se
méni t¥ida integrovatelnych funkci. Dnes byva obvyklé pouzivat definici, jak ji zavedl
vyznamny némecky matematik B. Riemann (1826 — 1866). Potieba vybudovani tohoto pojmu
vychazi z potieb reSeni geometrickych problému a problému klasické mechaniky. MnoZina
funkci, které jsou integrovatelné v Riemannové smyslu je dostatecné Siroka pro inZenyrskou
praxi. Zpusob zavedeni je vychodiskem pro numerické vypocty urcitych integrala.

2.1. Pojem Riemannova uré€itého integralu

Cile

Sezndmite se s pojmem Riemannova integralu funkce jedné proménné a geometrickym
vyznamem tohoto integralu.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate pojem primitivni funkce, neurcity integral a jejich vypocet.

Vyklad

Historickou motivaci pro vznik urc¢itého integralu byl vypocet obsaht ploch. Tento
problém tesili jiZ stati Egyptané v souvislosti s ur¢ovanim velikosti pozemkad, jejichZ velikost
se menila v dasledku zéplav Nilu. Problém fteSili tak, Ze danou plochu rozdélili na
trojuhelniky, spocitali jejich obsahy a ty pak secetli. Tyto metody pozdéji rozvinuli staii

Rekové. V 16. a 17. stoleti byla velkd pozornost vénovéana studiu kiivek, byla rozvijena
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Matematika Il 2.1. Pojem Riemannova urcitého integralu

klasicka mechanika. Vznika otazka, jakym zpasobem je vhodné definovat obsah obecnych
utvaru, které se nedaji rozloZit na konec¢ny pocet trojahelnika.

Motivace

Zabyvejme se nasledujici ulohou:

Méjme funkci f(x), ktera je spojita a nezaporné na intervalu < a,b >. Geometricky Utvar

ohrani¢eny shora grafem funkce f(x), piimkami x=a, x=b a osou x (obr. 2.1.1) nazveme

»Kiivocary lichobéznik®. NaSim Ukolem je vypocitat obsah tohoto Utvaru.
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0l bt Obr.2.1.1. Kfivocary lichobsznik
Ze stiedni Skoly znate vztahy pro vypocet obsahu trojuhelnika, obdélnika, kruhu a mozna
nékolika dalSich jednoduchych obrazci. Pro obecnou funkci y= f(x) vSak zatim obsah
obrazce na obr. 2.1.1 vypocitat nedovedeme. Navrhnéme, jak vypocitat obsah tohoto utvaru
alespon priblizné:
1. Rozdélime obrazec rovnobézkami s osou y na ,,prouzky* (na ilustracnim obrazku 2.1.2
jsou ¢tyri). Je ziejmé, Ze obsah obrazce dostaneme jako soucet obsahi jednotlivych

prouzkui. V uvedenem piipadé P=PR +P, +P;+P;4.

Y4
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ol a b % Obr.2.1.2. Rozdgleni na ,prouzky"

2. Vypocéteme obsah jednotlivych ,,prouzka®. JelikoZ shora jsou ohraniceny funkci f(x),
provedeme vypocet priblizné. Funkci v daném pasku nahradime funkéni hodnotou f (&)

v néjakém bodé &, ktery jsme zvolili v z&kladné tohoto ,,prouzku®. Dany prouzek tedy
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aproximujeme obdélnickem. Tim se dopoustime urcité chyby, nebot’ nékde obdélnicek

piesahuje funkci f (x) a nékde je zase niZsi.
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Obr. 2.1.3. Aproximace obrazce obdélni¢ky

Obsah obrazce na obr. 2.1.2 bude pfiblizné roven souctu obsahi jednotlivych obdélnicku:

P=(x—x0) f(&)+ (X2 —x) F(&2) + (X3 —x%2) F(&3) + (X4 —X%3) T (&4) =
4

=> (% —%i—) F(&)
i1

3. Da se piedpokladat, Ze pro ,,rozumné* funkce bude chyba tim mensi, ¢im vétsi bude pocet
prouzku, na které byl obrazec rozdeélen (obr. 2.1.4).
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o1 a b Obr. 2.1.4. Zvétéeni poctu obdéInicka

Budeme-li pocet ,,prouzka“ neomezen¢ zvétSovat a soucasné je zuzovat, méla by se
piiblizna hodnota dana souctem obdélnic¢ka stale vice priblizovat obsahu P daného obrazce.
Tedy obsah P dostaneme jako limitu pro nekone¢ny pocet obdélni¢ka.

K podobnému problému dospéjeme pii feSeni jednoduché dlohy z klasické mechaniky.
Chceme vypocitat praci, kterd se vykona pti piimoc¢arém pohybu, ma-li sila smér drahy.
Necht na hmotny bod pohybujici se po draze <a,b> pusobi sila f(x). Je-li tato sila
konstantni, je vykonana prace rovna soucinu sily a drahy. Pokud se velikost sily méni (dana

funkci f(x)na intervalu <a,b>) muZeme postupovat tak, Ze drahu rozdélime na dil¢i

Ef 4 o
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intervaly a v kazdém pouzijeme hodnotu sily f (&) v néjakém bod¢ dil¢iho intervalu. Tedy

stejné jako v predchézejici Uloze je celkova vykonana prace aproximovana souctem prace na
dil¢ich intervalech. Limitnim piechodem, kdy zvySujeme pocet dé¢licich bodu, pricemz se

Sitka dil¢ich intervalua blizi k nule, dostaneme celkovou praci.

Analogicky postup pouZijeme pii zavedeni urc¢itého integréalu.

Definice uréitého integralu

Definice urcitého integralu je pomérne slozitd. K pojmu urcity integral dospéjeme
nasledujicim zpasobem. UvaZzujme funkci y= f(x), ktera je definovana na uzavieném
intervalu <a,b> a je na tomto intervalu spojita a ohrani¢end. Museji tedy existovat
konstanty m a M takové, Ze pro vSechna xe<a,b> plati m< f(x) <M.

BAUN
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Obr. 2.1.5. Ohranic¢end funkce na uzavieném intervalu < a,b >

Vyklad omezime na funkce po ¢astech spojité na intervalu <a,b >, tj. na funkce, které

maji na tomto intervalu konec¢ny pocet bodt nespojitosti (body nespojitosti 1. druhu). S takto
definovanym ur¢itym integralem vysta¢ime pti béZznych aplikacich integralniho poctu

v ptirodnich a technickych védach.

Poznamka
1. Predpoklad ohranicené funkce na uzavieném intervalu je podstatny. Nekdy lze pojem
Riemannova integralu roz$irit i na pripady, kdy funkce neni ohranicena nebo interval neni

uzavreny. Pak mluvime o nevlastnich integralech (kap. 2.5).

Definice 2.1.1.

Rikame, Ze funkce f(x) je naintervalu <a,b > integrovatelna (schopna integrace), je-li na

ném ohrani¢ena a aspon po ¢astech spojita.
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Postup pti zavedeni pojmu urcity integral:

1. Interval <a,b> rozdélime na n dilcich intervala. Mnozinu délicich boda
Dy ={X, X, - ,Xp},kde a=Xg<X < .. Xp_3<X,=b,nazveme délenim intervalu
<a,b> nanintervala <xj_¢,%x >, 1=12, .. ,n.

Cislo v(Dy)= max (xj—Xj_1) budeme nazyvat normou déleni D, . Toto &islo nam

iika, jaka je délka nejvétSiho intervalu v daném déleni. Samoziejmé intervali s touto
maximalni délkou muZe byt vice, pfipadné mohou byt intervaly stejné dlouhé
(ekvidistantni body). Norma dé¢leni charakterizuje, jak je déleni jemné.

2. V kazdém dil¢im intervalu déleni D, vybereme jeden bod
& e<Xi_, %> i=12, .. ,n. MnozZinu téchto boda R,={&,&, ... ,& ) budeme
nazyvat vybérem reprezentanti prislusnych k déleni Dy, .

3. Prodané déleni D, intervalu <a,b > avybér reprezentantt R,, vytvotime soucet

n
o(f,Dy.Ry) = z f(&)(X; —Xj_1) . Tato suma se nazyva integralnim souétem funkce f
i=1
nebo také Riemanniiv souéet (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 — 1866).
Geometricky vyznam tohoto souctu je znazornén na obr. 2.1.6. Jedna se vlastné o soucet

obsaht obdélnikt se zakladnami (x; —Xj_;) a vySkami f (&), kde i=12, .. ,n. Je
ziejmé, Ze pro f(&)<0 bude hodnota pro dany obdélnik zaporna. Oznaceni
o(f,Dy,Ry) znamend, Ze integralni soucet zavisi na funkci f, na konkrétnim déleni D,, a
na vybéru reprezentanta R,.

4. Budeme vytvaret integralni soucty pro stale jemnéjsi déleni D,, intervalu <a,b> pfi
libovolnych vybérech reprezentanti R,,. Pokud bude existovat limita integralnich soucti
o(f,Dy,Ry) pro n—>oc a normu déleni v(D,) —>0 nezédvisle na vybérech

reprezentanti, nazveme ji urcity integrél funkce f(x) naintervalu <a,b>.
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Obr. 2.1.6. Integralni soucet funkce f

Definice 2.1.2.

Necht’ je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b >, D,, je déleni intervalu <a,b> a
R, Vybér reprezentantt. Rekneme, Ze funkce f je Riemannovsky integrovatelna na
intervalu < a,b >, jestlize existuje ¢islo | e R s vlastnosti

lim o(f,D,,R,) =

nN—oo

pro libovolnou posloupnost déleni D, , pro kterou plati lim v(D,) =0 pti libovolné volbé
N—oo

reprezentanti R, . Cislo | nazyvame uréity (Riemanniv) integral funkce f na intervalu
b

<a,b> apiSeme I :If(x)dx .
a

Cislo a nazyvame dolni mez, &islo b horni mez, interval < a,b > integraéni obor a funkci f

integrand.

Geometricky vyznam uré€itého integralu

b
Je-li f(x)>0 na intervalu <a,b>, pak .[f(x)dx piedstavuje obsah ,kiivocarého
a

lichobéznika“ ohraniceného shora grafem funkce f(x), pfimkami x=a, x=b a osou X

(obr. 2.1.1).

Poznamky
b

1. Zépis neurcitého integralu jf(x)dx a urcitého integrélu .[f(x)dx je formélné velmi
a
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podobny. U urcitého integralu jsou pouze navic integracni meze. To ma za nasledek, Ze je

studenti povaZuji prakticky za stejné. Urcity a neurcity integral se vSak zasadné lisi!
Vysledkem neuré¢itého integrélu je funkce (mnozina funkci),

vysledkem uréitého integralu je ¢islo. Prestoze se jedna o zcela odlisSné pojmy, existuje mezi

nimi duleZita souvislost, jak uvidime dale (veta 2.2.1).

2. Z konstrukce urcitého integralu je zejme, Ze vysledek nezdvisi na tom, jak oznacime

b b b
integracni promennou. Tedy I f (x)dx :J' f(t)dt :J. f(u)du.
a a a

3. Symbol integralu J' vznikl protazenim pismene S, které oznacovalo sumu. Z definice
urcitého integralu vidime, o jakou sumu (integralni soucet) se jedna.

4. Postup uvedeny v predchazejici c¢asti jsme mohli realizovat nejlépe s pouZitim pocitace.
Dany interval <a,b> bychom rozdélili ekvidistantnimi body na dostatecny pocet dil¢ich
intervaliz (t/eba milion), jako reprezentanty bychom zvolili levé nebo pravé hranice techto
dil¢ich intervalii. Snadno naprogramujeme vypocet integralniho souctu. Pokud urcity integral
existuje, bude tento integralni soucet jistou aproximaci urcitého integralu. Uvedeny postup je

zadkladem obdélnikové metody numerického vypoctu urcitych integralii. Temito postupy a

odhadem chyby se zabyva numericka matematika.

k%



	2. URČITÝ INTEGRÁL
	Průvodce studiem
	2.1. Pojem Riemannova určitého integrálu
	Cíle
	Předpokládané znalosti
	Výklad
	Motivace
	Definice určitého integrálu
	Geometrický význam určitého integrálu





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>






    /HEB (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /CZE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


