Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

2.2. Vypocet a vlastnosti uréitého integralu

Cile

Zakladni véta integralniho poc¢tu (Newton — Leibnizova) ndm umozni vypocet urcitych

integral. Poznate zakladni vlastnosti urcitych integralu.

o=

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate zavedeni a vyznam urcitého integrélu, pojem primitivni funkce,

neurcity integral a jeho vypocet.

Vypoég€et ur€itého integralu

Vyklad

V predchéazejici kapitole jsme uvedli definici ur¢itého integralu. Kromé konstantni funkce
(urcity integrél je vlastné obsah obdélnika) jsme dosud nebyli schopni Zadny integral spogitat.
Nasledujici véta je pojmenovana podle dvou matematikua, kteii se zaslouZili o vybudovani
zakladu integrélniho poctu funkce jedné proménné — Newtona a Leibnize (Isaac Newton
1643-1727, Gottfried Wilhelm Leibniz 1646-1716).

o=

Véta 2.2.1. (Newtonova — Leibnizova formule)
Necht funkce f(x) je spojita na intervalu <a,b> a F(x) je primitivni funkce k funkci
f(x) vintervalu <a,b >, pak

b
jf(x)dx: F(b)-F(a).

a

Dukaz:

Ukazeme, Ze rozdil F(b)—F(a) je pro libovolné déleni D,, intervalu < a,b > roven

integralnimu souctu o(f,D,,Ry).

Zvolme libovolné déleni D, ={Xg,%, .. ,Xp}, kde a=Xg<X < .. <Xy_1<X,=b,
intervalu <a,b>. Jelikoz F(x) je primitivni funkce k funkci f(x) vintervalu <a,b>,
splnuje v kazdém subintervalu <Xxi_1,% >, i=12, .. ,n piedpoklady Lagrangeovy
véty (véta 3.2.5, Matematika I, ¢ast I1). To znamena, ze existuji ¢isla & e<Xj_1, % >
takova, ze plati F(x)—F(xji_1) = F'(&)(X —Xj_1) . Protoze F’'(&)= f(x), dostavame
F(xi)—F(Xi—1) = f (506 —xi—1) -
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Sectenim pies vSechna i dostaneme

n
D (GG —Xi1) = F () -F(x) + F(x) = F(x)+ ... +F(X)—F(Xny)=
i-1

=F(X;) - F(xp) = F(b)-F(a).
Obdrzeli jsme, ze pro libovolné déleni D,, je integralni soucet
o(f,D,,Ry)=F(()-F(a).

Podle predpokladu je funkce f(x) integrovatelnd, coZz znamend, Ze pro zjemnujici se

déleni s normou déleni v(D,) — 0 bude integralni soucet konvergovat k jisté konstanté |

b
(hodnoté integralu I f (x)dx ). Hodnota integralniho souctu je vZdy rovna F(b) - F(a). Tedy
a
b
lim o(f,Dp,Ry) = [ f(x)dx=F(b)-F(a).
N—o0 a
Poznamky

1. Pro rozdil F(b)-F(a) se vzil zapis [F(x)]g, takze Newtonovu — Leibnizovu formuli

b
obvykle zapisujeme ve tvaru f f(x)dx = [F(x)]g1 =F(b)-F(a).

a
2. Zvety 1.1.1 vime, Ze k dané funkci existuje nekoneche mnoho primitivnich funkci, které se
liSi konstantou. Je otazkou, jaky vysledek dostaneme pro jinou primitivni funkci
G(x)=F(x)+C. Snadno zjistime, ze G(b)-G(a)=[F(b)+C]-[F(a)+C]=F(b)-F(a).

Tedy hodnota integralu nezavisi na integracni konstant¢ C. Proto v dalSich prikladech

integracni konstantu nebudeme pouZzivat.

3. Newtonova — Leibnizova formule mzze byt pouzita pro definovani urcitého integralu a
historicky byl urcity integral nejprve definovan timto zpisobem. Tento integral je nazyvan
Newtonzv uréity integral funkce f(x). U funkci spojitych na integracnim intervalu jsou si

oba integraly (tj. Newton:iv a Riemanniiv) rovny. Obecné tak tomu neni.

4. Newtonovu - Leibnizovu formuli Ize zobecnit i na ohranicené, po castech spojité funkce.
Vypocet vSak vyZaduje urcité opatrnosti, abychom vhodnou volbou integrachi konstanty

dostali funkci F(x) spojitou na <a,b>.
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s/

ReSené tlohy

Pan

2
Priklad 2.2.1. Vypoctéte integral I x3dx .
1

Reseni:
Funkce f(x):x3 je spojitd pro kazdé xe R a primitivni funkci k ni nalezneme

pomoci vzorce v tab. 1.2.1. S vyuZitim Newtonovy — Leibnizovy formule dostaneme

2
X4} 21t 115

S W
4
1

2
J.x3dx:
1 4 4 4 4

X2

dx.

1
Priklad 2.2.2. Vypocdtéte integrélj 5
o X" +1

Reseni:

2
Funkce f(x)=

>— Je spojita pro kazde x<R.
X~ +1

1 2 1 2 _ 1
J— o= [ ax= f1-—
0 X +1 o X +1 0 X +1

dx =[x—arctg x](l) =

:(1—arctgl)—(0—arcth):1—%.
z
2
Priklad 2.2.3. Vypoctéte integrél jsin 2xdx .
0
Regeni:
Funkce f(x)=sin2x je spojitd pro kazdé x, pro nalezeni primitivni funkce

pouZijeme vztah [16] v tabulce zakladnich integrala (tab. 1.2.1).

T

2 T sl
Isin 2xdx{—coszx}2 :_—2+@:_(__1j+£:1.
. 2 |y 2 2 2) 2
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2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Matematika I
1 3x
, . Y 1
Priklad 2.2.4. Vypoctéte mtegralj' 2 dx.
; e +1
Resent:

3x
! je spojita pro kazdé x € R. Primitivni funkci jsme jiz hledali

Funkce f(x)= ¢
eX+1

v piikladu 1.2.5.
1

3x 1,.x 2X X 1 1
€ +1o|x=j(e (e —e +1)dx:j(ezx—ex+1)dx=Fe2X—eX+x} _
0 e +1 3 e +1 0 2

:(le2 —e+1j—(leo —e? +0j :le2 —e+1—£+1:£e2 —e+§.
2 2 2 2 2 2
(Pri Gprave citatele zlomku jsme pouzili vztah ad+b° = (a+b)(a2 —ab+b2) ).

1
Priklad 2.2.5. Vypoctéte integrél j ldx. (Vystrazny)
_1X
Reseni:
Pokud budeme postupovat zcela mechanicky, dostaneme:
1 1
J;dx=[ln|x|:|_1:In1—|n1:0.
-1
Avsak funkce f(x):1 neni na intervalu <-1,1> spojita (alesponn po c¢astech).
X
V bodé x=0 ma bod nespojitosti 2. druhu, neni tedy v okoli po¢atku ohrani¢ena.
Vzhledem k tomu nelze pouzit Newtonovu — Leibnizovu formuli (neni na daném
intervalu definovdn Newtonav integral). Ziskany vysledek je nespravny. Spravny

vysledek si ukazeme pozdgji.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Vlastnosti ur€itého integralu

Vyklad

V této casti uvedeme zéakladni vlastnosti urcitého (Riemannova) integralu, které budeme

v dalSim bézné pouZzivat pii praktickych vypoctech.

Véta 2.2.2.
Necht funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu <a,b > ac je libovolna

konstanta. Pak plati

b b b
a) j[f(x)ig(x)]dx=jf(x)dx ijg(x)dx,
a a

a

b b
b) j cf (X)dx = ¢ j f (x)dx.

Dukaz:

Z definice Riemannova integrélu pro normalni posloupnost déleni dostavame:

a) jf(x)+g(x) Jdx = lim z[f<§.)+g(§.>]<x. Xi_1) =

—)OOI =1

= lim Zf(fl (X =X 1)+ “m Zg@l (X —Xj—1) = Jf(X)dX * Ig(x)dx

n—>oo| -1

b) jcf(x)dx_llm Zcf(é,)(x, Xi_1) = cllm Zf(g,)(x, Xi_1) = cJ.f(x)dx

=041

Poznamky
1. Prvni vlastnost se nazyva aditivita vzhledem k integrandu, druha homogenita .

2. Podobné vlastnosti mél i neurcity integral (veta 1.2.1). Vlastnost aditivity snadno rozSiime

na libovolny konecny pocet scitancii.
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Priklad 2.2.6. Vypoctete i !

20
integral I dx
4 VX+5—-+x-4

Resent:

Funkce f(x):\/x+5i\/x—4 je spojitd pro x>4, tedy na oboru integrace je

spojita. Integrovanou funkci nejprve rozsirime sou¢tem odmocnin.

_[ 1 dx=j 1 VX+5++/X—
4\/F5—m 4\/x+5—\/x—4 \/x+5+\/x 4

Imw— e

(X+5)—(x-4) 9

4
Pouzijeme vétu 2.2.2 a integral rozdélime na soucet dvou integralu:

3720 20

3
20 P 5
I\/x+5;\/x— :—J.«/Fdx+ _[‘/_d _ 1] (x+5)? N (x—4)2

4 E
2

1
9| 3
4 2 g

3 3 3 3

:% 252 92 +2—27 162 -02 |== (25f 9\f) (16( 0)=

=£(125—27+64) =£162 =2-6=12.
27 27
Pro vypocet integrala byl pouZit vztah [16] z tabulky zakladnich integrala (tab. 1.2.1).
4 3 +1

P¥iklad 2.2.7. Vypodtste integral I - dx.
5 X3 —x?

Reseni:

Jmenovatel integrované racionalni funkce se nesmi rovnat nule xS — x2 =x2(x—1)¢o
xS+ . L . .

Funkce f(x)=ﬁ mé& body nespojitosti x=0 a x=1, tedy na oboru integrace je
X7 =X

spojitd. Interand je racionalni funkce, musime nejprve provést rozklad na soucet

parcialnich zlomku (viz kap. 1.5).

1. Polynom v citateli je stupné m=3 a polynom ve jmenovateli racionalni funkce ma také

stupenn n=3. JelikoZ neni m<n, je dand funkce neryze lomena racionalni funkce a
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

musime polynomy vydélit.
(x3 +1): (x3 - x2) =1
—(x3 B x2)
x2 +1
Danou racionalni funkci proto mazeme podle véty 1.5.4 zapsat ve tvaru

X3 +1 14 X% +1
X3 —x X3 —x2

2. Polynom ve jmenovateli Q3(X) = x3 —x? rozlozime na zakladni sougin podle véty 1.5.3.

Dostaneme Q3z(X) = x2(x -1).
3. Racionalni funkci rozloZime na soucet parcialnich zlomka:

X% +1 _A M B

—_—t =4 —

x2(x-1) X x2 x-1°
4. Nalezneme konstanty rozkladu A, A,,B (viz kap. 1.5). Dostaneme
A=-1 Ay=-1 B=2.
5. Integrujeme ziskané parcialni zlomky:

4
RSECIY _I£1+—1+—1+i]dx o j dx— j—dx+2j—dx_

3 2 2

4
- x];r —[In|x|]£21 J{%L +2[In|x—]ﬂ;1 =(4-2)-(In4—-In 2)+(%—%j+2(|n3—|n1)=

:2—l—ln4+ln2+2In3:Z+lng )
4 4 2

Definice 2.2.1.
Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu <a,b >. Pak

b a
jf(x)dx:-jf(x)dx.
b

a

Poznamky
1. Pro spojité funkce (Newtonzv integral) je uvedend vlastnost trivialni, nebor
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

b a
[ f(dx=F(b)—F(a) =—(F(a) - F (b)) =—| f (x)ax .
a b

2. Dusledkem této definice, je nasledujici vlastnost pro kazdou integrovatelnou funkci

a
If(x)dx:O.

a

Véta 2.2.3.
Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu <a,b > a c je libovolné reélné ¢islo

a<c<b.Pakje f(x) integrovatelna na intervalech <a,c > a <c,b> aplati

b c b
[ £00dx = [ £ (dx+ [  (x)dx.
a a c

Poznamky

1. Vlastnost se nazyva aditivita urcitého integralu vzhledem k mezim.

2. Vetu lze zobecnit na libovolny konecny pocet c¢astecnych intervali a tedy na konecny pocet

sc¢itancui.

3. Vetu vyuzivame zejména v pripadech, kdy integrand nemé na intervalu <a,b > jednotny

analyticky predpis.
3
Priklad 2.2.8. Vypoctéte integral I|x|dx.
X,
Reseni:

. , B -X proxe<-2,0>, .
Z definice absolutni hodnoty plati |x| = viz obr. 2.2.1.

X proxe<0,3>,

Ef & o
* *
i’ ,i

b =
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= ¥

Obr. 2.2.1. Graf funkce f(x)=|x, xe<-2,3>

Funkce je integrovatelna, protoZe je na daném intervalu spojita a ohrani¢ena. Podle véty
2.2.3 bude platit

3 0 3 0 3 2 0 2 3
I|x|dx: J|x|dx+j|x|dx:—j xdx+J.xdx_{?}2+{7} _

-2 -2 0 -2 0

9 13
:—(0—2)4'[5—0}:?.

5 2 pro xe<-1,2>,
Priklad 2.2.9. Vypoctéte integral Jf(x)dx,kde f(x)=<-1 pro xe(2,4),
-1 1 pro xe<4,5>.

Resent:

Dané funkce je ohrani¢end a ma dva body nespojitosti x=2a x=4 (obr. 2.2.2).

N y
y=r0x)
-1 |0 2! 4 5 X
: : Obr. 2.2.2. Graf funkce z piikladu 2.2.9

Podle véty 2.2.3 bude platit

5 2 4 5 2 4 5

j f (x)dx = j f(x)dx+j f(x)dx+j f (x)dx = j 2dx+j(—1)dx+j1dx.

-1 -1 2 4 -1 2 4

Vsimnéte si, Ze jsme u druhého integralu micky zmeénili hodnoty funkce f(x) v krajnich
bodech na -1. To nema vliv na hodnotu integralu. Dostaneme
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5
[ f0odx=2[x]?, ~[x] +[x] =22~ (-1)) - (4-2) + (5-4) =5.
-1

Vysledek je dan souctem obsahid dvou obdélnika a ¢tverce. Plocha druhého obdélnika je

vSak brana zaporng!

Véta 2.2.4.
Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu <a,b > apro viechna xe<a,b> je

b
f(x) > 0. Pak plati jf(x)dxzo.
a

Dikaz:

Plyne ptimo z definice Riemannova integralu (def. 2.1.2).

Poznamka
Uvedenou vlastnost miizeme casto pouZit k jisté hrubé kontrole vysledku. Je-li integrovana

funkce nezapornd, nemaize vyjit zaporna hodnota urcitého integrélu.

Véta 2.2.5.
Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) integrovatelné na intervalu < a,b > a pro vSechna

b b
xe<a,b> je f(x)<g(x).Pak plati _ff(x)dxs'[g(x)dx.
a a

Diukaz:

Podle predpokladu je g(x)— f (x) >0 pro vSechna x e<a,b>. Podle véty 2.2.4 bude

b
j(f (X)—g(x))dx > 0. Odtud s pouzitim véty 2.2.2 dostaneme tvrzeni.
a

Véta 2.2.6. (Véta o stiredni hodnoté integralniho poétu.)
Necht’ je funkce f(x) spojita na intervalu < a,b >. Pak existuje ¢islo & e<a,b > takové,

b
7e plati j f(x)dx = f(&)(b-a).
a

Cislo ¢ = f (&) se nazyva stiedni hodnota funkce f(x) na intervalu <a,b>.
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Dikaz:

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu <a,b > a F(x) je primitivni funkce k funkci f (x)

vintervalu <a,b >, tedy F'(x) = f(x). Funkce F(x) je spojitd a spliiuje predpoklady
Lagrangeovy véty (véta 3.2.5, Matematika 1, ¢ast 11). To znamend, Ze existuje ¢islo
& e<a,b> takové, Ze plati F(b)-F(a)=F'(¢)(b—a)= f(&)(b—a). Odtud a z véty

b
2.2.1 dostaneme j f(x)dx = f(&)(b-a).
a

Predchazejici véta ma nazorny geometricky vyznam. Pro jednoduchost piedpokladejme,

b
Ze funkce f(x) je spojitd a nezdporna. Z motivace na zacatku kapitoly 2.1 vime, Ze I f (x)dx
a

vyjadiuje obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce f(x), osou x a pifimkami x=a, x=D.

V¢éta tika, Ze Ize nad intervalem <a,b > sestrojit obdélnik se stejnym obsahem. Vyska je

b
rovna funkéni hodnoté ve vhodném bodé & e<a,b>,aby c= (&) = ﬁj‘ f(x)dx.
a

Ya YA

c=1@}

)
N
o~
=¥
)

Obr. 2.2.3. Geometricky vyznam véty o stiedni hodnoté
Z obréazku je ziejmé, Ze bod & nemusi byt urcen jednoznaéné (pifimka y =c muze graf

funkce protnout nékolikrat).

Priklad 2.2.10. Vypoctéte stredni hodnotu funkce f(x) =1-x% naintervalu <-1,1>.

Reseni:
1 31
e R I [ Rt
1-(-D 7 2 3], 2 3 3)| 3

-99 -




Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

Obsah obrazce pod parabolou Ize vyjadrit jako obsah obdélnika s jednou stranou < -1,1>
délky 2 a velikost druhé strany bude % (obr. 2.2.4).

yl\

/1IN

w N

1 0 I >
Obr. 2.2.4. Stredni hodnota funkce f(x)=1— x2 naintervalu <-1,1>

Urceme jeste, ve kterém bodé &e<-1,1> je stiedni hodnota rovna funkéni hodnoté

funkce f(x)=1- x2 . Resime rovnici

%zl— x2 a dostaneme &= i? (dva body s touto vlastnosti).

Priklad 2.2.11. Rychlost urcitého objektu v(t) v metrech za sekundu se v prabéhu prvnich

20 sekund pohybu meénila. Od zacatku pohybu (t=0) byl 4 sekundy pohyb rovnomérné
zrychleny v(t) =0,5t, od 4. do 10. sekundy se pohyboval konstantni rychlosti v(t) =2,

poslednich 10 sekund byla rychlost v(t) =0,8t—6 m/s. Uréete stiedni hodnotu rychlosti

objektu (pramérnou rychlost) za 20 sekund. Ve kterém c¢asovém okamZziku jel touto
rychlosti?

Reseni:

1 20 1 4 10 20
c=— [ v(t)ydt=— jo,stdt+j2dt+j(o,8t—6)dt =
20 20
0 0 4 10

4
1 [0,5t2 10 |o08t? 76
2

20
= | 22| 2t | et :i[4+12+60]=—=3,8 m/s.
20 . 2 o | 2 20

JelikoZ je funkce v(t) spojita na intervalu < 0,20 >, urcité existuje alespon jeden ¢asovy

okamZik, kdy se objekt pohyboval prave touto rychlosti. Z konstrukce grafu funkce je ziejme,

Efm -100-
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Ze tento okamzik nastal mezi 10. a 20. sekundou (pramérna rychlost je vétsi nez 2) a na jeho
uréeni je nutno tesit rovnici 3,8 =0,8t —6. Dostaneme &£ =12,25 sekund.

Kontrolni otazky

Které funkce jsou Riemannovsky integrovatelné?.
Formulujte vétu, pomoci které se provadi vypocet urcitého integralu.

Vysvétlete rozdil mezi definici Newtonova a Riemannova integralu.

A wDp e

Uved'te vlastnost urcitého integralu.

5
5. Jak vypodtete integral j |x+1]dx ?
-7

T
6. Jak vypoctéte integral I |cos x| dx ?
0

VA
7. Ukazte, Ze plati vztah j sinnxdx=0, kde neN.

-

8. Jaka je stiedni hodnota funkce f (x)=sinx naintervalu <0,z >?

Ulohy k samostatnému Feseni

3 3 2
1. a) szdx b) j(x2+6x—2)dx C) .[(3x3—x2+1)dx
1 -1 -3
6 2 27
1 1 1
d) [=dx e) [——dx f) j ——_dx
v
214 cos? x z ”
2. a) J'—de b) jcostdx c) J'c0322xdx
z Sin©Xx ,[ 0
4 2
i z z
2 4 3 dx
d) jsinxcosxdx e) Itgzxdx f) Iﬁ
0 0 5 SIN© XCos” X
4

Efm -101-
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6 1 ) 2
3. a) je3xdx b) J'(SX—SX) dx c) j e dx
0 0 0
1 X e? 1
d) [[——d e | X i n | ox
o € +3 xInx 1 arcsin xy1— x2
2
9 1 5 2
4. a) j3x+2 ) [ dx 0 [
1 1X+2 0 X" +4x+5
7 3
d) J. 23X+5 dx e) J‘ . f) J‘ 2dX
5 X“—3x—-4 5 XS —4x+7 5 X (x-1)
T
2 4 2
5. a) J'|x|dx b) Hx3—8‘dx c) _[|sinx|dx
1 _r
2
2 4 2
d) Ileldx e) sz—4x+3‘dx f) J.(|x|—3|x—1|)dx
-1 2 -1
Vysledky tloh k samostatnému reSeni
1, a)z—;; b)— )—@, @) In3: & In3; 2. 2.8)2-2; b)0; ¢) Z; d)%

N NC) 1/18 .\ 12 28 4 2(5 .\ e+3
- f)_' 3 a)é(e _1)’ ®) 105 s In3’ C)E(e _1)’ dIn ( 4 j

e) In2; f) In3. 4. a) 24+4In3; b)%—32|n3; c) arctg4 —arctg2;

d)gln3—§ln2+gln6 e) i;z f) In i—l 5. a)§; b)%; ) 2; d)i; e) 2;
5 5 5 3 6 2 In2

f) -5.

Kontrolni test

8
] o 2—X
1. Vypo&tste integral j £ Zdx
1 3.5
3

a) 232, b)—%, c)%, Q-2
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

In2
2. Vypoctéte integral j (e —e )dx.
0

a)%, B2 9, d)—%.

v
3
3. Vypoctéte integrél jszdx.

2

2
7 Sin© xcos” x

4
a)2+%\/§, b)Z—%\@, 0) 0, d)—%\/ﬁ.

2r
4. Vypoctete integral _[ (2+cosg)de.
0

a) 8z, b)4r, )10z, d) 9.

1

2 3
« - . X
5. Cemu se rovna integral I24dx?
o X" —3x+2

a)1+8In§—In1, b) E+8In£—8ln2,
8 2 2 8 2

c)%+8ln3—15|n2, d) %—8In3+15|n2.

dx
3

2
6. Cemu se rovna integral J' ?

1 X+X
a) llng, b) In8-1In5, «¢) In2—£|n5, d) EIng.
2 5 2 2 5

3
7. Vypoctste integral J' |4—2x|dx.
|
a)6, b)8, «c¢)10, d)4.

2X pro0<x <2,

5
8. Vypoctéte integral I f (x)dx, kde f (x) = < 4x— G pro2<x<3,
0 3 pro 3<x <5,

25 89 41
a) —, b)14, ¢ —, d) —.
) 3 ) ) )
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Matematika Il 2.2. Vypocet a vlastnosti urCitého integralu

9. Vypoctéte stiedni hodnotu funkce f(x) = Jx +i naintervalu <1, 4 >.

Jx
20 20 24 32
a—, b)—, ¢)—, d —.
) 3 ) 9 ) 9 ) 9
10. Vypoctéte stiedni hodnotu funkce f(x) = > naintervalu <1;1,5>.
X<+ X
6 5 6

a)In—=, b)2In=, ¢)2In3+In2, d) 2In—.
)5 ) 5 ) ) c

Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.b); 4.d); 5.¢); 6.a); 7.¢); 8.d); 9.b); 10.d).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 8 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipade¢ je tieba prostudovat kapitoly 2.1 a 2.2 znovu.

Shrnuti lekce

Hlavnim zédmérem kapitol 2.1 a 2.2 bylo zavést pojem urc¢itého Riemannova integrélu a
uvést zakladni vlastnosti tohoto integralu, které jsou vyuzivany pfi praktickém vypoctu.
Riemannuav integral je pro spojité funkce totozny s integralem Newtonovym. Zjednodusené
fe¢eno - Riemanniv integrdl maZzeme vzdy v konkrétnich vypoctech pocitat jako integral
Newtondv, tedy prostrednictvim primitivnich funkci. A s témi jiZ v tuto chvili mame dostatek

zkuSenosti.

Definovat Riemanndv urcity integral je bezesporu mnohem obtiznéjsi, nez zavést pojem
urcitého integralu Newtonova. Pro¢ se tedy Riemannovym integralem v tomto Uvodnim kurzu
zabyvame? Piedevsim pro jeho nazornou geometrickou interpretaci. Pro spojitou nezapornou
funkci odpovida totiZ jeji Riemanntv integrdl na zadaném uzavieném intervalu plosnému
obsahu oblasti vymezené zadanym intervalem a grafem integrované funkce. O dalSich

uzite¢nych aplikacich Riemannova integralu se maZete dogcist v kapitole 3.
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