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Matematika Il 2.3. Metoda per partes pro urcité integraly

2.3. Metoda per partes pro uréité integrély

Cile

Seznamite se s pouzitim metody per partes pti vypocétu urcitych integrala. Zakladni typy
integrala, které Ize touto metodou vypocitat jsou stejné, jako pii vypoctu neurcitych
integréla v kap. 1.3.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze znate princip metody per partes a vite, pro které typy integralua je tato
metoda vhodnd. Predpoklada se znalost pojmu urcity integral a dovednost pocitat urcité

integraly pomoci Newtonovy — Leibnizovy formule.

Vyklad

vvvvvv
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zpasoby:

e Oddelime fazi nalezeni primitivni funkce od faze vypoctu urcitého integralu. Nejprve si
nevSimame mezi a pocitame pouze neurcity integral. Po vypocitani vybereme jednu
z nalezenych primitivnich funkci (obvykle volime integra¢ni konstantu C =0) a podle

Newtonovy — Leibnizovy formule dosadime horni a dolni mez.

e Neoddélujeme fazi vypoctu primitivni funkce od vypoctu urcitého integralu. U metody
per partes prabézné dosazujeme meze do jiZz vypocétené ¢asti primitivni funkce,
u substitucni metody zménime integracni meze, jak uvidime v dalsi kapitole.

V dalSim se zaméfime na druhou moznost vypoctu.

o=

Véta 2.3.1.

Maji-li funkce u(x) a v(x) v intervalu <a,b > spojité derivace u’(x) a v'(x), pak plati

b b
Iu’(x) -v(x) dx = [u(x) -v(x)]g1 —J.u(x) V'(X)dX .
a a

Diikaz:
Ze spojitosti derivaci u’(x) a v'(x) plyne, Ze jsou spojité i funkce u(x) a v(x) v intervalu

< a,b >. Potom budou spojité a tedy integrovatelné i souciny u’(x)-v(x) a u(x)-v'(x).
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Podle véty 2.2.2 bude integrovatelnd i funkce u’(x)-v(x)+u(x)-v'(x). K ni primitivni

funkce je u(x)-v(x), protoZe [u(x)-v(x)] =u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x) . Podle Newtonovy -

b
Leibnizovy formule plati J[u'(x) V(X)+u(x)-V'(x)]dx =[u(x) ~v(x)]g . Pomoci véty 2.2.2
a
b b 1
dostaneme ju’(x) -v(x)dx+ju(x)-v’(x)dx =[u(x)-v(x)], apo Uprave obdrzime tvrzeni
a a
véty.
Poznamka

Prakticke pouZiti metody per partes je zcela analogické jako v pripade neurcitého integralu

(kap. 1.3). Zejména plati navody, pro které funkce je metoda per partes vhodna.

Resené tlohy

T
Priklad 2.3.1. Vypoctéte integral Ixz sin x dx
0

Regeni:
Predvedeme prvni zptsob vypoctu, kdy nejprve nalezneme primitivni funkci a teprve
potom dosadime meze:

u'=sinx v=x2 2

2 .
J'x sin xdx = =—X cosx+J.2xcosxdx:

U=-cosx V' =2x

u'=cosx Vv=2x
u=sinx Vv'=2

2

=—X“C0S X+ 2xsin x—ZJ'sin X dx = —x?

COS X+ 2xsin x+2cosx+C .

Pouzijeme jednu z primitivnich funkci pro C =0 a dostaneme

VA
Ixz sinxdx = [—xz COS X + 2XSIN X + 2C0S X:|;[ = (—7z2(—1)+0+ 2(-1))-(0+0+2)=
0

—7%-4.

Pti druhém zpusobu vypoctu pouzijeme vétu 2.3.1:

@ 2 u'=sinx v=x? 2 z %
Ix sin xdx = =[—x cosx} +j2xcosxdx=
0 U=-CcosX V =2x 0 0
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U'=cosx Vv=2x

T
= (72 —0)+[2xsin x]g —2J.sin xdx = 7 +(0-0)+2[cos x|} =

u=sinx Vv =2 . 0

=22 +2(-1-D)=r°-4.

Vyhoda druhého zptsobu spociva vtom, Ze meze pribézné dosazujeme do caste¢né
vypoctené primitivni funkce a nemusime ji neustale opisovat az do konce vypoctu. Vypocet

se tim zkréti a zprehledni. V dalSich ptikladech budeme pouzivat tento zptusob vypogétu.

2
P¥iklad 2.3.2. Vypodtéte integral I(xz—x)exdx.
0

Reseni:

2 r X _y2 2
[0 -xerax=" —© 7 j-[(xz—x>eX]§— (j) (2x-Dedx =

0 u=e* Vv =2x-

E :ee z'z_zzxﬂ ) [(4_2)82 —0}—[(2x—1)e><}§ +:[2exdx -

2
= 2¢? —[3e2 +e0J+2[eXJO Y —1+2(e2 —eo):e2 -3.

€
Priklad 2.3.3. Vypoctéte integral Iln X dx.
1

Reseni
e u'=1 v=Inx e
Inx dx = =[xInx] = [1dx = (eIne—=InD) —[x] =
I L | =g - frdx= )=[x];
1 X 1
=(e-0)-(e-1)=1.
1
Priklad 2.3.4. Vypocététe integral j xarctg x dx.
0
Reseni:
u'=x v=arctgx 1
1 x2 11 x2
J'xarctgxdx= x2 1 |=|—arctgx ——J' 5 dx =
0 u=—- V=—sl | 2 o 2ol+x
2 1+ X
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J-X+11 7 1

1 1
= ___o -= dx == —=[x—arctg x|+ =
TR o 2) 0 T2 KT ek

5Dy

Priklad 2.3.5. Naleznéte rekurentni formuli pro vypocet integralu

o'—.m\ﬁ

Sp=|(sin x)"dx, n=0,12,...
Redeni:
ﬁ z
2 . 2 z
Pron=0je Sy = IldXZE apron=1je S; = J.sinxdx:[—cosx]0 =1.
0 0

Pro n>2 metodou per partes dostaneme:

. . -1 7
u'=sinx v=(sinx)" ) 7
(sinx) =[—cosx(sm x)" 1J02 +

Sy = | (sinx)"dx =

o'—.mm

=—cosx V' =(n-1)(sinx)""? cos x

+{ (n=2)(sinx)"? cos? x dx =[0—0]+ [ (n—1)(sin x)"~2(L—sin? x) dx =

o'—.mm
oy

T T

2 2
=(n-1) j (sin x)"~2dx — j (sinx)"dx [=(n—1)(Sy_2 - Sp).
0

Zrovnice S, =(n-1)(S,_» —S,,) snadno dostaneme

n-1 . . “ Y .
Sh =TS” o (n>2). Tato rekurentni formule nam umozni vypocitat uvedeny

integral pro libovolnou mocninu n> 2. Naptiklad:

z

2

_[(sm x)3dx—281—E 1=g,

0 3 3 3

r

2

s-fumrac it S5t 21
0
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Kontrolni otazky

1. Pro¢ je integracni metoda nazyvana per partes?
2. Jak se lisi vypocet urcitého integralu metodou per partes od pouZiti této metody

Vv neurcitém integralu.
b
3. Jak by se podle véty 2.3.1 vypocital integrél typu Iu(x) V'(x)dx ?
a

T

2
4. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pfi vypoctu integralu jx3 sinx dx ?
0

e
5. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pi vypoctu integralu jx?’lnxdx?
1

2e
6. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pfi vypoctu integrélu jlnzxdx?
[S]

T
7. Jak volit funkce u’(x) a v(x) pii vypoctu integralu J'ezxsinxdx?

0
1
8. Vypottéte integral J'xe_x dx .
0
T
9. Vypoctéte integral I (x=1Dsinxdx .
-
2
1
10. Odvod'te rekurentni formuli pro vypocet integralu L, = J. (Inx)" dx.
1
e
Ulohy k samostatnému Feseni
r
2 In2 V4
1. a) jxsin 2x dx b) I xe~*dx c) sz sin x dx
0 0 0
1 T 1 X
d) Ixe3xdx e) J' X2 cos X dx f) j(x2 + 2x)e3 dx
0 0 0
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e 2 J3
2. a) J.x3lnxdx b) J.(3x+2)lnxdx c) Ixarctgxdx
1 1 0
1 g2 e
d) J'4x3arctgxdx e) J'\/;Inxdx f) J'xlnzxdx
0 1 1
e’ 1 e
3. a) J'Inxdx b) Iarctgxdx c) J'Inzxdx
1 0 1
V3 1
2 1 2
d) jarccosxdx e) jln(x+2)dx f) Iarcthxdx
0 -1 0
z r
2 e” 2
4. a) Iexsinxdx b) Icos(lnx)dx c) Iezxsinxdx
0 1 0
e” T T
d) jsin(lnx)dx e) J'e_xsin2xdx f) jexcosxdx
e 7 0 -
r
2 e 1 X
5. a) jz’z‘ dx b) [In®xdx 0 [
7 sin“ x 1 0 (x+1)
4
Vysledky Gloh k samostatnému reSeni
1 .31 . 2 4. 23 0 o . 3 EN WA
L a) 25 b)~(1-In2); ¢) x°~4; d) Te¥; €) -2m; f) 2796 -36. 2. a) 16(3e +1),
b) 10In2—£; c) Eﬂ_ﬁ; d) E; e) ﬂ(2e3+1); f) 1(e2 —1). 3. a) 2e3 +1;
4 3 2 3 9 4
T
b)z—ilnz; c)e-2; d) ﬁ;wi; e) 3In3-2; f)z—ln—z. 4. a)E e2 +1|;
4 2 12 2 8 4 2
_1 T . 1 /s . 1 T, AT § - _1). _l T, AT
b) 2(e +1), c)5(2e +1), d) 2(e +e ) e)S(e 1), f) 2(e +e )

5. 2) Z+In2: b) 6-2e: c) =-1.
2 2
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Kontrolni test
i

2
1. Vypoctéte integral J' (x+2)cos x dx.
0

@%, b)1, ¢)0, d) =

0
2. Vypoetete integral | x2e X dx.
)

a) 2+e, b)-2-e, c¢)-2+e, d)-2.
T

2
3. Vypoctéte integrél Ixsian dx.
T

4
1 1 T 1

J3
4. Cemu se rovna integral I arctg xdx ?
0

DB 2 ) Brinz o Brilng o B g
3 6 3 2 6 2
_z
. 6 x
5. Cemu se rovna integral J' 5 dx?
7 sin® x
2

)ZJ3-In2, b)-ZV3+2 ¢ -Z3+n2,  d) —ZE3+1ny3E
6 6 6 62
e-1

6. Cemu se rovna integral Iln(x+1)dx?
0

a)l, Db)e+l, c¢)l-e, d) 2e+l.

1
7. Vypoctste integral J' In(x? +1) dx.
1

a)0, b)2In2-4+z, )22+, d)—2+%.
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0
8. Vypoctste integrél J' xarccotg x dx.
X
1 1 1 V4
a)—, b)=( , € =(01-xn), d -=.
T e T L S I s

e
9. Vypoctéte integral sz In x dx.
1

@ |

2,3 1 2,3 1 2,3 2 2,3 2
a)5(‘9 —e—3)v b) 5(9 +e—3)' c) 6(8 —8—3)' d) 5(9 +e—3)-

T

2
10. Odvod’te rekurentni vzorec pro vypocet integralu S, = J' cos" xdx,n=0,1,2,... .

_r
2
n+1 n+1
a) Sg=7,$=0,S, =Tsn_2 pro n>2, b) Sg=7,5=2,5, =Tsn_2pro nx2,
n-1 1
C) SO =, Sl=2, Sn =—Sn_2 pro n>2, d) SO =T, Sl=2, Sn =1—Sn_2pr0n22.
n -n

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.b); 4.a); 5.¢); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.d); 10.c).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 8 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opac¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitoly 1.3 a 2.3 znovu.

Shrnuti lekce

PouZiti metody per partes v urcitém integralu je zcela analogické jako v pripadé
neurcitého integralu. Typy integrala feSitelnych metodou per partes jsou uvedeny v kapitole
1.3. Pi vypoctu urgitych integralt metodou per partes prabézné dosazujeme meze do ¢aste¢né
vypoctené primitivni funkce a nemusime ji neustéale opisovat az do konce vypoctu. Vypocet

se tim zkrati a zptehledni.
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