Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly
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2.5. Nevlastni integraly

Cile

V této kapitole ponékud rozsifime definici Riemannova urcitého integralu i na ptipady,
kdy je integrani obor neohrani¢eny (tj. (—oo,b>, <a,o), piipadné¢ (—o,o)) nebo je
neohrani¢end integrovana funkce. Tyto zobecnéné urcité integraly se nazyvaji nevlastni.

Seznamime se se dvéma typy nevlastnich integralti.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze znate pojem urcity integral, piedpoklady existence a vlastnosti
urc¢itého integralu, Ze znate zakladni metody vypoctu ur€itého integralu. Predpoklada se
znalost pojmu limita funkce a postupy vypoctu téchto limit (Matematika I, kapitoly 2.1.
2.2).

Vyklad

b
V definici Riemannova urcitého integralu J. f(x)dx jsme vychézeli ze dvou piedpokladi:

a
1. Integracni obor je konecny uzavieny interval < a,b >.
2. Integrovana funkce f(x) je na tomto intervalu ohrani¢end (ohrani¢ena zdola i shora
viz obr. 2.1.5).
Integraly definované za téchto predpokladli nazyvame vlastni integraly.

Jestlize se v urCitém integralu objevi neohrani¢eny interval nebo neohrani¢end funkce,

hovotime o nevlastnich integralech. Rozeznavame dva druhy nevlastnich integralt:

1. Je-li interval, na kterém integrujeme, neohraniceny, hovoiime o nevlastnim integralu

prvniho druhu (nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu). Jde o integraly typu
b 0 0
[ r@odx, [roode, | feodx .

—00 a —0o0

2. Je-li integrovana funkce v intervalu < a,b > neohraniend (tedy nespojitd), hovoiime
o nevlastnich integralech druhého druhu.

© —x

Muze se vyskytnout i kombinace uvedenych dvou typt, naptiklad integral Ie—dx .
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o
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Nevlastni integraly 1. druhu (integraly na neohrani¢eném intervalu)

Uvazujme funkci f(x) definovanou na intervalu < a,»), a € R. Predpokladejme, ze pro

C
kazdé c e< a,o) existuje urcity integral I f(x)dx . Pak miizeme definovat funkci F vztahem

a

F(o)=[f(x)dx, c>a.

Nyni budeme neomezené zvétSovat horni mez ¢ a budeme sledovat, jak se chova veli¢ina

F(c). Situace je znazornéna na obrazku 2.5.1.

Y 4

N c—> 0 X
Obr. 2.5.1. Definice nevlastniho integralu na neohrani¢eném intervalu < a, )

C
Zelena plocha ptedstavuje hodnotu integralu I f(x)dx . Pfi posouvani ¢ — oo nés bude

a
zajimat, zda se hodnota tohoto integralu blizi k néjakému konecnému cislu L (tj. zda existuje
konec¢na limita) nebo tato hodnota roste nade vSecky meze (limita je +00 nebo —), ptipadné

hodnota neexistuje (hodnota osciluje).

Definice 2.5.1. (Definice nevlastniho integralu 1. druhu)

Je-li funkce f(x) spojita pro vSechna ¢isla ¢ > a, pak integral tvaru
+00
[ fCox
a

nazyvame nevlastni integral prvniho druhu (na nekone¢ném intervalu) a pfifazujeme mu

hodnotu rovnou limité

Cc—>+00

Ef o
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Je-li L konecné Cislo, fikame, ze uvazovany nevlastni integral konverguje (je konvergentni).
V opacném piipadé, tj. kdyz limita je nevlastni (L =+ nebo L = —o0) nebo neexistuje,

fikame, Ze nevlastni integral diverguje (je divergentni).

Resené ulohy

Priklad 2.5.1. Vypoctéte integral I—dx
ol+x

ReSeni:

Budeme postupovat podle definice 2.5.1. Nejprve nalezneme pomocnou funkci horni

meze F(c)= I f(x)dx apotom spoc€itdme jeji limitu L= lim F(c).

C—>+0
a

F(c)= I—dx [arctg x] = arctg c —arctg 0 = arctgc , takze

L= lim F(c)= lim arctgc= z
c—>+o0 c—>+o0 2

Integral tedy konverguje a plati J‘ —dx =
o 1+x? 2

Obr. 2.5.2. Graf funkce f(x)=

pro x>0
1+x

Ef ***'* e
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Priklad 2.5.2. Vypoctéte integral I dx .

ol+ X2
ReSeni:
Postupujeme stejné jako v predchéazejicim ptikladu.

C
:; [1n(1+x )} %ln(l+cz) . takze

L= lim F(c)= lim %ln(l+c2):+oo.

C—>+00 Cc—>+0
Integral tedy diverguje.
BN
1

Obr. 2.5.3. Graf funkce f(x)=

pro x>0
I+x

o0
Priklad 2.5.3. Vypoctéte integral I cosx dx.
0

ReSeni:
V tomto ptipadé je

C
F(c)= jcos x dx =[sin x](c) =sinc , takze
0

L= lim F(c)= lim sinc neexistuje (hodnoty funkce osciluji mezi -1 a +1.
c—+oo c—>+o0

Integral tudiz rovnéz diverguje.

Ef ***** o
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

o0
Priklad 2.5.4. Pro kterd p je nevlastni integral ijdx , p>0 konvergentni?
1 x

ReSeni:

Nejprve pocitejme tento integral pro p #1.

c —p+1 ¢
1 P 1 _
F(C)=I—dx= al = (cl p—l).
lxp -p+1 . l-p
Musime uréit limitu lim ¢' 7. Jedn4 se o mocninnou funkei s exponentem s=1-p.
c—>+0

Na obréazku 2.5.4 jsou grafy mocninné funkce y =x*, x>0 pro riizna s (viz Matematika

I, kapitola 1.5.4).

Y4 s>1

x
Obr. 2.5.4. Graf funkce y=x", seR, x>0

Z grafu 2.5.4 vidime, ze pro s =1—p >0 (tedy pro p<1)je lim 7P = o0 , a proto
c—>+00

L= lim F(c)= 1 lim (cl_p - 1) = +o0, integral diverguje.
c—>+0 1= pecsto

Pro s=1-p<0 (tedy pro p>1)je lim cl_pzo,aproto
c—>+m

L= lim F(e)=—— lim (cl‘l’—l)=_—1= L integral konverguje.
c—>+0 1= pecsto l-p p-1

Jesté musime uvazovat moznost, ze p =1. V tomto ptipad¢

C
F(c)zj.idx:[lnx]f =Inc—Inl=Inc, pak
1

Ef o
* *
*

4



Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

L= lim F(c)= lim Inc =+, integral diverguje.
Cc—>+0 Cc—>+0

Shrnuti: | —dx

21 {konverguje prop>1
1 x7

diverguje  prop<1’

Poznamky

1. Hranice mezi konvergenci a divergencije p =1 .

2. Stejny vysledek dostaneme i pro pripady, kdy dolni mez integralu nebude 1, ale libovolné

cislo d > 0.

Vyklad

b
Naprosto analogicky definujeme nevlastni integral J. f(x)dx na intervalu
—00

b
(—o,b>, be R . Pfedpokladejme, pro kazdé c e (—0,b> existuje urCity integral j f(x)dx .

c

Pak muazeme definovat funkci G vztahem

b
G(c)= J f(x)dx, c¢<b avySetfujeme limitu L= lim G(c). Terminologie je stejna

C—>—0
Cc

jako v definici 2.5.1.

Obr. 2.5.5. Definice nevlastniho integralu na neohrani¢eném intervalu (—o0,b >

Poznamka

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu(—o,0) a konverguji-li pro libovolné cislo a oba

Ef ***'* o
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

a ~+00
nevlastni integraly L; = I f(x)dx, L= J‘ f(x)dx, pak definujeme nevilasti integral na

—00 a
+00

intervalu (—o0,): I f(x)dx =L+ L, .
—0o0

0
3
Piiklad 2.5.5. Vypodtéte integral j x2e™ dx .

—00
ResSeni:

3
Funkce f (x):xzex je spojitd pro vSechna redlnd x. Naleznéme nejprve primitivni

funkei k dané funkci:
substituce:
3 3
Ixzex dx:x3=t :ljetdt:let:lex +C.
3 3 3
3x2dx =dt
0 0
3 3 3
G(c)= Ixzex dx = {lex } = l(l—ec ), takze
. 3 e 3

3 3
L= lim G(c)= lim l(l—ec jzl—l lim e° :l—lO=l.

c—>—0 c—>—0 3 3¢5 3 3 3

0
3
Integral tedy konverguje a plati J x2e dx =§

—00

o0
Priklad 2.5.6. Vypoctéte integral j

—00

dx .
4+x°

Reseni:
Integral rozdélime na dva nevlastni integraly napf.
0 00
1 1
3 dx + J
4+x 04+x

3 dx . Pro prvni integral plati

¢ ? 11 1 e
G(c)zJ. dxz—‘[gdx:z arctgg :—Earctga,
X c

Ef ***** o
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

L= lim G(c)= lim (—Earctg )— —l(—zj :% (konverguje).

Cc—>—00 c—>—o0 20 2

Pro druhy integral dostaneme

Cc
F(c)= j4dx—lj4dx=ll arctgE =larctg—,
4 24 2

04+ 4 2 1
2
= lim F(c)= lim (— arctg ) = lﬁ z (konverguje).
Cc—>0 c—>0 22 4

Tedy L; =L,. To nas neptekvapuje, protoze integrovana funkce f(x)=

(graf je soumérny podle osy y).

Obr. 2.5.6. Graf funkce f(x)= ! 3
4+x
T T T T
Proto —dx Ly + L, =—+—=— (integral konverguje).
41 44 2
Poznamka

Pomoci nevlastniho integralu 1. druhu definujeme pro x >0 funkci Gama:

+00

I'x)= j e 't | kterd ma radu zajimavych vlastnosti. Napriklad plati

0

r()=1, T(n+1)=n! pro neN.

Ef ***** e
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Nevlastni integraly 2. druhu (integraly z neohrani¢ené funkce)

Uvazujme funkci  f(x) definovanou na intervalu <a,b), a,be R, a<b.
Predpokladejme, Ze je tato funkce spojitd na intervalu <a,c) pro kazdé ce<a,b) (tedy

c

existuje urcity integral j f(x)dx), zatimco lim f(x)=o0. Pak mizeme definovat funkci F

u x—b

vztahem

F(c):J.f(x)dx, a<c<b.

a

Nyni budeme sledovat, jak se chova veli¢ina F(c), kdyZ se horni mez c ptibliZzuje k bodu

b zleva. Situace je znazornéna na obrazku 2.5.7.

VoA [

y=sx)

a b R
0 c—>b ¥

Obr. 2.5.7. Definice nevlastniho integralu z neohrani¢ené funkce na intervalu < a,b)

C
Modra plocha ptedstavuje hodnotu integralu I f(x)dx . Pti posouvani ¢ — b~ nas bude

a
zajimat, zda se hodnota tohoto integralu blizi k né¢jakému konecnému ¢islu L (tj. zda existuje
kone¢na limita), nebo zda se tato hodnota nekonecné zvétSuje (limita je 400 nebo —o0),

pripadné hodnota neexistuje (hodnota osciluje).

Definice 2.5.2. (Definice nevlastniho integralu 2. druhu)

Je-li funkce f(x) spojita na intervalu < a,b) , zatimco lim f(x)=o0, pak integral tvaru
x—b

b
[ £y

nazyvame nevlastni integral druhého druhu (neohrani¢ené funkce) a pfifazujeme mu

hodnotu rovnou limité

Ef o
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

b c
[7x= tim [ fiae=

c—>
Je-li L konecné &islo, fikame, ze uvazovany nevlastni integral konverguje (je konvergentni).
V opa¢ném ptipadé, tj. kdyz limita je nevlastni (L =+ nebo L = —o0) nebo neexistuje,

fikame, Ze nevlastni integral diverguje (je divergentni).

NV

Resené ulohy

an

Priklad 2.5.7. Vypoctéte integral _[
oV1— x2

ReSeni:

Integrovand funkce je spojitd na intervalu <a,b) a vbodé x=I1neni definovdna

(obr. 2.5.8). Protoze plati lim al =(Lj=+oo, jedna se o nevlastni integral
x—1" 1_x2 O+
2. druhu (z neohranicené funkce).
Y

N

Obr. 2.5.8. Graf funkce f(x)=

1-x

C
Nejprve nalezneme pomocnou funkci F'(c) = j f(x)dx, 0<c<1 a potom spocitame jeji
0

limitu zleva L = lim F(c).
c—>l

Ef ***** e
* *
*
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2.5. Nevlastni integraly

Matematika Il

substituce: )

1-c
c 1_x2 =t 1-c2 .
X 1 1 p 1|22 \/— 1
F(C)_‘([ 1_x2 dx = —2de—1dt ——E { $ t——E T —|: t:|1—C2 =
xdx = _Edt 2 1
01, cr>1-c?

=1-1-¢? . Vypocteme limitu pro ¢ -1 :

L= lim F(c)= lim (1—\/1—(;2):1—0:1.

c—1 c—1

i dx=1.

1
Integral je tedy konvergentni a plati: J‘ >
ovVl—-x

Vyklad

b

Naprosto analogicky definujeme nevlastni integral I f(x)dx na intervalu
a

(a,b>, a,be R, a<b. Predpokladejme, ze je tato funkce spojitd na intervalu (c¢,b > pro
b
kazdé ce(a,b> (tedy existuje urcity integral j f(x)dx), zatimco lim f(x)=o0. Pak
+

c x—>a

muzeme definovat funkci G vztahem
b
G(c):jf(x)dx, a<c<b.
C

Vysetfujeme limitu pro ¢ -« . Terminologie a oznaceni jsou stejné jako v definici 2.5.2.

Ef ***** o
* *
*
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VoA \

y=r(x)

a b

0 a <«c¢ X

Obr. 2.5.9. Definice nevlastniho integralu z neohranicené funkce na intervalu (a,b >

Poznamka

Ma-li integrovand funkce vice bodi, vnichz je funkce neohranicena (lim f(x)=o),

rozdelime interval integrace na tolik dilcich intervalii, aby v kazdém z nich byl jediny bod
v horni nebo v dolni mezi, ve kterém je limita nevlastni. Konverguji-li nevlastni integraly ve
vSech techto dilcich intervalech, pak za jeho hodnotu na celém intervalu povazujeme soucet
jeho hodnot na dilcich intervalech. Je-li nevlastni integral divergentni aspon na jednom

dil¢im intervalu, povazujeme jej za divergentni na celém intervalu.

Resené ulohy

4
: 1
Priklad 2.5.8. Vypoctéte integral _[ —dx.
X
0

ReSeni:

Integrovand funkce je spojitd na intervalu (0,4 > a v bod¢ x =0neni definovana. ProtoZe

.1 1 o .- . o
plati lim —=(—+j=+oo, jednd se o nevlastni integral 2. druhu (z neohranicené
x—0" X 0

funkce). Grafem funkce je rovnoosa hyperbola s asymptotami x=0 a y=0.
Nejprve vypocteme urcity integral na intervalu (¢,4 >, 0<c<4:

4
G(c):jidx:[lnx]j —In4-Inc.
c

Nyni vypoéteme limitu pro ¢ — 0" :

Ef o
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

L= lim G(c)= lim (In4—Inc)=In4—(—0)=+o. Integral je tedy divergentni.
c—0" c—0"

1
Priklad 2.5.9. Vypoctéte integral J. dex.

1*

ReSeni:

Studenti obvykle postupuji nasledujicim zptisobem:

1 1
J'dex:[—l} =—1+(-)=-2
_ X1

Nekteti studenti dvakrat podtrhnou vysledek a jsou spokojeni, jak to lehce zvladli.

Premyslivé studenty vysledek zarazi. Vzdyt pro integracni obor <—1,1> je integrand

vzdy kladny ( Lz >0, viz obr. 2.5.10), a tedy hodnota integralu musi byt kladna (lze ji
X

interpretovat jako obsah plochy pod danou funkci). Kde je chyba?
YA

= ¥

-1 0 1

Obr. 2.5.10. Graf funkce f(x) =i2

X

Je ziejmé, ze dana funkce je na intervalu < —1,1 > neohraniend a neni definovana v bod¢
x =0. Rozdélime tento interval na dil¢i intervaly, aby nevlastni limita byla vzdy jen v jednom

krajnim bod¢ intervalu:

1 0 1
1 1
j —2 = j —2 X+ I—dx a budeme pocitat dva nevlastni integraly.

-1* 0+
c c
F(c)=fi2dx=[—l} -l ar= iim F(c)= lim (_l_lj:_l_l_M
X X1 ¢ c—0~ c—0"\ € 0~

Ef ***** e
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

0
Proto I izdx diverguje. Pro druhy integral vypocteme (podle pfedchéazejici pozndmky
1*

to neni nutné):

c c c—0" c—>0" c

1 1
G(c) =ji2d {——} — 1+ 7= lim F(¢)= lim (—1+1J=—1+L=+oo.
C

1
1 ) .
Proto také J. —zdx diverguje.
0X

Shrnuti: Integral I %a’x je divergentni.
1*
Poznamka
1. Nevlastni integral prvniho druhu (na neohraniceném intervalu) pozndte snadno, nebot
v mezich figuruje symbol +0o nebo —. Problematictéjsi je situace u nevlastnich integralii
druhého druhu, nebot na prvni pohled nemusi byt patrné, zZe je integrand neohranicena
funkce, a zZe se jedna o nevlastni integral. Pokud bude student postupovat, jako by se jednalo

o0 ,,obycejny “ integral, miize dostat nespravny vysledek.

2. To, zZe v nekterém bodé neni integrovana funkce definovina jesté neznamend, Ze musi jit

sin x

neni definovana pro x=0, ale lim =1,

x>0 X

;. , ., sin x
o nevlastni integral. Napriklad funkce

. o : [ sinx , , o
a tedy funkce je ohranicend. Proto integral j—dx neni nevlastni, ale jedna se
X
0

o0 ,,obycejny“ integral. To, Ze nam bude vypocet tohoto integralu deélat potize (viz kapitola

1.7), je jiny problém. Bude nutno pouzit néjakou numerickou metodu.

Kontrolni otazky

1. ZapisSte definici nevlastniho integralu na intervalu (—o0,b>, b€ R (analogie definice

2.5.1).
2. Kdy je nevlastni integral konvergentni a kdy je divergentni?

3. Jaky je rozdil mezi nevlastnimi integraly prvniho a druhého druhu?

Ef ****‘ o
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

4. Zapiste definici nevlastniho integralu na intervalu (a,b>, a,be R, a<b, jestlize

lim f(x)=o0 (analogie definice 2.5.2).
+

X—>a

o0
. . 1 .
5. Jenevlastni integral I —4dx konvergentni?.

—00

T

2 . 1
6. Jsou integraly J‘wdx a len xdx nevlastni?

O\/; 0

1
7. Pro ktera p je integral J‘Lpdx konvergentni? (Analogie ptikladu 2.5.4.)
X

Ulohy k samostatnému feseni

—+00 —+00 400 3

1 1 x +1
1. a) — dx b) —dx c) dx
£ g E
_1
T dx b dx 2
d) e) S R f) S R
£x2+4 I X2 +2x+5 I X2 x+l
+00 +00 oo
dx dx . dx
g) S h) - i)
J. X% +4x+9 _{Ox2+2x+2 { Zax
+00 0 +00 1
2. 2) |3 b [d 0 [—5—ar
1 5 X . xIn”x
1
+00 ) +00 arctg x +00 e_;
d) J- xe " dx e) J. 5 dx f) J. 5 dx
. 0 1+x B
iy arctgzx i 2
g) dx h) 1) xe ¥ dx
J;O 1+ x2 I «/x — !;
1 2 1
dx dx
3. a) [— b ) [lnxdx
e oV2—x 0
27 4 1
dx dx
d | 3= e) f)
ke Jeu IJI =

Ef ***** o
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*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

T
1 4 2
X dx dx
4. a) J. dx b) J-— c) J.z—
oV1—x2 o Sinxcos.x 0 X" —4x+3
z
i [t 0]
d) |xlnxdx e) f) tgx dx
0 1 arcsin x 1-x? 0
2

Vysledky uloh k samostatnému reseni

1. a) diverguje; b) 1; c¢) diverguje; d) %; e) %; f) %3; 2) %5; h) 7; i)In2.
2. 2) ——: b)diverauje: ¢ 1; d) 0: e)ﬁ- f1-1: )”—3- hy Z: i) -1 3 )2
"7 18In3’ sUe 95 787 TS 20 T2

b) 2\/5; ¢c) —1; d) %; e) diverguje; f) 7. 4. a) 1; b) diverguje; c) diverguje; d) —%;

e) In3; f) diverguje.

Kontrolni test

2

1. Rozhodnéte, zda nevlastni integral JzL je
0X —4x+3
a) 1. druhu a rovna se 3, b) 2. druhu a diverguje,
¢) 2. druhu a rovna se 3, d) 1. druhu a diverguje.
T4
2. Rozhodnéte, zda nevlastni integral j al 2 dx je
1 x
. 1 ., 1
a) 1. druhu a rovna se 3’ b) 2. druhu a rovna se 3’
¢) 1. druhu a diverguje, d) 2. druhu a diverguje.
o0
< - , dx .
3. Rozhodnéte, zda nevlastni integral J. ————J¢
o X +2x+2
a) 2. druhu a diverguje, b) 1. druhuarovndse 7,
¢) 2.druhuarovna se r, d) 1. druhu a diverguje.

Ef e
* *
*
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

1
0 e;
4. Rozhodnéte, zda nevlastni integral I—3dx je
aq*
. . , 2
a) 1. druhu a diverguje, b) 1. druhu arovnd se ——,
e
¢) 2. druhu a diverguje, d) 2. druhu a rovna se —z.
e
Y ox [ , ? dx
5. Vypoctéte nevlastni integral J' 5 -
R
a) ﬁﬂ', b) —ﬁﬂ', c) Z, d) diverguje.
6 6 2
“ox . T dx
6. Vypoctéte nevlastni integral j—
J2 xV -1
a) z, b) diverguje, C) —z, d) 0.
4 4
0 2
7. Vypoé&téte nevlastni integral I xe * dx.
—00
a) l, b) —l, c¢) diverguje, d) 0.
2 2
2
—T
3
8. Vypoctete nevlastni integral J- tgxdx.
z
2
a) 0, b) In2, c¢) diverguje, d) —In2.
1
¢ dx
9. Vypoctéte nevlastni integral j 3
oXIn“x
a) 0, b) -1, c) diverguje, d) 1.
10. Vypoctéte nevlastni integral TL
23(4-x)°
a) —63/2,  b) diverguje, ¢) 0, d) 632.
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Matematika Il 2.5. Nevlastni integraly

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.b); 4.d); 5.a); 6.a); 7.b); 8.¢); 9.d); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé¢ je tieba prostudovat kapitolu 2.5 znovu.

Shrnuti lekce

RozliSujeme dva druhy nevlastnich integralt. Jednak miZe byt integral nevlastni kvili
tomu, Ze je integrani obor neohrani¢eny (nevlastni integraly prvniho druhu) nebo neni na
integracnim oboru ohranicend integrovana funkce (nevlastni integraly druhého druhu). Je-li

funkce f(x) definovana na intervalu a <x<b, be R zprava otevieném a integrovatelna na

kazdém dil¢im uzavieném intervalu <a,c>, ¢<b, pak definujeme nevlastni integral

+00 C

prvniho druhu J. f(x)dx= lim I f(x)dx na intervalu <a,), resp. nevlastni integral
. e+
b c

druhého druhu _[ f(x)dx = lim I f(x)dx pro funkci f(x) neohrani¢enou pro x —>b" .
u cob

Analogicky se zavedou nevlastni integraly na zleva otevieném intervalu a < x<bh, ae R.
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