Matematika Il 3. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

3. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

V matematice, ale zejména v pfirodnich a technickych védach, existuje nepteberné
mnozstvi problému, pfi jejichz feSeni je nutno tim ¢i onim zplsobem pouzit integralniho
poctu. V této kapitole uvadime strucny prehled téch nejbéznéjsich aplikaci ur€itych integralt
v geometrii a ve fyzice.

Budeme se zabyvat vypoctem délek, obsahii a objemti. BEhem dosavadni Skolni dochazky
jste si vytvofili jistou intuitivni predstavu, co je to délka kifivky, obsah néjakého
geometrického obrazce ¢i objem télesa. Sezndmili jste se se vzorci pro vypocet délky tsecky
nebo kruznice, dovedete vypocitat obsah trojuhelnika, obdélnika, ¢tverce, kruhu, objem
krychle, kvéadru, jehlanu, koule a dalSich obrazct ¢i téles.

Jisté mate predstavu, ze pravidelny pétithelnik ma urcity obsah, i kdyZ neznate vzorec
pro jeho vypocet. Dovedete vSak tento pétithelnik rozlozit na kone¢ny pocet trojuhelnika a po
ur¢ité ndmaze byste vypocitali obsah pétiuhelnika jako soucet obsahl téchto trojuhelniki.
Vznika otazka, jak definovat obsahy obecnéjSich obrazcti, které nelze rozlozit na konecny
pocet trojuhelnik.

Vzhledem k urceni a rozsahu téchto studijnich materiald neni mozné piesné zavést pojmy
délka, obsah a objem. Preciznim zavedenim téchto pojml se zabyva teorie miry, coz je
pomérné narocnd matematickd partie. Pro potfeby inzenyrské praxe vystacime
s jednoduchymi objekty, kde je intuitivné jasné, Zze maji ur¢itou délku, obsah, resp. objem.

Budeme se zabyvat vypoctem téchto velicin.
Pti feSeni geometrickych a fyzikalnich uloh postupujeme ve dvou krocich:

1. Prevedeme feSeni ulohy na vypocet urcitého integralu.
2. Tento urcity integral vypocitame.
3.1. Obsah rovinné oblasti

Cile

Seznamite se se zadkladni aplikaci urcitého integralu — vypoctem obsahu kiivocarého

lichobéznika a obsahu slozitéjsich rovinnych oblasti.
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1), kde
je vypocet obsahu kiivocarého lichobéznika uzity jako motivace zavedeni urCitého

integralu. Dale ptedpokladame, Ze znate zakladni metody vypoctu urcitého integralu.

Vyklad

o=

Véta 3.1.1.

Necht je funkce f(x) integrovatelna na intervalu < a,b > a je na ném nezaporna. Pak
pro obsah kfivocarého lichobéznika ohrani¢eného shora grafem funkce f(x), pfimkami

x=a, x=>b aosou x plati

b
P:If(x)dx.

Dukaz:

Tvrzeni plyne z definice Riemannova urc¢itého integralu (definice 2.1.2).

b
P= j’ £ (x)dx

Ya

-
>

0 a b

Obr. 3.1.1. Obsah kiivoc€arého lichobéznika pro nezapornou funkci ( f(x)>0)

Uvedeny vztah pro obsah kiivocarého lichobéZnika plati pro nezapornou funkei f(x)
na intervalu <a,b>. Z definice urcité¢ho integralu je ziejmé, ze pro funkci f(x), ktera je

b
naopak na intervalu < a,b > nekladna ( f(x) <0), bude urcity integral f f(x)dx <0, a proto

a

obsah ktivocarého lichobéznika ohrani¢eného zdola grafem funkce f(x), pfimkami x=a,

b b
x=b aosouxbude P= —jf(x)dx:_“f(x)|dx (obr. 3.1.2).
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti
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Obr. 3.1.2. Obsah kiivocarého lichobéznika pro nekladnou funkci ( f(x)<0)

V obecném ptipadé¢ miize funkce f(x) libovolné ménit znaménko. Pii vypoctu obsahu
plochy ohranicené grafem funkce f(x) a osou x na intervalu < a,b > je nutno brat ¢asti nad

b
osou x kladn¢ a casti pod osou x zaporn€. Pokud bychom vypocetli integral I f(x)dx na

a

celém intervalu, odecitaly by se kladné a zaporné ¢asti (obr. 3.1.3).

Obr. 3.1.3. Obsah plochy mezi osou x a grafem funkce f(x) se znaménky

Vétu 3.1.1. mizeme zobecnit na ptipad, kdy je obrazec zdola ohranicen dalsi funkci

g(x).

Véta 3.1.2.
Necht jsou funkce f(x) a g(x) integrovatelné a plati g(x)< f(x) pro kazdé

x €< a,b > . Pak pro obsah kiivocarého lichobéznika ohrani¢ené¢ho zdola grafem funkce

g(x), shora grafem funkce f(x) apfimkami x=a, x=>b plati

b
P=[(f(x)-g(x)dx.
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

Dikaz:

Jsou-li ob¢ funkce f(x) a g(x) nezaporné, je obsah uvazovaného kiivocarého
lichobé&znika roven rozdilu obsahu plochy pod grafem funkce f(x) a obsahu plochy pod
grafem funkce g(x), viz obr. 3.1.4.

b b b
P= [ f(x)dx~ [ g(x)dx = [(f(x) - g(x)) dx

a

y=fx)

y=g(x)
a b

=W

b b b
[ 7 (x)ake [ gty [ (10— g(x))a

a

Obr. 3.1.4. Obsah plochy mezi funkcemi g(x) a f(x) naintervalu < a,b >

Obecné by mohly funkce f(x) a g(x) protinat osu x (¢ast obrazce by leZela pod osou x).
V tomto piipad€ staci k obéma funkcim pficist vhodnou konstantu C, aby byly obé funkce

f(x)+C a g(x)+C nezaporné. Obsah uvazovaného kiivocarého lichobéznika se tim

nezmeéni.

b b b b b b b
P:“f(x)+C]dx—“g(x)+C]dx=If(x)dx+dex—Ig(x)dx—ICdx:J.(f(x)—g(x))dx.
Poznamky

1. Z ditkazu vety 3.1.2 vyplyva, ze pri vypoctu obsahu kiivocarého lichobéznika mezi grafy
dvou funkci g(x) < f(x) neni diilezZité, zda tento obrazec nebo jeho cast lezi pod osou x.

2. Veta 3.1.1 je specialnim pripadem vety 3.1.2 pro g(x)=0.

Grafem funkce y = f(x) je kiivka. Tato funkce (kfivka) mize byt dana parametrickymi
rovnicemi x =¢@(t) a y=y(t) pro t e<a,f >. Proménnou ¢ nazyvame parametr (ve fyzice
miva obvykle vyznam casu a funkce ¢(¢) a y(f) mohou udavat x-ovou a y-ovou soufadnici

pohybujiciho se bodu). Pro vypocet obsahu kiivocarého lichobéznika (obr. 3.1.1)
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

ohrani¢en¢ho funkci danou parametrickymi rovnicemi mizeme modifikovat vétu 3.1.1

nasledujicim zptisobem:

Véta 3.1.3.
Necht’ funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x = ¢(¢) a y =w/(¢), pficemz funkce
o(t) a w(t) jsou spojité pro t e< a, > . Je-li funkce ¢(¢) ryze monotonni a ma spojitou
derivaci na intervalu < a, f >, pfiCemz ¢(a) =a a ¢(f)=>b, pak pro obsah kiivocar¢ho

lichobéznika ohrani¢eného shora grafem funkce f, pfimkami x =a, x=5b a osou x plati

B
P=|[y)¢'@t)d|.

a

Dukaz:

Je-1i funkce x = ¢(¢) ryze monotonni na intervalu < «, >, pak k ni existuje inverzni

funkce ¢ = (0_1 (x) . Rovnici kfivky mizeme proto psat ve tvaru y = l//((p_l (X)) =f(x).

Uvazovana plocha bude mit obsah

P=

b
[ f(ax

b
[v (o™ (x)ax
a
Odtud substituci x = ¢(t), ze které plyne dx = ¢'(¢)dt , dostaneme

A
P=|[y ¢ @t)d|.

Resené ulohy
Priklad 3.1.1. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkou y =6x — x2
a osou x.
Reseni:
U piikladi tohoto typu je dobré si udélat nacrtek. Je zaddna kvadraticka funkce, tedy
grafem bude parabola. Nejprve upravime rovnici paraboly, abychom nalezli jeji vrchol.
y=6x—x> =—(x> —6x)=—(x—3)>+9. Zrovnice y—9=—(x—3)> je zfejmé, e vrchol

paraboly je vbodé¢ ¥V =(3,9) a ramena paraboly budou orientovana smérem doli
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

(obr. 3.1.5). Resenim rovnice 6x—x> =0 dostaneme praseciky dané paraboly s osou x:

a=0ab=6.

'Y

y=06x—x

S 4

/0

Hledany obsah je

.——""'g:

Obr. 3.1.5. Graf funkce y = 6x— x>

6 3 6
P:J‘(6x—x2)dx:|:3x2—%} =108-2-36=136.
0 0

Priklad 3.1.2. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkou y = xsinx,

osou x a pfimkami x=0, x=37.

ReSeni:
Na intervalu <0,37 > je x>0, avSak funkce sinx bude ménit znaménko. Proto bude

xsinx>0 pro xe<0,7>, xsinx<0 pro xe<z,27z> a xsinx>0 pro xe<27,37>

(obr. 3.1.6).

Y

y=xsinx

Obr. 3.1.6. Graf funkce y = xsinx

Hledany obsah bude sestavat ze tii ¢asti:

L
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

T 27 3z
P=jxsinxdx—j xsinxdx+j xsinx dx.
0 T 2

Potiebnou primitivni funkei k funkci y = xsin x nalezneme metodou per partes:

) u'=sinx v=x
jxsmxdx=

, =—xcosx+jcosxdx:sinx—xcosx.
u=-—cosx v =1

Dosadime ptisluSné meze:

P= [sin X —XCOS x]g - [sin X —Xxcos x]i;Z + [sin X —Xcos x]gz =

= [0—7[(—1)—0+0]—[0—27z—0+7r(—1)]+[0—37[(—1)—O+27r] =m+37x+57=9r.
Priklad 3.1.3. Odvod’te vzorec pro vypocet obsahu kruhu o poloméru R.

Reseni:

Vzorec pro vypocet obsahu kruhu jist¢ znate uz ze zakladni skoly. Dosud jste vSak neméli

dostate¢né znalosti, abyste mohli dokazat platnost tohoto vzorce. Stted kruhu umistime do

pocatku, coz nema vliv na obsah kruhu. Rovnice hrani¢ni kruznice bude 2 y2 =R>.

Pro jednoduchost vypocteme obsah jedné cEtvrtiny kruhu lezici v prvnim kvadrantu a

potom vysledek vynasobime Ctyfmi. Pro xe<0,R > zrovnice kruZnice dostaneme

y=\]R2— 2.

Vv

x Obr. 3.1.7. Obsah ¢tvrtiny kruhu

R
Pro obsah celého kruhu bude platit P=4I\/R2—x2dx. Podobny integral jsme jiz
0

pocitali. Podivejte se na piiklad 1.4.7. Pouzijeme substitu¢ni metodu:

L
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

substituce: -
R X = Rsint 2
P=4I\/R2—x2dx=dx:Rcostdt :4j\/R2—stin2tRcoszdt=
0 P 0
0—~0, R>—
2
z i z z
22 [ .2 22 2 221+c082t 22
=4R '[ 1—sin“ ¢ costdt =4R J-cos tdt=4R JTdt=2R I(l+cosZt)dt=
0 0 0 0
i
=2R2[t+smzt}2 =2R2F—0}=7m2.
2 1y 2

Poznamka

29 7 % Pl 2 . g . 207G o T .
Pri uprave (vypocet odmocniny \/ 1—sin’¢ = \/ cos’ ¢ ) jsme vyuzili toho, Ze pro x €< 0,5 > je

cosx=>0 .

Priklad 3.1.4. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami

1+x
ReSeni:

bude vzdy kladna a nejvétsi hodnoty nabude pro x=0.

Je zfeymé, Ze funkce y = 3
I+x

Grafem druhé funkce je parabola (obr. 3.1.8).

J'} n

1 ay=
1+x2

= -’*'i

2
Obr. 3.1.8. Obrazec ohrani¢eny kiivkami y = %




Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

Nejprve musime nalézt praseciky danych kiivek. ReSime rovnici

2
1
=X Po upraveé dostaneme ex?o2=0 , tedy (x2 — 1)(x2 +2)=0.

1+x2

Uvedena rovnice ma dva realné koteny x; =—1a x; =1.

Podle véty 3.1.2 je obsah oblasti ohrani¢ené danymi kiivkami roven

1 2 1 ) 3 1
P:,[ ! 2 - dx:ZI 1 z_x_ dx=2 arctgx—x— :2(£_lj:£_l'
1+x 2 1+ x 2 6 0 4 6 2 3

-1 0

Poznamka

Vyuzili jsme toho, Ze oblast je soumérnd podle osy y (integrand je sudd funkce).
Priklad 3.1.5. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou x
a jednim obloukem prosta cykloidy.
Reseni:
Prosta cykloida je kiivka, kterou opisuje bod pevné spojeny s kruznici o poloméru a pii

kotéleni kruznice po ptimce (obr. 3.1.9). Tato cykloida ma parametrické rovnice:
x=a(t—sint), y=a(l—cost), teR.

Prvni oblouk cykloidy dostaneme pro parametr ¢ €< 0,27 >.

‘I N
e
el ™
/’, \\\
! \
/
{ a (
' - i
! {
\ ;
\, /
\“'-. e J\:‘
0 2na

Obr. 3.1.9. Prvni oblouk cykloidy

Protoze dx =a(l-cost)dt, dostaneme z véty 3.1.3

2z 2z 2r
P= I a(l—cost)a(l—cost)dt = a? j (I-cos t)zdt =a’ J (1-2cost+ cos’ t)dt =
0 0 0
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

2z 1+cos2¢ t sin2t 27
— a2 J- (1-2c0st +———\it = a° {t—2sint+—+ } — 42 [27+7]= 37a? .
2 2 0
0
Poznamka

Body wuvniti kruznice by pri kotdleni kruznice po primce opisovaly zkrdcenou cykloidu a
myslené body vné tzv. prodlouzenou cykloidu. Cykloida se v prirode a technice objevuje na
necekanych mistech a v riznych zajimavych souvislostech. Napriklad viny na vodeé maji tvar
cykloidy, s oblibou se vyuzivaji cykloidialni ozubena kola v prevodovkach, cykloida snese
nejvetsi zatizeni, coz ma vyuziti v mostnich a tunelovych konstrukcich (nové tunely prazského

metra, tunel Mrazovka), ddle je uzivan cykloidialni vyrez na carvingovych lyzich.

Kontrolni otazky

1. Uvedte vzorec pro vypocet obsahu obrazce ohrani¢eného osou x a grafem funkce

v = f(x), ktera protina osu x ve dvou bodech.

2. Jak se lisi vztahy pro vypocet obsahu kiivocarého lichobéznika ohraniceného grafem

funkce f(x), pfimkami x=a, x=»b a osou x pro nezdpornou a pro nekladnou funkci

f(x)?
3. Jak vypocitdme obsah rovinného obrazce ohraniceného dvéma funkcemi g(x) < f(x) ?.

4. Jak vypocitame obsah rovinného obrazce ohrani¢eného dvéma funkcemi, pokud celd
oblast lezi pod osou x (). g(x) < f(x)<0)?

5. Jak vypocitate obsah obrazce ohrani¢eného funkci y =sin2x aosoux pro x €<0,27 >.
6. UrCete parametr k£ tak, aby obsah oblasti ohrani¢ené parabolou y=x- x> a ptimkou
9
y =kx byl roven 5

7. Odvod’te vzorec pro vypocet obsahu elipsy o poloosach a a b. (Parametrické rovnice této

elipsy jsou x =acost, y=bsint, t €<0,27 >).

Ulohy k samostatnému feseni
1. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami

a) y:4—x2; y=0 b) y:6x—x2; y=0
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

C) y:4—x2; y=x2 d) y=—x2+4x—2; x+y=2
¢ y=x"-2x y=x H y=x" x=y°
_,2 ) _ 3.

g y=x"-x-6, y=—x"+5x+14 hy y=x; y=4x
: : ps
1) xy=4;, x+y=5 ) y=tgx; y=0; x:z

. 2x X .
k) y=sinx; y=— ) y=e; y=e; x=In2

T

2. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami

a) y:lnzx; y=Inx b) y=sinx; y=cosx; ng; x=37ﬁ
X2 8
c) y=arcsinx; y=0; x=0; x=1 d) y=—; y= :
4 x“+4
x 3 2
e) y=2"; x=-1; x=0; y=0 ) y=2x7; y=—; x—-y=1L x>0
X

3. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného
a) parabolou y = X2 —2x+2 , jeji te€nou v bod¢ (3,5) a soufadnicovymi osami.
b) kfivkou y=e”, jeji te¢nou v bodé (0,1) a piimkou x =-1.

3

c) grafem funkce y=x +x% —6x pro -3<x<3 aosou Xx.

d) parabolou y = x> —6x+8 a jejimi te€nami v bodech (1,3) a (4,0).
4. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou x a kiivkou zadanou
parametrickymi rovnicemi
a) x=3t2,y=3t-1; —-3<t<\B
b) x=2sint,y=2cost; 0<t<x x=2sint, y=2cost; 0<t<rx
¢) x=2(t-—sint),y=2(1-cost); 0<¢<2rx

d) x=3sin3t,y=3cos3t; 0<t<rx

e) x=2t—12,y=2t>—1; 0<t<2.
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

Vysledky uloh k samostatnému feseni

32 16v2 9 9 1 343 15 In2
1.2) —; b)36; ¢)——; d)—; e)—; ) —; —; h)8&; i) —-8In2; j) —;
) 3 ) ) )2 )2 f) 3 g) 3 ) ) 5 ) 5
2-Z: Dl 2. a)3-¢; b)V2Z: 9 F-1: dr-2: ©——: fLli2n2
2’ 20 ’ ’ 2 3’ 2In2’ 2 '
3 a)é‘ b)l—l‘ c)g‘d)g 4 a)w'b)br‘c)uﬂ‘ d)m—”'e)l
T8 T2 el T3 g T 5 7 ’ ’ 8 ~ 15

Kontrolni test

1. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami xy=6 a x+y—-7=0.
a) 3—5—61n6, b) £+61n6, c) £—1n6, d) 3—5+ln6.
2 2 2 2

2. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y = x> —8x+14 a

y:—x2+4x+14.
a) 144, b) 72, c) 36, d) 108.

3. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y2 =2x+lax-y—-1=0.

14 29 28 16

a) —, b) —, c) —, d —.

) 3 ) 3 ) 3 ) 3

4. Vypoctéte obsah rovinné oblasti dané nerovnostmi X2+ y2 <8a2ly> X2

a) z+7r, b) i+27r, c) —§+27r, d) §+2ﬁ.
3 3 3 3

. . eyt . 2
5. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohranicené kiivkami y =tgx, y= ECOS xay=0.

a) l—lnﬁ, b) l—ln2, c) lJrlnﬁ,d) l+1n2.
3 2 3 3 2 3
6. Vypoctéte obsah rovinné oblasti dané nerovnostmi y <4, X2z ya X2 <4 V.
a) ?, b) 20, c) 40, d) ?

7. Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami y =arctgx, y =arccotgx a x=0.

Vd Vd Vd
a) In2, b) —+In2, c) —, d) ——In2.
) ) 5 ) 5 ) 5
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Matematika Il 3.1. Obsah rovinné oblasti

8.  Vypoctéte obsah rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami

k :x=acost, y=>bsint, k,:x=bcost, y=bsint, a>b >0 konst., pro
T
te<——,=—>.
2°2
a) zh(a—b), b) za(a—b), 0) %b(a—b),d) %(a—b).
9. Vypoctéte obsah smycky kiivky x = 3t2, y=3t —t3, —J3<r<A3.

) —f b) —f ) —f d) —f

. v, o . |
10. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢ené¢ho kiivkami y = % ay=xlnx.
X

3 1,9 1 3
a) —+—(In“2+In2), b) =In2(1+In2)——,
) T 8( ) ) 2 ( ) T
3 3 1 2
¢) —+—(In?2-1n2 , d) ——=(In2+1In“2).
) T ( ) ) T 8( )
Vysledky testu

l.a); 2.b); 3.d); 4.b); 5.¢); 6.d); 7.a); 8.¢); 9.b); 10.d).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opa¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.1 znovu.

Shrnuti lekce

b
Z definice Riemannova urcitého integralu vyplyva, ze integral j- f(x)dx pro nezapornou

a
funkci f(x) na intervalu <a,b> dava obsah kiivocarého lichobéznika ohrani¢ené¢ho shora
grafem funkce f(x), pfimkami x=a, x=>b a osou x. Jestlize funkce f(x) na uvedeném

intervalu protind osu x, je nutno rozdélit obrazec na ¢asti nad osou x a na ¢asti pod osou x, kde
jsou hodnoty urcitého integralu z dané funkce zaporné. Pti vypoctu obsahu rovinného obrazce

ohrani¢en¢ho zdola grafem funkce g(x) a shora grafem funkce f(x) pro xe<a,b> neni

dualezité, zda obrazec nebo jeho ¢ast lezi pod osou x.
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