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Predpokladané znalosti

Seznamite se s dalsi aplikaci ur¢itého integralu — vypocétem délky kiivky.

Predpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1). Déle

piedpokladame, Ze znate zakladni metody vypocétu urcitého integralu. Budeme také

pouZivat parametrické rovnice kiivky.

Vyklad

M¢jme ¢ast rovinné kiivky dané rovnici y = f(x) pro a<x<b (obr. 3.2.1). Zajima nas,

jaka je délka teto krivky.

Predpokladejme, Ze jsou funkce f(x) a jeji derivace f'(x) spojité na intervalu <a,b>.

Budeme postupovat analogicky jako pii zavedeni Riemannova uréitého integralu (kap. 2.1).

Kiivku nahradime lomenou carou, kterd se bude skladat z n uUsecek (obr. 3.2.1).

Z Pythagorovy véty bude delka i — té Usecky rovna

As; :\/(Axi)2 +(Ayi)2 . Norma déleni bude v(D,) = max
i=1

.....

AXi .
n

Délka celé kiivky bude priblizné rovna souétu délek jednotlivych Usecek:

n
s~ Y As;.
i=1

Y oa

0

Obr. 3.2.1. Aproximace kiivky y = f(x) lomenou ¢arou

k%
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Matematika Il 3.2. Délka oblouku kFivky

Je ziejmé, Ze pro zvétSujici se pocet dilcich Usecek budeme dostavat presnéjsi aproximaci
délky oblouku kiivky. Pro n — co a normu déleni v(D,) — 0 bude Ax — dx, Ay — dy apro
délku uvaZzované kiivky dostaneme:

b
= [N(@x)? + (dy)*

a

Jelikoz f'(x) =% (Matematika I, ¢ast Il, kapitola 3.6), snadno vztah upravime na tvar
X

b b 2 b 2 b
s=j\/(dx)2+(dy)2 = 1+$V;2 dx=L/1+(%} dx=j«/l+[f’(x)]2 dx
a a X a a

Véta 3.2.1.
Necht je funkce f(x) definovana na intervalu <a,b > a méa zde spojitou derivaci. Pak
délka této kiivky
b

= [\1+[ 0]

a

Ktivka nemusi byt vZdy zadana explicitni funkci y= f(x), maZe byt dana rovnéz
parametrickymi rovnicemi

X=pt), y=w({), te<a,f>.

Kiivku si muZzeme predstavit jako trajektorii, kterou urazi bod, ktery se v ¢ase spojité
pohybuje vroving. Spojite funkce ¢(t) a w(t) udavaji x-ovou a y-ovou souiadnici
pohybujiciho se bodu. Délka takové ktivky je z fyzikalniho hlediska vlastné dréha, kterou bod

urazi od okamziku « do okamzZiku 2.

Véta 3.2.2.
Necht je kiivka dana parametrickymi rovnicemi x=gp(t), y=w(t), te<a, S >, piicemz

funkce ¢(t) a w(t) maji spojité derivace na intervalu < «, § > . Pak je délka teto krivky

s—N[co(t) ' oF
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Matematika Il 3.2. Délka oblouku kFivky

Dikaz: Funkce o(t) a w(t) maji spojité derivace na intervalu < «, 8 >, pak plati

dx = ¢'(t)dt a dy =y/'(t)dt. Dosazenim do vztahu

b i p
s= [y(d0? +(dy)? = | \/[(p’(t)dt]z +Hywat)” = | \/[(p'(t)]2+[l//'(t)]2 dt
a (24 o

dostaneme tvrzeni véty.

Poznamka

Libovolnou funkci y= f(x), xe<a,b>miZeme snadnou parametrizovat, kdyZ poloZime
x=t, y=1f(), te<a,b>. Jelikoz ¢'(t)=1, vidime, Ze tvrzeni vety 3.2.1 je specialnim

pripadem veéty 3.2.2.

NV

l|\\

Resené ulohy

Priklad 3.2.1. Vypoctéte délku semikubické (Neilovy) paraboly y2 = x° na intervalu

<0,1>.
Reseni:
3 3
Krivka se sklada ze dvou ¢asti y =x2 a y=-x2 symetrickych podle osy x (obr.3.2.2).
Yo
0] "l x

Obr. 3.2.2. Graf semikubické paraboly y2 =x3 pro xe<0,1>

Délka bude rovna dvojnasobku délky ¢asti nad osou x. PouZijeme vztah z véty 3.2.1, kde

3 3 1
f(x)=x2 a f’(x):§x2.
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1
3 3
1 i 4
s=2] he 2w ax=22. 4 (10 22| =28 (13)2 1|10 B8 a3 4],
0 4 39 4 27|\ 4 27| 8
0
Poznamka
Integral pro vypocet délky krivky obsahuje odmocninu. Proto se ndm i pro jednoduché funkce

stane, Ze neumime prislusny integrél vypocitat. V takovem pripade bude nutno pouzit néjakou
numerickou metodu nebo nektery matematicky program (naps. Derive, Maple, Mathematica).

Priklad 3.2.2. Vypoctéte délku kruznice o poloméru r >0.

Regeni:
Bez Gjmy na obecnosti uvazujme kruzZnici se sttedem v po¢atku. Rovnice této kruznice je

2 2 2

X +y2=r2. Odtud y=+Vr°—x°, ptricemz xe<-r,r>. Vezmeme rovnici horni

pulkruznice y =-+v r’-x% a vypocitdme jeji derivaci y' = X __ Problém je vtom,
r? —x?

Ze derivace neni definovana pro x=r a x=-r. Piedpoklady véty 3.2.1 nejsou tedy

spinény.

Snadno najdeme parametrické rovnice kruznice. Z definice funkci sinus a kosinus ur¢ime

polohu libovolného bodu A =(x,y) leZiciho na kruznici (obr. 3.2.3).
Y 4

rsint

Obr. 3.2.3. Odvozeni parametrickych rovnic kruznice

Hledané parametrické rovnice kruznice budou:

X=rcost, y=rsint, te<0,27>.

Ménime-li Ghel t od nuly do 27, obéhne bod A celou kruznici. Pro vypocet délky
KruZnice pouzijeme vétu 3.2.2.

Jelikoz ¢'(t) = (rcost) =-rsint a y'(t) = (rsint)’' =rcost , dostavame
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2 2o or
s= | \/[‘rSi”t]Z+[rC°St]2 dt = j\/fz(sinzwcoszt) dt= [ r dt = r[t]" = 2.
0 0 0

Priklad 3.2.3. Vypoctéte délku asteriody.

Redeni:
Asteroida je zvlastnim piipadem hypocykloidy. Hypocykloida je cyklicka krivka, kterou
vytvoii bod pevné spojeny s kruznici, kterd se vali (kotali) po vnitini strané nehybné

kruznice. Asteroidu dostaneme v pripadé, kdy se kruznice o poloméru r :% (na obr.

3.2.4 ¢ervena) kotali po vnitini strang kruZnice poloméru R=a.

)

Obr. 3.2.4. Asteroida

Parametrické rovnice asteroidy jsou
Xx=acost, y:asinst , te<0,27>.

ProtoZe asteroida je symetricka podle obou souradnicovych os, stac¢i, urcime-li délku jeji
jedné ¢tvrtiny v prvnim kvadrantu, tj. pro te< 0,%>. Tim se také vyhneme problémam se

znamenky goniometrickych funkci sinus a kosinus v dalSich kvadrantech. Vypocteme
derivace parametrickych rovnic a dosadime do vztahu ve véte 3.2.2.

X' = 3acos? t(-sint),

y':3asin2tcost,

2 2
\/[—3acosztsint} +[3asin2tcost} dt = \/9a2(cos4tsin2t+sin4tcoszt)dt:

S
4

o Ny
o Ny

T T

2 2 3a
:BaJ' \/sinztcoszt(coszusinzt) dt = 3aj'sintcost dt=—
0 2

0
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4

sin2t dt =

o NN



Matematika Il 3.2. Délka oblouku kFivky

T
:3_a[_ cosZt}z =—3—a(COSﬂ—COSO) :_3_a(_1_1) :3_a.
2 2 g 4 4 2

Délka celé asteroidy je tedy s= 43?a =6a.
Poznamky
1. Pri integraci jsme pouZili zndmy vztah sin 2t =2sintcost.

2. Vztah pro vypocet delky krivky dané parametrickymi rovnicemi lze snadno rozsirit i na
prostorové krivky. Pribude pouze treti souradnice bodu krivky. Krivka bude mit parametrické

rovnice
x=p), y=y(), z=4(t), te<a,p>.

Pro jeji délku bude (za predpokladu spojitych derivaci ¢'(t), w'(t), £'(t)) platit

s
s= [loOF + [y OF +[¢ O ot

Podrobnéjsi informace naleznete v Matematice 111 v kapitole Krivkovy integral.

Priklad 3.2.4. Vypoctéte délku elipsy.
Regeni:
Vzorec pro vypocet obsahu elipsy jste si jiZz odvodili v kapitole 3.1. (Kontrolni otazka.)
Elipsa s poloosami a, b ( predpokladejme 0 <a <b, obr. 3.2.5) ma parametrické rovnice
x=acost, y=bsint, te<0,27 >,

pokud vedlejSi poloosa leZi v ose x a hlavni poloosa v ose y.
Y 4

-,
R T

e
.,
.
.,

Obr. 3.2.5. Elipsa o poloosach a, b
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ProtozZe elipsa je symetrickd podle obou soufradnicovych os, staci, ur¢ime-li délku jeji
jedné ctvrtiny v prvnim kvadrantu, tj. pro te< 0,% >. Vypocéteme derivace parametrickych

rovnic a dosadime do vztahu ve véts 3.2.2.

x'=-asint,
y'=bcost,
3 r
s 2 2 2. (22 2.2
Z:j\/[—asint] +[bcost] dt:j\/a sin“t+b“cos” tdt =
0 0

3

T
2222522225b2—322
Ja?sint+b?(1-sint)dt = [ yb% - (b7 ~a?)sintdt =b | ,[1- 7 sin’ t =

0 0

Il
o NN

[ 22 : . b?-a? o,
1-k“sin“tdt, kde jsme oznacili =k*.

=b

O —aN Y

T

2
Délka celé elipsy bude s =4b 1-k?sintdt .
0

Problém spocivd v tom, Ze primitivni funkci nelze vyjadiit pomoci kone¢ného poctu
elementarnich funkci. Podivejte se na kapitolu 1.7. Pro konkrétni hodnoty a a b bude nutno
pouzit vhodnou numerickou metodu nékterého matematického programu (napi. Derive,

Maple, Mathematica).
Poznamka

@
Integral typu E(k, @) = I\/l—kzsinzt dt je oznacovan jako elipticky integral druhého druhu,
0

nebor je jim vyjadrena délka elipsy.

Kontrolni otazky

1. Uvedte vztah pro vypocet délky kiivky y = f (x) pro xe<a,b>.

2. Uvedte vztah pro vypocet délky kiivky dané parametrickymi rovnicemi.

= ol




N
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eX +e7X

w

Jaké je délka fetézovky y = pro xe<-11>7?

4. S fetézovkou se mazeme setkat v architektuie. Tvar této kiivky maji samonosné klenby
starych staveb stejné jako nékteré moderni stavby. Zadejte slovo ,fetézovka™ do VaSeho
vyhledavace (napt. Google). Jak vypada graf této kiivky?

5. Jak vypoctete velikost drahy, kterou urazi bod od t=0 do t=3 pii pohybu po kiivce

dané parametrickymi rovnicemi x = 5t2 y= t32
6. Sestavte integral pro vypocet délky paraboly y = x2, 1< x <1. Navrhnéte metodu feseni
tohoto integralu. (Vyuzijte piiklada 2.4.6 a poznamky k prikladu 1.4.8).

7. Sestavte integral pro vypocet délky kubické paraboly y= x>, 0<x<2. ZKuste integral

eSit pomoci neékterého matematického programu (napt. Derive, Maple, Mathematica).

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Vypoctete délku kiivky

X —X
a) y:e +2e ; 0<x<3

b) y:arcsinx+\/1—x2; -1<x<1
c) y=Inx; J3<x<+8

d) y=1-In(cosx); 0<x<

IR

e) y2:4x3; 0<x<2; y>0

f) y=|n(1—x2); OSXS%

X2 Inx

=—-—" 1<x<e
gt vy PR

2. Vypoctéte délku kiivky
a) x=2cost,y=2sint; 0<t<nx
b) X = 2C0s°t, y:25in3t; 0<t<2rn

3
=t2,y=t—%; 0<t<+3

Efm -165-
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d) x=(3t-sint),y=3(-cost); 0<t<2rx

e) x=cost+tsint,y=sint—tcost; 0<t<2xr

Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

1( 3 1), . 1 3, 3r ). 2 ( [ 43 j 1,
1. a)>|e’~=1|; b)4; c)l+=In>; d)Inftg—|; e) —=|V19°-1]; f)2In3-=;
a)z(e e3J )4 91eoing )n(gsj ©) 27( N 2In3=2

2_
¢ 1. 2. a)2x; b)12; ¢) 2J3; d) 24; e) 272 f) 48.

9)

Kontrolni test
. . x2 1
1. Vypoctéte délku oblouku kiivky y = T_Eln X prol<x<e.

) %(ez—l), b) %(e2+1), 0 %(e2+1), d) %e2+1.

2. Vypoctéte délku oblouku kiivky y =arcsin x +v1— G pro 0<x<1.

a) 242, b) 242(2+1), ¢) 4-24/2, d) 4+4/2.
. . 2+ x5
3. Vypoctete délku oblouku kiivky y = >— bro 1<x<2.
8x
33 33 27
a) — Il b — C 2, d —_—.
) 16 ) 8 ) ) 16

4. Vypoctéte obvod kiivocarého trojahelnika, jehoz strany tvoti oblouky kiivek X% + y2 =6

a5x3:y2.
134 P . /6 134 P . 6
a) — ++/6(=—arcsin—), b) — +2/6(=+arcsin—),
) f(z - ) f(z o)
134 P /6 67 P . /6
C) — +26(=—-arcsin—), d) —+2/6(=—-arcsin—).
) 27 \/_(2 6) ) 27 \/_(2 6)

5. Vypoctste délku oblouku kiivky y = In(1+e*)—In(e* 1) pro In2<x<In5,

a) 4In2+In5, b) 8In2-2In5, c) In%, d) In%.
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6.

7)

8)

9

Vypoctéte délku oblouku kiivky y =21In

5 Pro 0<x<1.

a) In9-1, b) 1+2In3, c) 1-2In3, d) 1+In3.

Vypoctéte délku smycky kiivky x = t2, y :t—%t?’ pro —J3<t<43.

2) 243, b) 43, 0 %Jé d) 83,

Vypoctéte délku jednoho oblouku prosté cykloidy x = a(t —sint), y = a(1—cost),
a> Okonst., (0<t<27 ).

a) 4a, b) 6a, c) 12a, d) 8a.
13

Vypoctéte délku oblouku kiivky x = 3 y= 4—%t2 mezi praseciky s osami soufadnic

v 1. kvadrantu.

26 39 28
a N b — C 9, d .
) 3 ) 5 ) ) 3
10) Vypoctete délku oblouku kiivky x = cost + Intg%, y =sint pro %st s%
1
a) InE, b) 1, c) In2, d) 2.

Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.a); 4.¢); 5.d); 6.a); 7.b); 8.d); 9.a); 10.c).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméng v 8 pripadech, pokracujte dalSi kapitolou.

V opac¢ném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.2 znovu.

Shrnuti lekce

Dalsi moznosti pouziti ur¢itého integralu je vypocet délky kiivky. Z Pythagorovy véty

b
odvodime z&kladni vztah pro vypocet délky kiivky S:I\/(dx)2+(dy)2. Jednoduchou

a
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b
Upravou dostaneme vzorec S = J.\/1+[ f ’(x)]2 dx pro vypocet délky krivky zadané explicitni

a

B
funkci y = f(x), xe<a,b> avzorec s= j\/[¢'(t)]2 +[x//’(t)]2 dt pro délku kiivky, ktera je

a
dana parametrickymi rovnicemi x=¢(t), y=w(t), te<a, >.Problém je vtom, Ze velmi
¢asto neumime integrél, ktery obsahuje odmocninu, vypocitat pomoci elementérnich funkci.
V téchto pripadech nezbyva nez pouzit néjakou pribliznou metodu. Vztah pro vypocet délky
kiivky lze rozSitit i na kiivky v prostoru. Podrobnosti naleznete v textu Matematika |11,
kapitola 4.6.2.
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