Matematika Il 3.3 Objem rotacniho télesa

3.3. Objem rotac¢niho télesa

Cile

Seznamite se s dalsi aplikaci urcitého integralu — vypoctem objemu rotacniho télesa.
Predpokladané znalosti

Ptedpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1). Dale
predpokladame, Ze znate zakladni metody vypoctu urcitého integralu.

Vyklad

Uvazujme kiivocary lichobéZnik ohranieny shora grafem nezaporné funkce f(x),

ptfimkami x=a, x=>b a osou x. Rotaci tohoto kiivo¢arého lichob&éznika kolem osy x vznikne
rotacni téleso. Nasim cilem bude vypocitat objem tohoto télesa.

Vv
AT

y=J(x)

Obr. 3.3.1. Rotace kiivocarého lichobéZznika

Budeme postupovat analogicky jako pii zavedeni Riemannova urcitého integralu (kap.
2.1). Rezy kolmymi na osu x rozdélime rota¢ni téleso na n tenkych platka tloustky Ax

(muzete si predstavit, Ze téleso krajite na krajeci jako Sunku).

1

Obr. 3.3.2. Roziezani télesa na tenké platky
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Matematika Il 3.3 Objem rotacniho télesa

Kazdy platek miizeme aproximovat valeckem, jehoz podstavou je kruh o poloméru f(&;)
s vySkou Ax; (obr. 3.3.2). Objem i - tého valecku bude AV} = 7zf2 (&)Ax; .
Objem celého télesa bude ptiblizné roven souctu objemu jednotlivych platka (valecki):
n n
Vz;Anzgzﬂ@mw-
i= i=

Cim bude dé¢leni intervalu <a,b> jemnéjsi, tim méné se bude soucet objeml platka

n

ZAVi lisit od objemu daného télesa. Proto objem definujeme jako limitu tohoto souctu pro
i=1

n — o, kdyz zarovenl vSechny délky Ax; — 0. Klademe

b
v =rf*(xdx.

Véta 3.3.1.
Necht je funkce f(x) spojitd a nezaporna na intervalu < a,b > . Pak rotacni téleso, které¢
vznikne rotaci kiivocarého lichobéznika ohrani¢eného shora funkei f(x), osoux a

ptimkami x =a, x =5 kolem osy x, ma objem

b
V= ﬂj F2(x)dx.

Graf nezdporné funkce y = f(x) miiZe byt popsan parametrickymi rovnicemi

x=p(),

y=w(), te<a,pB>.

Je-li funkce x =¢@(¢) ryze monotonni na intervalu <ea,f >, pak k ni existuje inverzni
funkce ¢= (p_l(x) . Rovnici kiivky miizeme proto psat ve tvaru y= g//((p_l(x)) = f(x).

b b
Uvazované rotacni téleso bude mit objem V = 7Z'I f 2 (x)dx= 7Z'jl//2 ((p_l (x))dx .

a a

Odtud substituci x = ¢(t), ze které plyne dx = ¢'(¢)dt , dostaneme

B
v=[v

@'(1)|dt .

o
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Matematika Il 3.3 Objem rotacniho télesa

Véta 3.3.2.
Necht funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x = @(¢), y =y (t), te<a,f >,
pricemz funkce ¢(¢) ma spojitou derivaci na intervalu < «, f > a funkce y(¢) je spojitd a
nezaporna na intervalu < «, > . Pak pro objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci

elementarni oblasti
pa)<x<p(f),
0<y<w(r),

B
kolem osy x, plati V' = I 1//2 (3)

a

'(t)|dr .

_:QE Resené ulohy

Priklad 3.3.1. Ovéite vzorec pro vypocet objemu kuzelu s polomérem podstavy

a vyskou v.
ReSeni:
Vrchol kuZelu umistime do pocatku soufadné soustavy tak, aby osa kuzele splyvala
o v . L r
sosou x. Plast kuzele vznikne rotaci pfimky y=—x kolem osy x pro xe<0,v>
%

(obr. 3.3.3).

Obr. 3.3.3. Objem kuzele

Dosazenim do vztahu z véty 3.3.1 dostaneme
v 2 2V 27 37
r r relx 1
V=7II —X dx=ﬁ—.[x2dx=ﬁ— — =—7rr2v,
0 A% v2 0 vz 3 0 3

coz je vztah, ktery znate z geometrie.
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Matematika Il 3.3 Objem rotacniho télesa

Priklad 3.3.2. Odvod'te vztah pro vypocet objemu koule o poloméru » > 0.

ReSeni:

2+yZ:r2. Odtud

y==\ 2 —x? , pfiemz xe<-r,r>. Rotaci horni pulkruznice y=+V 2 —x?

dostaneme plast koule.
Y

Rovnice kruznice se stfedem v pocatku a polomérem r je x

»

Obr. 3.3.4. Objem koule

Pro jeji objem bude platit

-
V:ﬁr Vi —x? 2dx:7rr e a’x:27rr 72— x?)dx=2x r2x—£ =
3
Z -

r 0 0

3
=27 r3—r— :im’3.
3 3

Poznamka

Pri vypoctu jsme vyuzili skutecnosti, ze funkce (r2 —x? ) je suda. Podle véty 2.4.2 bude
integral s mezemi < —r,r > roven dvojndsobku integralu s mezemi <0,r>. Je to logické,
nebot objem celé koule se rovna dvojnasobku objemu polokoule.

Pro vypocet objemu koule mizeme také vyuzit parametrické rovnice horni ptilkruznice:

X =rcost,

y=rsint, te<0,7> (vizptiklad 3.2.2).

Jelikoz ¢'(¢) = (rcost) = —rsint, dostaneme po dosazeni do vztahu z véty 3.3.2

substituce
T T T
_ 22 o3[ ..3.,. 3 N _|cost=u _
V=r|r‘sin“trsintdt=rnr’|sin” tdt=nr"|(1-cos“t)sintdt=| =
—sintdt =du

0 0 0
O—1 71— -1

= -’*'i
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-1 1 37!
= 71 j (—1)(l—u2)du = 1 ZJ‘ (1 —uz)du =27r [u —%} = gﬂr3.
1 0 0

Priklad 3.3.3. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci oblasti ohrani¢ené kiivkami
_ 2 _ 2
y=x"a y=2-x" kolem osy x.
Reseni:

Oblast je ohrani¢ena dvéma parabolami, viz. obr. 3.3.5.

Y a
2
g =x>
D\ S =2- %7
0 1\ X Obr. 3.3.5. Oblast z piikladu 3.3.3

Kiivky f(x)=2-x? a g(x)=x? se protinaji v bodech x; =—1 a x, =1.
Hledany objem dostaneme, kdyz od objemu télesa, jehoz plast’ vznikne rotaci kiivky

f(x)= 2-x? kolem osy x pro xe<-—1,1>, odeCteme objem tclesa, kter¢ vznikne rotaci

obrazce pod kiivkou g(x) = x> na stejném intervalu (obr. 3.3.6).

Y YV a

0

! 2 L\
Vo= ﬂj(Z—xZ) dx - ﬂj(xz) dx
-1 -1
Obr. 3.3.6. Odecteni objemt dvou téles

Pro objem rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci oblasti ohranic¢ené kiivkami y=x2 a

y=2- x> kolem osy x, dostaneme:

L
= r"*i
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b b 1 1 1
V=r| ez g2 (v =x [ @-x*Pdx—n [ D) dv=7 [(2—)62)2 —(xz)szx -
a a -1 -1 -1

1 1 1 1
:”j [(4—4362 +x4)—x4]dx=ﬂ (4—4x2)dx=47r.[ (l—xz)dx=87z'_[(l—x2)dx=
-1 -1 -1 0

37 17 16
=8 x—x— =87z[1——}=—7z
3 3 3

0

Poznamka

Upozornéni!

Pro vypocet objemu rotacniho télesa, které vznikne rotaci oblasti ohranicené krivkami

g(x) < f(x) kolem osy x pro x e<a,b>, pouzijeme vztah
‘ 2 ¢ 2 f 2 2

V= 7Z'J‘f (x)dx—;rJ.g (x)dx = 72'”:f (x)—g (x)}dx.
a a a

Casto se setkavame s chybou, kdy je umocnén rozdil funkci.

b
Vztah V = 7Z'J‘[ f(x)— g(x)]zdx je evidentné nespravny!

a
Priklad 3.3.4. Vypoctéte objem rota¢niho anuloidu.
ReSeni:
Anuloid (torus), viz obr. 3.3.7, je téleso vytvorené rotaci kruhu kolem piimky lezici v

roviné€ tohoto kruhu a neprotinajici kruh.

Obr. 3.3.7. Anuloid
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Stied kruhu o poloméru » umistime na osu y do vzdélenosti R od pocatku, kde » <R

(obr. 3.3.8). Tento kruh nechdme rotovat kolem osy x.
Ay 4

4%
S
)

A
\y

=Yy

ah
N

Obr. 3.3.8. Vznik anuloidu rotaci kruhu kolem osy x

Hranici rotujiciho kruhu tvofi kruZnice, kterd ma rovnici

X +(-R)¥?=r2.0dtud y-R=2Vr’-x>.

Podobné jako v pfedchdzejicim piikladu je hranice rotujici oblasti tvofena dvéma

kiivkami  f(x)=R+Vr?—x> a g(x)=R-Vr’—x*> pro xe<-r,r>. Objem anuloidu

dostaneme jako rozdil objemu dvou téles (obr. 3.3.9):
r r 2 2
V=rm I [fz(x)—gz(x)}dx =7 I {(R+\/r2 —xzj —(R— 72 —xzj ]dx:
_r e

substituce:

x=rsinu

:47rR_’|: Vr? —xzdx:SﬂRJr‘\jrz —x?dx = dx =rcosudu|=87R
b 0

00, r|—>E
2

\/rz —r2 sin2 u rcosudu=

o'—.w\k\

T T T
2 2 2

= 87rRr2 I V- sin2 u cosudu= 87rRr2 I cos2 udu = 87er2 I %du =
0 0 0
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<
|

ﬂr 2 (x) dx - ﬂr 2 (x)dx
[ 72 [IERE))

—r —r

Obr. 3.3.9. Vypocet objemu anuloidu

Poznamka
Pri vypoctu integralu byla pouzita substitucni metoda. Podobné integraly jsme jiz nékolikrat

pocitali - viz priklady 1.4.7 nebo 2.4.5.
Priklad 3.3.5. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného
osou x a jednim obloukem cykloidy kolem osy x.
Reseni:
S cykloidou jsme se podrobnéji seznamili v ptikladu 3.1.5. Cykloida (obr. 3.1.9) ma

parametrické rovnice:
x=a(t—sint),
y=a(l-cost), a>0, teR.
Prvni oblouk cykloidy dostaneme pro parametr ¢ €< 0,27 >.

Protoze dx =a(l—cost)dt, dostaneme z véty 3.3.2:

L
' I'"**
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2 2
V=7zj az(l—cost)za(l—cost) dt = na’ j (l—cost)3 dt =
0 0
2
= ra’ j (1—3cost+3(:oszz‘—cos3 t)dt=
0
substituce:
2r 2 .
sint=u
= a’ [t—3sint]2”+3 I Itcos2t 4 _ j (1-sin? f)cost dt |= =
0 0 2 0 costdt =du

0—0, 270

3 sin2¢ 1" ?
= 7a’ 27z+—{t+ } —I(l—uz) du =7za3(27r+37z—0)=57z2a3.
2 2
0

Vyklad

V ptedchazejici ¢asti byl plast’ rotaniho télesa vytvoten rotaci spojité kiivky y = f(x),
kolem osy x.

Zcela analogicky mliZzeme urcit objem rotacniho télesa, jehoz plast’ vznikl rotaci spojité
kiivky x =h(y) pro y e<c,d > kolem osy y (obr. 3.3.10).

(N

z

Obr. 3.3.10. Rotace kiivoc€arého lichobéznika kolem osy y

Objem vypocteme ze vztahu:

d
V=rx[h() dv.
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Matematika Il 3.3 Objem rotacniho télesa

Priklad 3.3.6. Vypodtéte objem rotacniho t&lesa, jehoz plast vznikne rotaci kiivky y =e”

pro x €<0,1> kolem osy y.

Reseni:
Funkce y=e" je prostd na defini¢nim oboru a inverzni funkce k ni bude x=Iny, y>0.

Pro xe<0,1> bude ye<l,e> (obr.3.3.11).

Obr. 3.3.11. Rotace kiivky y =e" kolem osy y

Objem rota¢niho télesa bude:

u'=1 v:lnzy

—ﬂ{[ylnzyr —ZTlnyaj;J_

e
V:ﬂjlnzyaﬁ/:
1 1

u=y v':(2lny)l
y

u= Vv =—
1 Y 1

. u'=1 v=Iny e
=;{[eo]2j1nyayJ 1 =7r[e2[ylny]le+2j1asz:
y

:ﬂ(e—26+2[y]f):7z(e—2e+2e—2):7z(e—2).

Kontrolni otazky

1. Uvedte vztah pro vypocet objemu télesa, jehoz plast’ vznikne rotaci kiivky y= f(x)

kolem osy x.
2. Uvedte vztah pro vypocet objemu télesa pfi rotaci kolem osy x, je-li rotujici kiivka dana

parametrickymi rovnicemi.
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3. Jak bude vypadat vztah pro vypocet objemu télesa, jestlize kiivka dand parametrickymi

rovnicemi bude rotovat kolem osy y?

Jak vypoctete objem télesa, jehoz plast’ vytvori kiivka y = X2 , 0<x <1, pii rotaci kolem

osy x? Jaky bude objem pfi rotaci kolem osy y?

5. Jak vypoctéte objem télesa, jehoz plast vytvoii kiivka y = m , 0<x<1, pfi rotaci
kolem osy x. Jaké téleso vznikne?

6. Jak vypoctete objem rotacniho elipsoidu, jehoz plast vytvoii elipsa 2x% + y2 =4 pfi

rotaci kolem osy x (kolem osy y)?

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohrani¢eného

zadanymi kiivkami kolem osy x:

a) y=x3 x=y b) y=x% x=y’
1
¢) y=x7 y=l-x d y=x y=— x=2
X
e) y=2—2x2; y:I—x2 ) y=tgx; y=0, x=0; x=%
g) vy=arcsinx; y=0; x=0; x=1 h) xy=4; y=0;, x=1, x=4
. . -1
i) y=2% 3x-4y+5=0 ) y= 3; y=0; |x|=
k) x2+y2:4; x+y=2 ) y=sinx; y=0; x=0; x=7x

Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohrani¢ené¢ho

zadanymi kiivkami kolem osy y :

a) y=x2, x:y2 b) y2+x—4:O; x=0
¢) y=sinx; y=—; x=0 d y=e; y=0; x=0; x=1
2
2_ .3 X [
e =Xx"; =0; x=1 =— =1
)y y D y=75 =3
_ 2. _ .2 _ . —0- —1- —
g 4y=x"; 4dx=y h)  y=lhx; y=0; y=1 x=0
-179 -
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3. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohranic¢ené¢ho

osou x a danou, parametricky popsanou, kiivkou pfi rotaci kolem osy x:

a) x:tz,y: —%; 0<t<3
b) x=t-sint, y=1-cost; 0<t<2x

c) x:sin3t,y:cos3t; 0<t<rm

d) x=3sint, y=3cost; 0<¢t<rx

Vysledky uloh k samostatnému feseni

2 4In2
3 2
V4 RY/4 2 4z
c) — -, d)2x|1-—1|; € —; —;
)72 6 ) ( e] ) P
32r
b) 57; ¢) —; d) 36
) )105 )

Ef“ -180-
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3

nr-2-; g %‘2”; h) 127;

2
V2
) —.
)2

967
g) s

2.2) %, p) 22T,
10 15

5

h) %(e2+1). 3. a)%”;
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Kontrolni test

1. Vypoctéte objem télesa, jehoZ plast’ vytvoii oblouk kiivky y=tgx pro0<x < % rotaci
kolem osy x.
a) 7(4-rx), b) #(1-7x)/4, c) 7(4-rm)/4, d 7(1-x).

2. Vypoctéte objem télesa, jehoz plast’ vytvoii oblouk kiivky xy =6 pro 1< x <10 otd€enim

kolem osy x.
a) 36r, b) 32,47, c) 39,6, d) 5,4rx.

3. Vypoctéte objem télesa, které vytvoti rovinny obrazec ohrani¢eny osami x, y a obloukem

ktivky y =cos(x —%) otaenim kolem osy x.

5 5 43 NG} 5 2 B iﬂ2+§ﬂ.

a) —n°+—r, b) iﬂz——ﬂ', ) —n°——nm, d)
8 12 8 12 4 12

. . 1 _
4. Vypoctéte objem télesa, jehoz plast’ vytvori oblouk fetézovky y = E(ex +e ™)
pro 2<x<2.

a) %(e4+8+e_4), b) %(e4+8—e_4),

0) %(64—8+e_4), d) %(e4+8—e_4).

5. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohranicené kiivkami

X

y= 2(%)2 ay=2 . kolem osy x.

8 8 16 16
a) —r, b) —rx, c) —r, d —rx.
) 3 ) 5 ) 5 ) 3
6. Vypoctéte objem tseCe koule o poloméru r, je-1i vyska usece v < r.

a) 7[\/2(7'—%\/), b) 7[\/2(21"—%\/),

c) 7z'v2(r—§v), d) 27rv2(r—%v).

Ef“ -181-
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7. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami

x? —y2 =1a x? +4y2 =16v polorovin¢ x > 0 kolem osy x.
a) Eﬂ', b) Eﬂ', c) Eﬂ', d) mﬂ'
3 3 3 3

8. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami

X2 —y2 =lax?+ 4y2 =16v poloroving x > 0kolem osy y.

a) 1073, b) 2473, ) 473, d) 207+/3.

9. Vypoctéte objem télesa, jehoz plast’ vytvoii oblouk kiivky x =4cost, y =3sint pro
0<t< % otacenim kolem osy x.
a) 37(~2+8), b) 37(5v2+8)  ¢) 37(5v2-8),  d) 37(-5v2+83).

10. Vypoctéte objem télesa, jehoz plast’ vytvori oblouk kiivky x =cos?+ lntgé, y=sint

pro % <t< % otaCenim kolem osy x.
/4 T T V4
a) —, b) —, c) —, d —.
) 3 ) o ) 5 ) 2
Vysledky testu

l.c); 2.b); 3.a); 4.b); 5.d); 6.a); 7.c); 8.d); 9.d); 10.b).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opaéném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.3 znovu.

Shrnuti lekce

Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivocarého lichobéznika 0 < y < f(x) pro

b
a<x<b kolem osy x, vypofteme ze vztahu V=7r'[ f 2(x) dx. Analogicky pro objem

a

rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivocCaré¢ho lichobéznika 0 <x<Ah(y) pro ¢<y<d

Efm -182-
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d
kolem osy y, uzijeme vztah V=ﬁjh2(y)aj/. Jelikoz se v integrandu vyskytuje druha

C
mocnina, ne¢ini obvykle vypocet piislusného integralu vétsi problémy.
Objemy obecnégjSich téles, ktera nejsou rotacni, lze vypocitat pomoci dvojnych nebo

trojnych integrali. Podrobnosti naleznete v textu Matematika III.

= -"‘i
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