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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rotacniho télesa

3.4. Obsah plasté rotaéniho télesa

Cile

Seznamite se sdalSi aplikaci urc¢itého integralu — vypoctem obsahu plasté rotacniho
télesa.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu ur¢ity integral (kapitola 2.1). Déle
piedpokladame, Ze znate zékladni metody vypocétu uréitého integralu. Budeme také

pouZzivat vztahy pro vypocet délky oblouku kiivky (kapitola 3.2).

Vyklad

Uvazujme nezapornou funkci f(x) na intervalu <a,b>. NaSim Ukolem bude vypocitat

obsah plaste rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu této funkce kolem osy x (obr.3.4.1).

Obr. 3.4.1. Rotace kiivky kolem osy x

Budeme postupovat analogicky jako pti vypoétu objemu rotagniho télesa (kap. 3.3). Rezy
kolmymi na osu x rozdélime rota¢ni téleso na n tenkych platka. (Opét si muZete predstavit, Ze

teleso krajite na krajeci jako Sunku. Tentokrat nas zajima slupka jednotlivych platka.)

Obr. 3.4.2. Roziezéani télesa na tenké platky

Efm -184-
4

o=




Matematika Il 3.4. Obsah plasté rota¢niho télesa

Kazdy platek mazeme aproximovat komolym kuzelem, jehoz plast vytvori Usecka As;
rotujici kolem osy x (obr. 3.4.2). Plast i - tého komolého kuZelu bude AS; = 27 f (&)AS; .
Obsah plasteé celého télesa bude priblizné roven souctu obsaht plasta jednotlivych platka
(komolych kuzelu):
n n
S~ Y AS; =) 2xf(&)As; .
i=1 i=1
Cim bude déleni intervalu <a,b> jemngjsi, tim méné se bude soudet obsaht plasta

n
platka ZASi liSit od obsahu plaste daného télesa. Proto obsah plaste definujeme jako limitu

i=1

tohoto souctu pro n — oo, kdyZ zaroven v3echny delky As; — 0. Klademe
b
S=2r j f (x) ds.

a

Z kapitoly 3.2 vime, Ze pro element délky krivky plati

2
[102 | 12 / dy / Ny ] _
ds =4/dx* +dy* = 1+(&j dx = /1+[ f'(x)]"dx. Dosazenim za ds dostaneme:
b
s =27 T ()1+[ /(3] dx.
a

Véta 3.4.1.
Necht je funkce f(x) spojitd a nezporna na intervalu < a,b > a mé zde spojitou

derivaci f'(x). Pak pro obsah rota¢ni plochy vzniklé rotaci oblouku kiivky y = f (x)

kolem osy x plati

b
s =27 f()1+[ F'(x)] dx.
a
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rota¢niho télesa

Poznamka

Vzorec z vety 3.4.1 muzeme zapsat ve tvaru

b b
S = 27r'|. y ds= 272'I yy/1+ (y')zdx. Tento vzorec muiZeme snadno pouZit i

a a

v pripadé, Ze je uvazovand krivka dana parametrickymi rovnicemi.

Je-li rotujici kiivka popsana parametrickymi rovnicemi

x=0t), y=y(), te<a,p>,

pak pro ds plati (véta 3.2.2) ds= \/[(0'(t)]2 +[1//'(t)]2dt .

Pro vypocet obsahu plochy, ktera byla vytvorena rotaci uvedené kiivky kolem osy X,

dostavame:

b A 2 2
S=2x j y ds=27 j l,y(t)\/[(p'(t)] +[y'®] dt.
a [

Véta 3.4.2.
Necht je funkce f dana parametrickymi rovnicemi x =(t), y=w (), te<a, S >,

piicemZ funkce ¢(t) a y(t) maji spojité derivace na intervalu < «, # > a funkce y (t) je
nezaporna na intervalu < «, # > . Pak pro obsah plochy, kteréd vznikne rotaci grafu funkce

f kolem osy x plati

B
s=2z| W(t)\/[go'(t)]z +[y' ) dt.

ReSené tlohy

Priklad 3.4.1. Vypoctéte obsah plasté rotaéniho kuzele, ktery je vytvoren Gse¢kou y = x

pro x e<0,3> rotujici kolem osy x.

Reseni:
V piikladu 3.3.1 jsme jiZ pocitali objem kuzelu (obr. 3.3.3).

Pro danou Usec¢ku y = x pro x e<0,3 > dostavame
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rota¢niho télesa

ds = y/1+ (y)2dx = V1+12dx = /2dx.

Obsah plésté rotacéniho kuzele bude
3

3 3 2
S:ZﬂIyds=2ﬂIxJ§dx:2ﬂv§{%;} — 9742,
0 0

0

Priklad 3.4.2. Odvod'te vztah pro vypocet povrchu koule o poloméru r > 0.

Resent:

2

Rovnice kruznice se stiedem v pocatku a polomérem r je X +y2=r2. Odtud

y:i\/rz—xz, piicemZz xe<-r,r>. Rotaci horni pulkruznice y=+ r? —x?

dostaneme plast’ koule (viz obr. 3.3.4).

Pied dalSim vypoctem si upravime vyraz 1+ (y’)2.

1

12 2\ -X

y'==|r°—x (-2x) = ,
AU

X2 2
1+(y’)2 =1+ =

Pro povrch koule bude z véty 3.4.1 platit

r r 2 r
S =272'I y\/1+(y’)2dx:27rj \/r2—x2,[ Zr 2dx:27zr_[ dx=27rr[x]£r =471,
-r -r rm—x —r

Dostali jsme znamy vztah pro povrch koule.

Poznamka
Musime priznat, Ze predchdzejici vypocet nebyl zcela korektni, protoZe derivace funkce
—X e . y g y
y’=ﬁ neni definovana pro x=+r. Nejsou tedy splneny predpoklady vety 3.4.1.
r<—x
Mohli bychom to napravit tak, ze bychom pocitali integral na intervalu <—-r+¢,r—g >, kde
£>0 je malé cislo (vlastné bychom z koule odrezali dva malé vrchliky). Plass koule bez

vrchliki by byl S =4zr(r—¢). Pro € - 0 dostaneme ocekavany vysledek.

Pro vypocet povrchu koule miZeme také vyuzit parametricke rovnice horni palkruznice:
X =rcost,

y=rsint, te<0,7> (vizptiklad 3.2.2).
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rotacniho télesa

Po dosazeni do vztahu z véty 3.4.2 dostaneme

S= Zfz]zz,//(t)\/[(p’(t)]2 +[z//’(t)]2 dt = 27[7JE rsint\/[—r sint]2 +[r cost]2 dt =
0 0

T T
= 27zr2J'sint\/[sint]2 +[cost]2dt = Zﬁrzj'sint dt = 27712 [—cost]z)Z — 4712
0 0

Priklad 3.4.3. Vypoctéte obsah rota¢ni plochy, ktera vznikne rotaci asteroidy kolem osy x.
Reseni:
Postup vypocétu bude analogicky jako v piikladu 3.2.3. Vznik asteroidy je objasnén na
obrazku 3.2.4.

Parametrické rovnice asteroidy jsou
x=acos’t,
— acind
y=asin’t, a>0.
Vzhledem k symetrii asteroidy se muzeme omezit na te< O,%>. Rotaci dostaneme

polovinu rota¢ni plochy. Pro jeji obsah plati (srovnej s ptikladem 3.2.3):

z z
S 2 3 2, P ) 2 2 3 :
E:Zﬁjasm t [—Bacos tsmt} +[3asm tcost} dt:ZﬁaIS|n t(3asintcost) dt =
0 0
z P
2 5. o 2
:67za24fsin4tcostdt:67ra2 Sin” t :GEa .
0 5 0 5

Obsah celé rotacni plochy bude dvojnasobny:

S=2

67ra2 B 127za2
5 5

Priklad 3.4.4. Vypoctéte povrch rotaéniho anuloidu.

Reseni:

S anuloidem jsme se podrobné seznamili v piikladu 3.3.4. Podivejte se na obrazky 3.3.7 a
3.3.8. Povrch anuloidu je sloZeny ze dvou ploch.
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rota¢niho télesa

Prvni vznikne rotaci kiivky f(x)= R+vr?—x? (obr. 3.3.9), druha plocha vznikne
rotaci kiivky g(x) = R—r? - x? pro x e<—r,r > kolem osy x.
YAt ALY ! ' r 2 ' 2
Je ziejmé, Ze f'(x)=—-g'(x) aproto 1+[ f'(x)]" =1+[g'(¥)]".

Povrch anuloidu bude

S=5+5p =27 [ F()L+[ /() dx+27 [ g(x)1+[g' (0] dx =

-r -r

r r

=27 [ [£()+ g1+ [ F(0] dx =27 [ 2Ry1+[ F'(x) dx =
-r -r

= 47R [ 1+ £'(0] dx = 4zRzr = 472%1R

.
Vyuzili jsme toho, ze J‘\/1+[f'(x)]2dx=7rr, nebot’ hodnota integrélu je rovna délce

-r

poloviny kruznice o poloméru r.

Kontrolni otazky

1. Uvedte vztah pro vypocet obsahu rota¢ni plochy, ktera vznikne rotaci kiivky y = f(x)

kolem osy x.

2. Uvedte vztah pro vypocet obsahu rotaéni plochy, je-li rotujici kfivka dana
parametrickymi rovnicemi a rotuje kolem osy Xx.

3. Jak bude vypadat vztah pro vypocet obsahu rotacni plochy, jestlize kiivka dana
parametrickymi rovnicemi bude rotovat kolem osy y?

4. Odvod'te vztah pro vypocet obsahu plasté rotacniho kuzele s polomérem podstavy r a
vyskou v. (Viz piiklad 3.3.1.)

5. Jak vypoctete obsah plasteé rotacniho komolého kuzele, ktery vznikne rotaci kiivky
y=kx, 0<a<x<b kolem osy x?

6. Jak vypoctete obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci kiivky dané parametrickymi

rovnicemi x=2t+1, y=4-t pro te<0,4 > kolem osy x? Jaké téleso vznikne?
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rotacniho télesa

7. Sestavte integral pro vypocet obsahu rota¢ni plochy, ktera vznikne rotaci paraboly y = G

pro 0<x<2 kolem osy x (kolem osy y). Zkuste integral reSit pomoci nekterého

matematickeho programu (napt. Derive, Maple, Mathematica).

Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctéte obsah rotacni plochy, ktera vznikne rotaci dané kiivky kolem osy x:

3 2 2
a =X, —=<x<=
) Y 3 3

f) y=sinx; 0<x<r

2. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci dané kiivky kolem osy X:

a) x=2cost, y=2sint; 0<t<nzx

b) x = 3cos°t, y:35in3t; 0<t<r

c) x=4(t-sint), y=4(1-cost); 0<t<2z
d) x=sin2t, y:23in2t; O<t<~r

e) x=elsint, y=e'cost; Osts%

N
>
wI| N
+
<
wInN
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rota¢niho télesa

Vysledky tloh k samostatnému rfeSeni

1. a) &; b) n(4+e2—i]; c) 56—”; d) %[(\/5—\/5)+(\/§—1)In(1+\/§ﬂ;

729 o2 3

@4ﬂ(4+e-_—] 02n(J_+—uw3+2J_ﬂ.2.wlﬁn;b)“f”;c)af” d) 472

87487z

&) 2”;/5( 2); )

Kontrolni test
1. Vypoctéte povrch vrchliku kulové plochy o poloméru r, jehoZz vySka je v < r.
a) 2zrv, b) 2zr(2r+v),
c) «rv, d) 2zr(r+v).
2. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoii oblouk paraboly y = 2/x pro 3<x<8

pii otaceni kolem osy x.

a) —r, b) 367, c) —ur, d) 152r.
3 3
3. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoii oblouk kiivky y = (1— x)\g pro

1
Eg x <1 pfi otaceni kolem osy x.

a) —r, bz, c) —, dz.
) %" ) 3 ) % ) 3

X X
4. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvori oblouk retézovky y = %(ea +e 2),a>0

konst. pro 0 < x <arotaci kolem osy x.

2
a) %(e2+e_2+4), b) 7ra2(1+e2—e_2),

7z'a2 2

@-7zxe 2.4, d f%—@—e2+eiy
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rota¢niho télesa

5. Vypoctéte povreh télesa, které vznikne rotaci rovinné oblasti dané nerovnostmi y >0,

x2+y2£r2, X+y<r, x2—%,r>0konst. kolem osy x.

a) 7r2(1++2), b) 7zr2(2+\/§) 0 m2(g+ﬁ), d) mz(}%).
6. Vypoctéte obsah rota¢ni plochy, kterou vytvoii oblouk paraboly y =4— G

pro —2 < x < 2 pti otaceni kolem osy y.

a) %(17J17+1), b) %(17#?—1), c) %(17@—1), d) %(17J17+1).

3
7. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoii oblouk kiivky x = t2, y= %—t

pro —/3 <t <0rotaci kolem osy x.
a) 3r, b) 9r, c) 6r, d) 12r.

8. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoti oblouk kiivky x =sin2t, y = 2sin’t

pro 0<t<r.

a) 872, b) 1672, c) 1272, d) 4z2.
9. Vypoctéte obsah rotacni plochy, kterou vytvoii oblouk kiivky traktrix

X=2c0st+2 Intg%, y =2sint pro %st s% pii otaceni kolem osy x.
a) 4r, b) 8rx, C) 87r(1—§) , d) 2rx.
10. Vypoctéte povreh télesa, jehoZ plast vytvoii oblouk kiivky x =4cost+4, y=4sint pro

2 o
0<t< 57; otacenim kolem osy x.

a) 487, b) 367, ¢) 607, d) 54r.

Vysledky testu

1.a); 2.¢); 3.d); 4.¢); 5.b); 6.b); 7.a); 8.d); 9.a); 10.c).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 8 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opac¢ném piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 3.4 znovu.
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Matematika Il 3.4. Obsah plasté rotacniho télesa

Shrnuti lekce

Obsah rotacni plochy, kterd vznikne rotaci kiivky y= f(x) pro a<x<b kolem osy X,

b
vypocteme podle vztahu S =27rjf(x),/1+[f’(x)]2 dx. Je-li kiivka rotujici kolem osy x
a

popsana parametrickymi rovnicemi x=gp(t), y=w(t) pro te<a, >, UzZijeme pro vypocet

B
obsahu rota¢ni plochy vztah S = 27zJ'1,//(t) \/[go'(t)]2 +[://’(t)]2 dt. Stejné jako u integrala pro

[04
vypocet délky krivky se ndm stane, Ze neumime integral, ktery obsahuje odmocninu, vyjadrit
pomoci elementarnich funkci. V téchto pripadech nezbyva neZ pouZzit néjakou ptibliZznou

metodu.

Obsahy obecnéjSich ploch, které nejsou rotacni, Ize vypogcitat pomoci dvojnych integralu.

Podrobnosti naleznete v textu Matematika I11.
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