Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace
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3.5. Fyzikalni aplikace

Cile

Seznamite se s pouZzitim urcitého integralu pii vypoctu hmotnosti, statickych momentd,
Predpokladané znalosti

Predpokladame, Ze jste si prostudovali zavedeni pojmu urcity integral (kapitola 2.1). Déle
predpokladame, ze znate zdkladni metody vypoctu urcitého integralu.

Vyklad

Jak jiz bylo uvedeno v tivodu 3. kapitoly, existuje nepfeberné mnozstvi problémi, pii
jejichz feseni je pouzivan integralni pocet. V prubéhu studia se seznamite s pouzitim integrald

ve fyzice a v dalSich odbornych predmétech. V této kapitole se omezime pouze na jednoduché

2%

setrvacnosti hmotnych kfivek a rovinnych oblasti.

V obecném piipadé, kdy veli€iny zavisi na dvou nebo tfech proménnych se k vypoctu

pouzivaji dvojné nebo trojné integraly. Podrobnosti naleznete v textu Matematika II1.

v vaw

Pfipomenme si, jak je v mechanice definovan staticky moment a moment setrvacnosti.

Uvazujme v roving jeden hmotny bod 4 = (x, y) s hmotnosti m.

Y 4

e

0

= v

Obr. 3.5.1. Hmotny bod 4 v rovin¢
Staticky moment hmotného bodu k libovolné ose o je ddn vztahem
S, =rm

a moment setrvacnosti uvedeného bodu pfi jeho rotaci kolem osy o je
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

kde 7 je vzdalenost bodu od osy o (obr. 3.5.1). Pokud je uvazovanou osou osa x, je » =y

aproosuyje r=x.

Mgéjme v rovin€ soustavu hmotnych bodi 4; = (x;,y;) s hmotnostmi m;, i=1,...,n.

n
Celkova hmotnost soustavy bude m= Z m; ,
i=1
n
staticky moment k ose x bude Sy = Z yim; ,
i=1
n
staticky moment k ose y bude Sy = Z x;m;
i=1
- 2 - 2
a momenty setrvacnosti budou I, = z yim, I, = in m; .

Vv v

A%

S

=X
m

A%

Odtud dostavame pro soufadnice t&ziits vztahy &=—2 | p=
m

pii zavedeni urcitého integralu. Kiivku (oblast) rozdélime na malé elementy. Statické
momenty (hmotnost) dostaneme jako soucet statickych momenti (hmotnosti) téchto

elementd. Limitnim pfechodem pro n — oo piejdou sumy na integraly.
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

BAUN

0 a X; b X Obr. 3.5.2. T&ists rovinné kivky
Predpokladejme, ze je kiivka déna parametrickymi rovnicemi x=¢(t), y=w(t),

te<a,p >, pticemz funkce @(¢) a w(¢t) maji spojité derivace na intervalu < a, 5 >.

Teii dé y : _ﬂ\/ Ry 12
ejf délka (véta 3.2.2) je s_j [0 O] +[w' (O] dr.

o

Hmotnost kiivky dostaneme jako soucin délky a hustoty:

B
m=os= O'J‘ \/[(p'(t)]2 + [1//'(t)]2 dt .

Kfivku miZeme aproximovat lomenou c¢arou sloZenou zusecek As;, i=1,2,...,n.
Use¢ky budou mit hmotnosti  m; =c As;, i=1,2,...,n. V piipadé malych elementd si
muilZeme pfedstavit, Ze hmotnost je soustiedéna do jednoho bodu 4; =(x;,y;), ktery lezi na

dané GseCce As;, i=1,2,....,n. Statické momenty této lomené ¢ary budou

n n
Se =Y yim; =0 yiAs;
i-1 i=1

Je zifejmé, ze pro zvétSujici se pocet useCek budeme dostdvat piesnéjSi aproximace

statickych momentl. Pro n — oo dostaneme (analogicky jako v kap. 3.2.)

B
Se=c[wen[gOF + [y o) d.

B
s, =0 po[eOF [y @] dr.

o
Ef o
* *
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

Podobné odvodime vztahy pro momenty setrvacnosti pii rotaci kolem osy x, resp. y.

Véta 3.5.1.
Necht je kiivka dana parametrickymi rovnicemi x = ¢(¢), y=w(t), t e<a, >, pfiemZ
funkce @(¢) a y(¢) maji spojité derivace na intervalu < «, # >. Je-1i délkova hustota o

kiivky konstantni, pak ma kiivka hmotnost

m= af JeoF +[voF

Pro statické momenty plati:

S, —aj (v P OP rOF

s —aj [ooNrOF + W OF a.

Momenty setrvacnosti této kiivky dostaneme ze vztaht:

I=0 j V2o [eOF +[y' O] d

I —ajco \[eOF +[y' @) d

S
Téziste T =(&,7n7) ma soufadnice & = n :S—x.
m m

Je-li specidlné kiivka grafem funkce y= f(x) skonstantni délkovou hustotou, pak je

ds =\1+[f '()c)]2 dx (véta 3.2.1). Dostdvame nasledujici modifikaci véty 3.5.1.

Véta 3.5.2.
Necht’ je hmotna kiivka uréena explicitni rovnici y = f(x) se spojitou derivaci f'(x) na

intervalu < a,b > a konstantni délkovou hustotou o . Pak ma kiivka hmotnost

b
m= GJ-w/l—i-[f'(x)]z dx

Pro statické momenty plati:

Ef ****‘ o
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

b

Se =o[ fNI+[f'@)] d,
b

S, =o[x|1+[ W] dr.

Momenty setrvacnosti této kiivky dostaneme ze vztahi:

b
I =o[ FRaNI+[f @] dx,
b
I, =O'J‘x2\/1+[f'(x)]2 dx.
S,

T&ziste T = (&,77) ma soufadnice & =—2 , p=2%.
m m

v vaw

Uvazujme hmotnou rovinnou oblast ohrani¢enou zdola grafem funkce g(x), shora
grafem funkce f(x), (g(x)< f(x))pro x e<a,b>. Predpokladejme, Ze je plosna hustota o
v kazdém bodé¢ tohoto obrazce konstantni.

Hmotnost rovinné oblasti dostaneme jako soucin obsahu plochy oblasti (véta 3.1.2) a

hustoty:

b
m=c[(f(x)-g(x))dx

a

Analogicky jako ptfi zavedeni urcitého integralu (kapitola 2.1) rozdélime obrazec
rovnobézkami s osou y na n ,,prouzki (obr. 3.5.3). Kazdy prouzek miiZzeme aproximovat
uzkym obdélnickem Sitky Ax;, i=12,....,n, ktery je zdola ohraniCeny funk¢éni hodnotou

Vv ey

S(x)+g(x;)
2

lezicim ve stiedu obdélniCku. Pro obdélnicek bude y; = . Do tohoto bodu

soustfedime hmotnost celého obdélnicku.
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

Y 4

Vi

Hmotnost i - tého obdélnicku bude
= O'[f(xl-)—g(xl-)]Axi , 1=12,...n.
Statické momenty celé oblasti budou ptiblizné rovny
L o () + g(x;) 1Al 2 2
Se = 2 iy =0 Y I B £ ()~ g(x)] A, = Ezpfmrg<aﬂm

i=1 i=l1 2 i=1

n n

= le-ml- = szi [f(xi) _g(xi)]sz
i=1 i=1

Je ziejmé, Ze pro zvétSujici se pocet obdélnickti budeme dostavat piesnéjsi aproximace

statickych momentl. Pro n — o0 a Ax; - 0 dostaneme limitnim pfechodem

o

N | —

T[(ﬂ—f@ﬂw

b
=o[x[f(x)-g(x)]d

a

Podobné odvodime vztahy pro momenty setrvacnosti pii rotaci kolem osy x, resp. y.

Véta 3.5.3.
Necht je hmotna rovinné oblast ohranicena kiivkami g(x) a f(x), kde g(x)< f(x) na

intervalu < a,b > . Pak hmotnost této oblasti s konstantni ploSnou hustotou o je

b

=o[[/()-g()] dx

Ef ***** e
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*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

Pro statické momenty plati:

b
Se=o- [ 20-g2w ],

a
b
Sy = O'Ix[f(x)—g(x)]dx.
a
Momenty setrvacnosti této rovinné oblasti dostaneme ze vztaht:

b
I=o> [ ]as

b
I, =o[x*[f(x)-g(x)]dx.

| S, s
Tézisté T =(&,n7) ma soufadnice £ =— , np=—*.
m

m

s/

Resené ulohy

Pan

Vv v

ReSeni:
Parametrické rovnice ptilkruznice jsou (viz ptiklad 3.2.2):
X =rcost,

y=rsint, te<0,7r>.
Y A

>
0 roox

2%

Je-li délkovad hustota o konstantni, je hmotnost rovna soucinu hustoty a délky

pulkruznice:

1
m=O‘S=0'527ZI"=G7TV.

Ef o
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*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

Statické momenty jsou:

S, = O'I ty(t)\/[gp'(t)]2 + [ty'(t)]2 = O'J‘ rsin t\/[—r sin t]2 +[rcos t] dt = I sintdt =
0 0 0
= or? [—cost]g =022,
Sy = O'I go(t)\/ go (t) l// (t)] dt = O'j 7 CcOS t\/ —rsin t]z + [r cost]2 dt = (77”2-[ costdt =
0 0

— or2 [sint]o =0.

2

Tézisté T =(&,n7) ma soufadnice

S 2
fz—yzoan:S—xzazr :2.
m m onr T
2
T =021,
T
Poznamka

Staticky moment S, jsme nemuseli pocitat, protoZe je evidentni, Ze pro danou pilkruznici

musi tézisté leZet na ose y, a tedy je S, =0.

Priklad 3.5.2. Vypoctéte momenty setrvacnosti homogenni pulkruznice z ptikladu 3.5.2

k soufadnicovym osam.

ReSeni:

Moment setrva¢nosti pulkruznice k ose x:

B
I, = O'I 1//2(1‘)\/[40'(0]2 (t)] dt = (TI r° sin t\/ rsint]2 +[r cos t]2 dt =

T
=0r3jsin2tdt=0r3j 5 dt = 5 5 5

T 1—cos2t 0'r3 {t sinZtT B 0'7rr3
0 0 0

Moment setrvacnosti pulkruznice k ose y:

T

I, = O'I 7 (t)\/ [ (t) +[w (t)] O'I 7 cos? t\/[—r sint]2 +[rcos t]2 dt =
0

T
= 0'r3j cos2 tdt =or
0

Ef o
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*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

B=(2,0).
ReSeni:
Strana 4B daného trojuhelnika lezi na pfimce

0-1 . X
x=0),t. y=1-—.
5 o0 U =12

y—l=

Rovinna oblast je ohranicena shora grafem funkce f(x) =1—§ a zdola grafem funkce

g(x)=0 obr. 3.5.5.
yl\
1

= v

Obr. 3.5.5. T¢ziste trojuhelnika
Je-li plosnda hustota o konstantni, je hmotnost rovna soucinu hustoty a obsahu

trojuhelnika:
1
m:aPZO'EZIZO'.

Statické momenty jsou (pfipominame, ze g(x)=0):

lb 2 12 X2 12 x?
S, =0— dx=c—|(l-o)"dx=c—|(l-x+—)dx=
. 02-[f (x)dx 0'2‘.‘( 2) x 0'2.[( X 4)x
a 0 0
2
2 3
=Gl - D =0'l(2—2+g)=al.
2 3 3

b 2 ¥ 2 xz x2 x3 2
Sy O';[xf(x)dxng(l—a)dxa_([(x—T)dx0{7—?}0 =

Vv w

2 1

S)’ 0_3 2 Sx O-g 1
5:—:—_— 377:_=_=_-

m o 3 m o 3

ity - 202 -
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

21
T=(=,2).
(3 3)

Poznamka

Vvoev

Vvoev

teznici v poméru 1:2. Z podobnych trojuhelnikii je zirejmé, Ze x — ova souradnice téziste musi

1 1 1 2
lezet v 3 strany OB a y — ova souradnice tézistée musi lezet v 3 strany OA. Proto & = 52 =—

3

Priklad 3.5.4. Vypoctéte momenty setrvacnosti homogenniho trojuhelnika z ptikladu 3.5.3

pfi rotaci kolem osy x, resp. y.

ReSeni:
Moment setrvacnosti trojihelnika k ose x:
3

lb 3 12 X3 12 x x? x
I =0— )dx=oc—|(1-—-)Y dx=0c—|(1-3—+3——-—")dx=
. 3£f() 3£( ) 3£< )

4 4 32 32 6

2
2 3 4
:O'l x-3%2 42 20'1(2—3+2—l)20'1120'l
3 0 3 2

Moment setrvacnosti trojihelnika k ose y:

a

=0 §—2 :a%.
3 3

b 2 x 2 X 2 X ?
I, ZO'_[xzf(x)dxZO'.([)C2 (I—E)a’x:o:!)‘(x2 —T)dxo{?—?}o =

2%

y=6x—x2 a osou x.

Reseni:
Grafem paraboly y:6x—x2 jsme se podrobné¢ zabyvali v pfikladu 3.1.1. Parabola

protind osu x v bodech x=0 a x=6.

Ef ***** o
* *
*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

Rovinna oblast je ohranicena shora kiivkou f(x)= 6x—x> a zdola kiivkou g(x)=0

obr. 3.5.6.
YA

6 X

A%

Je-1i plosna hustota o konstantni, je hmotnost rovna soucinu hustoty a plochy oblasti

ohrani¢ené parabolou a osou x:

6 6
P _[ 2y _ 2 x| _
=o|(6x—x")dx=0]|3x 3 =0(108-2-36)=360.
0 0

Statické momenty jsou (pfipomindme, ze g(x)=0):

b 6 6
S, = aljfz(x)dx= alj(6x—x2)2 dx:alj(%xz 123 +xMdx =
2a 20 20

6 6

5 2

ot ot | —old| Pa2osns i) | col6daa—18+28) =

2 5 2 5 2 5
0 0

=0108§=a@,

b 6 6 470
Sy :O'Ixf(x)dxzajx(6x—x2)dx:0'j(6x2 —x3)dx:o{2x3 _XT] =
a 0 0 0

3 6* 3 3
—0|2:6° -2 |=66°2-2)=1080 .
4 2

Vv ew

648
S
m 360 m o36 5
18
T=@3,—).
( 5)

Ef ***** o
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*
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Poznamka

Staticky moment S,, jsme nemuseli pocitat. Protoze je obrazec soumérny podle osy x=3,

Kontrolni otazky

Vvoew

1. Uvedte vztah pro staticky moment a moment setrva¢nosti hmotného bodu.

2. Uvedte vztahy pro vypocet statickych momenti a momentli setrvac¢nosti hmotné kiivky

dané parametrickymi rovnicemi.

A%

rovnicemi?

4. Uvedte vztahy pro vypocet statickych momenti a momentd setrva¢nosti hmotné kiivky

dané explicitni rovnici.

5. Uvedte vztahy pro vypocet statickych momentli a momenti setrvacnosti hmotné rovinné

oblasti hrani¢ené kiivkami g(x) a f(x), kde g(x)< f(x) naintervalu <a,b>.

6. Uvedte vztahy pro vypocet statickych momenti a momentd setrva¢nosti hmotné rovinné

oblasti hrani¢ené grafem spojité funkce f(x)>0 a osoux na intervalu <a,b >.

g(x) a f(x),kde g(x)< f(x) naintervalu <a,b>?

Vv v

Ulohy k samostatnému feseni

a)
b)

c)
d)

e)
f)

2

A%

y:2x—x2; y=0

- 205 -
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2). NS 6 .,). 9.9 ASz+24)
1. a) (1,5], b) (3;0); © (5,3j, d) [10,10], e) (0,30”_20], f) (

4r(47+3) 5z h 7. 3\3+27 |, i) (O-ij 2. a) (37['5
B ) > ? i ) ) ’2

|

h) y=sinx; y=%; 0<x<nxm

a) ohrani¢eného cykloidou x = 3(t —sint), y= 3(1—cost), 0<¢t<27 aosou x.

2 2
b) ktery lezi v prvnim kvadrantu a jeho hranici tvofi asteroida x3 + y3 =4 a obég
soufadné osy.

2 3

c) ohrani¢eného kiivkou x=¢"—¢, y=t +#2 a osou x.

2%

x2

a) y=—7+2; -2<x<2

2
X 1

b =———Inx; 1<x<2

) V=4S
2 ?

¢) x=t%, y=t-— 0<t<+3

d) x=2cost, y=2sint; —%Stﬁ%

3 3

e) x=3cos’t, y=3sin"t; 0<¢<rx
f)y x=2(t-—sint), y=2(1—-cost); 0<r<2x

g) x=cost+tsint, y=sint—tcost; 0<x<rx

Vysledky uloh k samostatnému feseni

7+4  6(r+4 2724387

Ef ***** o
* *
*

4




Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

b) (%,%j, 19) (ﬁ,ij 3. 2) (0;0,971);  b) (1,52;0,397); ¢ Z,ﬁ :
3157 315« 77 154 5 4

2 7[2 -6
d) (E;OJ; ¢ (o;ﬁj; ) (27z;§j; 2) g;
Vs 5 2

3 w

N o

Kontrolni test

1. Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose y homogenni hmotné oblasti ohrani¢ené

2

kiivkami y = 7, y=xT.

1+x

a) 0(§+7r), b) G(%—ﬂ'), 0) a(§—%), d) a(§+%).

2 Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose y homogenniho hmotného oblouku
kfivky dané parametricky x = t? , V=t —%tz' pro 0<¢ < J3.

a) %0\/5, b) @0\/5, c) @0 3, d) @a 3.
35 35 35 35

3) Vypoctéte staticky moment vzhledem k ose x homogenniho hmotného oblouku kiivky

y=x3pr0 0<x<I.

o o o o
a) —(10V10+1), b) —(10v10-1), ¢) —(10v10-1), d) —(10V10+1).
) 54( ) ) 54( ) )108( ), d) 108( )

4) Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni hmotné oblasti tvaru rovnoramenného

trojuhelnika vysky v a zékladny velikosti a vzhledem k jeho zakladné.

a) lO'av3, b) lO'(Jtvz, c) %661\/3, d) %O'avz.

5) Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni hmotné oblasti ohrani¢ené elipsou

2 2
x_2 + y_2 =1, 0 < b < a konst. vzhledem k jeji hlavni ose.
a“ b
a) lovmb3 , b) lo7wt3b , c) l0'7mb3 , d) lO'7m3b .
4 4 2 2

2
6) Vypoctéte moment setrvacnosti homogenniho hmotného oblouku kiivky y = XT — Eln X

pro 1< x<e vzhledem k ose y.

Ef o
* *
*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

a) %(e4+262—2), b) %(e4+262+3),

0) %(e4+2e2—3), d) %(e4+262+2).

7) Vypoctéte souradnice t€zisté homogenniho hmotného oblouku asteroidy

x=acos3t,y=asin3t, a>0konst.pro 0<t<r.

a) (O,%aj, b) (Oéa), C) (%a,oj, d) (0,%

8) Vypoctéte souradnice t&zist€ homogenni hmotné oblasti ohranicené kiivkami y =sinx a

1 . .
y=7 prox maximalng z intervalu (0,7).

2 Lﬁ 33427 ) b) (7[ w]

27833 - 7) 2733427
3W3+27 # 8(3\/§—ﬂ) T
) | ———.,— |, d | ———,— |
83V3-7) 2 3J3+27 72
9) Vypoctéte souradnice t€Zist€ homogenni hmotné oblasti ohrani¢ené kiivkami x =1 a
y2 =x.

5 5 4 4
a) (0,7], b) (7,0}, C) (7,0], d) (O,;j

A%

pro 0<t<+3.
V3 7 5 V3 35
a) Ty | b) P ) C) T o |»
45 7 3 37
Vysledky testu

1.b); 2.a); 3.b); 4.¢); 5.a); 6.¢); 7.d); 8. a); 9.b); 10.d).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 piipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opacném piipadé je tieba prostudovat kapitolu 3.5 znovu.

Ef ****‘ e
* *
*
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Matematika Il 3.5. Fyzikalni aplikace

Shrnuti lekce

Integralni pocet je pouzivan v mnoha disciplinach 1 tam, kde bychom to neocekavali

(napt. ekonomie). V této kapitole jsme se omezili na jednoduché aplikace v mechanice.

Vv v

A%

setrvacnosti kiivek v prostoru, rovinnych oblasti, té€les i v pfipadech, kdy se hustota spojité

meéni, se seznamite v Matematice II1.

vvvvvv

Z fyzikalnich zdkonl se odvodi vztahy pro velmi malé elementy. Provede se soucet hodnot
pro vSechny elementy. Limitnim pfechodem pro pocet elementli n — o piejdou sumy na

integraly. Pochopenim tohoto principu mtizete odvozovat vztahy pro dalsi veli¢iny.

Stejnym zptisobem postupovali i tviirci integralniho poctu Newton a Leibniz.

Ef ***** o
* *
*
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Misto pro poznamky
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