
Matematika II 4.1. Funkce vı́ce proměnných, definice, vlastnosti

Funkce v́ıce proměnných

Funkce v́ıce proměnných se v matematice začaly použ́ıvat v rámci rozvoje

analytické geometrie v prostoru s počátkem 18. stol.

I vy sami jste se již určitě s funkcemi v́ıce proměnných setkali. Již na středńı

škole se řeš́ı úloha, jak vypoč́ıtat objem a povrch základńıch geometrických těles,

např. krychle, koule, kvádru, atd. Položme si jednoduchou otázku. Jak se vypoč́ıtá

objem kvádru? Odpověd’ na tuto otázku je dobře známá. Pro objem kvádru

o hranách a > 0, b > 0, c > 0 plat́ı vztah

V = a · b · c.

Zároveň jsme si uvedli prvńı př́ıklad funkce v́ıce proměnných, konkrétně v tomto

př́ıpadě funkce tř́ı proměnných. Skutečně, na V můžeme nahĺıžet jako na funkci

tř́ı proměnných a, b a c. Za a, b a c dosazujeme konkrétńı kladná reálná č́ısla,

která mezi sebou násob́ıme. Výsledkem je opět č́ıslo kladné reálné, které má

význam objemu př́ıslušného kvádru. Pro zápis této skutečnosti budeme použ́ıvat

analogické schéma jako pro funkci jedné proměnné (f : R ⊇ A → R, A ∋ x 7→

f(x) = y ∈ R), tj.

V : R
+ × R

+ × R
+ → R,

resp.

V : R
+ × R

+ × R
+ ∋ [a, b, c] 7→ V (a, b, c) = a · b · c ∈ R.

Každé trojici kladných reálných č́ısel se přǐrad́ı jejich součin, což je opět kladné

reálné č́ıslo. Daľśıch podobných funkćı by se dala naj́ıt celá řada. Zkuste sami

vymyslet nějaký daľśı př́ıklad funkce v́ıce proměnných.
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4. Funkce v́ıce proměnných, definice, vlastnosti

Pr̊uvodce studiem

V rámci této kapitoly se seznámı́me s funkcemi v́ıce proměnných, předevš́ım

se bude jednat o funkce dvou proměnných, které budeme chápat jako přirozené

zobecněńı pojmu funkce jedné proměnné. Ukážeme si, že ačkoliv se některé poj-

my pro funkce v́ıce proměnných definuj́ı analogicky jako v př́ıpadě funkćı jedné

proměnné, tak jejich aplikace na konkrétńı př́ıklady je poměrně obt́ıžná. Toto se

týká předevš́ım limit a spojitosti funkce v́ıce proměnných.

Ćıle

Funkce v́ıce proměnných, funkce dvou proměnných, funkce tř́ı proměnných,

definičńı obor, graf, vrstevnice, limita, spojitost.

Předpokládané znalosti

Funkce jedné proměnné, jej́ı definičńı obor, funkčńı předpis, graf. Limita a

spojitost funkce jedné proměnné, kuželosečky, soustavy rovnic.

4.1. Definice funkce v́ıce proměnných

Výklad

Definice 4.1.1.

Necht’ M ⊆ R
n, M 6= ∅. Funkćı v́ıce proměnných budeme rozumět každé

zobrazeńı f : M → R. Množinu M nazýváme definičńım oborem funkce f a

znač́ıme Df .

Množina R
n je tvořená uspořádanými n-ticemi reálných č́ısel. Jedná se o zkrá-
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cený zápis kartézského součinu n množin reálných č́ısel, tj. R
n =R×R×. . .×R

︸ ︷︷ ︸

n

.

Poznámka

Připomeňme, že kartézským součinem množin A a B rozumı́me množinu

A × B = {[a, b] | a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Např. je-li A = {1, 2, 3}, B = {m,n}, pak

A × B = {[1,m], [1, n], [2,m][2, n], [3,m], [3, n]}.

Prvky množiny R
n, uspořádané n-tice, znač́ıme X = [x1, x2, . . . , xn], xi ∈ R

n,

1 ≤ i ≤ n. Funkce v́ıce proměnných je tedy zobrazeńı, které každému bodu

X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ Df přǐrad́ı jediné reálné č́ıslo y ∈ R. Použ́ıváme zápis

y = f(x1, x2, . . . , xn) nebo zkráceně y = f(X). Č́ıslu y ř́ıkáme funkčńı hodnota

v bodě X.

Poznámka

1. V souladu s terminologíı, kterou použ́ıváme u funkce jedné proměnné,

x1, x2 . . . , xn budeme nazývat nezávislé proměnné, argumenty funkce f , y

bude závislá proměnná.

2. Pro funkci dvou proměnných voĺıme mı́sto y = f(x1, x2) označeńı

z = f(x, y).

3. Pro funkci tř́ı proměnných voĺıme mı́sto y = f(x1, x2, x3) označeńı

u = f(x, y, z).

4. Neńı-li zadán definičńı obor, pak se j́ım rozumı́ maximálńı ,,př́ıpustná“

podmnožina v R
n, tj. množina bod̊u, ve kterých má daná funkce smysl, ve kterých

existuje funkčńı hodnotu.

5. Kromě označeńı Df pro definičńı obor funkce se také použ́ıvá D(f), Dom f .
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Řešené úlohy

Př́ıklad 4.1.1. Určete a graficky znázorněte definičńı obor funkce

z =
ln(x + 1)

√

4 − x2 − y2
.

Řešeńı: Sestav́ıme jednotlivé omezuj́ıćı podmı́nky, které nám vymeźı hleda-

nou podmnožinu v R
2.

1. Logaritmus je schopen p̊usobit pouze na kladná reálná č́ısla, tedy

x + 1 > 0 ⇒ x > −1.

2. Neumı́me dělit nulou. Proto ve zlomku muśı být jmenovatel r̊uzný od nuly, což

nám dává podmı́nku

√

4 − x2 − y2 6= 0 ⇒ 4 − x2 − y2 6= 0 ⇒ x2 + y2 6= 4.

3. Odmocnina je schopna p̊usobit pouze na reálná č́ısla nezáporná,

4 − x2 − y2 ≥ 0 ⇒ x2 + y2 ≤ 4.

Všechny tři podmı́nky muśı platit současně, každá z nich vymezuje podmnožinu

v R
2. Definičńım oborem bude pr̊unik jednotlivých podmnožin, Obr. 4.1.1.

Podmı́nka 1. určuje množinu uspořádaných dvojic reálných č́ısel [x, y] ∈ R
2,

pro které plat́ı x > −1. Jedná se o polorovinu s hraničńı př́ımkou x = −1, ta ale

do této množiny nepatř́ı. Proto ji v grafickém vyjádřeńı vyznač́ıme čárkovaně.

Podmı́nka 2. určuje množinu bod̊u [x, y] ∈ R
2, pro které plat́ı x2 + y2 6= 4.

Jedná se o všechny body roviny, které nelež́ı na kružnici se středem v počátku

a s poloměrem 2. Tuto skutečnost vyznač́ıme tak, že do grafického vyjádřeńı

nakresĺıme čárkovaně kružnici se středem v počátku a poloměrem 2. Bude to

znamenat, že body, které lež́ı na této kružnici, do definičńıho oboru nepatř́ı.

Podmı́nka 3. určuje množinu bod̊u [x, y] ∈ R
2, pro které plat́ı x2 + y2 ≤ 4.

Jedná se o kruh se středem v počátku a poloměrem 2.
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x

y
x = −1

−1

2

−2

Obr. 4.1.1

Př́ıklad 4.1.2. Určete a graficky znázorněte definičńı obor funkce

z =
√

y sin x.

Řešeńı: Zformulujeme omezuj́ıćı podmı́nku na definičńı obor, y sin x ≥ 0.

Tato nerovnice je splněna, když oba činitelé jsou bud’ současně nezáporńı, nebo

současně nekladńı,

y sin x ≥ 0 ⇒ (y ≥ 0 ∧ sin x ≥ 0) ∨ (y ≤ 0 ∧ sin x ≤ 0).

Zbývá diskutovat podmı́nku sinx ≥ 0 resp. sin x ≤ 0. Řešeńım prvńı nerovnice

je sjednoceńı interval̊u

x ∈
⋃

k∈Z

〈0 + k2π, π + k2π〉, kde Z je množina celých č́ısel.

Pro hodnoty x z těchto interval̊u je funkce sinx nezáporná, červená část sinusoidy,

Obr. 4.1.2.

x

y

0 π 2π 3π−π−2π−3π−4π

−1

1

Obr. 4.1.2
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Řešeńım druhé nerovnice je sjednoceńı interval̊u

x ∈
⋃

k∈Z

〈−π + k2π, 0 + k2π〉.

Pro hodnoty x z těchto interval̊u je funkce sinx nekladná, modrá část sinusoidy,

Obr. 4.1.3.

x

y

0 π 2π 3π 4π−π−2π−3π

−1

1

Obr. 4.1.3

Grafické vyjádřeńı definičńıho oboru zadané funkce je na Obr. 4.1.4.

y

0

π

2π

3π−π

−2π

−3π

−4π x

Obr. 4.1.4

Vezmeme-li např. x ∈ (0, π), hodnota funkce sinx ≥ 0 a současně muśı být y ≥ 0.

Př́ıklad 4.1.3. Určete a graficky znázorněte definičńı obor funkce

z = arcsin(x + y).

Řešeńı: Funkce arkus sinus je schopna p̊usobit pouze na reálná č́ısla z in-

tervalu 〈−1, 1〉. Muśıme zař́ıdit, že argument funkce arkus sinus bude nabývat

jen hodnot z intervalu 〈−1, 1〉. Dostáváme omezuj́ıćı podmı́nku na definičńı obor

ve tvaru −1 ≤ x + y ≤ 1. Jedná se o systém dvou nerovnic,

−1 ≤ x + y ∧ x + y ≤ 1.

Řešeńım pak bude

−1 − x ≤ y ∧ y ≤ 1 − x.
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Definičńım oborem je pr̊unik dvou poloprostor̊u s hraničńımi př́ımkami y = −1−x

a y = 1−x. Nejdř́ıve zakresĺıme hraničńı př́ımky a pak vyznač́ıme vlastńı pr̊unik

poloprostor̊u, viz. Obr. 4.1.5.

y

y = −1−x

x
−1

−1

1

1

y = 1−x

Obr. 4.1.5

Př́ıklad 4.1.4. Určete a graficky znázorněte definičńı obor funkce tř́ı

proměnných

u = arcsin x + arcsin y + arcsin z.

Řešeńı: Funkce arkus sinus je schopna p̊usobit jen na č́ısla z intervalu 〈−1, 1〉,

−1 ≤ x ≤ 1 ∧ −1 ≤ y ≤ 1 ∧ −1 ≤ z ≤ 1.

Definičńı obor: Du = {[x, y, z] ∈ R
3 | |x| ≤ 1 ∧ |y| ≤ 1 ∧ |z| ≤ 1}, jedná se o

krychli se středem v počátku a délkou hrany 2.

x y

z

1

1
1

Obr. 4.1.6
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Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
x + y − 5

x − y + 8
.

2. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
√

16 − x2 − 4y2.

3. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
√

y2 − 1.

4. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z = ln x + ln y − ln(1 − x − y).

5. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z = ln(y(x + 2)).

6. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
1

arcsin x · arccos y
.

7. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z = (1 − x2 − y2)−
1

2 arccos 2x.

8. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z = arccos(x − y2 + 1).

9. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
√

cos(2x − y).

10. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z = tg (arcsin(x + y)).

Výsledky úlohy k samostatnému řešeńı

1. Omezuj́ıćı podmı́nka: x− y + 8 6= 0. Definičńı obor: Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y 6=

x + 8}, Obr. 4.1.7.

2. Omezuj́ıćı podmı́nka: 16 − x2 − 4y2 ≥ 0. Definičńı obor: Dz = {[x, y] ∈

R
2 |x2 + 4y2 ≤ 16}, Obr. 4.1.8.

y

x
−8

8

y = x+8 y

x

−2

2

4−4

Obr. 4.1.7 Obr. 4.1.8
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3. Omezuj́ıćı podmı́nka: y2−1 ≥ 0. Definičńı obor: Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y2 ≥ 1},

Obr. 4.1.9

4. Omezuj́ıćı podmı́nky: x > 0 ∧ y > 0 ∧ 1 − x − y > 0. Definičńı obor:

Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x > 0 ∧ y > 0 ∧ y < 1 − x}, Obr. 4.1.10.

y

x

−1

1

y

x1

1

y = 1−x

Obr. 4.1.9 Obr. 4.1.10

5. Omezuj́ıćı podmı́nky: y(x+2) > 0. Definičńı obor: Dz = {[x, y] ∈ R
2 | (y >

0 ∧ x + 2 > 0) ∨ (y < 0 ∧ x + 2 < 0)}, Obr. 4.1.11.

6. Omezuj́ıćı podmı́nky: arcsinx 6= 0 ∧ −1 ≤ x ≤ 1 ∧ arccos y 6= 0 ∧ −1 ≤

y ≤ 1. Definičńı obor: Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x 6= 0 ∧ −1 ≤ x ≤ 1 ∧ −1 ≤ y < 1},

Obr. 4.1.12.

y

x

−2

y

x1

1

Obr. 4.1.11 Obr. 4.1.12
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7. Omezuj́ıćı podmı́nky: 1−x2 − y2 ≥ 0 ∧
√

1 − x2 − y2 6= 0 ∧ −1 ≤ 2x ≤ 1.

Definičńı obor: Dz = {[x, y] ∈ R
2 | x2 + y2 < 1 ∧ −1

2
≤ x ≤ 1

2
}, Obr. 4.1.13.

8. Omezuj́ıćı podmı́nka: −1 ≤ x − y2 + 1 ≤ 1. Definičńı obor: Dz = {[x, y] ∈

R
2 | y2 ≤ x + 2 ∧ x ≤ y2}, Obr. 4.1.14.

y

x1
2

1−1
2

1
−

y

x−2

y2
= x

y2
= x+2

Obr. 4.1.13 Obr. 4.1.14

9. Omezuj́ıćı podmı́nka: cos(2x − y) ≥ 0. Definičńı obor: Dz = {[x, y] ∈

R
2 | 2x − y ∈ ∪k∈Z〈−

π
2

+ 2kπ, π
2

+ 2kπ〉}, Obr. 4.1.15.

10. Omezuj́ıćı podmı́nky: arcsin(x + y) 6= π
2

+ kπ ∧ −1 ≤ x + y ≤ 1, k ∈ Z.

Definičńı obor: Dz = {[x, y] ∈ R
2 | − 1 < x + y < 1}, Obr. 4.1.16.

y

x

y = 2x+k2π
2

π
−

y = 2x+k2π
2

π
+

y = −1−x

y

y = 1−x

x

Obr. 4.1.15 Obr. 4.1.16
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Kontrolńı test

1. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
√

ln(x + y).

a)Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y > 1 − x} b)Dz = {[x, y] ∈ R

2 | y ≤ 1 − x}

y

x1

1y = 1−x

y

x
1

1 y = 1−x

Obr. 4.1.17 Obr. 4.1.18

c)Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y ≥ 1 − x} d)Dz = {[x, y] ∈ R

2 | y < 1 − x}

y

x1

1
y = 1−x

y

x
1

1 y = 1−x

Obr. 4.1.19 Obr. 4.1.20

2. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z = ln(xy − 3).

a)Dz = {[x, y] ∈ R
2 |xy > 3} b)Dz = {[x, y] ∈ R

2 |xy ≤ −3}

y

x

y = 
x
3

y

x

y = − x
3

Obr. 4.1.21 Obr. 4.1.22
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c)Dz = {[x, y] ∈ R
2 |xy < −3} d)Dz = {[x, y] ∈ R

2 | xy ≥ 3}

y

x

y = − x
3

y

x

y = 
x
3

Obr. 4.1.23 Obr. 4.1.24

3. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z = arcsin
x2 + y2 − 17

8
.

a) Dz = {[x, y] ∈ R
2 | x2 + y2 = 9

∨x2 + y2 ≤ 25}

b) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x2 + y2 > 9

∧x2 + y2 < 25}

y

x−5 53−3

y

x−5 53−3

Obr. 4.1.25 Obr. 4.1.26

c) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x2 + y2 ≥ 9

∧x2 + y2 ≤ 25}

d) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x2 + y2 ≤ 9}

y

x−5 53−3

y

x3−3

Obr. 4.1.27 Obr. 4.1.28
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4. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
1

√

x2 + y2 − 9
.

a)Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x2 + y2 6= 9} b)Dz = {[x, y] ∈ R

2 | x2 + y2 > 9}

y

x3−3

y

x3−3

Obr. 4.1.29 Obr. 4.1.30

c)Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x2 + y2 ≤ 9} d)Dz = {[x, y] ∈ R

2 | x2 + y2 ≥ 9}

y

x3−3

y

x3−3

Obr. 4.1.31 Obr. 4.1.32

5. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z = arccos

(
2x2

9
+ 2y2 − 1

)

.

a)Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x2 + 9y2 ≥ 9} b)Dz = {[x, y] ∈ R

2 | x2 + 9y2 ≤ 9}

y

x
3

1

y

x

1

3

Obr. 4.1.33 Obr. 4.1.34
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c)Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x2 + y2 ≤ 1} d)Dz = {[x, y] ∈ R

2 |x2 + 9y2 6= 9}

y

x

1

1

y

x
3

1

Obr. 4.1.35 Obr. 4.1.36

6. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
1

2 + sin(x2 + y2 − 9)
.

a)Dz = {[x, y] ∈ R
2 |x2 + y2 6= 9} b)Dz = {[x, y] ∈ R

2 |x 6= 0 ∧ y 6= 0}

y

x3−3

y

x

Obr. 4.1.37 Obr. 4.1.38

c)Dz = {[x, y] ∈ R
2 | x2 + y2 ≥ 9} d)Dz = R

2

y

x3−3

y

x

Obr. 4.1.39 Obr. 4.1.40
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7. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
√

1 − x2 + y +
√

1 − x2 − y.

a) Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y ≥ x2 − 1

∧ y ≤ −x2 + 1}

b) Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y ≤ x2 + 1

∧ y ≥ −x2 − 1}

y

x

y = x2
−1

y = −x2
+1

y

x

y = x2
+1

y = −x2
−1

Obr. 4.1.41 Obr. 4.1.42

c) Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y ≤ −x2 + 1

∧ y ≥ −x2 − 1}

d) Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y ≤ x2 + 1

∧ y ≥ x2 − 1}

y

x

y = −x2
+1

y = −x2
−1

y

x

y = x2
−1

y = x2
+1

Obr. 4.1.43 Obr. 4.1.44
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8. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =

√

y − x2

x3 − y
.

a) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |

(y > x2 ∧ y < x3)

∨ (y < x2 ∧ y > x3)}

b) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |

y ≥ x2 ∧ y < x3}

y

x

y = x2

y = x3

y

x

y = x
2

y = x
3

Obr. 4.1.45 Obr. 4.1.46

c) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |

y ≥ x2 ∨ y < x3}

d) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |

(y ≥ x2 ∧ y < x3)}

∨ (y ≤ x2 ∧ y > x3)}

y

x

y = x2

y = x3

y

x

y = x2

y = x3

Obr. 4.1.47 Obr. 4.1.48
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9. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
√

sin(y − x2).

a) Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y − x2 ∈

⋃

k∈Z
(0 + 2kπ, π + 2kπ)}

b) Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y − x2 ∈

⋃

k∈Z
(0 + 2kπ, π + 2kπ〉}

y

x

y = x2
+kπ

y

x

y = x2
+kπ

Obr. 4.1.49 Obr. 4.1.50

c) Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y − x2 ∈

⋃

k∈Z
〈0 + 2kπ, π + 2kπ〉}

d) Dz = {[x, y] ∈ R
2 | y − x2 ∈

⋃

k∈Z
〈0 + 2kπ, π + 2kπ)}

y

x

y = x2
+kπ

y

x

y = x2
+kπ

Obr. 4.1.51 Obr. 4.1.52

10. Určete a načrtněte definičńı obor funkce z =
1

x2 − y2
+arcsin x+arccos y.
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a) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |

|x| ≤ 1 ∧ |y| ≤ 1 ∧ |y| 6= |x|}

b) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |

|x| ≤ 1 ∧ |y| ≤ 1 ∧ y 6= x}

y

x

y = −x y = x

1

y

x

y = x

1

Obr. 4.1.53 Obr. 4.1.54

c) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |

(|x| ≤ 1 ∨ |y| ≤ 1) ∧ y 6= x}

d) Dz = {[x, y] ∈ R
2 |

|x| < 1 ∧ |y| < 1}

y

x

y = x

1

y

x1

Obr. 4.1.55 Obr. 4.1.56

Výsledky testu

1. c), 2. a), 3. c), 4. b), 5. b), 6. d), 7. a), 8. d), 9. c), 10. a).
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