
Matematika II 6.1. Lokálnı́ extrémy

6. Extrémy funkćı v́ıce proměnných

Pr̊uvodce studiem

Hledáńı extrémů je v praxi často řešená úloha. Např. při cestě z bodu A

do bodu B se snaž́ıme naj́ıt nejkratš́ı cestu. Ve firmách je snaha minimalizovat

náklady, maximalizovat zisk. Fyzikálńı systémy se snaž́ı zaujmout stavy s nejnižš́ı

energíı.

V této kapitole se budeme zabývat hledáńım extremálńıch hodnot tzv. ma-

xim resp. minim pro funkce v́ıce proměnných, předevš́ım se však soustřed́ıme

na funkce dvou proměnných.

Ćıle

Lokálńı extrémy funkćı v́ıce proměnných, vázané extrémy, globálńı extrémy.

Předpokládané znalosti

Lokálńı a globálńı extrémy funkćı jedné proměnné.

6.1. Lokálńı extrémy

Výklad

Definice 6.1.1.

Řekneme, že funkce f : R
n ⊇ Df → R nabývá v bodě A ∈ Df lokálńıho

maxima, jestliže existuje okoĺı O(A) ⊆ Df bodu A takové, že ∀X ∈ O(A)

plat́ı f(X) ≤ f(A).

Řekneme, že funkce f : R
n ⊇ Df → R nabývá v bodě A ∈ Df lokálńıho

minima, jestliže existuje okoĺı O(A) ⊆ Df bodu A takové, že ∀X ∈ O(A)

plat́ı f(X) ≥ f(A).
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Poznámka

V př́ıpadě ostrých nerovnost́ı v předcházej́ıćı definici hovoř́ıme o ostrém

lokálńım maximu resp. o ostrém lokálńım minimu.

Definice 6.1.2.

Řekneme, že bod A ∈ R
n je stacionárńım bodem funkce f : R

n ⊇ Df → R,

jestliže

∂f

∂xi

(A) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Následuj́ıćı Fermatova věta vyjadřuje nutnou podmı́nku pro existenci lokál-

ńıho extrému.

Věta 6.1.1.

Necht’ f : R
n ⊇ Df → R má v bodě A lokálńı extrém a necht’ v tomto bodě

existuj́ı všechny parciálńı derivace funkce f . Pak bod A je stacionárńım bodem

funkce f .

Poznámka

1. Fermatova věta nevylučuje možnost, že lokálńı extrém existuje i v bodě A,

který neńı stacionárńım bodem funkce f , protože v něm některá parciálńı derivace

neexistuje.

2. Podmı́nka pro stacionárńı bod, tj.
∂f

∂xi

(A) = 0, je ekvivalentńı s podmı́nkou

df(A) = 0, tj. totálńı diferenciál funkce f v bodě A je roven nule.

3. Rovnost df(A) = 0 je pouze nutnou podmı́nkou pro existenci lokálńıho extrému,

tj. z platnosti této podmı́nky ještě nevyplývá existence lokálńıho extrému. Plat́ı-li

df(A) 6= 0, pak v bodě A lokálńı extrém neexistuje.

Na Obr. 6.1.1 je funkce, která má v bodě A ostré lokálńı maximum, bod A

je stacionárńım bodem funkce f . V bodě A existuje parciálńı derivace funkce f

podle x i podle y a obě parciálńı derivace v bodě A maj́ı hodnotu 0. V bodech

kružnice k má funkce lokálńı minima, i když v těchto bodech neexistuje žádná
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parciálńı derivace.

x

y

z

k

Obr. 6.1.1

Věta 6.1.2.

Necht’ f : R
n ⊇ Df → R je alespoň dvakrát spojitě diferencovatelná (tj. existuj́ı

spojité parciálńı derivace alespoň druhého řádu) na okoĺı bodu A ∈ R
n. Pak je-li

(a) d2f(A) < 0, funkce f má v bodě A ostré lokálńı maximum,

(b) d2f(A) > 0, funkce f má v bodě A ostré lokálńı minimum.

Uvažujme funkci dvou proměnných z = f(x, y), dvakrát spojitě diferencova-

telnou na okoĺı bodu A = [x0, y0] ∈ R
2, bod A necht’ je stacionárńım bodem

funkce f , tj.
∂f

∂x
(A) = 0 =

∂f

∂y
(A). Podle předchoźı věty o existenci lokálńıho

extrému rozhoduje hodnota totálńıho diferenciálu druhého řádu funkce f v bodě

A, tedy hodnota

d2f(A) =
∂2f

∂x2
(A)dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
(A)dxdy +

∂2f

∂y2
(A)dy2.

Výraz na pravé straně je kvadratická forma (tento pojem nebudeme definovat, te-

orii kvadratických forem se zabývá lineárńı a multilineárńı algebra) pro proměnné

dx a dy. Mimo jiné to znamená, že d2f(A) lze vyjádřit jako součin

d2f(A) = (dx dy) ·









∂2f

∂x2
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂y2
(A)









·

(

dx

dy

)

.
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Označme

D1 =
∂2f

∂x2
(A), D2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂y2
(A)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

hlavńı determinanty matice parciálńıch derivaćı druhého řádu. Pak pro stacionárńı

bod A funkce f plat́ı:

1. Je-li D1 > 0 ∧ D2 > 0, pak má funkce f v bodě A ostré lokálńı minimum,

2. Je-li D1 < 0 ∧ D2 > 0, pak má funkce f v bodě A ostré lokálńı maximum,

3. Je-li D2 < 0, pak pro funkci f v bodě A extrém neexistuje.

Na základě předchoźıch úvah můžeme zformulovat větu, která vyjadřuje po-

stačuj́ıćı podmı́nku pro existenci ostrého lokálńıho extrému.

Věta 6.1.3.

Necht’ funkce f : R
2 ⊇ Df → R je na okoĺı bodu A = [x0, y0] dvakrát spojitě

diferencovatelná. Necht’ bod A je jej́ı stacionárńı bod. Jestliže

D2 =
∂2f

∂x2
(A)

∂2f

∂y2
(A) −

(

∂2f

∂x∂y
(A)

)2

> 0,

pak má funkce f v bodě A ostrý lokálńı extrém. Je-li nav́ıc D1 =
∂2f

∂x2
(A) > 0,

jedná se o ostré lokálńı minimum, je-li D1 =
∂2f

∂x2
(A) < 0, jedná se o ostré

lokálńı maximum.

Poznámka

V př́ıpadě, že D2 = 0, nelze o existenci lokálńıho extrému rozhodnout. Tento

problém lze v některých př́ıpadech řešit tak, že vyšetř́ıme lokálńı chováńı funkce

f na okoĺı bodu A.

Uvažujme funkci tř́ı proměnných u = f(x, y, z), dvakrát spojitě diferencova-

telnou na okoĺı bodu A = [x0, y0, z0] ∈ R
2, bod A necht’ je stacionárńım bodem

funkce f , tj.
∂f

∂x
(A) = 0,

∂f

∂y
(A) = 0,

∂f

∂z
(A) = 0. Analogicky, jako pro funkci
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dvou proměnných, můžeme sestavit matici druhých parciálńı derivaćı, resp.

d2f(A) = (dx dy dz) ·



















∂2f

∂x2
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂x∂z
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂y2
(A)

∂2f

∂y∂z
(A)

∂2f

∂x∂z
(A)

∂2f

∂y∂z
(A)

∂2f

∂z2
(A)



















·











dx

dy

dz











.

Označme

D1 =
∂2f

∂x2
(A),

D2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂y2
(A)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, D3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂x∂z
(A)

∂2f

∂x∂y
(A)

∂2f

∂y2
(A)

∂2f

∂y∂z
(A)

∂2f

∂x∂z
(A)

∂2f

∂y∂z
(A)

∂2f

∂z2
(A)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

hlavńı determinanty matice parciálńıch derivaćı druhého řádu. Pak pro stacionárńı

bod A funkce f plat́ı:

1. Je-li D1 > 0 ∧ D2 > 0 ∧ D3 > 0, pak má funkce f v bodě A ostré lokálńı

minimum,

2. Je-li D1 < 0 ∧ D2 > 0 ∧ D3 < 0, pak má funkce f v bodě A ostré lokálńı

maximum,

3. Je-li D2 < 0, pak pro funkci f v bodě A extrém neexistuje.

Řešené úlohy

Př́ıklad 6.1.1. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 − 3xy + 3y2.

Řešeńı: Funkce je definovaná na celém R
2, Df = R

2. Postup řešeńı lze

rozdělit do následuj́ıćıch krok̊u:

1. Urč́ıme parciálńı derivace funkce f prvńıho řádu:

∂f

∂x
= 3x2 − 3y,

∂f

∂y
= −3x + 6y.
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2. Parciálńı derivace polož́ıme rovny nule, tj.
∂f

∂x
= 0,

∂f

∂y
= 0. Dostaneme

tak soustavu rovnic pro stacionárńı body funkce f .

3x2 − 3y = 0,

−3x + 6y = 0.

3. Soustavu rovnic pro stacionárńı body vyřeš́ıme. Ze druhé rovnice vyjádř́ıme

x a dosad́ıme do rovnice prvńı.

x = 2y ⇒ 3(2y)2 − 3y = 0 ⇒ 12y2 − 3y = 0 ⇒ y(4y − 1) = 0 ⇒

y = 0 ⇒ x = 0 ⇒ A1 = [0, 0]

y = 1

4
⇒ −3x + 6

4
= 0 ⇒ x = 1

2
⇒ A2 =

[

1

2
, 1

4

]

.

Našli jsme dva stacionárńı body, bod A1 = [0, 0] a A2 =
[

1

2
, 1

4

]

.

4. Urč́ıme matici parciálńıch derivaćı druhého řádu funkce f ,

Q =









∂2f

∂x2

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y∂x

∂2f

∂y2









=







6x −3

−3 6






.

5. Do matice Q postupně dosad́ıme jednotlivé stacionárńı body (tzn. x-ovou

souřadnici stacionárńıho bodu za x, y-ovou souřadnici stacionárńıho bodu za y).

Q(A1) =







0 −3

−3 6






, Q(A2) =







3 −3

−3 6






.

6. Vypoč́ıtáme determinanty D1, D2 pro matice Q(A1), Q(A2). Hodnoty de-

terminant̊u rozhodnou o charakteru extrémů.

Stac. bod Ai D1 D2 extrém z = f(Ai)

A1 = [0, 0] 0 −9 < 0 extrém neexistuje

A2 =
[

1

2
, 1

4

]

3 > 0 9 > 0 ostré lokálńı minimum z = − 1

16
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2

x
y

z

Obr. 6.1.2

Př́ıklad 6.1.2. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = e−x2
−y2

(2y2 + x2).

Řešeńı: Funkce je definovaná na celém R
2.

1. Urč́ıme parciálńı derivace prvého řádu:

∂f

∂x
= e−x2

−y2

(−2x)(2y2 + x2) + e−x2
−y2

2x = −2xe−x2
−y2

(2y2 + x2 − 1),

∂f

∂y
= e−x2

−y2

(−2y)(2y2 + x2) + e−x2
−y2

4y = −2ye−x2
−y2

(2y2 + x2 − 2).

2. Parciálńı derivace polož́ıme rovny nule, tj.
∂f

∂x
= 0,

∂f

∂y
= 0. Dostaneme

tak rovnice pro stacionárńı body funkce f ,

−2xe−x2
−y2

(2y2 + x2 − 1) = 0,

−2ye−x2
−y2

(2y2 + x2 − 2) = 0.

3. Rovnice pro stacionárńı body vyřeš́ıme. Výraz e−x2
−y2

je vždy r̊uzný od nuly

pro libovolné x, y, můžeme j́ım proto obě rovnice vykrátit,

x(2y2 + x2 − 1) = 0,

y(2y2 + x2 − 2) = 0.
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Polož́ıme-li v prvńı rovnici x = 0, dostáváme ze druhé rovnice y(2y2 − 2) = 0

řešeńı y = 0, y = ±1. Źıskali jsem tři stacionárńı body A1 = [0, 0], A2 = [0, 1] a

A3 = [0,−1].

Polož́ıme-li ve druhé rovnici y = 0, pak z prvńı rovnice x(x2 − 1) = 0 plyne

řešeńı ve tvaru x = 0, x = ±1. Stacionárńı bod A1 = [0, 0] jsme již vypoč́ıtali,

takže na základě předpokladu y = 0 jsme źıskali dva nové stacionárńı body, bod

A4 = [1, 0] a A5 = [−1, 0].

Zbývá ještě prověřit možnost, že x 6= 0, y 6= 0. V tomto př́ıpadě řeš́ıme

soustavu

2y2 + x2 − 1 = 0,

2y2 + x2 − 2 = 0.

Jestliže obě rovnice od sebe odečteme, dostáváme rovnici 1 = 0, toto ale ne-

plat́ı pro žádné x, y. Soustava nemá za tohoto předpokladu řešeńı. Žádný nový

stacionárńı bod jsme neźıskali.

Shrneme-li krok 3, výsledkem naš́ı snahy bylo určeńı pěti stacionárńıch bod̊u:

A1 = [0, 0], A2 = [0, 1], A3 = [0,−1], A4 = [1, 0], A5 = [−1, 0].

4. Urč́ıme matici parciálńıch derivaćı druhého řádu.

Q =









∂2f

∂x2

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y∂x

∂2f

∂y2
.









, kde

∂2f

∂x2
= ((−2 + 4x2)(2y2 + x2 − 1) − 4x2)e−x2

−y2

,

∂2f

∂x∂y
= 4xye−x2

−y2

(2y2 + x2 − 3),

∂2f

∂y∂x
= 4xye−x2

−y2

(2y2 + x2 − 3),

∂2f

∂y2
= ((−2 + 4y2)(2y2 + x2 − 2) − 8y2)e−x2

−y2

.
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5. Do matice parciálńıch derivaćı postupně dosad́ıme stacionárńı body (tzn.

x-ovou souřadnici stacionárńıho bodu dosad́ıme za proměnou x, y-ovou za y).

Q(A1) =





2 0

0 4



 , Q(A2) =





−2

e
0

0 −8

e



 , Q(A3) =





−2

e
0

0 −8

e



 ,

Q(A4) =





−4

e
0

0 2

e



 , Q(A5) =





−4

e
0

0 2

e



 .

6. Urč́ıme hodnoty D1, D2 a rozhodneme o charakteru extrémů.

Stac. bod Ai D1 D2 extrém z = f(Ai)

A1 = [0, 0] 2 > 0 8 > 0 ostré lokálńı minimum z = 0

A2 = [0, 1] −2

e
< 0 16

e2
> 0 ostré lokálńı maximum z = 2

e

A3 = [0,−1] −2

e
< 0 16

e2
> 0 ostré lokálńı maximum z = 2

e

A4 = [1, 0] −4

e
< 0 − 8

e2
< 0 extrém neexistuje

A5 = [−1, 0] −4

e
< 0 − 8

e2
< 0 extrém neexistuje

V bodě A1 má funkce f ostré lokálńı minimum. V bodech A2, A3 má funkce

f ostrá lokálńı maxima. V bodech A4, A5 funkce f extrém nemá, Obr. 6.1.3.

x

y

z

x

y

z

2

3

1

Obr. 6.1.3
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Př́ıklad 6.1.3. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x3 + y3.

Řešeńı: Definičńım oborem funkce f je Df = R
2.

1. Urč́ıme parciálńı derivace funkce f .

∂f

∂x
= 3x2,

∂f

∂y
= 3y2.

2. Parciálńı derivace polož́ıme rovny 0, dostáváme soustavu rovnic pro sta-

cionárńı body,

3x2 = 0,

3y2 = 0.

3. Řešeńım soustavy je jediný stacionárńı bod A = [0, 0].

4. Urč́ıme matici parciálńıch derivaćı druhého řádu,

Q =









∂2f

∂x2

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y∂x

∂2f

∂y2









=





6x 0

0 6x



 .

5. Do matice Q dosad́ıme stacionárńı bod,

Q =





0 0

0 0



 .

6. Determinant D1 = 0, D2 = 0. Nemůžeme o existenci extrému rozhod-

nout. Ovšem jaká bude funkčńı hodnota v bodě A? Dosad́ıme souřadnice bodu A

do funkčńıho předpisu funkce f , tedy f(A) = 0. Jak se funkce chová na okoĺı bodu

A = [0, 0]. Když dosad́ıme za x a za y záporná č́ısla, hodnota z bude záporná, tj.

z < f(A). Pokud za x a y do funkčńıho předpisu dosad́ıme kladná č́ısla, hodnota

z bude kladná, tj. z > f(A). Na libovolném okoĺı bodu [0, 0] existuj́ı body, je-

jichž funkčńı hodnota je větš́ı než f(A), ale zároveň existuj́ı body, jejichž funkčńı

hodnota je menš́ı než f(A). V bodě A = [0, 0] extrém neexistuje.
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x
y

z

Obr. 6.1.4

Př́ıklad 6.1.4. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + zy − z + y − 2x.

Řešeńı: Postupujeme analogicky jako v př́ıpadě funkce dvou proměnných.

Definičńım oborem funkce f je celé R
3.

1. Urč́ıme parciálńı derivace funkce f ,

∂f

∂x
= 2x − 2,

∂f

∂y
= 2y + z + 1,

∂f

∂z
= 2z + y − 1.

2. Sestav́ıme soustavu rovnic pro stacionárńı body,

2x − 2 = 0,

2y + z + 1 = 0,

2z + y − 1 = 0.

3. Řešeńım soustavy je bod A = [1,−1, 1].
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4. Urč́ıme matici parciálńıch derivaćı druhého řádu,

Q =



















∂2f

∂x2

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂x∂z

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y2

∂2f

∂y∂z

∂2f

∂x∂z

∂2f

∂y∂z

∂2f

∂z2



















=











2 0 0

0 2 1

0 1 2











.

5. Do matice Q dosad́ıme stacionárńı bod A = [1,−1, 1], tedy

Q(A) =











2 0 0

0 2 1

0 1 2











.

6. Determinant D1 = 2 > 0, D2 = 4 > 0, D3 = 6 > 0. V bodě A = [1,−1, 1]

má funkce f ostré lokálńı minimum z = −2.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + 6x + 3y2 − 12y + 11.

2. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 3xy − x + 2y.

3. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 − xy + 3x + y + 3.

4. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x3 − 12x − 2y2 − 4y.

5. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = −1

2
x2 + 5x + 1

3
y3 − 9y.

6. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x5 − 5x + y3 − 3y.

7. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + 3xy − 2x − 3y + 5y2 + 3.

8. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 − 4xy + 4x + 9

2
y2 − 15y.

9. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = (x2 + 4x)y + y2.

10. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 1

3
x3+ 1

2
x2−6x+ 1

3
y3+ 1

2
y2−20y.

Výsledky úlohy k samostatnému řešeńı

1. Stacionárńı bod: A = [−3, 2] - ostré lokálńı minimum f(A) = −10.

2. Stacionárńı bod: A = [−2

3
, 1

3
] - extrém neexistuje.
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3. Stacionárńı bod: A = [1, 5] - extrém neexistuje.

4. Stacionárńı body: A1 = [2,−1] - extrém neexistuje, A2 = [−2,−1] - ostré

lokálńı maximum f(A2) = 18.

5. Stacionárńı body: A1 = [5, 3] - extrém neexistuje, A2 = [5,−3] - ostré

lokálńı maximum f(A2) = 61

2
.

6. Stacionárńı body: A1 = [−1, 1] - extrém neexistuje, A2 = [1, 1] - ostré

lokálńı minimum f(A2) = −6, A3 = [1,−1] - extrém neexistuje, A4 = [−1,−1] -

ostré lokálńı maximum f(A4) = 6.

7. Stacionárńım bod: A = [1, 0] - ostré lokálńı minimum f(A) = 2.

8. Stacionárńım bod: A = [12, 7] - ostré lokálńı minimum f(A) = −57

2
.

9. Stacionárńı body: A1 = [0, 0] - extrém neexistuje, A2 = [−4, 0] - extrém

neexistuje, A3 = [−2, 2] - ostré lokálńı minimum f(A3) = −4.

10. Stacionárńı body: A1 = [2, 4] - ostré lokálńı minimum f(A1) = −58,

A2 = [2,−5] - extrém neexistuje, A3 = [−3, 4] - extrém neexistuje, A4 = [−3,−5]

- ostré lokálńı maximum f(A4) = 253

3
.
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