
Matematika II 6.2. Vázané extrémy

6.2. Vázané extrémy

Výklad

Daľśım typem extrémů, kterým se budeme zabývat jsou tzv. vázané extré-

my. Hledáme extrémy nějaké funkce vzhledem k předem zadaným podmı́nkám.

Definice 6.2.1.

Řekneme, že funkce f : R
n ⊇ Df → R má v bodě A ∈ Df lokálńı extrém

vázaný m podmı́nkami, m < n,

g1(x1, x2, . . . xn) = 0, g2(x1, x2, . . . xn) = 0, . . . , gm(x1, x2, . . . xn) = 0,

jestliže pro všechny body X ∈ O(A) ⊂ Df , které vyhovuj́ı uvedeným

podmı́nkám, plat́ı jeden ze vztah̊u:

1. f(X) ≥ f(A), pak má funkce f v bodě A vázané lokálńı minimum,

2. f(X) ≤ f(A), pak má funkce f v bodě A vázané lokálńı maximum.

Geometrický význam vázaných extrémů. Necht’ z = f(x, y), n = 2.

Bud’ dána podmı́nka g(x, y) = 0. Hledáme vázané extrémy funkce f vzhledem

k podmı́nce g(x, y) = 0. Extrém může nastat pouze v bodech z definičńıho oboru

funkce f , které lež́ı na křivce o rovnici g(x, y) = 0. Těmto bod̊um odpov́ıdaj́ı

body na ploše z = f(x, y), které tvoř́ı prostorovou křivku k (pr̊usečnice plochy

z = f(x, y) s př́ımou válcovou plochou g(x, y) = 0). Lokálńı extrémy funkce

z = f(x, y) vázané podmı́nkou g(x, y) = 0 jsou z geometrického hlediska lokálńımi

extrémy prostorové křivky k, Obr. 6.2.1.
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Věta 6.2.1.

Bud’ dána funkce f : R
n ⊇ Df → R a necht’ je dáno m, m < n, podmı́nek

gj(x1, x2, . . . , xn) = 0.

Jestliže má funkce Φ

Φ(x1, x2, . . . , xn, λ1, λ2, . . . , λm)=f(x1, x2, . . . , xn)+
m

∑

j=1

λjgj(x1, x2, . . . , xn),

kde λj ∈ R, j = 1, 2, . . . ,m, ve svém stacionárńım bodě lokálńı extrém, má i

funkce f v tomto bodě lokálńı extrém vázaný podmı́nkami gj(x1, x2, . . . , xn) = 0.

Poznámka

Předchoźı věta reprezentuje tzv. Lagrangeovu metodu hledáńı vázaného

extrému. Funkce Φ se nazývá Lagrangeova funkce. Reálná č́ısla λj se nazývaj́ı

Lagrangeovy multiplikátory. Stacionárńı body Lagrangeovy funkce Φ urč́ıme

jako řešeńı soustavy rovnic

∂Φ

∂xi

= 0 i = 1, 2, . . . , n,

gj(x1, x2, . . . , xn) = 0 j = 1, 2, . . . ,m.

Omezme se nyńı na funkci dvou proměnných z = f(x, y). V určitých př́ıpadech

při hledáńı vázaného extrému nemuśıme Lagrangeovu metodu použ́ıt.

Poznámka

Jestlǐze lze z rovnice g(x, y) = 0 jednoznačně vyjádřit y = ϕ(x) resp. x = ψ(y),

pak lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) vázané podmı́nkou g(x, y) = 0 m̊užeme

určit jako lokálńı extrémy funkce jedné proměnné z = f(x, ϕ(x)) resp. z =

f(ψ(y), y).
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Řešené úlohy

Př́ıklad 6.2.1. Nalezněte vázané extrémy funkce

f(x, y) = x+ y,

vzhledem k podmı́nce
1

x2
+

1

y2
= 1.

Řešeńı: Definičńı obor funkce f je Df = R
2, g(x, y) =

1

x2
+

1

y2
− 1 = 0.

1. Sestav́ıme Lagrangeovu funkci,

Φ(x, y, λ) = f(x, y) + λg(x, y) = x+ y + λ

(

1

x2
+

1

y2
− 1

)

.

2. Hledáme lokálńı extrémy Lagrangeovy funkce Φ. Nejdř́ıve urč́ıme parciálńı

derivace funkce Φ podle proměnných x, y,
∂Φ

∂x
= 1 − 2λ

x3
,

∂Φ

∂y
= 1 − 2λ

y3
.

3. Sestav́ıme soustavu rovnic pro stacionárńı body funkce Φ,
∂Φ

∂x
= 0, 1 − 2λ

x3
= 0, x3 − 2λ = 0,

∂Φ

∂y
= 0, ⇒ 1 − 2λ

y3
= 0, ⇒ y3 − 2λ = 0,

g(x, y) = 0,
1

x2
+

1

y2
− 1 = 0, x2 + y2 − x2y2 = 0,

pro x 6= 0, y 6= 0.

4. Soustavu vyřeš́ıme. Z prvńı rovnice př́ımo plyne x = 3
√

2λ. Ze druhé rovnice

dostáváme y = 3
√

2λ. Dosad́ıme do třet́ı rovnice za x a za y, dostaneme rovnici o

jedné neznámé λ,

3

√

(2λ)2 + 3

√

(2λ)2 − 3

√

(2λ)2 3

√

(2λ)2 = 0,

2
3
√

4λ2 − 3
√

4λ24λ2 = 0,

2
3
√

4λ2 − 2
3
√

2λ4 = 0,

3
√

2λ4 =
3
√

4λ2

2λ4 = 4λ2,

λ4 − 2λ2 = 0,

λ2(λ2 − 2) = 0.
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Dostáváme řešeńı ve tvaru:

λ1 =
√

2, λ2 = −
√

2, λ3 = λ4 = 0.

Hodnoty λi, i = 1, 2, 3, 4 dosad́ıme do prvńıch dvou rovnic a vypoč́ıtáme x a y.

Tedy

λ1 =
√

2 ⇒ x =
3

√

2
√

2 =
3

√√
8 =

√

3
√

8 =
√

2 = y,

λ2 = −
√

2 ⇒ x =
3

√

−2
√

2 = − 3

√√
8 = −

√

3
√

8 = −
√

2 = y,

λ3 = λ4 = 0 ⇒ x = 0 = y.

Celá soustava byla řešena za podmı́nky, že x 6= 0 a y 6= 0. Pro hodnotu λ3 = λ4 =

0 se x = 0 a y = 0, to je ovšem ve sporu s podmı́nkou a tedy λ3, λ4 neńı řešeńı

naš́ı soustavy rovnic. Řešeńım soustavy jsou tedy pouze dva stacionárńı body, a

to A1 = [
√

2,
√

2] pro λ1 =
√

2 a A2 = [−
√

2,−
√

2] pro λ2 = −
√

2.

5. Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı funkce Φ,

Q =









∂2Φ

∂x2

∂2Φ

∂x∂y

∂2Φ

∂y∂x

∂2Φ

∂y2









=







6λ

x4
0

0
6λ

y4






.

6. Dosad́ıme do Q jednotlivé stacionárńı body a odpov́ıdaj́ıćı hodnoty λ,

λ1 =
√

2 : Q(A1) =





3

2

√
2 0

0 3

2

√
2



 ,

λ2 = −
√

2 : Q(A2) =





3

2
(−

√
2) 0

0 3

2
(−

√
2)



 .

7. Podle determinant̊u D1 a D2 rozhodneme o charakteru vázaných extrémů.

Stac. bodAi D1 D2 vázaný extrém z = Φ(Ai)

A1 = [
√

2,
√

2] 3

2

√
2 > 0 9

2
> 0 vázané lokálńı minimum z = 2

√
2

A2 = [−
√

2,−
√

2] −3

2

√
2 < 0 9

2
> 0 vázané lokálńı maximum z = −2

√
2
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Poznámka

Pokud Lagrangeova funkce Φ nemá v některém svém stacionárńım bodě extrém,

pak to ještě neznamená, že i funkce f nemá v tomto bodě lokálńı extrém, viz.

př́ıklad 6.2.2.

Př́ıklad 6.2.2. Určete vázané extrémy funkce

f(x, y) = 27(x+ y − 1)

vzhledem k podmı́nce 9(x2 + y2) = 2x2y2.

Řešeńı: Definičńım oborem funkce f je množina Df = R
2, g(x, y) = 9(x2 +

y2) − 2x2y2 = 0.

1. Sestav́ıme Lagrangeovu funkci,

Φ(x, y, λ) = 27(x+ y − 1) + λ(9(x2 + y2) − 2x2y2).

2. Urč́ıme parciálńı derivace Lagrangeovy funkce Φ podle x, y,

∂Φ

∂x
= 27 + 18λx− 4λxy2,

∂Φ

∂y
= 27 + 18λy − 4λx2y.

3. Sestav́ıme soustavu rovnic pro stacionárńı body funkce Φ,

27 + 18λx− 4λxy2 = 0,

27 + 18λy − 4λx2y = 0,

9(x2 + y2) − 2x2y2 = 0.

4. Soustavu vyřeš́ıme. Odečteme od sebe prvńı dvě rovnice, tj.
∂Φ

∂y
− ∂Φ

∂x
,

dostáváme

2λ(y − x)(9 + 2xy) = 0 ⇒ λ = 0 ∨ y = x ∨ y = − 9

2x
.

Jestliže λ = 0, pak prvńı dvě rovnice nejsou splněny. Proto se v tomto př́ıpadě

nejedná o řešeńı soustavy. Daľśı dva mezivýsledky postupně dosad́ıme do třet́ı
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rovnice. Uvažujme nejdř́ıve y = − 9

2x
,

9x2 + 9
81

4x2
− 2x2

81

4x2
= 0, x 6= 0,

4x4 − 18x2 + 81 = 0.

Použijeme substituci x2 = t, dostáváme kvadratickou rovnici

4t2 − 18t+ 81 = 0.

Diskriminant této rovnice D = (−18)2 − 16 · 81 < 0, tzn. rovnice nemá žádné

řešeńı.

Dosad’me nyńı y = x do třet́ı rovnice,

9x2 + 9x2 − 2x2x2 = 0,

18x2 + 2x4 = 0,

2x2(9 − x2) = 0.

Dostáváme řešeńı ve tvaru

x1 = 3, x2 = −3, x3 = x4 = 0.

Hodnoty yi, i = 1, 2, 3, 4 źıskáme z podmı́nky y = x, λi vypoč́ıtáme z libovolné

z prvńıch dvou rovnic soustavy. Tedy

x1 = 3 ⇒ y1 = 3 ⇒ λ1 = 1

2
,

x2 = −3 ⇒ y2 = −3 ⇒ λ2 = −1

2
,

x3 = x4 = 0 ⇒ y3 = y4 = 0 ⇒ řešeńı neexistuje.

Źıskali jsme dva stacionárńı body funkce Φ, A1 = [3, 3] pro λ1 = 1

2
, A2 = [−3,−3]

pro λ2 = −1

2
.

5. Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı funkce Φ,

Q =









∂2Φ

∂x2

∂2Φ

∂x∂y

∂2Φ

∂y∂x

∂2Φ

∂y2









=





18λ− 4λy2 −8λxy

−8λxy 18λ− 4λx2



 .
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6. Dosad́ıme do Q jednotlivé stacionárńı body a odpov́ıdaj́ıćı hodnoty λ,

λ1 = 1

2
: Q(A1) =





−9 −36

−36 −9



 ,

λ2 = −1

2
: Q(A2) =





9 36

36 9



 .

7. Podle determinant̊u D1 a D2 rozhodneme o charakteru vázaných extrémů.

Stac. bodAi D1 D2 vázaný extrém z = Φ(Ai)

A1 = [3, 3] −9 < 0 81 − 362 < 0 extrém neexistuje

A2 = [−3,−3] 9 > 0 81 − 362 < 0 extrém neexistuje

Lagrangeova funkce Φ v bodech A1, A2 nemá extrém, ovšem to ještě neznamená,

že i funkce f v těchto bodech nemá extrém.

8. Využijeme větu ?? Urč́ıme d2Φ,

d2Φ =
∂2Φ

∂x2
dx2 + 2

∂2Φ

∂x∂y
dxdy +

∂2Φ

∂y2
dy2,

a tedy

d2Φ = (18λ− 4λy2)dx2 − 16λxydxdy + (18λ− 4λx2)dy2.

9. Hodnota d2Φ ve stacionárńıch bodech funkce Φ rozhodne o vázaných extré-

mech funkce f . Dosad́ıme postupně do d2Φ bod A1 a bod A2,

d2Φ(A1) = −9dx2 − 72dxdy − 9dy2, d2Φ(A2) = 9dx2 + 72dxdy + 9dy2.

10. Diferencujeme podmı́nku g(x, y) = 0,

18xdx+ 18ydy + 4xy2dx+ 4x2ydy=0⇒(18x+ 4xy2)dx+ (18x+ 4x2y)dy=0.

Dosad́ıme za x a y souřadnice stacionárńıch bod̊u,

A1 : (18 · 3 + 12 · 9)dx+ (18 · 3 + 12 · 9)dy = 0 ⇒ dy = −dx,

A2 : (18 · (−3) − 12 · 9)dx+ (18 · (−3) − 12 · 9)dy = 0 ⇒ dy = −dx.
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V jistém okoĺı jak bodu A1, tak bodu A2 plat́ı dy = −dx. Tento vztah využijeme

v bodě 9. a dostáváme

A1 : d2Φ(A1) = 54dx2 > 0 ⇒ vázáné lokálńı minimum z = f(A1) = 135,

A2 : d2Φ(A2) = −54dx2 < 0 ⇒ vázáné lokálńı maximum z = f(A2) = −189.

Př́ıklad 6.2.3. Určete vázané extrémy funkce

f(x, y) = xy − x+ y − 1,

vzhledem k podmı́nce x+ y = 1.

Řešeńı: Definičńı obor funkce Df = R
2.

1. Z podmı́nky x + y = 1 můžeme vypoč́ıtat jak x, tak i y. Z podmı́nky

vyjádř́ıme např. y,

y = 1 − x.

2. Dosad́ıme y = 1 − x do funkce z = f(x, y) = xy − x + y − 1 a dostaneme

funkci jedné proměnné x,

z = x(1 − x) − x+ 1 − x− 1 = −x2 − x.

3. Hledáme extrémy funkce jedné proměnné.

z′ = −2x− 1 = 0 ⇒ x = −1

2
,

z′′ = −2 < 0.

Druhá derivace je záporná pro všechny body definičńıho oboru funkce jedné

proměnné z, a tedy i v bodě x = −1

2
je druhá derivace záporná, z′′(−1

2
) = −2 < 0.

Funkce z má v bodě x = −1

2
ostré lokálńı maximum. Dopoč́ıtáme hodnotu y,

y = 1 − (−1

2
) = 3

2
.

Funkce f(x, y) = xy−x+ y− 1 má v bodě A = [−1

2
, 3

2
] vázané lokálńı maximum

z = 1

4
.
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Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = 4x+ 2y+ 1 vzhledem k podmı́nce

y = x2 + x+ 1

4
.

2. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = 12x+ y− 3 vzhledem k podmı́nce

y = −x3 + 3.

3. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = 3y + 2x4 + 9x2 + 6 vzhledem

k podmı́nce y = −x4 + 3x2 − 2.

4. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = ex2+y vzhledem k podmı́nce

y = −x3.

5. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = ln(x2 + y2) vzhledem k podmı́nce

y = x+ 3.

6. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) =
√

4x+ y2 + 5 vzhledem k podmı́n-

ce y = 2x− 3.

7. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = x3 + y3 vzhledem k podmı́nce

2x+ 2y = 1.

8. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = −8x+6y−5 vzhledem k podmı́nce

x2 + y2 = 100.

9. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = 4x+ 3y− 4 vzhledem k podmı́nce

(x− 1)2 + (y − 2)2 = 1.

10. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = −3x − 9 vzhledem k podmı́nce

3y − y3 = x2.

Výsledky úlohy k samostatnému řešeńı

1. [−3

2
, 1] - vázané lokálńı minimum.

2. [−2, 11] - vázané lokálńı minimum, [2,−5] - vázané lokálńı maximum.

3. [0,−2] - vázané lokálńı minimum, [3,−56] - vázané lokálńı maximum,

[−3,−56] - vázané lokálńı maximum.
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4. [0, 0] - vázané lokálńı minimum, [2
3
,− 8

27
] - vázané lokálńı maximum.

5. [−3

2
, 3

2
] - vázané lokálńı minimum.

6. [1,−1] - vázané lokálńı minimum.

7. [1
4
, 1

4
] - vázané lokálńı minimum.

8. [8,−6] - vázané lokálńı minimum, [−8, 6] - vázané lokálńı maximum.

9. [1
5
, 7

5
] - vázané lokálńı minimum, [9

5
, 13

5
] - vázané lokálńı maximum.

10. [
√

2, 1] - vázané lokálńı minimum, [−
√

2, 1] - vázané lokálńı maximum.
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