
Matematika II 6.3. Globálnı́ extrémy

6.3. Globálńı extrémy

Výklad

Globálńı extrémy maj́ı stejný význam jako u funkćı jedné proměnné. Hle-

dáme je bud’ na celém definičńım oboru dané funkce, nebo na předem zadané

podmnožině definičńıho oboru.

Definice 6.3.1.

Řekneme, že funkce f : R
n ⊇ Df → R má na uzavřeném definičńım oboru Df

globálńı maximum (absolutńı maximum) v bodě A ∈ Df , jestliže ∀X ∈ Df

plat́ı f(X) ≤ f(A).

Řekneme, že funkce f : R
n ⊇ Df → R má na uzavřeném definičńım oboru Df

globálńı minimum (absolutńı minimum) v bodě A ∈ Df , jestliže ∀X ∈ Df

plat́ı f(X) ≥ f(A).

Je-li f(X) < f(A) resp. f(X) > f(A), hovoř́ıme o ostrém globálńım ma-

ximu resp. ostrém globálńım minimu.

Poznámka

Množina Df se nazývá uzavřená, jestlǐze obsahuje všechny své hraničńı body.

Hraničńım bodem množiny Df rozumı́me takový bod, jehož každé okoĺı obsa-

huje body X lež́ıćı v Df , tj. X ∈ Df , a současně obsahuje body Y nelež́ıćı v Df ,

tj. Y 6∈ Df . Také množina R
n je množina uzavřená. Ovšem hranice této množiny

je prázdná množina, ∅.

Poznámka

Na rozd́ıl od lokálńıch extrému, které se hledaj́ı na okoĺıch bod̊u, hledáme globálńı

extrémy na celé množině Df .

Uvažujme spojitou a alespoň dvakrát spojitě diferencovatelnou funkci (tj. exis-

tuj́ı spojité parciálńı derivace alespoň až do druhého řádu) z = f(x, y), defino-
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vanou na uzavřené množině Df . Necht’ hranice této množiny je křivka o rovnici

g(x, y) = 0. Globálńı extrémy funkce f na množině Df budeme určovat takto:

1. Urč́ıme lokálńı extrémy funkce f na množině Df , ze které vylouč́ıme hranici.

2. Urč́ıme lokálńı extrémy této funkce vázané podmı́nkou g(x, y) = 0.

3. Porovnáme funkčńı hodnoty všech extrémů. Extrém s největš́ı funkčńı hod-

notou bude globálńım maximem, extrém s nejmenš́ı funkčńı hodnotou bude

globálńım minimem.

Poznámka

Je-li hranice tvořena konečným počtem křivek, vyšetřujeme vázané extrémy

na jednotlivých křivkách. V tomto př́ıpadě ovšem muśıme uvažovat i vrcholy

hraničńıch křivek při konečném porovnáváńı funkčńıch hodnot.

Poznámka

Analogicky se postupuje i v př́ıpadě funkćı tř́ı a v́ıce proměnných.

Řešené úlohy

Př́ıklad 6.3.1. Nalezněte globálńı extrémy funkce z = f(x, y),

f(x, y) = x2 − 2y2 + 4xy − 6x − 1,

je-li Df = {[x, y] ∈ R
2 |x ≥ 0 ∧ y ≥ 0 ∧ y ≤ −x + 3}.

y

x0 3

3

Obr. 6.3.1
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Řešeńı: Definičńım oborem funkce f je trojúhelńık s vrcholy A = [0, 0],

B = [3, 0], a C = [0, 3] plus všechny body, které v něm lež́ı, Obr. 6.3.1.

1. Nejdř́ıve budeme hledat lokálńı extrémy funkce f v bodech lež́ıćıch uvnitř

trojúhelńıku ABC.

∂f

∂x
= 2x + 4y − 6 = 0,

∂f

∂y
= −4y + 4x = 0.

Řešeńım této soustavy je bod A1 = [1, 1], tento bod ovšem lež́ı uvnitř trojúhelńıku

ABC, lež́ı tedy v množině Df a má smysl hledat v tomto bodě lokálńı extrém

funkce f .

Sestav́ıme matici Q a dosad́ıme do matice Q bod A1,

Q =









∂2f

∂x2

∂2f

∂x∂y

∂2f

∂y∂x

∂2f

∂y2









=





2 4

4 −4



 ,

Q(A1) =





2 4

4 −4



 .

Determinant D1 = 2 > 0, D2 = −24 < 0, extrém v bodě A1 neexistuje.

2. Hraničńı křivka se skládá ze tř́ı úseček lež́ıćıch na př́ımkách. Jedná se o

př́ımku x = 0 pro y ∈ (0, 3), y = 0 pro x ∈ (0, 3) a y = −x + 3 pro x ∈ (0, 3).

Prověř́ıme existenci vázaných extrémů funkce f na jednotlivých úsečkách.

a) Necht’ g(x, y) = x = 0 pro y ∈ (0, 3). Pak

f(y) = −2y2 − 1

df

dy
= −4y = 0 ⇒ y = 0.

Dosadili jsme x = 0 do funkce f a źıskali jsme tak funkci pouze jedné proměnné y.

Funkci jsme derivovali podle y a dostali jsme stacionárńı bod y = 0. Ovšem tento

bod nelež́ı v intervalu (0, 3), a tedy vázaný extrém na této úsečce neexistuje.
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b) Necht’ g(x, y) = y = 0 pro x ∈ (0, 3). Pak

f(x) = x2 − 6x − 1

f ′(x) =
df

dx
= 2x − 6 = 0 ⇒ x = 3.

Ovšem bod x = 3 nelež́ı v intervalu (0, 3) a tedy vázaný extrém neexistuje.

c) Necht’ g(x, y) = y + x− 3 = 0 pro x ∈ (0, 3). Dosazujeme za y do funkce f

výraz y = −x + 3, tedy

f(x) = x2 − 2(−x + 3)2 + 4x(−x + 3) − 6x − 1

= −5x2 + 18x − 19

f ′(x) = −10x + 18 = 0 ⇒ x = 9

5
.

Bod x = 9

5
lež́ı v intervalu (0, 3) a má smysl zkoumat, zda-li v tomto bodě má

funkce f vázaný extrém. Vypoč́ıtáme druhou derivaci funkce f a urč́ıme hodnotu

derivace v bodě x = 9

5
,

f ′′(9

5
) = −10 < 0 ⇒ ostré lokálńı maximum.

Dopoč́ıtáme y-ovou souřadnici z rovnice y = −x + 3, tedy y = 6

5
. Funkce f má

v bodě A2 = [9
5
, 6

5
] vázané lokálńı maximum.

3. Protože je hranice tvořená jednotlivými křivkami, muśıme ještě vyšetřit

vrcholy trojúhelńıka ABC. Vypoč́ıtáme jednotlivé funkčńı hodnoty a vzájemně

je porovnáme.

f(A2) = −14

5
, f(A) = −1, f(B) = −10, f(C) = −19.

Porovnáme jednotlivé funkčńı hodnoty,

f(C) < f(B) < f(A2) < f(A).

Funkce f má v bodě A = [0, 0] globálńı maximum z = −1 a v bodě C = [0, 3]

globálńı minimum z = −19.
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Př́ıklad 6.3.2. Na elipse 9x2 + 16y2 ≤ 144 nalezněte globálńı extrémy funkce

z = f(x, y),

f(x, y) = 9x2 − 36x + 16y2 − 64y.

Řešeńı: Definičńım oborem funkce f je Df = {[x, y] ∈ R
2 | 9x2+16y2 ≤ 144}.

y

x

3

4

Obr. 6.3.2

Nalezneme lokálńı extrémy funkce f ,

∂f

∂x
= 18x − 36 = 18(x − 2) = 0,

∂f

∂y
= 32y − 64 = 32(y − 2) = 0.

Řešeńım soustavy je bod A1 = [2, 2]. Je nutné ověřit, že bod A1 lež́ı v Df ,

dosazeńım snadno zjist́ıme, že A1 vyhovuje nerovnici elipsy. Sestav́ıme matici

parciálńıch derivaćı druhého řádu a urč́ıme hodnoty determinant̊u D1, D2. Obě

hodnoty jsou kladné, funkce f má v bodě A1 ostré lokálńı minimum.

Sestav́ıme Lagrangeovu funkci a vyšetř́ıme existenci vázaných extrému na

hranici elipsy.

Φ = 9x2 − 36x + 16y2 − 64y + λ(9x2 + 16y2 − 144),

∂Φ

∂x
= 18x − 36 + 18λx = 0 ⇒ x =

2

1 + λ
,

∂Φ

∂y
= 32y − 64 + 32λy = 0 ⇒ y =

2

1 + λ
.

Dosad́ıme do rovnice vazby (g(x, y) = 9x9 + 16y2 − 144 = 0),

9

(

2

1 + λ

)2

+ 16

(

2

1 + λ

)2

= 144 ⇒ λ2 = 1

6
, λ3 = 11

6
.

Pro λ2 = 1

6
dopoč́ıtáme x2 = y2 = 12

5
, źıskali jsme stacionárńı bod A2 = [12

5
, 12

5
].

Stejně postupujeme i pro hodnotu λ3 = 11

6
, x3 = y3 = −12

5
, tedy A3 = [−12

5
,−12

5
].
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Sestav́ıme matici parciálńıch derivaćı druhého řádu pru Lagrangeovu funkci

Φ a urč́ıme hodnoty př́ıslušných determinant̊u. V bodě A2 = [12
5
, 12

5
] má funkce

f vázané lokálńı minimum, v bodě A3 = [−12

5
,−12

5
] má funkce f vázané lokálńı

maximum.

Porovnáńım funkčńıch hodnot rozhodneme o existenci globálńıch extrémů

funkce f ,

f(A1) = −100 < f(A2) = −96 < f(A3) = 384.

Funkce f má v bodě A1 = [2, 2] globálńı minimum z = −100 a v bodě

A3 = [−12

5
,−12

5
] globálńı maximum z = 384.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 − y na čtverci s vrcholy [1, 1],

[3, 1], [1, 3], [3, 3].

2. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 na trojúhelńıku s vrcholy

[0, 0], [2, 0], [0, 1].

3. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 4y na kruhu x2 + y2 ≤ 1.

4. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 3x + 4y + 1 na kruhu

(x − 3)2 + (y − 1)2 ≤ 1.

5. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 5x − 3y + 1 na trojúhelńıku

s vrcholy [1, 4], [−2, 1], [0,−1].

6. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = −x2 − y2 + 2y na trojúhelńıku

s vrcholy [1, 4], [−2, 1], [0,−1].

7. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = −x2−y2 +2y na čtverci s vrcholy

[0, 0], [−1, 0], [−1,−1], [0,−1].

8. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = −x2 − y2 + 2y na kruhu

x2 + y2 ≤ 16.

9. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 2x+4y+1 na elipse x2 +4y2 ≤ 1.

10. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = (x−y)2+x2 na čtverci s vrcholy

[2, 0], [0, 2], [−2, 0], [0,−2].
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Výsledky úlohy k samostatnému řešeńı

1. [1, 3] - globálńı minimum, [3, 1] - globálńı maximum. Návod: pro vyjádřeńı

hraničńıch křivek stač́ı naj́ıt rovnice př́ımek, které jsou určeny vrcholy čtverce.

2. [0, 0] - globálńı minimum, [2, 0] - globálńı maximum.

3. [0,−1] - globálńı minimum, [0, 1] - globálńı maximum.

4. [12
5
, 1

5
] - globálńı minimum, [18

5
, 9

5
] - globálńı maximum.

5. [−2, 1] - globálńı minimum, [0,−1] - globálńı maximum.

6. [1, 4] - globálńı minimum, [0, 1] - globálńı maximum.

7. [−1,−1] - globálńı minimum, [0, 0] - globálńı maximum.

8. [0,−4] - globálńı minimum, [0, 1] - globálńı maximum.

9. [−
√

2

2
,−

√
2

4
] - globálńı minimum, [

√
2

2
,
√

2

4
] - globálńı maximum.

10. [0, 0] - globálńı minimum, [0,−2] - globálńı maximum, [0, 2] - globálńı

maximum.

Kontrolńı test

1. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = −2x2 + xy + 12x − 3y2 + 20y.

a) [0, 0] - ostré lokálńı minimum b) [0, 0] - ostré lokálńı maximum

c) [4, 4] - ostré lokálńı minimum d) [4, 4] - ostré lokálńı maximum

2. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x4 − 2x2 + y4 + 2y2.

a) [0, 0] - ostré lokálńı maximum

b) [1, 1] - ostré lokálńı minimum, [−1,−1] - ostré lokálńı maximum

c) [1, 0], [−1, 0] - ostrá lokálńı minima

d) [1, 0] - ostré lokálńı minimum, [0, 0], [−1, 0] - ostrá lokálńı maxima

3. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 2x3 + 2y3 + x2 − 4x − 24y.

a) [2
3
, 2] - ostré lokálńı minimum, [−1,−2] - ostré lokálńı maximum

b) [2
3
, 2], [2

3
,−2] - ostrá lokálńı minima, [−1, 2], [−1,−2] - ostrá lokálńı maxima

c) [2
3
,−2] - ostré lokálńı minimum, [−1, 2] - ostré lokálńı maximum

d) [2
3
, 2], [−1, 2] - ostrá lokálńı minima, [2

3
,−2], [−1,−2] - ostrá lokálńı maxima

4. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 1

3
x3 − xy2 + 2y + 4.
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a) [1, 1] - ostré lokálńı minimum

b) [−1,−1] - ostré lokálńı maximum

c) extrém neexistuje

d) [1, 1] - ostré lokálńı minimum, [−1,−1] - ostré lokálńı maximum

5. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = y2 − x2 vzhledem k podmı́nce

y = 2x + 3.

a) [−2,−1] - vázané lokálńı maximum

b) [−2,−1] - vázané lokálńı minimum

c) [2, 7] - vázané lokálńı maximum

d) [2, 7] - vázané lokálńı minimum

6. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = x2 + y vzhledem k podmı́nce

y = −x3 − 5

2
x2 + 18x + 32.

a) [2, 40] - vázané lokálńı maximum, [−3,−31] - vázané lokálńı minimum

b) [2, 50] - vázané lokálńı maximum, [−3,−−35

2
] - vázané lokálńı minimum

c) [−2,−12] - vázané lokálńı maximum, [3, 23] - vázané lokálńı minimum

d) [−2,−12] - vázané lokálńı minimum, [3, 23] - vázané lokálńı maximum

7. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = sin2 x + y2 − 9x2 vzhledem k pod-

mı́nce y = cos x.

a) [0, 1] - vázané lokálńı maximum b) [π
2
, 0] - vázané lokálńı maximum

c) [−π
2
, 0] - vázané lokálńı minimum d) [0,−1] - vázané lokálńı minimum

8. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 2x2 + y2 + y + 4x na čtverci

s vrcholy [2, 2], [−2, 2], [−2,−2], [2,−2].

a) [2,−2] - globálńı maximum

[−2,−2] - globálńı minimum

b) [2, 2] - globálńı maximum

[−2,−2] - globálńı minimum

c) [2,−2] - globálńı maximum

[−1,−1

2
] - globálńı minimum

d) [2, 2] - globálńı maximum

[−1,−1

2
] - globálńı minimum

9. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 − 3y + 6 na trojúhelńıku

s vrcholy [0, 0], [1, 2], [−1, 2].
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a) [0, 0] - globálńı maximum

[0, 2] - globálńı minimum

b) [0, 0] - globálńı maximum

[1, 2] - globálńı minimum

c) [0, 0] - globálńı maximum

[−1, 2] - globálńı minimum

d) [0, 0] - globálńı maximum

[0, 2], [0,−2] - globálńı minima

10. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x − 2y na kruhu x2 + y2 ≤ 5

4
.

a) [1
2
, 1] - globálńı maximum

[−1

2
,−1] - globálńı minimum

b) [−1

2
, 1] - globálńı maximum

[1
2
,−1] - globálńı minimum

c) [1
2
,−1] - globálńı maximum

[−1

2
, 1] - globálńı minimum

d) [−1

2
,−1] - globálńı maximum

[1
2
, 1] - globálńı minimum

Výsledky testu

1. d), 2. c), 3. a), 4. c), 5. b), 6. b), 7. a), 8. d), 9. a), 10. c)

Kontrolńı otázky

1. Co je to stacionárńı bod funkce?

2. Co jsou lokálńı extrémy funkce v́ıce proměnných?

3. Zformulujte Fermatovu větu.

4. Jak hledáme lokálńı extrémy funkćı dvou proměnných?

5. Jak hledáme lokálńı extrémy funkćı tř́ı proměnných?

6. Co jsou to vázané extrémy?

7. Jaký je geometrický význam vázaných extrémů?

8. Jaký je princip Lagrangeovy metody?

9. Co jsou to globálńı extrémy?

10. Zformulujte postup při hledáńı globálńıch extrémů.

Shrnut́ı lekce

V této kapitole jsme se naučili hledat tři druhy extrémů. Jednalo se o extrémy

lokálńı, vázané a globálńı. Všimněme si ještě, že určováńı globálńıch extrémů

zahrnuje hledáńı jak extrémů lokálńıch, tak extrémů vázaných.
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