Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

6.3. Globalni extrémy

Vyklad
Globélni extrémy maji stejny vyznam jako u funkci jedné proménné. Hle-
ddme je bud na celém definicnim oboru dané funkce, nebo na piedem zadané

podmnoziné definicniho oboru.

Definice 6.3.1.

Rekneme, 7e funkce f : R® D D ¢ — R ma na uzavieném definicnim oboru Dy
globélni maximum (absolutni maximum) v bodé A € Dy, jestlize VX € Dy
plati f(X) < f(A).

Rekneme, ze funkce f : R" O Dy — R méd na uzavieném definicnim oboru Dy
globélni minimum (absolutni minimum) v bodé A € Dy, jestlize VX € Dy
plati f(X) > f(A).

Je-li f(X) < f(A) resp. f(X) > f(A), hovoiime o ostrém globalnim ma-

ximu resp. ostrém globalnim minimu.

Pozndamka

MnoZina Dy se nazjvd uzavrend, jestlize obsahuje vsechny své hranicni body.
Hraniénim bodem mnozZiny Dy rozumime takovy bod, jehoZ kazZdé okoli obsa-
huje body X lezici v Dy, tj. X € Dy, a soucasné obsahuje body Y mnelezici v Dy,
4. Y & Dy. Také mnoZina R" je mnoZina uzaviend. Ovsem hranice této mnoziny

je prdazdnd mnozina, ().

Poznamka

Na rozdil od lokdlnich extrému, které se hledaji na okolich bodu, hleddme globdlni
extrémy na celé mnoziné Dy.
Uvazujme spojitou a alespon dvakrat spojité diferencovatelnou funkei (tj. exis-

tuji spojité parcidlni derivace alespon az do druhého Fadu) z = f(x,y), defino-
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

vanou na uzaviené mnoziné D;. Necht hranice této mnoziny je kfivka o rovnici
g(z,y) = 0. Globéln{ extrémy funkce f na mnoziné Dy budeme urcovat takto:

1. Urcime lokalni extrémy funkce f na mnoziné Dy, ze které vylou¢ime hranici.

2. Urcime lokaln{ extrémy této funkce vdzané podminkou g(z,y) = 0.

3. Porovname funkéni hodnoty vsech extrému. Extrém s nejvétsi funkéni hod-
notou bude globalnim maximem, extrém s nejmensi funkéni hodnotou bude

globalnim minimem.

Poznamka

Je-li hranice tvorena konecnym poctem krivek, vySetrujeme wvdzané extrémy
na jednotlivych krivkdch. V tomto pripadé ovsem musime uvaZovat i vrcholy

hranicnich krivek pri konecném porovndvani funkcnich hodnot.

Poznamka

Analogicky se postupuje i v pripadé funkci t7i a vice proménnych.

Resené dlohy
Piiklad 6.3.1. Naleznéte globélni extrémy funkce z = f(x,y),
flz,y) = 2® = 2y + day — 62 — 1,

jeliDy ={[z,y] eR?|z >0 ANy >0Ay<—z+3}

Obr. 6.3.1
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

Reseni: Definiénim oborem funkce f je trojihelnik s vrcholy A = [0,0],
B =13,0], a C =0, 3] plus vSechny body, které v ném lezi, Obr. 6.3.1.
1. Nejdrive budeme hledat lokdlni extrémy funkce f v bodech lezicich uvnitt

trojuhelniku ABC'.

g:2x+4y—620,
ox
g:—4y+4x:0.
Ay

Resenfm této soustavy je bod A; = [1, 1], tento bod ovSem lez{ uvnit# trojihelniku
ABC, lezi tedy v mnoziné Dy a ma smysl hledat v tomto bodé lokalni extrém
funkce f.

Sestavime matici () a dosadime do matice () bod Aj,

#
oxr?  O0xdy 2 4
Q - 2 2 - Y
ofr  of 4 —4
oyox 0y
2 4
Q(Al) -
4 —4

Determinant Dy =2 > 0, Dy = —24 < 0, extrém v bodé A; neexistuje.

2. Hranicni kiivka se sklada ze tii usecek lezicich na pfimkach. Jedna se o
piimku z = 0 pro y € (0,3), y =0 proz € (0,3) ay = —z + 3 pro z € (0,3).
Provérime existenci vazanych extrému funkce f na jednotlivych useckéch.

a) Necht g(x,y) =z =0 pro y € (0,3). Pak

fly) = -2 -1

d
—f:—4y:():>y:0.
dy

Dosadili jsme x = 0 do funkce f a ziskali jsme tak funkci pouze jedné proménné y.
Funkci jsme derivovali podle y a dostali jsme stacionarni bod y = 0. OvSem tento

bod nelezi v intervalu (0, 3), a tedy vazany extrém na této tisecce neexistuje.
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

b) Necht g(z,y) =y =0 pro z € (0,3). Pak

flz) =26z —1

R P _
f(x)—dx—Qx 6=0= x=3.

Ovsem bod x = 3 nelezi v intervalu (0, 3) a tedy vazany extrém neexistuje.
c) Necht g(z,y) =y +x —3 =0 pro x € (0,3). Dosazujeme za y do funkce f
vyraz y = —x + 3, tedy

flz) = i 2(—z + 3)2 +4x(—z+3)—6x—1
= —52%2 4+ 18z — 19

fl@)=—-10z+18=0 = == 2.

Bod z = £ lezi v intervalu (0, 3) a mé smysl zkoumat, zda-li v tomto bodé mé
funkce f vazany extrém. Vypocitame druhou derivaci funkce f a uré¢ime hodnotu

derivace v bodé x = g,
f"(3) = =10 < 0 = ostré lokdln{ maximum.

Dopocitame y-ovou souradnici z rovnice y = —x + 3, tedy y = g. Funkce f ma

v bodé Ay = [2, 8] vézané lokdlni maximum.

3. Protoze je hranice tvorena jednotlivymi kfivkami, musime jesté vysetrit
vrcholy trojuhelnika ABC'. Vypocitame jednotlivé funkéni hodnoty a vzajemné

je porovname.
f(A2) = =%, f(A)=-1, f(B)=-10, f(C)=-19.
Porovname jednotlivé funkéni hodnoty,
F(C) < f(B) < f(A2) < f(A).

Funkce f ma v bodé A = [0,0] globalni maximum z = —1 a v bodé C' = [0, 3]

globalni minimum 2z = —19.
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

Ptiklad 6.3.2. Na elipse 922 + 16y? < 144 naleznéte globalni extrémy funkce

z = f(z,y),
f(z,y) = 92* — 36z + 16y — 64y.

Reseni: Definiénim oborem funkce f je D; = {[z,y] € R? | 92%+16y> < 144}.

N
9

4

Obr. 6.3.2
Nalezneme lokalni extrémy funkce f,
0
8—£:18x—36:18($—2)20,
of
— =32y —64=32(y —2)=0.
oy (v —2)
Resenim soustavy je bod A; = [2,2]. Je nutné ovéfit, ze bod A; lezf v Dy,

dosazenim snadno zjistime, ze A; vyhovuje nerovnici elipsy. Sestavime matici
parcidlnich derivaci druhého radu a uréime hodnoty determinantu D;, Dy. Obé
hodnoty jsou kladné, funkce f ma v bodé A; ostré lokalni minimum.

Sestavime Lagrangeovu funkci a vysetiime existenci vazanych extrému na
hranici elipsy.

® = 927 — 362 + 16y — 64y + \(92* + 16y — 144),
g—i:18w—36+18)\x20 = le—i-i)\’
2

0P
— =32y —64+32\y=0 = y=

oy 1+ X\

Dosadime do roynice vazby (g(:g, y) = 927 + 16y* — 144 = 0),

2 2
9 —— 16— ) =144 = N\ =14, Ny =1L
<1+)\)+ <1+>\ = 2 67 7\3 6

Pro Ay = 1 dopoéitdame xo = yo = 12, ziskali jsme staciondrni bod Ay =
6 5

5
Stejné postupujeme i pro hodnotu A3 = %, T3 =Yz = —%, tedy Az = [—15—2 —%]
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Sestavime matici parcidlnich derivaci druhého fadu pru Lagrangeovu funkeci

® a uréime hodnoty piislusnych determinantu. V bodé Ay = [%, %] ma funkce
f vézané lokdlni minimum, v bodé Ay = [—22, —22] m4 funkce f vdzané lokalni

maximum.

Porovnanim funkénich hodnot rozhodneme o existenci globalnich extrému

funkce f,
f(Al) = —100 < f(AQ) = —-96 < f(Ag) = 384.

Funkce f mé& v bodée A; = [2,2] globdlni minimum z = —100 a v bodé

Az = [—2, —2] globdln{ maximum z = 384.

ljlohy k samostatnému feSeni

1. Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = x? — y na ¢tverci s vrcholy [1,1],
13,1], [1,3], [3, 3]

2. Urcete globdln{ extrémy funkce f(z,y) = 2? + 4 na trojihelniku s vrcholy
[0,0], [2,0], [0,1].

3. Urcete globdln{ extrémy funkce f(x,y) = 4y na kruhu 2% + y* < 1.

4. Urcete globalni extrémy funkce f(x,y) = 3z 4+ 4y + 1 na kruhu
(r-3P+ (-1 <1

5. Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = 5z — 3y + 1 na trojihelniku
s vrcholy [1,4], [-2,1], [0, —1].

6. Urcete globdln{ extrémy funkce f(x,y) = —2? — y* + 2y na trojtihelniku
s vrcholy [1,4], [-2,1], [0, —1].

7. Urcete globdln{ extrémy funkce f(x,y) = —z* —y*+2y na ¢tverci s vrcholy
0,0], [-1,0], [-1,—1], [0, —1].

8. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = —2% — y* + 2y na kruhu
x? + 9% < 16.

9. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = 2z +4y+1 na elipse 22 +4y? < 1.

10. Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = (z—vy)*+ 2 na ¢tverci s vrcholy

2,0], [0,2], [-2,0], [0,—2].
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Vysledky ulohy k samostatnému feSeni
1. [1, 3] - globalni minimum, [3, 1] - globdlni maximum. Navod: pro vyjadfeni

hrani¢nich kiivek stac¢i najit rovnice piimek, které jsou urceny vrcholy ¢tverce.

2. [0,0] - globalni minimum, [2,0] - globalni{ maximum.

3. [0, —1] - globalni minimum, [0, 1] - globalni maximum.

4. [, 1] - globaln{ minimum, [, 2] - globdln{ maximum.

5. [—2,1] - globaln{ minimum, [0, —1] - globdlni maximum.

6. [1,4] - globalni minimum, [0, 1] - globdln{ maximum.

7. [-1, —1] - globdln{ minimum, [0, 0] - globalni maximum.

8. [0, —4] - globalni minimum, [0, 1] - globalni maximum.

9. [—¥2, —¥?] - globdlni minimum, [\2[, *4[] globalni maximum.

10. [0,0] - globalni minimum, [0, —2] - globalni maximum, [0,2] - globalni

maximum.

Kontrolni test
1. Urcete lokalni extrémy funkce f(x,y) = —222 + xy + 122 — 3y* + 20y.

a) [0,0] - ostré lokdlni minimum b) [0,0] - ostré lokdlni maximum

c) [4,4] - ostré lokdlni minimum d) [4,4] - ostré lokdlni maximum

2. Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 2% — 222 + y* + 2¢%

a) [0,0] - ostré lokdlni maximum

b) [1,1] - ostré lokdlni minimum, [—1, —1] - ostré lokalni maximum
c) [1,0], [-1,0] - ostra lokdlni minima

d) [1,0] - ostré lokalni minimum, [0, 0], [—1,0] - ostra lokalni maxima

3. Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 223 + 23 + 2% — 4o — 24y.

,2] - ostré lokalni minimum, [—1, —2] - ostré lokdlni maximum

o

g\_/

2], [2, —2] - ostrd lokdlnf minima, [—1,2], [~1, —2] - ostré lokaln{ maxima

(@)
~—

, —2] - ostré lokdlni minimum, [—1, 2] - ostré lokalni maximum

~—
— o — —
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,2],[—1,2] - ostrd lokdln{ minima, [3, —2], [~1, —2] - ostrd lokdln{ maxima

4. Urcete lokdln{ extrémy funkce f(z,y) = s2° — 2y® + 2y + 4.
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a) [1,1] - ostré lokdlni minimum
b) [—1,—1] - ostré lokdlni maximum
¢) extrém neexistuje

d) [1,1] - ostré lokalni minimum, [—1, —1] - ostré lokaln{ maximum

5. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = y* — 2® vzhledem k podmince
y = 2x + 3.

a) [—2,—1] - vdzané lokalni maximum

b) [-2,—1] - vazané lokdln{ minimum

c) [2,7] - vazané lokalni maximum

d) [2,7] - vadzané lokalni minimum

6. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 2? + y vzhledem k podmince

y=—z%— 522+ 18z + 32.

,40] - vazané lokalni maximum, [—3, —31] - vdzané lokalni minimum
,50] - vézané lokdlni maximum, [—3, —=22] - vdzan¢ lokdln{ minimum

—2, —12] - vézané lokalni maximum, [3,23] - vdzané lokalni minimum

d) [-2,—12] - vézané lokalni{ minimum, [3, 23] - vdzané lokaln{ maximum

7. Uréete vazané extrémy funkce f(x,y) = sin® x + y? — 922 vzhledem k pod-

mince y = cos x.

a) [0,1] - vazané lokdlni maximum  b) [7,0] - vdzané lokalni maximum

¢) [=%,0] - vazané lokaln minimum d) [0, —1] - vdzané lokalni minimum
8. Urcete globalni extrémy funkce f(x,y) = 22* + y* + y + 4z na ctverci
s vrcholy [2,2], [-2,2], [-2,—2], [2, —2].
a) [2,—2] - globalni maximum b) [2,2] - globalni maximum
—2, —2] - globdlni minimum
c

)

[
[
[2, —2] - globaln{ maximum d) [2,2] - globalni maximum

[—1,—2] - globéln{ minimum —1, —3] - globéln{ minimum

9. Urcete globdln{ extrémy funkce f(z,y) = x? — 3y + 6 na trojtihelniku

s vrcholy [0,0], [1,2], [-1,2].
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

a) [0,0] - globalni maximum b) [0,0] - globalni maximum
0,2] - globalni minimum [1,2] - globalni{ minimum
c) [0,0] - globalni maximum d) [0,0] - globalni maximum
[—1, 2] - globaln{ minimum [0,2], [0,—2] - globaln{ minima

N =
|
=
I
.,
]
o
=
2.
2.
5.
5
=
5

Vysledky testu

1.d), 2.¢),3.a),4.¢),5.b),6.b), 7.a),8.d),9.a), 10. ¢)

Kontrolni otazky

Co je to stacionarni bod funkce?

Co jsou lokalni extrémy funkce vice proménnych?
Zformulujte Fermatovu vétu.

Jak hledame lokalni extrémy funkci dvou proménnych?
Jak hledame lokalni extrémy funkci t¥{ proménnych?
Co jsou to vazané extrémy?

Jaky je geometricky vyznam vazanych extrému?

Jaky je princip Lagrangeovy metody?

© 2 N o ot W

Co jsou to globélni extrémy?

10. Zformulujte postup pii hledani globalnich extrému.

Shrnuti lekce

V této kapitole jsme se naucili hledat tii druhy extrému. Jednalo se o extrémy
lokalni, vdzané a globalni. VSimnéme si jesté, ze urcovani globalnich extrému

zahrnuje hledani jak extrému lokalnich, tak extrému vazanych.
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