
Matematika II 7.1. Zavedeńı diferenciálńıch rovnic

Diferenciálńı rovnice

Pr̊uvodce studiem

Touto kapitolou se náplň základńıho kurzu bakalářské matematiky uzav́ırá.

Je tomu tak mimo jiné proto, že jsou zde souhrnně využ́ıvány poznatky źıskané

studiem předchoźıch témat. Neméně významná je i skutečnost, že diferenciálńı

rovnice a jejich řešeńı tvoř́ı jeden z piĺı̌r̊u matematického popisu děj̊u, s nimiž se

setkáváme ve většině technických disciplin.

Téma Diferenciálńı rovnice je rozděleno do tř́ı část́ı č́ıslovaných v kontextu

předmětu Bakalářská matematika II :

7. Úvod do problematiky diferenciálńıch rovnic

8. Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic 1. řádu

9. Lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu

V jednotlivých podkapitolách jsou předkládány základńı teoretické poznatky,

které jsou doplněny řešenými úlohami a př́ıklady k samostatnému procvičeńı.

V sekćıch 8.1, 8.4, 9.2 a 9.6 jsou zařazeny kontrolńı testy, které by měly sloužit

k pr̊uběžnému ověřeńı stupně zvládnut́ı př́ıslušné problematiky.

Předpokládané znalosti

Diferenciálńı a integrálńı počet funkćı jedné proměnné, funkce dvou proměnných

- v rozsahu odpov́ıdaj́ıćım předmětu Bakalářská matematika I a kapitolám 5 a 6

Bakalářské matematiky II.

Literatura

Pro doplněńı a rozš́ı̌reńı poznatk̊u o diferenciálńıch rovnićıch, jejich řešeńı a

aplikaćıch lze čerpat z celé řady zdroj̊u. Na některé z nich je odkazováno v tomto

textu ([17], [18]), jako daľśı lze doporučit např́ıklad [2], [10], [14].
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7. Úvod do problematiky diferenciálńıch rovnic

Ćıle

V úlohách, na které se zaměř́ıme, je úkolem nalézt neznámou funkci jedné

proměnné řešeńım rovnice, v ńıž se vyskytuj́ı také jej́ı derivace. Úvodem vysvětĺıme

základńı pojmy použ́ıvané v této partii matematiky, poté se budeme věnovat kla-

sifikaci základńıch typ̊u rovnic prvńıho řádu a metodám jejich řešeńı.

Z rovnic druhého řádu se zaměř́ıme pouze na rovnice s konstantńımi koefi-

cienty a v závěru připoj́ıme stručný úvod do řešeńı jednoduchých soustav dife-

renciálńıch rovnic.

7.1. Zavedeńı diferenciálńıch rovnic a typy jejich řešeńı

Výklad

Jako motivaci pro následuj́ıćı výklad uved’me dva př́ıklady, které reprezentuj́ı

velmi širokou škálu aplikaćı, v nichž se můžeme s diferenciálńımi rovnicemi setkat.

Řešené úlohy

Př́ıklad 7.1.1. Libovolná kružnice v rovině maj́ıćı střed na ose x, která se

dotýká v počátku souřadného systému osy y, má rovnici

(x − C)2 + y2 = C2 neboli x2 + y2 = 2Cx .

Ukážeme jiný zp̊usob, jakým lze systém těchto křivek vyjádřit - viz obr. 7.1.1.

Řešeńı: Nejprve budeme rovnici vpravo derivovat jako implicitně zadanou

funkci y(x). Po vyděleńı dvěma obdrž́ıme vztah x+yy′ = C, do kterého dosad́ıme

konstantu C vyjádřenou z p̊uvodńı rovnice:

C =
x2 + y2

2x
.
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Obr. 7.1.1. Svazek kružnic – k př́ıkladu 7.1.1. pro hodnoty

C = ±1, ±2, ±3, ±4.

Výsledek můžeme zapsat opět jako rovnici

2xyy′ + x2 − y2 = 0 , resp. y′ =
y2 − x2

2xy
,

která představuje hledaný výsledek.

Př́ıklad 7.1.2. Z fyziky je známo, že vlastńı kmity mechanické soustavy v od-

poruj́ıćım prostřed́ı lze popsat diferenciálńı rovnićı pro okamžitou výchylku y(t),

která je funkćı času t:
d2y

dt2
+ 2a

dy

dt
+ ω2y = 0 .

Zde jsou a koeficient odporu prostřed́ı a ω úhlová frekvence kmit̊u. Máme dokázat,

že v př́ıpadě netlumených kmit̊u (a = 0) má řešeńı této rovnice tvar

y(t) = A. sin(ωt + ϕ) ,

kde A, ϕ jsou libovolné konstanty představuj́ıćı amplitudu a fázi kmitavého po-

hybu.
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Řešeńı: Snadno se postupným výpočtem přesvědč́ıme, že pro druhou derivaci

okamžité výchylky plat́ı y′′(t) = −ω2A. sin(ωt+ϕ), takže nezávisle na hodnotách

konstant A, ϕ pro netlumené kmity plat́ı y′′ + ω2y = 0, což jsme měli potvrdit.

Výklad

V předchoźıch řešených úlohách jsem se seznámili s novými pojmy, které

použ́ıváme při popisu diferenciálńıch rovnic a jejich řešeńı. Následuj́ıćı definice

shrnuje nejd̊uležitěǰśı z nich.

Definice 7.1.1.

Rovnice tvaru F (y(n), y(n−1), · · · , y′, y, x) = 0 se nazývá diferenciálńı rovnice

n-tého řádu pro funkci y = y(x). Speciálně je

F (y′, y, x) = 0 nebo y′ = f(x, y)

diferenciálńı rovnice prvńıho řádu.

Řád diferenciálńı rovnice je řád nejvyšš́ı derivace hledané funkce y(x).

Řešeńım diferenciálńı rovnice je každá funkce, která rovnici vyhovuje (na

zadané množině).

Graf konkrétńıho řešeńı rovnice se nazývá integrálńı křivka.

Poznámka

Rovnice zavedené předchoźı definićı se často označuj́ı jako obyčejné na rozd́ıl od

rovnic parciálńıch, v nichž hledáme funkci v́ıce proměnných.

Čeština – na rozd́ıl od věťsiny jiných jazyk̊u – má označeńı řešeńı jak pro postup,

tak pro jeho výsledek. Proto je třeba věnovat textu věťśı pozornost a předcházet

nedorozuměńım.

Výsledná rovnice v př́ıkladu 7.1.1. je prvńıho řádu, př́ıklad 7.1.2. je ukázkou rov-

nice 2. řádu, kterou m̊užeme psát také ve tvaru y′′ + 2ay′ + ω2y = 0.

- 330 -



Matematika II 7.1. Zavedeńı diferenciálńıch rovnic

Výklad

V následuj́ıćım výkladu se budeme věnovat pouze rovnićım prvńıho řádu.

Rovnici považujeme za vyřešenou, známe-li všechna jej́ı řešeńı. Ta rozdělujeme

do několika typ̊u:

• obecné řešeńı rovnice 1. řádu představuje množinu funkćı tvaru

φ(x, y, C) = 0 nebo y = ϕ(x, C) ;

• partikulárńı řešeńı je konkrétńı funkce źıskaná z obecného řešeńı volbou

nebo výpočtem konstanty C;

• výjimečné řešeńı nelze źıskat z obecného pro žádnou hodnotu C; existuje

pouze u některých typ̊u rovnic a v tomto textu se j́ım nebudeme až na

výjimky zabývat.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Najděte diferenciálńı rovnici pro zadaný systém rovinných křivek:

a) paraboly y = x2 − 2Cx, b) logaritmické křivky y = ln(Cx + 1).

c) kružnice x2 + y2 = C2 (derivujte jako implicitně zadanou funkci).

2. Přesvědčte se, že uvedená funkce je řešeńım dané diferenciálńı rovnice (na

vhodném intervalu):

a) x2 − xy + y2 = C2, (x − 2y)y′ = 2x − y,

b) xy + ln y = 0, (1 + xy)y′ = y2,

c) y = x sin(ln x + C), xy′ − y −
√

x2 − y2 = 0,

3. Ukažte, že posledńı rovnice z předchoźıho př́ıkladu má výjimečné řešeńı y = x.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. a) xy′ − x2 − y = 0, b) xy′ = 1 − e−y, c) x + yy′ = 0.

2. Funkce y = x rovnici vyhovuje, avšak neńı součást́ı obecného řešeńı pro

žádné C.
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