
Matematika II 8.1. Separovatelné rovnice

8. Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic 1. řádu

8.1. Separovatelné rovnice

Ćıle

V předchoźı kapitole jsme poznali separovaný tvar diferenciálńı rovnice, který

bezprostředně umožňuje nalézt řešeńı integraćı. Existuje široká skupina úloh,

které jsou na takový tvar převoditelné bud’ jednoduchými úpravami v rovnici

nebo vhodnou substitućı. Označuj́ı se jako separovatelné rovnice a nyńı se

seznámı́me se třemi nejčastěǰśımi typy:

a) y′ = P (x).Q(y) (základńı tvar separovatelné rovnice),

b) y′ = f(ax + by + c),

c) y′ = f
(

y

x

)

(homogenńı rovnice).

8.1.1. Základńı typ

Výklad

U tohoto typu, který zapisujeme obvykle ve tvaru y′ = P (x).Q(y), postačuje

k separaci jednoduchá úprava rovnice (využijeme identity y′ = dy/dx):

dy

Q(y)
= P (x) dx ,

po ńıž může hned následovat integrace.

Př́ıklad 8.1.1. Najděte řešeńı rovnice y′ = −y.cotgx.

Řešeńı: Separace vede k rovnici

∫ dy

y
= −

∫ cos x

sin x
dx ,

kterou po integraci zaṕı̌seme takto:

ln |y| = − ln | sin x| + ln C .
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Po odlogaritmováńı dostáváme obecné řešeńı

y(x) =
C

sin x
.

V uvedeném př́ıkladu si povšimněme dvou skutečnost́ı, s nimiž se při výpoč-

tech často setkáváme. Vede-li integrace na logaritmickou funkci, je zvykem psát

logaritmovaný výraz v absolutńı hodnotě. Důvodem je – zjednodušeně řešeno –

požadavek, aby definičńı obor celého výrazu byl po integraci stejný jako před ńı.

Dále bývá vhodné psát integračńı konstantu ve formě logaritmu, jestliže bude

následně provedeno odlogaritmováńı. Tento krok usnadňuje zápis výsledku.

Poznámka

Výše uvedený základńı tvar separovatelné rovnice neńı jediný možný. Má řadu

variant, které však vždy vedou k separované rovnici. Jako ukázku uvád́ıme daľśı

řešený př́ıklad.

Př́ıklad 8.1.2. Najděte řešeńı počátečńı úlohy (x − 1)y′ + y2 = 0 , y(2) = −1.

Řešeńı: Postup při separaci je zřejmý z následuj́ıćıch krok̊u (přesvědčte se,

že rovnici lze zapsat i ve tvaru y′ = P (x).Q(y)):

(x − 1)y′ + y2 = 0 =⇒ (x − 1)
dy

dx
= −y2 =⇒

∫ dy

y2
= −

∫ dx

x − 1
.

Integraćı obdrž́ıme

−1

y
= − ln(x − 1) + C , odkud y(x) =

1

ln(x − 1) − C
.

Dosad́ıme-li do źıskaného obecného řešeńı z počátečńı podmı́nky x = 2, y = −1,

bude

−1 =
1

ln 1 − C
, tj. C = 1.
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Nyńı můžeme zapsat hledané řešeńı počátečńı úlohy:

yp(x) =
1

ln(x − 1) − 1
.

8.1.2. Rovnice typu y′ = f(ax + by + c)

Výklad

Uvědomme si nejprve, že y = y(x). Tuto rovnici lze tud́ıž pro libovolné kon-

stanty a, b 6= 0, c ∈ R transformovat na jednodušš́ı separovatelnou rovnici sub-

stitućı

ax + by + c = z(x) .

Derivováńım tohoto vztahu podle x dostáváme

a + by′ = z′ , odkud y′ =
z′ − a

b
, kde z′ =

dz

dx
.

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice vycháźı postupnými úpravami

z′ − a

b
= f(z) =⇒ z′ = a + bf(z) =⇒ dz

a + bf(z)
= dx .

Výsledkem je rovnice se separovanými proměnnými, v ńıž lze již pokračovat in-

tegraćı.

Popsaný postup budeme ilustrovat dvěma řešenými př́ıklady.

Řešené úlohy

Př́ıklad 8.1.3. Řešte rovnici y′ − y + 3x = 5.

Řešeńı: Naṕı̌seme-li zadáńı ve tvaru y′ = y− 3x+5, je na prvńı pohled zřejmé,

že f(z) = z = y − 3x + 5. Proto z′ = y′ − 3 a rovnice se dále transformuje a řeš́ı

takto:

z′ + 3 = z =⇒ dz

z − 3
= dx =⇒

∫ dz

z − 3
=

∫

dx .
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Po provedeńı integrace následuje zpětná substituce:

ln(z−3) = x+ln C =⇒ z = C.ex+3 =⇒ y−3x+5 = C.ex+3 .

Po drobné úpravě dostáváme obecné řešeńı

y(x) = C.ex + 3x − 2 .

Př́ıklad 8.1.4. Řešte rovnici y′ + (x − y)2 = 0.

Řešeńı: Nyńı je y′ = −(x − y)2, takže polož́ıme z = x − y, z′ = 1 − y′.

Rovnice přejde touto substitućı do tvaru (f(z) = −z2)

1 − z′ = −z2 =⇒ z′ = 1 + z2 =⇒
∫

dz

1 + z2
=

∫

dx .

Odtud

arctg z = x + C =⇒ z = tg (x + C) =⇒ y(x) = x − tg (x + c) .

O správnosti výsledk̊u se samozřejmě přesvědč́ıme zkouškou – dosazeńım

źıskaného řešeńı do p̊uvodńı rovnice, včetně př́ıpadného ověřeńı platnosti počátečńı

podmı́nky. S ohledem na omezený rozsah textu zde zkoušky neuvád́ıme, avšak

vřele doporučujeme jako samostatné cvičeńı.
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8.1.3. Homogenńı rovnice

Výklad

Diferenciálńı rovnici nazýváme homogenńı, lze-li ji upravit na tvar

y′ = f
(

y

x

)

.

Řeš́ıme ji převedeńım na separovatelnou rovnici substitućı

y

x
= z(x) =⇒ y = zx =⇒ y′ = z′x + z .

Poznámka

Termı́nem homogenńı bývaj́ı označovány i rovnice (popř́ıpadě soustavy rov-

nic) s nulovou pravou stranou, kterými se budeme zabývat v daľśıch kapitolách.

V tomto textu však uvedený název vyhrad́ıme pouze rovnićım výše uvedeného

tvaru.

Zároveň je vhodné připomenout, že funkce f(x, y) se na oblasti Ω ∈ R
2 nazývá

homogenńı stupně k, jestlǐze pro libovolné t 6= 0 plat́ı

f(tx, ty) = tkf(x, y) .

Doporučujeme povšimnout si této vlastnosti u člen̊u v rovnićıch uvedených ńı̌ze

(např. členy rovnice v následuj́ıćı úloze jsou homogenńı stupně 2).

Př́ıklad 8.1.5. Určete obecné řešeńı rovnice (2xy − x2)y′ = 3y2 − 2xy.

Řešeńı: Nejprve se přesvědč́ıme, že jde o homogenńı rovnici:

y′ =
3y2 − 2xy

2xy − x2
=

3
(

y

x

)2 − 2 y

x

2 y

x
− 1

= f
(

y

x

)

.

Nyńı uplatńıme substitučńı vztahy y/x = z, y′ = z′x + z:

z′x + z =
3z2 − 2z

2z − 1
=⇒ x

dz

dx
=

z2 − z

2z − 1
,
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odkud

∫

2z − 1

z2 − z
dz =

∫

dx

x
=⇒ ln |z2−z| = ln |x|+lnC =⇒ z2−z = Cx .

Po zpětné substituci a úpravě obdrž́ıme obecné řešeńı – tentokrát je funkce y(x)

vyjádřena implicitně:

y2 − xy − Cx2 = 0 .

Př́ıklad 8.1.6. Řešte počátečńı úlohu xy′ − y −
√

x2 − y2 = 0, y(1) = 1

2
.

Řešeńı: V upraveném tvaru této homogenńı rovnice,

y′ =
y

x
+

√

1 −
(

y

x

)2

,

opět zavedeme př́ıslušnou substituci a po separaci proměnných obdrž́ıme

∫

dz√
1 − z2

=
∫

dx

x
=⇒ arcsin z = ln |x| + C ,

odkud plyne obecné řešeńı

y = x. sin(ln |x| + C) .

Na závěr vypočteme konstantu C ze zadané podmı́nky:

1

2
= sin C =⇒ C = arcsin

1

2
=

π

6
.

Výsledným partikulárńım řešeńım je tud́ıž funkce

yp(x) = x. sin
(

ln |x| + π

6

)

.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Vysvětlete pojem separace proměnných v diferenciálńı rovnici.
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Otázka 2. Uved’te př́ıklady separovatelných diferenciálńıch rovnic.

Otázka 3. Kdy ř́ıkáme, že funkce f(x, y) je (na zadané oblasti) homogenńı

stupně k?

Otázka 4. Jak charakterizujeme homogenńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu?

Otázka 5. Popǐste algoritmus řešeńı homogenńı rovnice.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Řešte následuj́ıćı separovatelné rovnice:

a) y′ sin x = y cos x,

b) x2y′ − y2 = 1,

c) 2xyy′ = x + 2,

d) (x + y)y′ = 1.

2. Ověřte, že zadané diferenciálńı rovnice jsou homogenńı a najděte jejich obecné

řešeńı:

a) x2y′ = y2 + xy,

b) xy′ = y(ln y − lnx),

c) xy′ − y = 2
√

xy.

3. Určete partikulárńı řešeńı rovnic při zadaných podmı́nkách:

a) y′ + ey = 0, y(0) = 0,

b) (x + y)y′ = x − y, y(5) = 2,

c) 1 + y′ =
√

x + y + 1, y(−2) = 1.

4. Ověřte, že funkce y = −x − 1 je výjimečným řešeńım rovnice v př́ıkladu

3c). Ukažte, že v bodech lež́ıćıch na jej́ım grafu je porušena jednoznačnost řešeńı.
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Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. a) y = C. sin x, b) y = tg (C − 1

x
), c) y2 = x + 2 lnx + C,

d) y − ln(x + y + 1) = C.

2. a) y = − x
ln x+C

, b) y = xeCx+1, c) y = x(ln x + C)2.

3. a) y = ln(1 − x), b) x2 − 2xy − y2 = 1, c) y = x2

4
.

4. Dosazeńım se snadno přesvědč́ıme, že funkce y = −x − 1 zadané rovnici vy-

hovuje. Nelze ji však źıskat pro žádnou volbu konstanty C z obecného řešeńı,

kterým je systém parabol

y =
(

x + C

2

)2

− x − 1 ,

proto se jedná o řešeńı výjimečné. Př́ımka y = −x − 1 je společnou tečnou všech

těchto parabol, s nimiž má společný bod dotyku, j́ımž tedy procháźı výjimečné

řešeńı a jedno z partikulárńıch, takže nastává porušeńı jednoznačnosti - viz obr.

8.1.1.
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Obr. 8.1.1. Integrálńı křivky k př́ıkladu 4, hodnoty konstanty C a graf

výjimečného řešeńı jsou zřejmé z obrázku.

- 345 -



Matematika II 8.1. Separovatelné rovnice

Kontrolńı test

Úloha 1. Při které z podmı́nek a) – d) má rovnice (2x2 − xy)y′ = x − 2y právě

jedno řešeńı?

a) y(1) = 2 , b) y(0) = 1 , c) y(2) = 1 , d) y(0) = 2 .

Úloha 2. Označte funkci, která je řešeńım počátečńı úlohy xy′ = 1 + y , y(2) = 3.

a) y = x + 1 , b) y = −2x + 7 , c) y = 3x − 3 , d) y = 2x − 1 .

Úloha 3. Funkce y(x) je řešeńım počátečńı úlohy (x − y)y′ = 2 , y(3) = 0.

Určete bod x0 , v němž tato funkce nabývá hodnoty y0 = −2:

a) x0 = 1

e
, b) x0 = e , c) x0 = 1 , d) x0 = −e .

Úloha 4. Která z křivek a) – d) na obr. 8.4.2 je grafem řešeńı úlohy x+4yy′ = 0,

y(0) = 1?

−2 −1 0 1 2
−1.5
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−0.5

0

0.5

1

1.5
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2.5
y

x

a

b

c

d

Obr. 8.1.2. Křivky k testové úloze č. 4.
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Úloha 5. Vyberte funkci, která je partikulárńım řešeńım rovnice yy′ = x při

podmı́nce y(−2) = 4:

a) x2 − y2 = 12 , b) xy = 8 , c) y2 − x2 = 12 , d) xy = −8 .

Úloha 6. Diferenciálńı rovnice y′ + 1 =
√

x + y má při podmı́nce y(0) = 0

a) partikulárńı řešeńı y = x2

4
− x, výjimečné řešeńı y = −x,

b) partikulárńı řešeńı y = x2 − 4x, výjimečné řešeńı xy = 1,

c) partikulárńı řešeńı y = −x, výjimečné řešeńı y = x2

4
− x,

d) partikulárńı řešeńı y = 1 − x, výjimečné řešeńı y = x2

4
− x.

Úloha 7. Rozhodněte, který z následuj́ıćıch výraz̊u je obecným řešeńım rovnice

(2x − y)y′ = 4x − 3y .

a) (y − x)2(y − 4x) = C , b) (y − x)(y − 4x)2 = C ,

c) (y + x)2(y − 4x) = C , d) (y + x)(y − 4x)2 = C .

Úloha 8. Rovnićı 2xyy′ = y2 − x2 je určen svazek kružnic, které maj́ı střed na

ose x a dotýkaj́ı se osy y (a sebe navzájem) v počátku souřadného systému (obr.

8.4.3). Jaký poloměr R má ta z nich, která procháźı bodem [−2, 4] ?

a) R = 6 , b) R = 2 , c) R = 3 , d) R = 5 .

Úloha 9. Obecné řešeńı rovnice y′ + ey = 1 obsahuje konstantu C. Jej́ı hodnota

při podmı́nce y(0) = −1 je

a) C = 1 − e , b) C = 1 + e , c) C = e − 1 , d) C = e .

Úloha 10. Rychlost rozpadu radioaktivńıho prvku je př́ımo úměrná jeho okamži-

tému množstv́ı. Tuto skutečnost vyjadřuje diferenciálńı rovnice

dy

dt
= −λy ,
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Obr. 8.1.3. Svazek kružnic - k úloze 8.

kde y(t) je množstv́ı (počet) jader radionuklidu v okamžiku t a λ je tzv. rozpadová

konstanta. Poločas rozpadu T radionuklidu je doba, za kterou se počet jader

zmenš́ı na polovinu. Vztah mezi rozpadovou konstantou λ a poločasem rozpadu

T má tvar

a) T =
λ

2
, b) T =

ln 2

λ
, c) T =

λ

ln 2
, d) T =

2

λ
.

Výsledky testu

Č́ıslo úlohy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Správná odpověd’ c) d) a) d) c) a) b) d) c) b)
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