Matematika Il 8.3. Linearni diferencialni rovnice

8.3. Linearni diferencialni rovnice

Cile

Prehled zakladnich typu diferencidlnich rovnic prvniho tadu zakonéime po-
jednanim o linearnich rovnicich, které patii v praktickych tlohach k nejfrekven-
tovanéjsim. Ukazeme naptiklad, ze

— jejich Teseni mé predem danou pevnou strukturu,

— teSeni lze zapsat v obecném uzavieném tvaru (na rozdil od jinych typu

rovnic),
— postupy pii jejich feSeni maji urcité univerzalni rysy, které lze uplatnit i u

linearnich rovnic vyssich radu.

Vyklad

Definice 8.3.1.

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (LDR) je kazd4 rovnice tvaru

Y +p(x)y = q(=),

kde p(zx), q(x) jsou funkce spojité na mnoziné M C R, v niz hleddme feseni.

Je-li ¢(z) = 0 na M, nazyva se

Y +plx)y =0

zkracenou linearni rovnici nebo také rovnici bez pravé strany. V opacném

ptipadé hovotfime o iplné linearni rovnici.

Véta 8.3.1.

Zkracend linearni rovnice ma obecné feseni

y(x) = C.e~[r@)d
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Matematika Il 8.3. Linearni diferencialni rovnice

Dukaz: Ve zkracené rovnici lze proménné snadno separovat, a proto

Véta 8.3.2.

Obecné teseni uplné linearni rovnice ma obecné reseni
y(@) = §(z) + v(z)

kde g(z) je teSeni zkracené rovnice a v(z) je libovolné feseni uplné linearni

rovnice.

Dikaz: Z predpokladu véty je ziejmé, ze

y +plx)y=0 a dale v+ p(z)v = q(z).
Po dosazeni za y do uplné rovnice dostavame:
(9 +0) +p(@)(5 +v) = a(2),

y 4 p(x)y 4+ o' + p(x)v = q(z) .

Soucet prvnich dvou ¢lenu je podle prvniho predpokladu roven nule a zbyvajici

rovnost plati podle druhého predpokladu. Tim je dukaz podan.

Poznamka

Funkce v(x) z predchozi véty byjvd také oznacovdna jako partikuldrni integrdl

uplné linedrni rovnice.

Vyklad
Umime-li stanovit feseni zkracené LDR (zpravidla to neni obtizné), zbyva nalézt

zpusob urceni partikuldrniho integralu v(z). Sezndmime se s postupem nazyvanym
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Matematika Il 8.3. Linearni diferencialni rovnice

metoda variace konstanty. Jeji princip spociva v realizaci predpokladu, ze
feseni zkracené rovnice

y(z) = C.em [ @)z

bude vyhovovat rovnici uplné, jestlize nahradime konstantu C' vhodnou funkei,

kterou urcime vypoctem. Budeme tedy predpokladat, ze
y() = Cla).e”f &
je hledanym fesenim a dosadime tuto funkci do tuplné rovnice:

C'(z).e” P@ & _ O(g)e [P@ & p2) 4 C(z).e” [P p2) = g(a) .

y' () y(@)

Na levé strané se odectou ¢leny obsahujici funkei C'(z), takze zustane pouze vztah
C”(:p).e*fp(x) = q(x), odkud C'(x) = q(x).efp(“) do
Finalni tvar funkce C'(x) stanovime opét integract:
Cw) = [ ata)el 94 1+

s definitivni konstantou K. Tento vysledek nyni dosadime do vyrazu pro feseni

zkracené rovnice, abychom ziskali obecné feSeni iplné rovnice:

1(0) = ([ )l 7015 1 ) o

Po roznasobeni obdrzime konetnou podobu hledaného teseni, ktera odpovida

ocekdvanému tvaru:

y(x) = K. [r@d —I—e_fp(’”)dm./q(:p).efp(m) do

9(z)

v(z)
Tim jsme v podstaté provedli konstruktivni dukaz nésledujicitho tvrzeni o podobé

feseni linearni rovnice.
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Véta 8.3.3.
Uplné linedrn{ rovnice 3’ + p(z)y = q(x) mé obecné feseni y(z) = §(x) + v(x)

tvofené souctem feseni zkracené rovnice a partikularniho integralu

v(z) = e_fp(x)dm./q(:p).efp(m)dx :

Poznamka

Skutecnost, Ze se pri vypoctu vyrusi éleny obsahujici funkci C(x) neni ndhodnd.
Z provedeného dukazu plyne, Ze tomu tak musi byt vidy, pokud jsou ostatni kroky
provedeny korektné. Proto muze tato okolnost slouzit jako jistd kontrola sprdvnosti
vypoctu.

Vysledny vzorec md sice univerzadlni platnost pro vSechny linedrni rovnice, avsak
v prazi se doporucuje postupovat v jednotlivych krocich, jimiz byl odvozen. Vijpocet
je prehlednéjsi a lze se snaze vyvarovat chyb. Veénugte proto pozornost ndsledujicim

resenym prikladum.

Resené ulohy

Piiklad 8.3.1. Najdéte obecné feseni rovnic zy’ — y = 2a3.

ResSeni: Piepiseme-li zadani do tvaru

1
y — -y =217,
X

vidime, ze jde o linearni rovnici, v niz p(x) = —i, q(z) = 2z%. Pii jejim feseni

budeme postupovat podrobné podle kroku popsanych v odvozeni.

1. Nejprve vyfesime separaci proménnych zkracenou rovnici:

1 d d
y -~y = = /Ey:/f - In|y|=Inl|z|+ C,

<
Il
Q
S
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Matematika Il 8.3. Linearni diferencialni rovnice

2. Nyni ptistoupime k variaci konstanty, pfi niz budeme ptredpoklddat, ze y(x) =
C(z).x. Tuto funkei a jeji derivaci y/'(z) = C'(x).x + C(x) dosadime do tplné
rovnice:

r. (C'(z).x + C(x)) — C(z).0 = 22°.

Vzhledem k tomu, Ze byl dosavadni postup spravny, vyrusi se cleny +£C'(x).z a lze

pokracovat dalsimi kroky:
C'(z).2* = 22° = C(x):/Qxdx:x2+K.

3. Ziskany vysledek dosadime zpét do feseni zkracené rovnice a po drobné uprave

dostavame hledané obecné fesSeni:
y(z) = (2> + K)o = Ko + 2.

4. Na zaveér provedeme zkousku dosazenim do levé strany zadané rovnice:
2(K 4 32%) — Ko — 2 = 227,

COZ je Tovno vyrazu na pravé strané.

~ .’ 5 > v 7 v 7 7 /) . 3 1
Priklad 8.3.2. Reste pocatecni tlohu y'sinz — ycosz = sin’ z, y(§) = 3.
Reseni: Opét se nejprve ujistime, ze jde o linedrni rovnici:

cos T COS T
y —y—— =sin’z, tj. plx)=—-———, qz)=-sin’z.
sin sin x

1. Zkracena rovnice:

d
ylzyc.osx = /—y:/c,osxdx = In|y| = In|sinz|+InC.
sin Yy sin x

Reseni zkracené rovnice:

y=C.sinx .

2. Variace konstanty:

y=C(z).sinx, y'=C".sinz+ C.cosz .
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Dosazeni do uplné rovnice:

(C'.sinz + C.cosx).sinz — C.sinx. cosz = sin® x

C'sin® r = sin® x — C(x):/sinxdx:—cosx+[(.

3. Zpétné dosazent:

y(r) = (—cosz + K).sinx = Ksinz —sinz cos z .

4. Pocétecni uloha pro x = 7, y = % :
1 1 2 22
ézKSing—sin%cos% = 52[(%—%% = K=1?2

Vysledné feseni mé tedy tvar

yp@) = /2sinz —sinxcos .

Piiklad 8.3.3. Elektricky obvod se sklada z ohmického odporu R a civky s in-
dukénosti L. Pfipojime-li k nému napéti U(t), je zavislost prochézejiciho proudu I

na ¢ase t popsana rovnici

dI(t
LJJrRI(t) =U(t) .
dt
Najdéte Feseni této rovnice, je-li pfipojeno stiidavé napéti U(t) = Upsinwt

o thlovém kmito¢tu w s pocétecni hodnotou U(t = 0) = 0.

Reseni: Rovnice je linedrni s konstantnimi koeficienty R a L.

1. Zkracend rovnice po separaci

dI
L= = —Radt
T

ma resSeni

R
Wl=-Zt+C = I(t)= Ce 1!

R
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2. Variace konstanty: I(t) = C(t)ez'. Po dosazen{ do tiplné rovnice dostévame
C'(t)e Lt = Upsinwt

odkud

U()Le%t

RN (Rsinwt —wLcoswt) + K .
w

C(t) = Uo/e%tsinwt dt =

3. Obecné teseni ziskame zpétnym dosazenim tohoto vysledku do feseni zkracené

rovnice:
iy UyL

TR (Rsinwt —wLcoswt) + K .
w

4. Pocétecni tloha pro U(t = 0) = 0 vede k rovnosti

U()u)L2 U()u)L2
0=K—- ——— — K=——%—.
R? 4+ w22 R? + w2

Hledany ¢asovy prubéh proudu je tedy popsan funkci, ktera ma po tpraveé tvar

U()(,«)L2

= m {wL (e_%t — COoS wt) + Rsinwt| .

I(t)

Kontrolni otazky

Otazka 1. Vysvétlete pojem ,,linedrni” v ndzvu tohoto typu diferencidlnich rov-

nic.
Otazka 2. Jaky je obecny tvar linedrni diferencidlni rovnice?
Otazka 3. Popiste strukturu obecného tesent linedrni rovnice.
Otazka 4. Objasnéte princip metody variace konstanty.

Otazka 5. Zduvodnéte, pro¢ md linedarni diferencidlni rovnice vidy resent, které

je navic jednoznacné na oboru resitelnosti.
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Ulohy k samostatnému feSeni
1. Najdéte obecné teSeni:
a)y' —y = e,
b)y' — £y =a?,

c) (22 + 1)y — 22y = 2%

2. Urcete partikularni feSeni rovnic pii zadanych podminkach:

a)xy —y =+, yd) =12,
b)Y +y.cotgr =1, y(3) =0,
c) 2y +ay =z, y(1)

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni

1. a) y = Ke® + >, b) y = Kze® — 2% —z,
¢) y=K(2?+ 1) + (% +1)(x - arctgz).
2. a) y =4z — 2/, b) y = —cotgz, o) y = .
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