
Matematika II 8.3. Lineárńı diferenciálńı rovnice

8.3. Lineárńı diferenciálńı rovnice

Ćıle

Přehled základńıch typ̊u diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu zakonč́ıme po-

jednáńım o lineárńıch rovnićıch, které patř́ı v praktických úlohách k nejfrekven-

tovaněǰśım. Ukážeme např́ıklad, že

– jejich řešeńı má předem danou pevnou strukturu,

– řešeńı lze zapsat v obecném uzavřeném tvaru (na rozd́ıl od jiných typ̊u

rovnic),

– postupy při jejich řešeńı maj́ı určité univerzálńı rysy, které lze uplatnit i u

lineárńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u.

Výklad

Definice 8.3.1.

Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu (LDR) je každá rovnice tvaru

y′ + p(x)y = q(x) ,

kde p(x), q(x) jsou funkce spojité na množině M ⊆ R, v ńıž hledáme řešeńı.

Je-li q(x) = 0 na M , nazývá se

y′ + p(x)y = 0

zkrácenou lineárńı rovnićı nebo také rovnićı bez pravé strany. V opačném

př́ıpadě hovoř́ıme o úplné lineárńı rovnici.

Věta 8.3.1.

Zkrácená lineárńı rovnice má obecné řešeńı

ŷ(x) = C.e−
∫

p(x) dx .
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Důkaz: Ve zkrácené rovnici lze proměnné snadno separovat, a proto

dy

y
= −p(x) dx =⇒ ln |y| =

∫

p(x) dx + ln C =⇒ y(x) = C.e−
∫

p(x) dx .

Věta 8.3.2.

Obecné řešeńı úplné lineárńı rovnice má obecné řešeńı

y(x) = ŷ(x) + v(x) ,

kde ŷ(x) je řešeńı zkrácené rovnice a v(x) je libovolné řešeńı úplné lineárńı

rovnice.

Důkaz: Z předpoklad̊u věty je zřejmé, že

ŷ′ + p(x)ŷ = 0 a dále v′ + p(x)v = q(x).

Po dosazeńı za y do úplné rovnice dostáváme:

(ŷ + v)′ + p(x)(ŷ + v) = q(x) ,

ŷ′ + p(x)ŷ + v′ + p(x)v = q(x) .

Součet prvńıch dvou člen̊u je podle prvńıho předpokladu roven nule a zbývaj́ıćı

rovnost plat́ı podle druhého předpokladu. T́ım je d̊ukaz podán.

Poznámka

Funkce v(x) z předchoźı věty bývá také označována jako partikulárńı integrál

úplné lineárńı rovnice.

Výklad

Umı́me-li stanovit řešeńı zkrácené LDR (zpravidla to neńı obt́ıžné), zbývá nalézt

zp̊usob určeńı partikulárńıho integrálu v(x). Seznámı́me se s postupem nazývaným
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metoda variace konstanty. Jej́ı princip spoč́ıvá v realizaci předpokladu, že

řešeńı zkrácené rovnice

ŷ(x) = C.e−
∫

p(x) dx

bude vyhovovat rovnici úplné, jestliže nahrad́ıme konstantu C vhodnou funkćı,

kterou urč́ıme výpočtem. Budeme tedy předpokládat, že

y(x) = C(x).e−
∫

p(x) dx

je hledaným řešeńım a dosad́ıme tuto funkci do úplné rovnice:

C ′(x).e−
∫

p(x) dx − C(x)e−
∫

p(x) dx.p(x)
︸ ︷︷ ︸

y′(x)

+ C(x).e−
∫

p(x) dx

︸ ︷︷ ︸

y(x)

.p(x) = q(x) .

Na levé straně se odečtou členy obsahuj́ıćı funkci C(x), takže z̊ustane pouze vztah

C ′(x).e−
∫

p(x) dx = q(x) , odkud C ′(x) = q(x).e
∫

p(x) dx .

Finálńı tvar funkce C(x) stanov́ıme opět integraćı:

C(x) =
∫

q(x).e
∫

p(x) dx + K

s definitivńı konstantou K. Tento výsledek nyńı dosad́ıme do výrazu pro řešeńı

zkrácené rovnice, abychom źıskali obecné řešeńı úplné rovnice:

y(x) =
(∫

q(x).e
∫

p(x) dx + K

)

.e−
∫

p(x) dx

Po roznásobeńı obdrž́ıme konečnou podobu hledaného řešeńı, která odpov́ıdá

očekávanému tvaru:

y(x) = K.e−
∫

p(x) dx

︸ ︷︷ ︸

ŷ(x)

+ e−
∫

p(x) dx.

∫

q(x).e
∫

p(x) dx

︸ ︷︷ ︸

v(x)

.

T́ım jsme v podstatě provedli konstruktivńı d̊ukaz následuj́ıćıho tvrzeńı o podobě

řešeńı lineárńı rovnice.
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Věta 8.3.3.

Úplná lineárńı rovnice y′ + p(x)y = q(x) má obecné řešeńı y(x) = ŷ(x) + v(x)

tvořené součtem řešeńı zkrácené rovnice a partikulárńıho integrálu

v(x) = e−
∫

p(x) dx.

∫

q(x).e
∫

p(x) dx .

Poznámka

Skutečnost, že se při výpočtu vyruš́ı členy obsahuj́ıćı funkci C(x) neńı náhodná.

Z provedeného d̊ukazu plyne, že tomu tak muśı být vždy, pokud jsou ostatńı kroky

provedeny korektně. Proto m̊uže tato okolnost sloužit jako jistá kontrola správnosti

výpočtu.

Výsledný vzorec má sice univerzálńı platnost pro všechny lineárńı rovnice, avšak

v praxi se doporučuje postupovat v jednotlivých kroćıch, jimǐz byl odvozen. Výpočet

je přehledněǰśı a lze se snáze vyvarovat chyb. Věnujte proto pozornost následuj́ıćım

řešeným př́ıklad̊um.

Řešené úlohy

Př́ıklad 8.3.1. Najděte obecné řešeńı rovnic xy′ − y = 2x3.

Řešeńı: Přeṕı̌seme-li zadáńı do tvaru

y′ − 1

x
y = 2x2 ,

vid́ıme, že jde o lineárńı rovnici, v ńıž p(x) = − 1
x
, q(x) = 2x2. Při jej́ım řešeńı

budeme postupovat podrobně podle krok̊u popsaných v odvozeńı.

1. Nejprve vyřeš́ıme separaćı proměnných zkrácenou rovnici:

y′ − 1

x
y = 0 =⇒

∫
dy

y
=

∫
dx

x
=⇒ ln |y| = ln |x| + C ,

odkud

ŷ = Cx .
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2. Nyńı přistouṕıme k variaci konstanty, při ńıž budeme předpokládat, že y(x) =

C(x).x. Tuto funkci a jej́ı derivaci y′(x) = C ′(x).x + C(x) dosad́ıme do úplné

rovnice:

x. (C ′(x).x + C(x)) − C(x).x = 2x3 .

Vzhledem k tomu, že byl dosavadńı postup správný, vyruš́ı se členy ±C(x).x a lze

pokračovat daľśımi kroky:

C ′(x).x2 = 2x3 =⇒ C(x) =
∫

2x dx = x2 + K .

3. Źıskaný výsledek dosad́ıme zpět do řešeńı zkrácené rovnice a po drobné úpravě

dostáváme hledané obecné řešeńı:

y(x) = (x2 + K).x = Kx + x3 .

4. Na závěr provedeme zkoušku dosazeńım do levé strany zadané rovnice:

x(K + 3x2) − Kx − x3 = 2x3 ,

což je rovno výrazu na pravé straně.

Př́ıklad 8.3.2. Řešte počátečńı úlohu y′ sin x − y cos x = sin3 x, y(π
4
) = 1

2
.

Řešeńı: Opět se nejprve ujist́ıme, že jde o lineárńı rovnici:

y′ − y
cos x

sin x
= sin2 x , tj. p(x) = −cos x

sin x
, q(x) = sin2 x .

1. Zkrácená rovnice:

y′ = y
cos x

sin x
=⇒

∫
dy

y
=

∫ cos x

sin x
dx =⇒ ln |y| = ln | sin x|+lnC .

Řešeńı zkrácené rovnice:

ŷ = C. sin x .

2. Variace konstanty:

y = C(x). sin x , y′ = C ′. sin x + C. cos x .
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Dosazeńı do úplné rovnice:

(C ′. sin x + C. cos x). sin x − C. sin x. cos x = sin3 x ,

C ′ sin2 x = sin3 x =⇒ C(x) =
∫

sin x dx = − cos x + K .

3. Zpětné dosazeńı:

y(x) = (− cos x + K). sin x = K sin x − sin x cos x .

4. Počátečńı úloha pro x = π
4
, y = 1

2
:

1

2
= K sin

π

4
−sin

π

4
cos

π

4
=⇒ 1

2
= K

√
2

2
−
√

2

2

√
2

2
=⇒ K =

√
2 .

Výsledné řešeńı má tedy tvar

yp(x) =
√

2 sin x − sin x cos x .

Př́ıklad 8.3.3. Elektrický obvod se skládá z ohmického odporu R a ćıvky s in-

dukčnost́ı L. Připoj́ıme-li k němu napět́ı U(t), je závislost procházej́ıćıho proudu I

na čase t popsána rovnićı

L
dI(t)

dt
+ R I(t) = U(t) .

Najděte řešeńı této rovnice, je-li připojeno stř́ıdavé napět́ı U(t) = U0 sin ωt

o úhlovém kmitočtu ω s počátečńı hodnotou U(t = 0) = 0.

Řešeńı: Rovnice je lineárńı s konstantńımi koeficienty R a L.

1. Zkrácená rovnice po separaci

L
dI

dt
= −R dt

má řešeńı

ln I = −R

L
t + ln C =⇒ Î(t) = Ce−

R

L
t .
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2. Variace konstanty: I(t) = C(t)e−
R

L
t. Po dosazeńı do úplné rovnice dostáváme

C ′(t)e−
R

L
t = U0 sin ωt ,

odkud

C(t) = U0

∫

e
R

L
t sin ωt dt =

U0Le
R

L
t

R2 + ω2L2
(R sin ωt − ωL cos ωt) + K .

3. Obecné řešeńı źıskáme zpětným dosazeńım tohoto výsledku do řešeńı zkrácené

rovnice:

I(t) = Ke−
R

L
t +

U0L

R2 + ω2L2
(R sin ωt − ωL cosωt) + K .

4. Počátečńı úloha pro U(t = 0) = 0 vede k rovnosti

0 = K − U0ωL2

R2 + ω2L2
=⇒ K =

U0ωL2

R2 + ω2L2
.

Hledaný časový pr̊uběh proudu je tedy popsán funkćı, která má po úpravě tvar

I(t) =
U0ωL2

R2 + ω2L2

[

ωL
(

e−
R

L
t − cos ωt

)

+ R sin ωt
]

.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Vysvětlete pojem ,,lineárńı” v názvu tohoto typu diferenciálńıch rov-

nic.

Otázka 2. Jaký je obecný tvar lineárńı diferenciálńı rovnice?

Otázka 3. Popǐste strukturu obecného řešeńı lineárńı rovnice.

Otázka 4. Objasněte princip metody variace konstanty.

Otázka 5. Zd̊uvodněte, proč má lineárńı diferenciálńı rovnice vždy řešeńı, které

je nav́ıc jednoznačné na oboru řešitelnosti.
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Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Najděte obecné řešeńı:

a) y′ − y = e2x,

b) y′ − x+1
x

y = x2,

c) (x2 + 1)y′ − 2xy = x2.

2. Určete partikulárńı řešeńı rovnic při zadaných podmı́nkách:

a) xy′ − y =
√

x, y(4) = 12,

b) y′ + y.cotg x = 1, y(π
2
) = 0,

c) x2y′ + xy = ln x, y(1) = 1
2
.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. a) y = Kex + e2x, b) y = Kxex − x2 − x,

c) y = K(x2 + 1) + (x2 + 1)(x − arctg x).

2. a) y = 4x − 2
√

x, b) y = −cotg x, c) y = 1+ln2 x
2x

.
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