Matematika Il 9.1. Zkracena rovnice 2.¥adu

9. Linearni diferencidlni rovnice 2. ¥adu

Cile

Diferencialni rovnice, v nichz hledana funkce vystupuje ve druhé ¢i vyssi de-
rivaci, nazyvame diferencialnimi rovnicemi druhého a vyssiho fadu. Analogicky
jako u rovnic 1. fadu pro né muzeme definovat obecné, partikularni a vyjimecéné
feseni, popripadé se zabyvat existenci a jednoznacnosti vysledku. V nasem vykladu

se zamérime na nejrozsirenéjsi kategorii rovnic vyssich fadu - na rovnice linedrni.

vvvvvv

8.3). S ohledem na jednoduchost a ndzornost je vyhodné sezndmit se s touto

problematikou prostiednictvim rovnic druhého tadu.
9.1. Zkracena rovnice 2.¥adu

9.1.1. Zakladni pojmy a vztahy

Cile
Nez pristoupime k popisu metod Feseni, seznamime se s dulezitymi pojmy a

vztahy, které tvoii zaklad potiebné teorie.

Vyklad

Definice 9.1.1.

Linearni diferencidlni rovnice (LDR) druhého fadu m4 tvar

az(7) y"(x) + ar(2).y'(x) + ao(w) y(z) = b(x) ,

kde funkce (nebo konstanty) ag(z), ai(x), as(x) jsou koeficienty rovnice
a funkci b(x) nazyvdme pravou stranou rovnice. Je-li na néjakém intervalu
b(xz) = 0, jedna se o zkracenou (homogenni) LDR, je-li b(z) # 0, hovoiime

o rovnici nezkracené (tiplné).
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Vyklad
Zname-li nékterou z funkci, ktera je fesenim zadané LDR druhého tadu,

muzeme vyuzit postupu, ktery nabizi nasledujici véta a navazujici priklad.

Véta 9.1.1.

Necht v(x) je spojitd funkce a y;(z) jedno z nenulovych feseni homogenni rovnice

az(z).y" (x) + a1 (x).y'(x) + ao(z).y(z) =0 .

Pak substituci

prejde uplna rovnice druhého fadu v rovnici prvniho radu.

Dikaz: Vypocteme derivace
v = /'de +yv, Y =y /’UdZL' + 2yjv + Y10’
a dosadime je do uplné rovnice. Po tpravé a preskupeni ¢lentu obdrzime rovnost
(asyy + a1y + aoyr) /’UdZL' + (2a2y; + a1y1) v + agy1v’ = b(z) |

v niz je vyraz v prvni zavorce nulovy (jde o levou stranu homogenni rovnice).
Vysledna rovnice

asy1v" + (2a0y; + a1y1) v = b(x)

je linedrni prvntho fadu pro funkei v(z), coz jsme méli dokazat.

Piiklad 9.1.1. Urcete obecné feseni rovnice z2y” — xy’ +y = 83, vite-li, ze
jednim z jejich teseni je funkce y = x.

Reseni: Podle predchozi véty polozime
y:x/vdx, y’:/vdx+:pv, y" = 2v + a0
a dosadime do zadané rovnice:

x2(20+xv')—x(/vdx+xv)+x/vdx:8x3.
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Po roznésobeni a upravé vyjde LDR 1. tadu
xv’ + v = 8.

Jeji obecné feseni (umime ho nalézt metodou variace konstanty) ma tvar

v(z) = % + 4x

a jeho dosazenim do ptuvodniho vzrahu pro y(x) dostavame
C
y(z) = x/v(x) dx = x/ (—1 +4x) dr = Cixlnx + 22° + Cox |
x
coz je obecné feseni puvodni rovnice.

Vyklad

Skutecnost, ze obecné feseni LDR druhého fadu obsahuje dvé konstanty, neni
nahodna. Nez ji ozitejmime dalsim vykladem, ukazeme obecnou formulaci pocatecni

ulohy, ktera vede k urceni téchto konstant.

Definice 9.1.2.
Pocétecni tlohou pro rovnici as(x).y” + a1(z).y" + ao(z).y = b(z) nazyvame

zadani najit takové teseni y(x) této rovnice, které splnuje podminky

ZJ(%O) = Yo, y’(mo) =l .

Podobné jako u linearnich rovnic prvniho fadu plati i zde, ze pii spojitych koefici-
entech feseni pocatecni tlohy existuje a je jednoznacné vsude, kde jsou koeficienty
definovény.

P1i feseni pocatecni ulohy postupujeme tak, ze dosazenim zadanych podminek
do obecného teseni a do jeho prvni derivace ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou

neznamych pro konstanty C; a Cy. Ukédzkou je nasledujici piiklad.

Piiklad 9.1.2. Urcete partikuldrni feseni rovnice x%y” — xy + y = 8a°
z predchozi tlohy pfi pocdteénich podminkach y(1) =4, y'(1) = 5.
Reseni: Obecné feseni je

y(z) = Cizlnz + 22° 4+ Cox |
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jeho derivace

y'(z) =Cilnx + Cy +62° + Cs .
Dosazenim pocatecnich podminek pro x = 1 obdrzime soustavu

4 = 240y,
5 = C14+6+0Cs.

Odtud snadno vypocteme C = —3, Cy = 2, takze partikularnim fesenim bude
funkce

y(r) = —3rInz + 22° + 2z .

Vyklad

Oznaceni ,linearni” v nazvu rovnice ukazuje mimo jiné na souvislost s tim, ze

'y, S timto pojmem jsme se jiz

leva strana je linearni kombinaci funkei y, y
setkali u vektoru, kde tizce souvisi s linearni zavislosti a nezavislosti. Tyto vlast-
nosti hraji vyznamnou roli také v souvislosti s funkcemi pii popisu struktury
feSeni linearnich rovnic, proto je nyni budeme struéné aktualizovat. Jak jiz bylo
uvedeno tvodem, je vyklad veden pro rovnice druhého tadu, u nichz vystacime se

zavedenim potfebnych pojmu pro dvojici funkei. Ptipadné zobecnéni pro tlohy

vyssiho fadu neni obtizné — viz napt. [18].

Definice 9.1.3.

Vyraz Ciyi(z) + Caoya(x) nazyvame linedarni kombinaci funkel y; (), yo(z)
s koeficienty C7, Cs.

Rekneme, ze funkce y(x), ya(z) jsou na intervalu (a, b) linedrné zavislé,

existuji-li takové konstanty C', Cs, z nichz alespon jedna je nenulova, ze plati
C’lyl(x) + ngg(l') =0.

V opa¢éném pripadé fekneme, ze funkce jsou linearné nezavislé.
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Casto je potfeba nezévislost funkei ovérit. K tomu lépe nez vyse uvedend definice

slouzi nasledujici véta.

Véta 9.1.2.

Je-li v nékterém bodé x € (a, b) determinant

W(z) = yi(z) yolz)

() yo(x)
ruzny od nuly, jsou funkce y;(z), yo(z) na tomto intervalu linedrné nezavislé.

Determinant W (x) se nazyva Wronského determinant nebo zkracené wron-

skian této dvojice funkei.

9.1.2. Struktura feSeni zkracené linearni rovnice

Vyklad

Vratme se nyni zpét k diferencidlnim rovnicim bez pravé strany. Nez ukdZzeme
postup, jakym se hleda jejich feseni, popiseme obecné strukturu vysledku, kterého

chceme dosdhnout.

Véta 9.1.3.

Jsou-li y1(z), yo(z) dvé linedrné nezavisla feseni zkracené rovnice

az(2).y"(x) + ar(2).y'(x) + ao(w) .y(x) = 0,

mé jeji obecné feseni tvar y(x) = Cryi(x) + Caya(x), kde Cy, Cy jsou libovolné
konstanty:.

Diukaz: Dosadime-li predpokladané obecné feseni do levé strany rovnice, obdrzime

jednoduchym usporadanim c¢lenu tvar

Cl (G/Q.yf —+ al.yi -+ ao.yl) —+ CQ(aQ.yé’ —+ al.yé -+ ao.yz) .
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Protoze kazda z funkei yi(x), yao(x) je feSenim rovnice, jsou ¢leny v zévorkach

nulové a tedy cely vyraz rovnéz. To znamend, ze tvrzeni véty plati.

Vyklad

Pozadavek linedrni nezavislosti dvojice funkci yi(x), y2(x) v obecném feseni
je podstatny, nebot jen v takovém piipadé muZeme jejich linedrni kombinaci
vyjadrit libovolna dalsi feseni. Kazda takova dvojice linedarné nezavislych teseni

se nazyva fundamentalni systém reSeni této rovnice.

Priklad 9.1.3. Dokazte, ze funkce y; = x, yo = % tvori (pro = # 0) funda-
mentalni systém Teseni rovnice
22y +xy —y=0.
Resent:
1. Dosazenim snadno ovérime, ze kazda z funkci rovnici vyhovuje, tj. je jejim
feSenim.
2. Vypocteme wronskian této dvojice:
Y1 Y2 T %
(T 22

Protoze W (x) # 0 pro kazdé = # 0, jsou funkce y; a ys linedrné nezavislé. Tvori

tedy fundamentalni systém feseni zadané rovnice.

Kontrolni otazky

Otazka 1. Jaky je rozdil mezi zkrdcenou a uplnou linedrni rovnici?
Otazka 2. Vysvétlete pojem ,, linedrni kombinace funkci”.
Otazka 3. Co predstavuje wronskian a k cemu slouzi?

Otazka 4. Jaka je obecnd struktura teseni zkrdacené LDR druhého radu?
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Otazka 5. Objasnéte pojem ,, fundamentdlni systém reseni”.

Ulohy k samostatnému feSeni
1. Najdéte obecné teseni diferencidlni rovnice y” — 4y’ + 3y = 0, vite-li, ze jedno

z jejich TeSeni je y = e”.

2. Dokazte, ze funkce y; = x, 1o = 2* + 1 tvoif fundamentalni systém FeSeni
rovnice
2x

1
_l_
y 1—=x

/ 2 o
5y — _ny—O.

1
Vypoctéte partikularni feseni této rovnice pro podminky y(—2) =6, y'(—2) = 3.

3. Ze kterych dvojic vybranych z funkci y; = e72%, y, = e, y3 = sin2z lze

vytvorit obecné feseni rovnice y” — 4y = 07

Vysledky uloh k samostatnému teseni
1. y(x) = Che” 4+ Coe’™.
2. y(x) = —42* — 13z — 4.
3. Pouze y1, 2 ;  y(x) = C1e** + Che 2.
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