Matematika Il 9.3. Uplnd LDR s konstantnimi koeficienty

9.3. ljplné linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Cile
Nyni prejdeme k feseni iplné linearni rovnice druhého fadu. I v tomto ptripadé
si nejprve ujasnime, v jakém tvaru muzeme ocekdavat feseni, poté se zaméiime na

rozsiteni metody variace konstant na rovnice druhého radu.

Vyklad

Véta 9.3.1.

Obecné feseni tplné linearni rovnice druhého tadu

az(z) y'(r) + ai(z) y'(x) + ao(x) y(z) = b(x)
ma tvar
y(z) = g(z) + v(z) ,

kde g(x) je obecné feseni zkrdcené rovnice a v(z) je libovolné feseni (tzv. par-

tikularni integral) uplné rovnice.

Dikaz: Podle predpokladu je
a2y" + a1y’ + aoy = 0, nebot se jednd o obecné feseni zkrdcené rovnice,
asv” 4+ aqv' + agv = b, protoze v(z) je feSenim tplné rovnice.

Dosadime-li do rovnice asy” + a1y’ + agy = b predpokladané reseni, bude
as(§" + ")+ a (g + ') +ag(g+v) =0,

tj. asy” + a1y’ + aogy + av” + av’ + agv = b.

Uplatnime-li oba uvedené predpoklady, je tato rovnost identicky splnéna.
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Vyklad
Mame tesit ipnou linearni rovnici druhého tadu
ax(x) y'(x) + ar(x) y'(z) + ao(x) y(x) = b(x)
za predpokladu, ze zname feseni zkracené rovnice
g = Ciyi(z) + Coya(z) .

Stejné jako u linearnich rovnic prvniho fadu budeme ptedpokladat, ze obecné
feSeni iplné rovnice ma stejny tvar jako feseni zkracené rovnice, kde vsak figuruji
namisto konstant vhodné funkce Ci(x), Cs(z). Tento postup se i zde oznacuje

jako metoda variace konstant. Hledany tvar feseni bude tedy
y = Ci(x)yi(x) + Co(x)ya(z) |
a jeho prvni derivace
y = Ciy + Cryy + Coyz + Cayy -

Volba dvojice novych funkci dovoluje stanovit vhodnou dopliujici podminku pro
jejich vzajemny vztah. Nejvyhodnéjsi — pro snadny dalsi postup — je pozadavek,
aby

Cly1 + Coys =0 .

Po dosazeni do derivace bude tedy pouze
/ / /
y = Ciyy + Cayy
a muzeme vycislit druhou derivaci
y" = Cly) + Cuyf + Coyy + Coyy -

Ziskané vztahy pro funkci y(x) a jeji derivace dosadime do tplné rovnice a

upravime:

Ci(azy! + ary; + aoyn) + Ca(agyy + ar1yy + aoya) + ax(Chy) + Coys) = b .
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Vyrazy v prvnich dvou zdvorkich jsou rovny nule, nebot jak y;, tak 3, jsou
fesenim zkracené rovnice. Zustava tedy pouze rovnost as(Cy;+Chys) = b, kterou
v mirné upravené podobé zapiseme spolu s diive zvolenou podminkou:

Ciyi+Cyya = 0,

b
Clyy+Chyy = — .
a2

Ziskali jsme algebraickou soustavu rovnic pro derivace hledanych funkei Cy(x),
Cy(x), kterou musime vyfesit. V prvé fadé vidime, ze determinant této sou-
stavy je vlastné wronskianem W (z) fundamentdlniho systému zkracené rovnice
(je proto nenulovy). Z néj snadno zkonstruujeme determinanty Wi(x), Wa(x)

tak, ze prislusny sloupec nahradime sloupcem pravych stran soustavy:

0 ¥ vy 0
Wi(z) = R Wa(z) = rb
w Y2 oo

Vyrazy pro derivace Cf(z), C)(x) ziskdme snadno pomoci Cramerovych vzorcu

znamych z linearni algebry:

oy W) oy Wa(z)
Ci(z) = W ’ 5(x) = W ()
Odtud integraci obdrzime
Ci(z) = VVIS((;”)) de+ Ky,  Colz) = ng((j)) dz + K

kde K;, K jsou realné konstanty. Zavérecnym krokem je zpétné dosazeni téchto
vysledki do puvodniho vyrazu y = Ci(x)y;(x) + Co(z)y2(x), odkud obdrzime

finalni tvar obecného feseni uplné rovnice:

y(z) = < VVE(%) dx+K1> () + ( VVI?((;”)) dx+K2> (z) .

Predchozi vysledek muzeme zapsat i v ponékud odlisném uspotradéni,
z kterého je vidét, ze podoba ziskaného teSeni je v souladu s vétou 9.3.1.:

y(z) = Ky () +K2y2($)+y1(x)/mm//l((§)) dx+y2(x)/mmé((j)) dr . (%)

9(z)

v(x)
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Poznamka
Trebaze se odvozeni zakladnich vztahi pro metodu variace konstant jevi kompliko-
vané, je jeji aplikace velmi prehledna, jak ukazuji nasledujici resené ilohy. Jisté

problémy mohou vsak nastat pri vypoctu integrdli.

Resené ulohy

Piiklad 9.3.1. Najdéte obecné feseni rovnice y” — 2y’ — 8y = 30e3®.
Resent:
1. Nejprve vyfesime zkracenou rovnici y” — 2y’ — 8y = 0. Charakteristicka rovnice
r? —2r —8 = 0 md kofeny r; = —2, r, = 4, proto funkce fundamentélniho
systému budou

yp= e, gy = .
2. Nyni realizujeme algoritmus metody variace konstant. Nejprve vy¢islime wron-

skian a odvozené determinanty:

6721 64:13
W(z) = = 6e*" |
26—2z 46490
O 4z
Wi(z) = = —30e™ |
30e37  4etr
e—QJ: e4a:
Wy(x) = = 30e” .
0 30e%

Pro funkce Cy(z), Cy(x) tak obdrzime integraly

Ci(z) = MM//}((;)) de = —5/e5“ dr = —e” + K, ,
Cy(x) = MI/I//Q((Z)) dr = 5/6_’” dr = —be "+ K, .
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3. Vyslednou podobu hledaného feseni vytvoiime na zdkladé formule (x):

y(x) = Kie % + Kye* 4+ e_%(—e‘%) + e4m(—5e_$) = Kie 2 4+ Kye™™ — 63 .

T

Priiklad 9.3.2. Najdéte obecné teSeni rovnice y” — 2y +y = o

Resent:
1. Charakteristickd rovnice 2 —2r +1 = 0 m4 dvojnésobny koien r = 1, coz vede
k fundamentalnimu systému y; = e*, y, = xe®.

2. Wronskian a odvozené determinanty:

W(z) = = e |
e’ (r+1)e”
0 xe® o2
Wi(z) =| e T T
e’ O eQz
W = xT =
2(1‘) em (§] .Z‘2 _|_ 1
224+ 1

1% 1
Ci(z) = 1) de = _/x;:—l dx = —éln(xz—i- 1)+ Ky,

3. Vysledné feseni opét podle obecné formule (x):

o = arctgx + K .

1
y(z) = " (K + Kpx) — éez In(x* + 1) + ze*arctg x .
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Kontrolni otazky

Otazka 1. Popiste strukturu obecného resent uplné LDR druhého tddu.

Otazka 2. Vysvétlete zdkladni princip metody variace konstant pro rovnici 2.

radu.

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Najdéte obecné feseni rovnice y” — 2y’ = xe®.
2. Najdéte obecné feseni rovnice y” — ' — 12y = 14e”.

3. Najdéte pii pocateénich podminkach y(1) =e, y/(1) = 2e FeSeni rovnice
y' =2y +y=3xe" .
4. Najdéte obecné feseni rovnice

—x

y' 43y + 2y =

e +1°

Vysledky uloh k samostatnému fesSeni
Ly = Cre® + Cy — ze®.
Ly =01t 4 Coe™ — Tem.
.y = (825 + 52 — 3).
Ly=Cre® +Che™® —e®In(l+e®) —e > In(1 +e*).

1
2
3
4
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