
Matematika II 9.3. Úplná LDR s konstantńımi koeficienty

9.3. Úplná lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty

Ćıle

Nyńı přejdeme k řešeńı úplné lineárńı rovnice druhého řádu. I v tomto př́ıpadě

si nejprve ujasńıme, v jakém tvaru můžeme očekávat řešeńı, poté se zaměř́ıme na

rozš́ı̌reńı metody variace konstant na rovnice druhého řádu.

Výklad

Věta 9.3.1.

Obecné řešeńı úplné lineárńı rovnice druhého řádu

a2(x) y′′(x) + a1(x) y′(x) + a0(x) y(x) = b(x)

má tvar

y(x) = ỹ(x) + v(x) ,

kde ỹ(x) je obecné řešeńı zkrácené rovnice a v(x) je libovolné řešeńı (tzv. par-

tikulárńı integrál) úplné rovnice.

Důkaz: Podle předpoklad̊u je

a2ỹ
′′ + a1ỹ

′ + a0ỹ = 0, nebot’ se jedná o obecné řešeńı zkrácené rovnice,

a2v
′′ + a1v

′ + a0v = b, protože v(x) je řešeńım úplné rovnice.

Dosad́ıme-li do rovnice a2y
′′ + a1y

′ + a0y = b předpokládané řešeńı, bude

a2(ỹ
′′ + v′′) + a1(ỹ

′ + v′) + a0(ỹ + v) = b ,

tj. a2ỹ
′′ + a1ỹ

′ + a0ỹ + a2v
′′ + a1v

′ + a0v = b.

Uplatńıme-li oba uvedené předpoklady, je tato rovnost identicky splněna.
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Výklad

Máme řešit úpnou lineárńı rovnici druhého řádu

a2(x) y′′(x) + a1(x) y′(x) + a0(x) y(x) = b(x)

za předpokladu, že známe řešeńı zkrácené rovnice

ŷ = C1y1(x) + C2y2(x) .

Stejně jako u lineárńıch rovnic prvńıho řádu budeme předpokládat, že obecné

řešeńı úplné rovnice má stejný tvar jako řešeńı zkrácené rovnice, kde však figuruj́ı

namı́sto konstant vhodné funkce C1(x), C2(x). Tento postup se i zde označuje

jako metoda variace konstant. Hledaný tvar řešeńı bude tedy

y = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) ,

a jeho prvńı derivace

y′ = C ′

1y1 + C1y
′

1 + C ′

2y2 + C2y
′

2 .

Volba dvojice nových funkćı dovoluje stanovit vhodnou doplňuj́ıćı podmı́nku pro

jejich vzájemný vztah. Nejvýhodněǰśı – pro snadný daľśı postup – je požadavek,

aby

C ′

1y1 + C ′

2y2 = 0 .

Po dosazeńı do derivace bude tedy pouze

y′ = C1y
′

1 + C2y
′

2

a můžeme vyč́ıslit druhou derivaci

y′′ = C ′

1y
′

1 + C1y
′′

1 + C ′

2y
′

2 + C2y
′′

2 .

Źıskané vztahy pro funkci y(x) a jej́ı derivace dosad́ıme do úplné rovnice a

uprav́ıme:

C1(a2y
′′

1 + a1y
′

1 + a0y1) + C2(a2y
′′

2 + a1y
′

2 + a0y2) + a2(C
′

1y
′

1 + C ′

2y
′

2) = b .
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Výrazy v prvńıch dvou závorkách jsou rovny nule, nebot’ jak y1, tak y2 jsou

řešeńım zkrácené rovnice. Zůstavá tedy pouze rovnost a2(C
′

1y
′

1+C ′

2y
′

2) = b, kterou

v mı́rně upravené podobě zaṕı̌seme spolu s dř́ıve zvolenou podmı́nkou:

C ′

1y1 + C ′

2y2 = 0 ,

C ′

1y
′

1 + C ′

2y
′

2 =
b

a2
.

Źıskali jsme algebraickou soustavu rovnic pro derivace hledaných funkćı C1(x),

C2(x), kterou muśıme vyřešit. V prvé řadě vid́ıme, že determinant této sou-

stavy je vlastně wronskianem W (x) fundamentálńıho systému zkrácené rovnice

(je proto nenulový). Z něj snadno zkonstruujeme determinanty W1(x), W2(x)

tak, že př́ıslušný sloupec nahrad́ıme sloupcem pravých stran soustavy:

W1(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 y2

b
a2

y′

2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, W2(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 0

y′

1
b
a2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Výrazy pro derivace C ′

1(x), C ′

2(x) źıskáme snadno pomoćı Cramerových vzorc̊u

známých z lineárńı algebry:

C ′

1(x) =
W1(x)

W (x)
, C ′

2(x) =
W2(x)

W (x)
.

Odtud integraćı obdrž́ıme

C1(x) =
∫

W1(x)

W (x)
dx + K1 , C2(x) =

∫
W2(x)

W (x)
dx + K2 ,

kde K1, K2 jsou reálné konstanty. Závěrečným krokem je zpětné dosazeńı těchto

výsledk̊u do p̊uvodńıho výrazu y = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x), odkud obdrž́ıme

finálńı tvar obecného řešeńı úplné rovnice:

y(x) =

(
∫

W1(x)

W (x)
dx + K1

)

y1(x) +

(
∫

W2(x)

W (x)
dx + K2

)

y2(x) .

Předchoźı výsledek můžeme zapsat i v poněkud odlǐsném uspořádáńı,

z kterého je vidět, že podoba źıskaného řešeńı je v souladu s větou 9.3.1.:

y(x) = K1y1(x) + K2y2(x)
︸ ︷︷ ︸

ŷ(x)

+ y1(x)
∫

W1(x)

W (x)
dx + y2(x)

∫
W2(x)

W (x)
dx

︸ ︷︷ ︸

v(x)

. (∗)
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Poznámka

Třebaže se odvozeńı základńıch vztah̊u pro metodu variace konstant jev́ı kompliko-

vaně, je jej́ı aplikace velmi přehledná, jak ukazuj́ı následuj́ıćı řešené úlohy. Jisté

problémy mohou však nastat při výpočtu integrál̊u.

Řešené úlohy

Př́ıklad 9.3.1. Najděte obecné řešeńı rovnice y′′ − 2y′ − 8y = 30e3x.

Řešeńı:

1. Nejprve vyřeš́ıme zkrácenou rovnici y′′−2y′−8y = 0. Charakteristická rovnice

r2 − 2r − 8 = 0 má kořeny r1 = −2, r2 = 4, proto funkce fundamentálńıho

systému budou

y1 = e−2x, y2 = e4x.

2. Nyńı realizujeme algoritmus metody variace konstant. Nejprve vyč́ısĺıme wron-

skian a odvozené determinanty:

W (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

e−2x e4x

−2e−2x 4e4x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 6e2x ,

W1(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 e4x

30e3x 4e4x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −30e7x ,

W2(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

e−2x e4x

0 30e3x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 30ex .

Pro funkce C1(x), C2(x) tak obdrž́ıme integrály

C1(x) =
∫

W1(x)

W (x)
dx = −5

∫

e5x dx = −e5x + K1 ,

C2(x) =
∫

W2(x)

W (x)
dx = 5

∫

e−x dx = −5e−x + K2 .
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3. Výslednou podobu hledaného řešeńı vytvoř́ıme na základě formule (∗):

y(x) = K1e
−2x + K2e

4x + e−2x(−e5x) + e4x(−5e−x) = K1e
−2x + K2e

4x − 6e3x .

Př́ıklad 9.3.2. Najděte obecné řešeńı rovnice y′′ − 2y′ + y =
ex

x2 + 1
.

Řešeńı:

1. Charakteristická rovnice r2−2r+1 = 0 má dvojnásobný kořen r = 1, což vede

k fundamentálńımu systému y1 = ex, y2 = xex.

2. Wronskian a odvozené determinanty:

W (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ex xex

ex (x + 1)ex

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= e2x ,

W1(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 xex

ex

x2 + 1
(x + 1)ex

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −
xe2x

x2 + 1
,

W2(x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ex 0

ex
ex

x2 + 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
e2x

x2 + 1
.

Funkce C1(x), C2(x):

C1(x) =
∫

W1(x)

W (x)
dx = −

∫
x

x2 + 1
dx = −

1

2
ln(x2 + 1) + K1 ,

C2(x) =
∫

W2(x)

W (x)
dx =

∫
dx

x2 + 1
= arctg x + K2 .

3. Výsledné řešeńı opět podle obecné formule (∗):

y(x) = ex(K1 + K2x) −
1

2
ex ln(x2 + 1) + xexarctg x .
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Kontrolńı otázky

Otázka 1. Popǐste strukturu obecného řešeńı úplné LDR druhého řádu.

Otázka 2. Vysvětlete základńı princip metody variace konstant pro rovnici 2.

řádu.

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Najděte obecné řešeńı rovnice y′′ − 2y′ = xex.

2. Najděte obecné řešeńı rovnice y′′ − y′ − 12y = 14ex.

3. Najděte při počátečńıch podmı́nkách y(1) = e, y′(1) = 2e řešeńı rovnice

y′′ − 2y′ + y = 3
√

xex .

4. Najděte obecné řešeńı rovnice

y′′ + 3y′ + 2y =
e−x

ex + 1
.

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. y = C1e
2x + C2 − xex.

2. y = C1e
4x + C2e

−3x − 7
6
ex.

3. y = ex

10
(8
√

x5 + 5x − 3).

4. y = C1e
−x + C2e

−2x − e−x ln(1 + e−x) − e−2x ln(1 + ex).
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