
Matematika II 9.5. Soustavy diferenciálńıch rovnic

9.5. Soustavy diferenciálńıch rovnic

Ćıle

Budeme se nyńı zabývat úlohami, v nichž je ćılem naj́ıt dvojici funkćı y(x), z(x),

pro které jsou zadány dvě lineárńı rovnice prvńıho řádu, obsahuj́ıćı tyto funkce a

jejich derivace.

Výklad

Omeźıme-li se na lineárńı soustavy s konstantńımi koeficienty, můžeme

základńı úlohu zadat ve tvaru

a1y
′ + a2z

′ + a3y + a4z = b1(x) ,

c1y
′ + c2z

′ + c3y + c4z = b2(x) ,

kde a1, . . . , a4, c1, . . . , c4 jsou reálné konstanty a b1(x), b2(x) známé funkce (pravé

strany soustavy). Je-li specielně b1(x) = b2(x) = 0, hovoř́ıme o homogenńı

soustavě rovnic.

Řešeńı takovéto (malé) soustavy nevyžaduje hlubš́ı teoretické poznatky ne-

zbytné pro úlohy s větš́ım počtem neznámých, tj. i rovnic. Eliminačńı meto-

dou můžeme totiž tuto soustavu převést na diferenciálńı rovnici druhého řádu

pro jednu z neznámých funkćı a využ́ıt tak dř́ıve źıskané znalosti. Postup bude

zřejmý po prostudováńı následuj́ıćıch řešených úloh.

Řešené úlohy

Př́ıklad 9.5.1. Máme naj́ıt funkce y(x) a z(x), které jsou řešeńım soustavy

y′
− 4z′ + 2y − 8z = 0,

z′ − y + z = 0

při těchto počátečńıch podmı́nkách: y(0) = 3, z(0) = 2.
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Řešeńı: Druhá z rovnic této homogenńı soustavy je podstatně jednodušš́ı,

proto z ńı snadno vyjádř́ıme funkci y a následně jej́ı derivaci:

y = z′ + z , y′ = z′′ + z′ .

Po dosazeńı do prvńı rovnice a úpravě máme diferenciálńı rovnici druhého řádu

bez pravé strany pro funkci z(x):

z′′ − z′ − 6z = 0 .

Jej́ı charakteristická rovnice r2
− r − 6 = 0 má kořeny r1 = −2, r2 = 3, kterým

odpov́ıdá obecné řešeńı

z(x) = C1 e−2x + C2 e3x a jeho derivace z′(x) = −2C1 e3x + 3C2 e2x .

Funkci y(x) vytvoř́ıme pomoćı vztahu, který jsme použili úvodem při eliminaci:

y(x) = z′ + z = −C1 e−2x + 4C2 e3x .

Nyńı zbývá určit z počátečńıch podmı́nek konstanty C1 a C2. Polož́ıme-li x = 0

v obecném řešeńı

y(x) = −C1 e−2x + 4C2 e3x ,

z(x) = C1 e−2x + C2 e3x ,

obdrž́ıme soustavu

3 = −C1 + 4C2 ,

2 = C1 + C2 .

Jej́ım řešeńım jsou hodnoty C1 = C2 = 1, takže můžeme napsat hledaný výsledek

počátečńı úlohy:

yp(x) = 4 e3x
− e−2x ,

zp(x) = e3x + e−2x .

Př́ıklad 9.5.2. Máme naj́ıt obecné řešeńı soustavy

y′ + y − z = − cos x ,

z′ + 2y − z = − sin x .
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Řešeńı: Tentokrát jde o nehomogenńı soustavu s pravými stranami tvořenými

goniometrickými funkcemi. Pro eliminaci je nejvýhodněǰśı vyjádřit z prvńı rovnice

funkci z(x):

z = y′ + y + cos x , z′ = y′′ + y′
− sin x .

Dosazeńım do druhé rovnice źıskáme po úpravě diferenciálńı rovnici druhého řádu

s pravou stranou

y′′ + y = cos x .

Charakteristická rovnice r2+1 = 0 má kořeny r1,2 = ±i, kterým odpov́ıdá obecné

řešeńı zkrácené rovnice y′′ + y = 0 ve tvaru lineárńı kombinace goniometrických

funkćı

ŷ = C1 cos x + C2 sin x

(protože α = 0, β = 1 – viz kap. 9.2). Úplnou rovnici můžeme řešit metodou

neurčitých koeficient̊u, nebot’ na pravé straně je funkce cosx. Pro ni ale vycháźı

λ = 0 = α, ω = 1 = β, a proto muśıme v souladu s teoríı v kapitole 9.4 zvolit

partikulárńı řešeńı ve tvaru

v(x) = x(A cos x + B sin x) .

Protože jej́ı druhá derivace je (ověřte samostatně výpočtem)

v′′(x) = −2A sin x + 2B cos x − x(A cos x + B sin x) ,

dostáváme po dosazeńı do úplné rovnice

−2A sin x + 2B cos x = cos x .

Zde porovnáme koeficienty u jednotlivých goniometrických funkćı:

cos x : 2B = 1 ,

sin x : −2A = 0 ,

takže A = 0, B = 1

2
, v(x) = 1

2
x sin x a můžeme napsat výsledný tvar funkce y(x):

y = C1 cos x + C2 sin x +
1

2
x sin x .
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Výpočet funkce z(x) ze vztahu z = y′ + y + cos x je už pouze technický problém,

který vede k výsledku

z = (C2 + C1) cosx + (C2 − C1) sin x +
1

2
(x + 1) sin x +

1

2
(2x + 1) cosx .

Závěrem je vhodné si povšimnout, že podobně jako byly v zadáńı funkce y(x) a

z(x) spolu vázány v rovnićıch, jsou jejich výsledené tvary propojeny prostřednictv́ım

konstant.

Kontrolńı otázky

Otázka 1. Popǐste rozd́ıl mezi homogenńı a nehomogenńı soustavou lineárńıch

diferenciálńıch rovnic.

Otázka 2. Jaký je účel použit́ı eliminačńı metody při řešeńı soustav rovnic?

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Řešte homogenńı soustavy:

a)
y′ = 2y + z,

z′ = 3y + 4z
b)

y′ + z′ = 4y − 2z,

y′
− z′ = −2y − 4z

2. Řešte nehomogenńı soustavy:

a)
y′ + 2z′ − y + 6z = −e2t,

z′ + y − z = e2t
b)

2y′ + z′ − 3z − y = 2x − 1,

y′
− z′ + 4y = x + 1

3. Najděte řešeńı soustav při zadaných počátečńıch podmı́nkách:

a)
y′ + z′ = y + 5z,

z′ = −y + 4z
y(0) = 1 , z(0) = 2

b)
y′
− z = tg2x + 1,

z′ + y = tg x
y(0) = 2 , z(0) = −2
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Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. a) y = C1e
x + C2e

5x , z = −C1e
x + 3C2e

5x

b) y = C1e
x cos 3x + C2e

x sin 3x , z = C1e
x sin 3x − C2e

x cos 3x

2. a) y = −4C1e
5x + 2C2e

−x + 11

9
e2x , z = C1e

5x + C2e
−x

−
2

9
e2x

b) y = C1e
x cos 3x + C2e

x sin 3x , z = C1e
x sin 3x − C2e

x cos 3x

3. a) y = (x + 1)e3x , z = (x + 2)e3x

b) y = −4 sin x + tg x , z = −4 cos x + 2
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