Matematika Il 9.5. Soustavy diferencidlnich rovnic

9.5. Soustavy diferencialnich rovnic

Cile

Budeme se nyni zabyvat tlohami, v nichz je cilem najit dvojici funkei y(x), z(z),

pro které jsou zadany dveé linedrni rovnice prvniho tadu, obsahujici tyto funkce a

jejich derivace.

Vyklad

Omezime-li se na linearni soustavy s konstantnimi koeficienty, muzeme

zékladni ulohu zadat ve tvaru

ay' +azz' +azy +asz = bi(x),

ay + e Fey+az = b(r),
kde ay, ..., a4, c1,...,cq jsou redlné konstanty a by (x), by(z) znamé funkce (pravé
strany soustavy). Je-li specielné by(z) = by(z) = 0, hovoiime o homogenni
soustavé rovnic.

Reseni takovéto (malé) soustavy nevyzaduje hlubsi teoretické poznatky ne-
zbytné pro ulohy s vétsim poctem neznamych, tj. i rovnic. Eliminaéni meto-
dou muzeme totiz tuto soustavu prevést na diferencialni rovnici druhého Fadu
pro jednu z neznamych funkeci a vyuzit tak diive ziskané znalosti. Postup bude

ziejmy po prostudovani nasledujicich fesenych tloh.
Rezené tlohy

Priklad 9.5.1. Mame najit funkce y(x) a z(x), které jsou fesenim soustavy

y —42' 42y —8z = 0,
Z—y+z =0

pii téchto pocateénich podminkach: y(0) = 3, z(0) = 2.
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Matematika Il 9.5. Soustavy diferencidlnich rovnic

Reseni: Druhd z rovnic této homogenni soustavy je podstatné jednodussi,

proto z ni snadno vyjadiime funkci y a nasledné jeji derivaci:
y:z’—i—z, y/IZ//—l—Z/.

Po dosazeni do prvni rovnice a tipravé mame diferencidlni rovnici druhého fadu

bez pravé strany pro funkci z(z):
2= —62=0.

Jeji charakteristickd rovnice 2 — r — 6 = 0 mé kofeny r = —2, ry = 3, kterym

odpovida obecné teseni
2(x) = Cre ® + Cye®  ajehoderivace 2/(x) = —2C) e + 30, .
Funkci y(z) vytvorime pomoci vztahu, ktery jsme pouzili ivodem pfi eliminaci:
y(r) =2 +2=—Cre ? +4C,e™ .

Nyni zbyva urcit z poc¢atecnich podminek konstanty C a Cs. Polozime-li x = 0

v obecném reSeni
y(r) = —Cre ™ +4C,e

2(z) = Cre 2 4+ (0yed® |

obdrzime soustavu
3 - —Cl -+ 402 5

2 = C1+0y.
Jejim tesenim jsou hodnoty C = Cy = 1, takze muzeme napsat hledany vysledek
pocatecni ulohy:
ho(a) = de¥ -,

z(r) = e,

Priklad 9.5.2. Mame najit obecné feseni soustavy

Y+y—2z = —cosz,

Z+2y—2z = —sinx.
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Matematika Il 9.5. Soustavy diferencidlnich rovnic

Reseni: Tentokrat jde o nehomogenni soustavu s pravymi stranami tvofenymi
goniometrickymi funkcemi. Pro eliminaci je nejvyhodnéjsi vyjadrit z prvni rovnice
funkci z(z):

/ / " / :
Z=1Y +y-+cosx, Z =1y +y —smx.
Dosazenim do druhé rovnice ziskame po tupravé diferencidlni rovnici druhého radu
S pravou stranou
"
Y + Yy =cCosx .

Charakteristickd rovnice 72 +1 = (0 m4 koteny r; o = +i, kterym odpovida obecné
feseni zkracené rovnice y” 4+ y = 0 ve tvaru linearni kombinace goniometrickych
funkci

y=Cicosx+ Cysinx

(protoze « = 0, B = 1 — viz kap. 9.2). Uplnou rovnici muzeme fesit metodou
neurcitych koeficientti, nebot na pravé strané je funkce cos . Pro ni ale vychdzi
A=0=a, w=1=f, a proto musime v souladu s teorii v kapitole 9.4 zvolit

partikularni feseni ve tvaru
v(z) = x(Acosz + Bsinz) .
Protoze jeji druha derivace je (ovéite samostatné vypoctem)
v"(x) = —2Asinx + 2B cosz — x(Acosx + Bsinx) |
dostavame po dosazeni do uplné rovnice
—2Asinx + 2B cosx = cosx .

Zde porovname koeficienty u jednotlivych goniometrickych funkei:

coszT : 2B = 1,
sinx —2A = 0,
takze A =0, B = 3, v(z) = ;xsinz a miZeme napsat vysledny tvar funkce y(x):

1
y=Cicosx + Cysinx + ézpsjnx .

*****
o - 404 -
* gk
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Vypocet funkce z(z) ze vztahu z = ¢’ + y + cos x je uz pouze technicky problém,

ktery vede k vysledku
: 1 , 1
z=(Cy+Cy)cosx + (Cy — Cy)sinx + 5(1‘ + 1)sinz + 5(2x +1)cosz .

Zavérem je vhodné si povsimnout, ze podobné jako byly v zadani funkce y(x) a
z(x) spolu vazéany v rovnicich, jsou jejich vysledené tvary propojeny prostfednictvim

konstant.

Kontrolni otazky

Otazka 1. Popiste rozdil mezi homogenni a nehomogenni soustavou linedrnich

diferencidlnich rovnic.

Otazka 2. Jaky je ucel pouziti eliminacni metody pri reseni soustav rovnic?

l]lohy k samostatnému ¥eseni
1. Reste homogenni soustavy:
"= 2y + 2z, "+ = 4y -2z,
2) Y Y b) Y Y
2 = 3y+4z y —2 = —2y—4z

2. Reste nehomogenni soustavy:

Y +22 —y+62 = —e*, b 2/ +2 —3z—y = 20—1,
Zdy—z = e* Yy -2 +4y = x+1

a)

3. Najdéte teseni soustav pii zadanych pocatecnich podminkéch:

y+2 = y+5z
2 = —y+i4z

Yy —2z = tg?r+1,
24y = tgx
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Vysledky aloh k samostatnému feSeni
1.a) y = Cie® + Che®, 2= —Che” + 3C,e™

b) y = Cie” cos 3z + Cre” sin3x, z = C1e”sin 3z — Cye” cos 3z

2' a) y = _40165x + 202€_x + %6233 , z = 01652? _'_ CQe—z o %eQm
b) y =

Chie®cos3x + Cye®sindx, 2z = (Che*sin3x — Cye” cos3x
b

.a)y=(r+1)e¥, z=(r+2)*
b)y = —4sinz +tgxr, z=—4cosz+2
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