
Matematika II 9.6. Shrnut́ı ke kapitole 9

9.6. Shrnut́ı ke kapitole 9

Shrnut́ı lekce

Postup při řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu s konstantńımi

koeficienty sestává ze dvou krok̊u:

1. vyřeš́ıme zkrácenou rovnici prostřednictv́ım kořen̊u charakteristické rovnice

−→ ŷ(x) (kap. 9.2);

2. najdeme partikulárńı integrál v(x) úplné rovnice

−→ y(x) = ŷ + v(x).

Tvar partikulárńıho integrálu v(x) záviśı současně

♣ na kořenech charakteristické rovnice,

♣ na podobě pravé strany b(x):

• b(x) = eλx (pm(x) cos ωx + qn(x) sin ωx) ,

kde pm(x), qn(x) jsou mnohočleny −→ řeš́ıme metodou neurčitých

koeficient̊u (kap. 9.4),

• b(x) má jiný tvar (obsahuje např́ıklad zlomky, odmocniny nebo jiné

než výše uvedené funkce) −→ řeš́ıme metodou variace konstant (kap.

9.3).

Soustavy dvou LDR prvńıho řádu převád́ıme eliminačńı metodou na řešeńı jediné

rovnice druhého řádu - kap. 9.5.

- 407 -



Matematika II 9.6. Shrnut́ı ke kapitole 9

Úlohy k samostatnému řešeńı

1. Najděte obecná řešeńı rovnic:

a) y′′ + y′ − 2y = 0 ,

b) y′′ + 6y′ + 13y = 0 ,

c) 4y′′ − 20y′ + 25y = 0 .

2. Najděte řešeńı počátečńıch úloh:

a) y′′ − 4y′ + 3y = 0 , y(0) = 6, y′(0) = 10 ,

b) y′′ + 4y′ + 29y = 0 , y(0) = 0, y′(0) = 15 ,

c) 4y′′ + 4y′ + y = 0 , y(0) = 2, y′(0) = 0 .

3. Najděte obecná řešeńı rovnic:

a) 2y′′ + y′ − y = 2ex ,

b) y′′ + 2y′ + 5y = −17

2
cos 2x ,

c) y′′ + y = −cotg2 x ,

d) y′′ − 6y′ + 9y = 2x2 − x + 3 .

4. Najděte řešeńı počátečńıch úloh:

a) y′′ − y = 2(1 − x) , y(0) = 1, y′(0) = 1 ,

b) y′′ + y = − sin 2x , y(π) = 1, y′(π) = 1 ,

c) y′′ + 4y = sin2 x , y(0) = 0, y′(0) = 0 .

Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

1. a) y = C1e
x + C2e

−2x, b) y = e−3x(C1 cos 2x + C2 sin 2x),

c) y = (C1 + C2x)e
5

2
x.

2. a) y = 4ex + 2e3x, b) y = 3e−2x sin 5x, c) y = e−
x

2 (x + 2).
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3. a) y = C1e
−x + C2e

x

2 + ex,

b) y = e−x(C1 cos 2x + C2 sin 2x) − 1

2
cos 2x − 2 sin 2x,

c) y = C1 cos x + C2 sin x + 2 + cosx ln
∣

∣

∣tg x

2

∣

∣

∣,

d) y = (C1 + C2x)e3x + 2

9
x2 + 5

27
x + 11

27
.

4. a) y = ex + x2,

b) y = 1

3
sin 2x − 1

3
sin x − cos x,

c) y = 1

8
(1 − x sin 2x − cos3 2x).
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Kontrolńı test

Úloha 1. Funkce y(x) je řešeńım počátečńı úlohy

y′′ = 2, y(−2) = 0, y′(−2) = −1 .

Jej́ı funkčńı hodnota v bodě x = −1 je

a) 1 , b) -1 , c) 0 , d) 2 .

Úloha 2. Rozhodněte, která z funkćı a) – d) je obecným řešeńım rovnice

y′′ + y = cos2 x .

(Pozn.: po vhodné úpravě lze řešit i jako rovnici se speciálńı pravou stranou.)

a) y = C1 cos x + C2 sin x + 1

3
(sin 2x − 11 cos 2x) ,

b) y = C1 cos x + C2 sin x + 1

3
(1 + sin2 x) ,

c) y = C1e
x + C2e

−x + 1

3
(1 + sin2 x) ,

d) y = ex(C1 cos x + C2 sin x) + 1

3
(sin 2x − 11 cos 2x) .

Úloha 3. Rozhodněte, která z funkćı a) – d) je řešeńım počátečńı úlohy

y′′ − y = −
16

(ex + e−x)3
, y(0) = 3, y′(0) = 0 .

a) y = ex − e−x + 2

ex
−e−x

,

b) y = ex + e−x + 2x(ex − e−x) ,

c) y = ex − e−x − 2x(ex + e−x) ,

d) y = ex + e−x + 2

ex+e−x
.

Úloha 4. Rozhodněte, která z funkćı a) – d) je řešeńım počátečńı úlohy

y′′ + y =
1

sin x
, y(0) = 1, y′(0) = −1 .
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a) y = (1 − x) cos x − sin x ln cos x ,

b) y = (1 − x) cos x + sin x ln cos x ,

c) y = (1 + x) cos x + cos x ln cos x ,

d) y = (1 + x) cos x − cos x ln cos x .

Úloha 5. Jsou dány rovnice I – IV se speciálńı pravou stranou a partikulárńı

integrály v1(x) až v4(x):

I. y′′ − y′ − 2y = xe−x , v1(x) = (Ax + B)e−x ,

II. y′′ + y′ − 2y = e−x , v2(x) = (Ax2 + Bx)e−x ,

III. y′′ + y′ − 2y = xe−x , v3(x) = Ae−x ,

IV. y′′ − y′ − 2y = e−x , v4(x) = Axe−x .

Které dvojice k sobě nálež́ı při řešeńı rovnic metodou neurčitých koeficient̊u?

a) I − v1, II − v3, III − v2, IV − v4,

b) I − v2, II − v4, III − v2, IV − v1,

c) I − v2, II − v3, III − v1, IV − v4,

d) I − v4, II − v3, III − v1, IV − v2.

Úloha 6. Určete, který z uvedených výsledk̊u je obecným řešeńım diferenciálńı

rovnice 4y′′ + 4y′ + 17y = 289x2 + 19:

a) y = e2x(C1 cos x

2
+ C2 sin x

2
) − 17x2 + 8x + 5 ,

b) y = e−
x

2 (C1 cos 2x + C2 sin 2x) + 17x2 − 8x − 5 ,

c) y = e−2x(C1 cos x

2
+ C2 sin x

2
) − 17x2 + 8x + 5 ,

d) y = C1e
x

2 + C2e
−2x + 17x2 − 8x − 5 .

Úloha 7. Určete, který z uvedených výsledk̊u je řešeńım počátečńı úlohy

y′′ − 4y′ + 3y = 72 sin 3x , y(0) = 5 , y′(0) = 3 .
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a) y = 5ex − 3e3x + 3 cos 3x − 5 sin 3x ,

b) y = −3ex + 5e3x + 3 cos 3x + 5 sin 3x ,

c) y = 5ex + 3e3x − 3 cos 3x − 5 sin 3x ,

d) y = 3ex + 5e3x − 3 cos 3x − 5 sin 3x .

Úloha 8. Funkce y(t) je řešeńım počátečńı úlohy

y′′ + 6y′ + 9y = 18e−3t, y(0) = −3 , y′(0) = 12.

V bodě t = 1

3
nabývá hodnoty

a) 1

e
, b) e

3
, c) −3

e
, d) −1

e
,

Úloha 9. Funkce y(t) je řešeńım počátečńı úlohy

16y′′ + 9y = 11 cos 2x, y(2π) = 0 , y′(2π) = 0.

V bodě x = 2π

3
nabývá hodnoty

a) −0, 1 , b) 0, c) 0, 01 , d) −0, 01 .

Úloha 10. Funkce y(t) a z(t) spolu splňuj́ı soustavu

y′ − z′ + 2y = −t − 2 ,

z′ − 3y′ + z = 3 .

a počátečńı podmı́nky y(0) = −1 , z(0) = 2. Vypočteme-li obě funkce a vyjádř́ıme

výraz z(t) − 2y(t), obdrž́ıme jeden z následuj́ıćıch výsledk̊u:

a) t + 3 , b) −t − 3 , c) t , d) 3 .

Výsledky testu

Č́ıslo úlohy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Správná odpověd’ c) b) d) a) c) b) d) d) a) a)
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