Vysoka skola bamnska - Technicka univerzita Ostrava

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie
Katedra matematiky

RADY

Jaroslav Vliéek
Jifi Vrbicky
Jakub Stryja

VSB TECHNICKA
|||| UNIVERZITA
OSTRAVA

VSB TECHNICKA | FAKULTA KATEDRA
” ” UNIVERZITA | STAVEBNI | MATEMATIKY
II" osTRAVA

https://doi.org/10.31490/9788024843926
ISBN 978-80-248-4392-6

Ostrava 2020


https://doi.org/10.31490/9788024843926

Obsah

1 Uvod
1.1 Rady v zékladnim kurzu matematiky . . . . ... oL L oL
1.2 Rozdélenifad . . . . . . . o . e
1.3 Podékovani . . . . . . .o e
1.4 Predmluva ke druhému vydani . . . . . ..o oL o

2 Ciselné rady

2.1
2.2
2.3
24
2.5

Zakladni pojmy . . . . . . . e e
Rady s kladnymi ¢leny . . . . oL
Alternujici Fady . . . . . . . L
Operace s Fadami . . . . . . . . 0L 0oL
Nefesené tlohy . . . . . . o L L

3 Funkéni rady

3.1
3.2
3.3

Posloupnosti funkci . . . . . oL
Funkéni Fady . . . . . . e
Nefesené tlohy . . . . . . o L L

4 Mocninné fady

4.1
4.2
4.3
4.4

Zakladni vlastnosti . . . . . ... L
Vyjadieni funkce mocninnou fadou . . . . . ..o Lo oo
Vybrané aplikace mocninnych #fad . . . . . . . .. oL oL L oL
Neresené ulohy . . . . . . . . L e

5 Fourierovy rady

5.1
5.2
2.3
5.4
2.9
5.6
2.7

Zakladni pojmy a vztahy . . . . . . ...
Trigonometrické fady . . . . . . . . L
Fourierovy fady . . . . . . . . . e e
Sinovy a Kosinovy rozvo] . . . . . .o e e
Fourieruv rozvoj na obecném intervalu . . . . . .. ... .. ... . L.
Vybrané aplikace . . . . . . . L
Neresené ulohy . . . . . . . . e

11
14
16

18
18
22
27

29
29
35
41
45



Kapitola 1

Uvod

1.1 Rady v zakladnim kurzu matematiky

S pojmem fada se vétSina ¢tendit pravdépodobné setkala jesté pfed otevienim tohoto skripta.
Nejspise jiz na stfedni skole v souvislosti s tilohami feSenymi pomoci geometrické fady, zcela jisté
vSak v avodnim vysokoskolském kurzu matematické analyzy. Stafi pfipomenout vyjadieni funkce
Taylorovou fadou nebo zavedeni Riemannova urcitého integralu jako limity jistych nekone¢nych
souctu.

Tento studijni text si klade za cil shrnout zékladni poznatky o Fadach (¢iselnych i funkénich).
Predpokladé se, ze ¢tendaf ziskal zakladni pfehled v diferencidlnim a integralnim poc¢tu funkci jedné
redlné proménné; k ocekdvanym vychozim znalostem patii téma posloupnosti, s nimz se mize stu-
dent seznamit napiiklad ve skriptu [DS96]. Nékteré z aplikaci funkénich Fad se tykaji diferencialnich
rovnic, coz by podle naseho nazoru nemélo plisobit komplikace, nebot v zakladnich kursech mate-
matiky zpravidla toto téma predchéaz{ vykladu o fadach.

Vzhledem k omezenému rozsahu nejsou zafazeny nékteré oblasti, které zejména v aplikacich
problematiku vyznamné dopliuji (podrobnéjsi vyklad k numerickym metodam zalozenym na pouziti
fad, fady v komplexnim oboru). V uvedenych ptipadech v8ak jsou k dispozici specializované uc¢ebni
texty nebo je mozné Cerpat z dal3f literatury, jejiz citované tituly jsou uvedeny v zavéru skripta.

1.2 Rozdéleni rad

Radu miZzeme intuitivné chapat jako soucet Clend né&jaké posloupnosti s¢itancii, a to bud &sel
(¢iselnd fada) nebo funkei (funkeéni fada). V obou kategoriich lze vymezit vyznamné podskupiny,
kterymi se budeme zabyvat zejména se zfetelem k jejich aplikacim. Rozdéleni fad z hlediska nejdi-
lezitéjsich typu zafazenych do zakladniho kurzu matematiky ukazuje schéma na obr. 1.1, kterému
v podstaté odpovid4 ¢lenéni skripta: ¢iselnym fadam je vénovana nésledujici kapitola, ostatni jsou
postupné zaméreny na funkéni fady obecné a na dva jejich nejvyznamnéjsi typy - fady mocninné a
trigonometrické. Hlavni otdzky, kterymi je tieba se zabyvat, jsou zfejmé:

(a) zda existuje soucet Fady,
(b) pokud existuje, jak ho lze uréit,

(c) jaké vlastnosti mé s¢itani nekonetného poc¢tu objekti (na rozdil od téze operace s konecnym
poctem scitancii),

(d) jaké jsou moznosti a zpusoby vyuziti fad.
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Obrézek 1.1: Rozdéleni rad

1.3 Podékovani

Peclivé recenze textu se ochotné ujala doc. RNDr. Véra Dobrovské, CSc. z Katedry matematiky
a deskriptivni geometrie. Pat¥i ji nas viely dik za svédomitou korekturu a cenné p¥ipominky, které
piispély ke zdarnému zavrSen{ nasi prace.

Ostrava, duben 2000.
Jaroslav VIcek, Jifi Vrbicky.

1.4 Predmluva ke druhému vydani

Po dvaceti letech od vytvofeni tisténé verze skripta ,,Rady“ jsme se rozhodli pfipravit vydani tohoto
studijntho textu v elektronické verzi, a to v doplnéné a upravené podobé. Zamérem bylo mimo
jiné zaplnit tematickou mezeru v elektronickych studijnich materidlech, které aktualné nabizeji
Katedra matematiky a deskriptivni geometrie (FS) a Katedra matematiky (FaSt) v ramci spolecné
E-studovny (mdg.vsb.cz/portal).

Problematice tfad nenf sice v soucasnych studijnich planech vénovan samostatny piFedmét,
poznatky z této oblasti v8ak v rizné mire najdou uplatnéni v celém kurzu vyuky matematiky na
technickych oborech. Ponechali jsme v pivodni podobé odkazy na studijni literaturu s védomim,
ze v dnesnich podminkach je dostupnost dopliujicich zdroju k tomuto tématu dostatedné Siroka.
Ptejeme si, aby nas ucebni text pfispél vSem uzivatelim ke zdarnému zvladnuti vysokoskolské
matematiky.

Ostrava, tnor 2020.
Jaroslav VIcek, Jif{ Vrbicky, Jakub Stryja.


http://mdg.vsb.cz/portal

Kapitola 2
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Ciselné rady
2.1 Zakladni pojmy

2.1.1 Definice. Mgjme dénu posloupnost redlnych &isel {a,};” = {a1,a2,as,...}. Formalné
vytvoreny soucet jejich ¢lent

oo
ar+ay+az+...+ap+...= E anp,
n=1
nazyvame ¢iselnou fadou.

oo

2.1.2 Posloupnost ¢asteénych soucta {s;}° fady > a, vznikne postupnym zvySovanim
n=1

poctu sectenych ¢leni Fady:

s1=a1, S2=a1+az, S3=a1+ a2+ as,

%
Si=a1+ax+az+...+a; =8_-1+a; = E Qp-

n=1

2.1.3 Zbytek fady. Kazdou &iselnou fadu mutzeme zapsat jako soucet

o.9]
g ap = $; + Q41 + Q2 + ... = 8§ + T4,

n=1

oo
kde 7; = aj11 + ajy2 + ... je zbytek fady > a, po i-tém &lenu.

n=1

o0
2.1.4 Definice. Mé&jme fadu ) a, s posloupnosti ¢asteénych souctu {s;}. Jestlize

n=1
=s€eR 00 konverguje a mé soudet s,
lim s; ¢ =oo(—o0) p,fikdme, Ze fada E ap { diverguje a mé soucet oo (—00),
1—00 . . . . , o .
neexistuje n=1 diverguje a nemé soucet (osciluje).

2.1.5 Priklady. K zadané radé utvoite posloupnost ¢asteénych souc¢ti a rozhodnéte o jeji konver-

genci.
@ e ® Xm(in). © Yo
n=1 n=1 n=1

Resend. (a) Nejprve fadu upravime rozkladem na parciélni zlomky:



o

§:n1+n 2O?;nnﬂ §:<_n+1>

n=1 n=1 n=1

Nyni vyjadfime obecny ¢len posloupnosti ¢astecnych souctt

1+1+1+ +1 1+1+1+ + 1 1 1
S; = — — — — — — — _— = — .
! 2 3 i 2 3 4 i+1 i+1

Rada konverguje, nebot ma soucet, ktery uréime jako limitu
) 1
s=lim (1-— =1.
i—00 7+ 1

(b) Pro fadu ;ln(l—F%) =In2+m3+Ing+...je

Rada diverguje, protoze

lim s; = lim In(i 4+ 1) = oo.
1—00 1—00

[e.e]
(¢) Zadana fada > (—=1)"*) =1 - 141 — 1+ ... ma posloupnost Gastetnych souctit
1

si=1,0,1,0,1,0,...,

ktera nema limitu. Jednd se tedy o divergentni oscilujici fadu.

o0
2.1.6 Véta (nutna podminka konvergence). Je-li fada ) a,, konvergentni, pak plati
1

lim a, = 0. (2.1)

n—oo

- o
Diikaz. Rada ) a, konverguje k souctu s, proto s, — s, Sp+1 — s. Protoze a, = Spt+1 — Sp, musi

1
na zakladé vlastnosti konvergentnich posloupnosti platit

lim a, = hm (8n+1 —sp) =0.
n—o0

2.1.7 Poznamky.

1. Podminka (2.1) je sice nutné, nikoli v8ak postacujici. Jeji splnéni konvergenci fady samo o sobé
nezarucuje, jak je vidét na p¥ikladu 2.1.5 (b), kde

1
lim a, = lim In (1 + ) =0,
n—o00 n—o0 n
ale fada diverguje.
2. Urceni souctu fady jako limity posloupnosti ¢astecnych souct neni zpravidla mozné, nebot se

jen vyjime¢né podafi vyjadFit obecné i-ty ¢len posloupnosti {s;}, jako tomu bylo v p¥ikladu
2.1.5 (a). O nékterych metodach stanoveni souctu konvergentni fady pojednava kapitola 4.1.



2.1.8 Geometricka fada s kvocientem ¢ je fada

o o0
Zq”_1:Zq":1—|—q+q2+....
1 0

Pro -ty ¢asteény soucet plati vzorec

nebot ' ‘ '
si-(l—q)=14+q+¢@+...4+¢ ' —(¢g+*+...+¢)=1—-¢"

Je-li |g| < 1, geometricka fada konverguje a plati

> 1
n—1 __
St

q
protoze ,
) . 1—4¢ 1
s = lim s; = lim = —.
i—00 isboo 1 —¢q 1—gq
Pro |g| > 1 je

lim a, = lim ¢"" ! #0
n—oo n—oo

a geometricka rada diverguje.

2.1.9 Harmonicka fada je definoviana pfedpisem

o0

Zl—1+1+1+
SrERRE R R

Tato fada je divergentni, prestoze a,, — 0 pro n — co. Plati totiz:

S R P NI L
524 S; = 9 3 % 5 3 ; =

1 1 1 11
- LS.t 2.9
R B FE S K (2:2)

Kdyby harmonicka fada konvergovala, muselo by platit

lim s9; = lim s;, tj. lim (s9; — ;) =0,

coz je spor s (2.2).

(o] o0
2.1.10 Véta. Necht k € M. Pak fady > a,a >, a, soufasné konverguji, resp. diverguji.
n=1 n=k+1

Diikaz. ZFejmé muiizeme psat

[o.¢] o
Zan:a1+a2+...+ak+ E Ay, -
n=1 n=k+1

Oznacime obvyklym zpusobem s; = a1 + a2+ ...+ a; a proi > k+ 1 déle
0i = ag+1 + Ap42 + ... + a;,

takze o; = s; — sp.

Konvergentni pfipad: je-li lim s; = s, pak lim o; = s — s;. Naopak, je-li lim o; = o, pak
71— 00 1—00 12— 00

lim s; = lim (0 + si) = 0 + k.

1— 00 1—00

Divergentni piipad: jestlize posloupnost {s;} diverguje, potom diverguje i posloupnost {o;} =
{si — sk}, nebot v opafném piipadé by podle pfedchoziho konvergovala i posloupnost {s;}, coz je
spor s piedpokladem; obdobné z divergence {o;} plyne i divergence posloupnosti {s;} = {o; + si}.
O



2.1.11 Dasledek. Lisi-li se dvé fady v koneéném poctu ¢lenit (jinymi slovy: fady jsou si rovny
pro skoro v8echna n), pak soucasné konverguji (diverguji).

o0 oo
2.1.12 Vlastnosti konvergentnich fad. Mg&jme konvergentni fady > a, =sa > b, =t.
1 1
1. Je-llivn e N :a, <b,, pak s <.

o0

2. > an+> b => (an+b,) =s+t.
1 1 1

3. Y cap=c) ap=cs YcER.
1 1

Diikaz. Uvedené vztahy napiSeme pomoci limit posloupnosti ¢astecnych soucti. Tvrzeni plyne ze
zndmych vét o limitach konvergentnich posloupnosti. O

[&.°] o0
2.1.13 Definice. Jsou-li > ay, > b, Fady, pficemz Vn € N : a, < b,. Pak Fikame, ze
1 1
o0 o0
1. fada ) a, je minorantou fady ) b, nebo obracené
1 1

o o
2. fada ) b, je majorantou fady ) a,.
1 1

2.1.14 Priklady.

(a) Dokazte divergenci fady

(b) Urcete soucet rady

iQ_(_l)n_3+ L3 1.
- 2n 2 22 23 o4 T
Resend.
(a) Rada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence:

. . n 1
= B3 57

(b) Zadanou fadu miiZzeme napsat jako soucet dvou fad':

SIS () s ()

1

Obé jsou geometrické a konverguji (|¢| = 4 < 1). Hledany soucet bude (viz 2.1.8)

N 1 -3 7
s=81t+s82=—7-—T—"FT=73-
1-1 1+1 3
!Tento krok je samoziejmy jen zdanlivs; jde o pierovnani ¢lent Fady, které je korektni jen v n&kterych p¥ipadech
(tento mezi né patii). Blize viz 2.4.5 a 2.5.9.




2.2 Rady s kladnymi €leny

. 00
2.2.1 Definice. Rada > a, =a1+a2+...+an+ ..., vniz je kazdé a, > 0, se nazyva fada
1

s kladnymi (nezapornymi)? ¢leny.

2.2.2 Poznamky.

1.

Rada s kladnymi ¢leny bud konverguje nebo diverguje k oo, protoze jeji posloupnost ¢astec-
nych sou¢tt je vzdy neklesajici.

Nasledujici véty se nazyvaji kriteria konvergence rad s kladnymi ¢leny. Jedné se o po-
stacujici podminky konvergence.

o0

2.2.3 Srovnavaci kriterium. Rada > ay, s kladnymi ¢leny konverguje, existuje-li k ni konver-

1
00

gentni majoranta. Rada > ay, diverguje, existuje-li k ni divergentni minoranta.
1

Diikaz. Plyne z véty 2.1.12. O

2.2.4 Priklady.

n3n

. 00
(a) Rada Y -t konverguje, nebot
1

1

— <
n3n

1
— VneN,
gn
. X 1\ . C 1
a majoranta . (3)" konverguje (geometrickd fada, |¢| = 3 < 1).
1

Ukézeme odhad zbytku zadané fady (napiiklad po patém ¢lenu) pomoci této geometrické
majoranty:

1 1

o
111 1
s_zljnn_3+2-32+3-33+4-34+5-35+"'_55+T5’

kde
1 1 1 1 1 1

— . < =
636 737 8.3 6.3 76.3 6.3

1 1 1 1 & /1\"! 1

=— (1445 +... )= — - = =3,43-107%

6-36< tytet > 6-3621:(3> 4.36

Vysledna hodnota udava horni odhad chyby, které se dopustime, nahradime-li (aproximujeme-
li) soucet zadané fady souctem jejich prvnich péti ¢lenti.

5

(b) Rada . 52— diverguje, nebot
1

n n 1
2n? —1 2n? on’

p¥i¢em# minoranta 3 Y 1 diverguje (harmonicka Yada).

2Vynechame-li v dané fadé nulové ¢leny, nezménime tim nic na konvergenci ani sou¢tu fady. Misto fad s nezapor-
nymi ¢leny miZeme uvazovat jen fady s kladnymi ¢leny. To je dilezité nap¥. u podilového kriteria, kde délime ¢lenem

Qn, viz 2.2.7.



o
2.2.5 Odmocninové (Cauchyho) kriterium. Necht pro fadu ) a, existuje
1

nh_)nolo Ya, = L.

Pak plati: (a) je-li L < 1, fada konverguje,
(b) je-li L > 1, fada diverguje.
Diikaz. (a) Uvazujme ¢islo k tak, ze L < k < 1. Pak pro skoro vSechny ¢leny posloupnosti { {/a,,}

plati, ze /a, < k, tj. 0 < a,, < k™. To v8ak znamena, ze fada > k™ je konvergentni majorantou
fady Y an, kterd proto konverguje podle srovnavaciho kriteria.

(b) M&jme nyni L > 1; pak pro skoro vSechna n bude {/a,, > 1 neboli a,, > 1. To v8ak zna-
mend, ze limita posloupnosti {a,} se nerovna nule. Rada nespliiuje nutnou podminku konvergence,
a proto diverguje. O

2.2.6 Pfiklad. (a) Rada

= /2n+5\"
;<3n—2>

2 5 2
lim ¥a, = lim nt =-<1.

n—00 n—oo 3N — 2 3

konverguje, protoze

o o0
(b) Rada ) arctan™ n diverguje, protoze
1

T
lim ¥a, = lim arctann = 5 > 1.

n—oo n—oo

oo
2.2.7 Podilové (d’Alembertovo) kriterium. Necht pro fadu ) a,, existuje
1

. An+1
lim L — L.

n—00  Qp
Pak plati: (a) je-li L < 1, fada konverguje,
(b) je-li L > 1, fada diverguje.
Diikaz. (a) Necht k € (L,1). Pak pro skoro vSechna n je CLZ—ZI < k, tj. existuje ng € N tak, Ze

Ym > ng:

Am+1 < kama
2
amy2 < kamy1 < K am,

amenN < k:Nam atd.

(0.0 oo
Vidime, ze fada a,, > kY je konvergentni majorantou fady 3 a,, ktera podle srovnavaciho kriteria
1 1

musi konvergovat.

(b) Pro L > 1 musi pro skoro vSechna n platit

an+1
Qn

>1, tj. anpy1 > an.

Posloupnost {a,} je tedy neklesajici a kladné, a proto nemize splnit nutnou podminku konvergence
an, — 0 pro n — oo. ]



~ 0 n
2.2.8 Priiklady. (a) Rada ) 5 konverguje, protoze
1

a
lim L = lim =0 < 1.
n—co  Qy n—oon + 1

~ o0 n
(b) Rada i—5 diverguje, protoze
T

n+1

5n+1 5 5
lim 24— i 2 ”:5hm< i ) -5 > 1.

n—oo  Qp n—00 (n —+ 1)5 . 5n n—00

2.2.9 Poznamka. Pii pouziti odmocninového nebo podilového kriteria miiZze nastat také pifpad

L =1, kdy nelze o konvergenci rozhodnout. Pak je nutno pouZzit né€které dalsi kriterium.

2.2.10 Integralni kriterium. Nechf funkce f(z)® je na intervalu (1, 00) spojitd, kladna a kle-

o0
sajici, pficemz f(n) = a, Vn € N. Pak fada Y a, konverguje, pravé kdyz konverguje nevlastni
1

integral [ f(z)dz.
1

Diikaz. Podle pfedpokladt véty je Vk € N

k+1

ag > / f(z)dx > agy1 (viz obr. 2.1).
k
Se¢teme tyto nerovnosti pro k =1,2,3,...,1:

i+1 i

> ap> / fl@)de > apn
k=1 1 k=1

t].

oo
(=) Je-li > a, konvergentni, pak
1

1— 00 11— 00

(o]
lim s; = lim ;11 =85 = sZ/f(x)d:Jch—al7
1

to znamend, Ze nevlastnf integral konverguje.

o
(<) Konverguje-li integral [ f(x)dz, plati také, ze
1

s—ay < /f(x)da:
1

To znamené, Ze soucet s je kone¢ny a fada konverguje.

0

3Kriterium lze zobecnit pro funkci spojitou, nezapornou a nerostouci na intervalu (a, o), kde a > 0. V tomto

pifpadé zkouméame konvergenci integralu [ f(z) dz.
a



f(X)

1 2 3 n n+1 X

Obrazek 2.1: K integralnimu kriteriu

2.2.11 Odhad zbytku rady na zakladé integralntho kriteria ma velmi nazornou podstatu - viz
obr. 2.1. Ta vyplyva z geometrické interpretace hodnoty uréitého integralu jako obsahu plochy mezi
soufadnou osou a kfivkou pro zadany interval integra¢ni proménné:

/f(x)dl’SS—SZS/f(:L‘)dx’ kde S—Sizri:ian_

i+1 n=i+1

oo
2.2.12 Priklad. VySetfime konvergenci fady ) ,%k pro libovolné k& > 0.
1

Resent. Posloupnosti {nik} piifadime kladnou monoténné klesajici funkci f(z) = 5, = € (1,00) a
vypoc¢teme nevlastn{ integral:

ooda: dx 1 1

I= | & & w1 1
/a:k b | zF bi%l—k(bk_l > VE#L
1

tj-

~Joo,  ke(0,1) ... fada diverguje,

B =5, ke(l,00) ... fada konverguje.
Specialng, pro k = 1 jde o harmonickou fadu a dostavame:

/ d
I=1lim [ <L = lim [lnx]l{ =00
b—o0 x b—oo
1

a fada diverguje.

[e.e]
Pro ilustraci provedeme odhad zbytku fady n% po ¢tvrtém ¢Elenu na zakladé 2.2.11:
1

[e.o]

7 d

/dfgmg/;”, tj. 0,02 <74 <0,03125.
X T

5 4

10



2.3 Alternujici rady

2.3.1 Rady s obecnymi ¢€leny se vyznacuji tim, Ze znaménka jejich ¢lent jsou libovolna,

napfiiklad
5 3 4 n 5 6 n 7 n
2 3 4 5 6
Studium téchto fad je spojeno s pojmem absolutn{ konvergence, ktery ma klicovy vyznam v tvahéch

o prerovnavani fad a v teorii funk¢énich rad.

2.3.2 Definice. Mg&jme fadu s obecnymi ¢leny Y a,. Konverguje-li fada »_ |a,|, pak Fikame,
7e fada > a, konverguje absolutn&'. Nekonverguje-li fada Y |a,|, aviak fada Y. a, ano, pak
fikdme, Ze fada ) a,, konverguje relativné (neabsolutné).

o0 o0
2.3.3 Véta. Jestlize konverguje fada Y |ay|, pak konverguje i fada ) ay,.
T T
(+)

Diikaz. Radu Y a, rozdélime na fadu jejich kladnych ¢lenit ay, ’ a Fadu jejich zapornych ¢lent a
a pouzijeme srovnavaci kriterium na kazdou z nich zvI4st:

(=)

o0 [ee]
1. Zag) < S |an|, proto fada kladnych ¢lenti konverguje; oznacme jeji soucet s(t),
1 n=1

o0 o0
2. takée — ) a$”) je fada s kladnymi ¢leny vybrané z konvergentni fady > |ayl|; proto konverguje
1 n=1
a jeji soutet oznadime s().
o0
Spojenim obou vysledki dostavame Y a, = s(t) — (=) Tento soucet je koneény, a proto Fada
n=1
konverguje. O

2.3.4 Priklad. Rozhodnéte, zda zadané fady konverguji{ absolutné:

(a) S b S (-t
1

- n? n? 44

Resend.

(a) Zadana fada konverguje absolutné, protoze

cosn‘ 1

—

aal = | =57 <
n

n2
oo

pfi¢emz majorantni fada » # konverguje (viz piiklad 2.2.12).
1

(b) Nyni je

o0
lan| = #%—4 a fada absolutnich hodnot 21: nzLH diverguje

podle integréalniho kriteria. Proto zadana fada nekonverguje absolutné (konverguje relativng).
Jde o priklad tzv. alternujici fady.

2.3.5 Alternujici fada vznikne z posloupnosti kladnych &isel {a,, }7°, vytvoiime-li soucet jejich
¢lent se stfidavymi znaménky:
[e.e]
ap—ag+az—ag+...= Z(*l)qﬂ_lan.
1

4Pro fady s kladnymi ¢leny jsou pojmy konvergence a absolutni konvergence shodné.
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2.3.6  Leibnizovo kriterium konvergence alternujicich #ad. Necht pro alternujici fadu
oo

3 (=1)"*a, plati:

n=1
(1) lim a, =0,
n—oo
(2) {an}5° je nerostouci posloupnost, tj. plati nerovnosti ap4+1 < a, pro ¥n € N.

Pak je tato fada konvergentni.

Diikaz. Uvazujme Casteény soucet sudého poctu ¢lent, v némz a3 > 0 (pro a3 < 0 by dikaz probihal
obdobné):
Sogm =a1 —az+ a3 —aq4+ ... +am-1 — aom =

=ay — (a2 —a3) — (a4 —as) — ... — (a2m-2 — Q2m—1) — Q2.

Podle predpokladu (2) je kazdy rozdil agg_o — agi—1 > 0, tj. s2,m < a1, a posloupnost je tudiz
shora omezena. SouCasné je neklesajici, jelikoz plati

Som — S2m—2 = A2m—1 — G2m > 0.

M4 tedy limitu
lim s9,, = s.

m—r0o0
Vezmeme-li nynf posloupnost lichych ¢asteénych soucti, plati pro ni
S2m+1 = S2m 1 A2m41,
a tedy dle pfedpokladu (1) dostaneme

lim somy1 = lim sop + lim agpme1 =s+0=s.
M—00 m—00 m—00

Shrnutim obou vysledk obdrzime

oo
1,
ﬂ%gnoo Som = hm Som41 = hm Sm Z 1t
a proto alternujici fada za uvedenych pfedpokladt konverguje. O

2.3.7 Poznamky.
1. Leibnizovo kriterium slouzi k ovéfeni relativni (neabsolutni) konvergence.

2. Dtisledkem dvah uplatnénych v dtkazu je dulezitd skutecnost, Ze u konvergentni alternujici
fady je vzdy |s| < |ai|. Protoze také zbytek r; po i-tém &lenu alternujici fady je sam o sobé
alternujici fadou, plat{

s=8;+r;=s58; + E ”H
nz+1

pfi¢emz |r;| < a;41. Tato vlastnost je s vyhodou vyuzivana k odhadu chyby pii aproximaci
sou¢tu fady (viz piiklad 2.3.9).

12



2.3.8 Priklady. Vysetfete konvergenci a absolutni konvergenci fad:

(_1 n+1

oo (3] 0o (_1)n
(a) — (b) cos n, (c) .
G % S

Resend.
(a) Posloupnost {ﬁ} je klesajici posloupnost a plati pro ni
: . 1
lim a, = lim — = 0.
n—oo n—oo +/MN

Rada proto konverguje podle Leibnizova kriteria. Nekonverguje vSak absolutné, nebot

> Vn e N.

S

1

vn
Harmonick4 fada je jeji minorantou a divergence fady absolutnich hodnot je tudiz ziejmé
podle srovnévaciho kriteria.

(b) Pro oscilujici fadu
o0

icosmr:z:(—l)”:1—1+1—1+...
0

0

neni splnéna nutnd podminka konvergence (2.1), nebot lim a, neexistuje. Rada diverguje.
n—oo

o0
(c) Pomoci integralniho kriteria se snadno presvéd¢ime, 7e fada ) |a,| konverguje. Funkce
n=1

f(z) = ;r%-&-l spliuje piredpoklady integralniho kriteria a déle plati

[ de [ d

T x ™
/:1;2+1 </$2+1:[arctan$]8°:2.
1 0

Zadana alternujici fada tedy konverguje absolutné.

2.3.9 Priklad. Kolik ¢lent fady

n! ol 31 "4 5l

musime vzit, abychom aproximovali jeji soucet s = e~! s chybou mensi nez ¢ = 107°? (Jde o
Maclaurintv rozvoj funkce e pro z = —1.)

Reseni. Ovéreni konvergence pomoci Leibnizova kriteria si ¢tenaf snadno provede sam. P¥i apro-
ximaci poZzadujeme, aby zbytek r; pfi ponechéani ¢ ¢lenti fady byl mensi nez povolend chyba e.
Vyuzijeme-li vlastnosti v poznamce 2.3.7 (2), bude:

Iril < a1 <&, tj. <107°,

(i+1)

Prvni ¢islo ¢ € N, pro néz (i + 1)! > 100000, je i = 8 (9! = 362880). Je tedy nutno vzit prvnich 9
¢lent fady (n=0,1,2,...,8)

8
(=1)» 2119 |
= Z_— =0,36788.
2 n! 5760

n=0

13



2.4 Operace s fadami
2.4.1 Nasobeni fad. Souc¢inem fad >’ ay, > b, nazyvame fadu > ¢, pro jejiz ¢leny plati:
c1 = arby, ¢ =aiby+ashy, ...

cn = a1by, + asbp_1 + ... + ayby,

2.4.2 Véta. Jsou-litady > an, Y b, absolutné konvergentni se soucty s, ¢, pak také jejich soucin
je absolutné konvergentni fada a jeji soucet je s - t.

Diikaz. Patii mezi pracnéjsi; jeho ideu lze nalézt napiiklad v [H90]. O

2.4.3 Priklady. Najdéte fadu, ktera je sou¢inem zadanych fad. Je-li to mozné, urcete jeji soucet.

e Re o R L

n 1

Resent.
(a) Postupnym vypoctem obdrzime fadu

n 1 0 1

SN 1 1
21:57”21: 5n1 _1+0+?+0+?+”':0ﬁ‘

Obé zadané geometrické fady jsou absolutné konvergentni, takze absolutné konverguje i jejich
soucin. V souladu s predchozi vétou je

> 1

S NEIENEINS SRR
L & 95 1 & 2

25

~ o] n
(b) Rada >’ % konverguje, avSak nikoli absolutné (srv. piiklad 2.3.8 (a)). UkaZeme, Ze zadany
1

soucin (jeji druh& mocnina) diverguje:

kde

—
|
—
N—
s
e}
3
Il
NE
—
\
Si=
ol
T
3| —
S—
| 3
= =
Il
—
|
—_
N—
3
Eal
-
i
=
: —_
|
w

1 1 1 1
= —(1+—=+—=+... e
Protoze ¢, > 1 Vn € N, je také

lim ¢, > 1
n—o0

a soucinova fada podle Leibnizova kriteria diverguje.
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2.4.4 Pterovnani ¢lent fady. Budeme hledat odpovéd na otazku, zda dvé (konvergentni)
nekonecné fady, které se lisi pouze pofadim svych ¢lenti, maji stejny soucet. Je piitom ziejmé, ze
pro soucet konecného poctu séitanci je tato otdzka zodpovézena platnosti komutativniho zékona.

oo ~
Mgjme Fadu . a, = a1 + az + ag + ... a bijektivni zobrazeni v : N' — N. Rikame, Ze fada
1

Ay(1) + A2y +ay@) +...= Z Qy(n)
n=1

[e.°]
vznikla pferovnanim fady »_ ay,.
1

oo o0

2.4.5 Véta. Necht fada ) a, absolutné konverguje. Pak kazda fada ) a, (), ktera vznikla jejim
1 1

prerovnénim, rovnéz absolutné konverguje, a to ke stejnému souctu.

Diikaz. viz napiiklad [L69], str. 50. O

oo n

2.4.6 Piiklad. Alternujici fada ) # konverguje podle Leibnizova kriteria, ale nekonver-
1

guje absolutné (fada absolutnich hodnot je harmonicka). UkaZeme, Ze jejim prerovnanim ziskdme

konvergentni fadu s jinym souétem.

Regent.
i(—l)n+1 EEEUNE S S S U S S
=l -+ -+ -5 +...=5
- n 2 3 45 6 7 8 ’
dale je
1 = (—1)ntt 1 1 1 1 s
2 4 n 2 4 6 8 2
Secteme-li obé rovnosti, obdrzime
1+1 1+1+1 1+1+1 1+ 3
3 2 57 49 11 6 2%

Tato nova fada v8ak mize vzniknout i pFferovnanim ptivodni fady se souc¢tem s a to tak, Ze napiSeme
vzdy dva kladné ¢leny a jeden zaporny ¢len. Nyni v8ak mé soucet o polovinu vEtsi.

Uvedené zjisténi zobecnuje néasledujici véta, kterou uvadime bez dikazu.

2.4.7 Véta (Riemannova). Konverguje-li fada ) a, neabsolutné, pak lze jeji ¢leny pferovnat
tak, aby nové vznikla fada konvergovala k pfedem stanovenému souctu, pripadné aby divergovala.
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2.5 NereSené tlohy

2.5.1 Rozhodnéte o konvergenci fad:

Zln(n+1 1 4n +1
a) Z(f,z)v b Dmg 9 X
1 1 1

0 5n71

= n! > 1
R R o cxai

1

2.5.2  Urcete soucet fady (pokud existuje):

o0 o (o)
2.3%_3.9m 1 g4n—1

(Doporuceni: v pfipadé b) vyjadiete s; rozkladem na parcidlni zlomky:.)

2.5.3 Dokazte nésledujici modifikované srovnavaci kriterium:

Necht > ap, > by, jsou fady s kladngmi cleny a ddle necht pro skoro vsechna n plati

an+1 < bn+1
an bn

Konverguge-li fada ) by, pak konverguge i fada _ ay,.
Diverguje-li fada >’ ay, pak diverguje i fada _ by,.

2.5.4 'V piipadech, kdy selhévaji jednoduché kriteria konvergence fad s kladnymi ¢leny (srov-
navaci, podilové, odmocninové), lze uplatnit tzv. Raabeho kriterium, jehoz dikaz je naptiklad
v [H90]:

oo
2 v - . . an _ ..
Necht pro Fadu lean existuje lim n (a - 1) = L. Pak plaii:

n—oo n
(a) je-li L > 1, Fada konverguje,
(b) je-li L < 1, fada diverguje.

oo
VysetFete pomoci tohoto kriteria konvergenci fady #
1

2.5.5 VySetTete konvergenci a absolutni konvergenci fad:

1 n+1

— (=1) — ()" — 1 - (="
a) =y , —
O IS W I D

Oo_ng% e OOCOS% Oo_nl n
9 SEr(3) 0 R 0 Yt

1

o0

2.5.6 Dokazte nasledujici tvrzeni: konverguje-li fada ) a, absolutné, pak pro kazdé ¢ € R
1

konverguji fady
o o
E Qp, COS TP , E an sinny .
1 1

Plati i obracena véta?
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2.5.7  Aproximujte s povolenou chybou e soucet zadané fady (pouzijte vhodny zptisob odhadu
zbytku).

oo

1 n+1 1 1

a) Z( ) 3n(n+ ) pro e = 1072, b) 27_1 pro e =1077,
1

1
P ——— =10""%
°) N 47(n —1)! pro € =10

2.5.8 Ovérte absolutni konvergenci alternujici fady
= (=1t 1 1 1 1
2 Tty ety
1

a urete pomoci vhodného pierovnani jeji soucet, vite-li, ze (viz piiklad 5.5.5 (d))

Yo

1

2.5.9  Zdivodnéte spravnost postupu v feseném piikladu 2.1.14 (b).

2.5.10 Vysledky.

2.5.1 a) diverguje, b) konverguje, ¢) konverguje, d) konverguje, e) konverguje, f) diverguje, g) kon-
verguje, h) diverguje
2.5.2 a) %, b) %8, c) diverguje

2.5.3 Navod: vynasobte nerovnosti

a b a b a b
72 S 727 3 S 3, o n n
ar — b1 a7 b p—1 ~ bp—1

a pouzijte srovnavaci kriterium 2.2.3.
2.5.4 konverguje

2.5.5 a) konverguje absolutné, b) konverguje, ¢) konverguje absolutné, d) diverguje, e) konverguje
absolutné, f) diverguje

2.5.6 Rady konverguji absolutné na zakladé srovnavaciho kriteria. Obracena véta neplati, nebot
napiiklad fada ) “>E konverguje, ale nikoli absolutné.

2.5.7 a) s=0,44, b) s = 1,05360, c) s = 0,3210

3
[ V)

258 s=

1

[\

2.5.9 Obeé fady konverguji absolutné. Pivodni fada vznikne prerovnanim — stiidavé bereme ¢leny z
jedné a druhé fady. Spravnost plyne z véty o pferovnani fad.
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Kapitola 3

Funkéni rady

3.1 Posloupnosti funkci
3.1.1 Uvodni poznamka. Problematiku funkénich posloupnosti uvadime pouze v rozsahu ne-
zbytném k zavedeni pojmi konvergence a stejnomérné konvergence fad. Zarovenn slouzi k demon-

strovani podminek, za kterych se prenaseji vlastnosti ¢lentd posloupnosti funkci na limitni funkeci.

3.1.2 Posloupnost funkeci na mnoZziné M je zobrazeni mnoziny pfirozenych ¢&isel do mnoziny
funkei definovanych na M. PiSeme:

{fn(x)}zozl = {f1($)7 f2($)7 f3<$)7 .- -vfn(x)? o }

Defini¢ni obor D posloupnosti {f,(z)} je prinik defini¢nich obort vSech jejich ¢lenti.

3.1.3 Priklady posloupnosti funkci a jejich defini¢nich obori:

o0
X i i X
P — “ e D:R‘
{1+n2x2}1 {1+x2’1+4x2’1+9x2’ } ’

{"w—l}jo:{x—l, V-1, \%ﬁ,...}, D = (1,00).

(a)

3.1.4 Bodova konvergence. Konverguje-li v bodé ¢ € D &iselna posloupnost {fn(z0)}7,
fikame, Ze posloupnost funkci { f,,(z)} konverguje v bodé xg. Jestlize pro kazdé o € P C D konver-
guje ¢iselné posloupnost { f,,(zo)}, fikdme, ze posloupnost funkei { f,, ()} konverguje na mnoziné P
bodové. Piseme:

lim f,(z) = f(x).

n—oo

3.1.5 Poznamky.

1. Symbolem f(x) jsme oznacili limitni funkeci posloupnosti {f,(x)}, jejiz obor hodnot na
mnoziné P tvofi limity ¢fselnych posloupnosti pro kazdy bod x¢ € P.

2. Misto zapisu v definici mtizeme pro oznaceni bodové konvergence pouzit zjednoduseného tvaru
fo(®) — f() na P.

3. V dalgim textu budeme vSude piedpokladat, Ze P je interval nebo sjednocen{ koneéného poctu
intervald.
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3.1.6 Piiklad. VySetfime limitu posloupnosti

€T oo
{l—i—xn}l '

Regend. Definiénim oborem posloupnosti je mnozina R\ {—1}. P¥ vypoctu limity je vhodné rozlisit
nékolik pFipadd s ohledem na vlastnosti funkci

fn()

—_— x .
C14an

1. pro |x| > 1 je zcela jisté lim f,(x) = 0, jak se lze piesvédcit pouzitim L’Hospitalova pravidla;
n—o0
2. pro x =1 je ziejmé lim f,(1) = %;
n—oo

3. jestlize bude —1 < z < 1, dostavame lim f,(x) = z, protoZe ve jmenovateli je limita z™
n—oo

rovna nule.

Shrnutim dil¢ich vysledki je limitni funkce na mnoziné P =R\ {—1}:

x pro x| <1,
f(z) = nh_{folo fa(z) = % prox =1,
0 pro x| >1,

jejiz graf je na obr. 3.1.

3.1.7 Poznamka. Jak je z obrazku patrno, je limitni funkce v této tiloze nespojita, tiebaze
posloupnost je tvofena spojitymu funkcemi. To znamena, Ze pii bodové konvergenci se vlastnosti
¢lenti (spojitost, integrovatelnost, diferencovatelnost) nepfenasi automaticky na limitni funkei. Aby
se uvedené vlastnosti zachovavaly, musi byt konvergence ,kvalitnéjsi“ - takzvané stejnomérné.

3.1.8 Definice. Rekneme, ze posloupnost funkei {fn(x)} konverguje stejnomérné k funkci
f(z) na intervalu P, existuje-li pro kazdé ¢ > 0 ¢islo ng € N tak, ze pro kazdé n > ng a pro vSechna
x € Py plati: |fn(x) — f(x)] < e. PiSeme:

lim f,(z) £ f(z) na Ps nebo Jn(z) = f(x) na Ps.

n—oo

3.1.9 Poznamky.

1. Na rozdil od bodové konvergence je v piipadé stejnomérné konvergence &islo ng stejné pro
kazdé x € Ps. To je dobfe patrno, porovndme-li formalni zapis obou definic:

VeeP Ve>0 dngeN Vn>ng: |fu(z)— f(z)]<e (bodovd),
Ve>0 dnpeN Vn>ng VzePs: |fu(z)— f(zx)]<e (stejnomérna).

2. Ze stejnomérné konvergence posloupnosti funkci plyne bodova konvergence, pficemz je bud
P, C P nebo P; = P a limitni funkce je na intervalu Ps pro oba typy stejnd. Opacné tvrzeni
neplati. Pokud je posloupnost funkci bodové konvergentni, nemusi byt stejnomérné konver-
gentni.

3.1.10 Prtiklad. Vysetiime stejnomérnou konvergenci posloupnosti z tlohy 3.1.6:

z, |z| <1,
fnlz) = 1 f;r" fle)=143, z=1, (vizobr 3.1).
0, |z[>1
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s s
x pro |z <1 \
1
fa)={ Swoz=1 :
0 pro [z > 1
2
' '
L]
0 o
3 5 4 3 2 A 0o 1 2 3 4 5 13 5 5 T 3 2 1 0 2 3 4 5 13
o
2 2
s E
4 4
s B
5 5
. .
=
folz) = E fa(z) = 3

Obrédzek 3.1: N limitnf funkce f(z), * fi(z) = 15,  folz) = 7 N\ fa(z) = T3

Resend.
1. Uvazujme nejprve interval (K, 00), kde K > 1. V ném plati:

o xz 1 < 1
_1+$n<$n_$n71—Kn71’

|[fu(z) — f()|

Zjistime, zda a za jakych podminek je tento rozdil mensi neZ libovolné zvolené ¢islo € > 0:

1 1 Ine
——<e=>K"!'>-=n>1- .
KT e " n K
Uvazujeme-li ¢ < 1, je tento vysledek kladny. Vidime, Ze nezavisle na = € (K, 00) a pro
libovolné malé e existuje ng = [1 — {2£] takové, Ze pro n > ng je |fu(z) — f(2)] < €

(symbol [..] zde oznacuje celou ¢ast vnitiniho vyrazu). Ve smyslu pfedchozi definice je tudiz
konvergence stejnomérné na kazdém intervalu Py = (K,00), K > 1.

2. M&jme nyni z € (—k, k), 0 < k < 1, na némz je limitni funkce f(z) = z, a proto

+1 ‘x‘n+1 knJrl

— < kn-i—l'
1+zn| — 1—k"

ule) = 1) = | =] = | T

SN

Protoze tento vysledek plati nezavisle na z, mizeme podobnou tvahou jako v pfedchozim
piipad€ potvrdit stejnomérnou konvergenci.
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3. Pro z € (—o0,—K), K > 1 se stejnomérna konvergence ovéii obdobné jako v pfipadé 1.

Zévér: posloupnost funkci konverguje stejnomérné na kazdém intervalu, ktery nebsahuje zadny
z bodi ¢ = —1, x = 1. Pro ilustraci jsou na obr. 3.1 b,c,d uvedeny grafy prvnich tii ¢lenti zkoumané
posloupnosti. Dalsi sudé ¢leny jsou si navzajem podobné, liché mezi sebou rovnéz.

3.1.11 Poznamka. VySetfovani stejnomérné konvergence funkénich posloupnosti podle definice
nemusi byt jednoduché a vyzaduje znalost limitni funkce. Proto byva v praxi ¢asto pouzivana nize
uvedend Bolzanova—Cauchyova podminka (viz téz piiklad 3.1.15). Souvislost mezi stejnomérnou
konvergenci posloupnosti funkci a operacemi integrovani a derivovani jejich ¢lent vyjadiuji dalsi
dvé véty uvedené rovnéz bez dikazu.

3.1.12 Bolzanova—Cauchyova podminka stejnomérné konvergence. Posloupnost funkci
fn(x) je na intervalu Py stejnomérné konvergentni pravé tehdy, kdyz pro libovolné € > 0 existuje
no € N takové, ze pro kazda dve m,n € N, m > ng, n > ng akazdé x € Ps plati | f(x)— fin(2)| < &.

3.1.13 Vé&ta. Konverguje-li posloupnost spojitych funkci f,,(z) na intervalu Py = (a,b) stejno-
mérné k funkei f(x), pak

1. limitni funkce f(z) je rovnéz spojita,
b b
2. li_)m [ fa(z)dz = [ f(z)da.

3.1.14 Véta. Necht {f,(z)} je posloupnost funkei diferencovatelnych na intervalu Ps = (a, b), pii-
¢emz alespoii pro jedno ¢ € Ps posloupnost {f,(c)} konverguje. Konverguje-li posloupnost {f/ ()}
stejnomérné na (a,b), pak také {f,(z)} konverguje stejnomérné a plati:

fi(z) = lim f(x).

n—oo

3.1.15 Priklad. Dokazte, ze posloupnost {e ¥} konverguje stejnomérné na kazdém intervalu
P, = (k,00), k> 0.
Reseni. Necht m,n € N, m < n. Pak podle Bolzanovy—Cauchyovy podminky 3.1.12 bude

(@) = f(@)] = [e7"F = 7" | = ™[l 1] < o7

Ma-li dale pro v8echna x € Ps (tj. > k) platit |f,(x) — fm(z)| < €, musi byt
1
e e e = om> {—nﬂ = no.

Pro kazdé (libovolné malé) e tedy existuje ng tak, Ze pro kazda n > m > ng a kazdé = > k > 0 plati
| fn(x) — fm(2)| < €, a tudiz posloupnost konverguje stejnomeérné.
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3.2 Funkéni rady

3.2.1 Definice. Mg&jme posloupnost funkci { f,,(z) }. Funkéni fadou nazveme formalné vytvoreny
soucet jejich ¢lent, ktery zapisujeme takto:

fil@) + @)+t @)+ =D falw).
n=1

Defini¢nim oborem funkéni fady je definiéni obor posloupnosti jejich ¢leni.

3.2.2 Priklady funké¢nich rad.

o0
(a) Mocninn4 ¥ada: Y anz" = a1z + agx? +azx® + ... .
n=1

> .
(b) Trigonometricka Fada: ) BB = sing + Lsin2z + $sin3z +... .
n=1

o o0
3.2.3 Definice. Rikame, Ze fada )  f,(z) konverguje v bodé& xy, ma-li soucet Ciselnd rada
n=1

o0
> fn(xo). MnoZina M vSech bodi, v nichZ fada konverguje, se nazyva obor konvergence. PiSeme:
n=1

an(:zr) = s(z) na M.
n=1

Funkce s(x) se nazyva soudet fady (souctova funkce). Pokud v nékterém bodé z( defini¢niho oboru

[e.@] oo oo

fady bud > fn(xg) = 0o (—o0) nebo > f,(zo) neexistuje, fikdme, ze fada Y fn(z) je v bodé xg
n=1 n=1 n=1

divergentni.

oo
3.2.4 Véta. Konverguje-li fada Y  f,,(z) na oboru M k funkci s(z), je
1

s(z) = lim s;(z),
1—00

o0
kde {s;(z)} je posloupnost ¢aste¢nych souctu fady > fn(x).
n=1

Diikaz. Podle definice 3.2.3 konverguji pro kazdé xo € M posloupnosti {s;(x0)} k limitam s(xo).
Mnozina {s(zo), zo € M} tvofi obor hodnot souctové funkce s(z). O

3.2.5 Poznamky.

1. Pfedchézejici véta umoznuje rozhodnout o ddlezitych vlastnostech fady pomoci jeji posloup-
nosti ¢asteénych soucti.

2. Stanoveni souctové funkce s(x) na zakladé této véty je zFidka proveditelné, nebot byva obtizné
stanovit i-ty ¢len posloupnosti s;(z).

~ o0
3.2.6 Definice. Rekneme, 7e fada Y f,(z) na intervalu M, konverguje absolutné, jestlize
n=1

pro kazdé x € M, konverguje (bodové) fada Y |fn(x)].

n=1
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3.2.7 VySettovani oboru konvergence. Obvykly postup spo¢iva v uréeni oboru absolutni kon-
vergence na zékladé nékterych kriterii pro ¢iselné fady s kladnymi ¢leny (kapitola 2.2). Vysledkem
je interval, jehoZ krajni body — jsou-li vlastni — je nutno vysetfit zvlast. Konkrétni moznosti jsou
ziejmé z nésledujicich piikladu.

3.2.8 Priklad. Vysetiete obor konvergence a urcete soucet fady

oo
E R R I

n=1

Reseni. Pouzijeme odmocninové kriterium a oznacime

L(z) = lim ¥/|fa(z)] = le Ye—nz — o7,

n—o0

Podle znéni kriteria 2.2.5 musi byt v piipadé konvergence L(z) = e™* < 1, tj. z > 0. Rada konverguje
absolutné pro z € (0,00). Pravy krajni bod je nevlastni a staci tedy vySetfit konvergenci v levém
krajnim bodg&. Pro z = 0 dostavame >_ e? = co. V tomto bodé je fada divergentni, takze

M = M, = (0,00).
Zadana fada je geometrickd s kvocientem e™® < 1 na M. Jeji soudet je

1 e”
s(z) = 1—e= er—1

3.2.9 Priklad. VySetiete obor konvergence fady

ZM—cosx+lcos2x+icos‘3x+
1 o1 = 5 52

Resent. Protoze pro kazdé realné x plati

Ccos Nx 1
@) = | | < ot

o0
s o L n—1 . . . SR . o« . P
je ciselna fada (%) konvergentni majorantou zadané funkéni fady. Na zakladé srovnavaciho

n=1

kriteria 2.2.3 je hledany obor konvergence M = M, = R = (—00,0).

3.2.10 Ptiklad. Vysetiete konvergenci fady

=5 T g T T

i nlz™ x  2lx2 313
n 2 3
- 3 3

Reseni. Podilové kriterium uplatnime pro vyraz

- 1)! n+1 3n
f+1(x)’ (n+ iz :@hm(?ﬂ—l):oo

L(xz) = lim T g 5

n—oo

= lim

n—oo

(viz kriterium 2.2.7). Protoze pro kazdé x € R je L(z) > 1, fada diverguje viude v redlném oboru

s vyjimkou bodu z = 0, kde >0 = 0 = s(0).
1
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3.2.11 Piiklad. Urcete obor konvergence fady

x .n 2 3 4

Yl e r T T Ty
—n 2 3 4

Resent. Pouzijeme odmocninové kriterium obdobné jako v prikladu 3.2.8:

n

L(z) = lim ¢

= |-
n—oo

= |z| lim
n—oo Yn

Rada konverguje absolutné pro |z| < 1. Dostéavame interval (—1,1). Pokrat¢ujme vySet¥enim krajnich
bodi:

oo n
x=-1 ... > (i) konverguje relativné (harmonicka fada, Leibnizovo kriterium),
1

o0
r=1 ... > 2 diverguje (harmonicka rada).
1

e n . . . -
Zavér: obor konvergence fady ) “- je interval M = (—1,1), obor absolutni konvergence je interval
1

M, = (—1,1).

3.2.12 Poznamka. Stanoveni sou¢tu funkéni fady (neboli souctové funkce) casto vyzaduje apli-
kovat operace derivovani nebo integrovini na cely nekonec¢ny soucet. Korektnost téchto kroku je
podminéna stejnomérnou konvergenci fady. Také vztah mezi vlastnostmi jednotlivych ¢lent fady a
vlastnostmi souctové funkce je zprostfedkovan stejnomérnou konvergenci.

- oo

3.2.13 Definice. Rikame, Ze na intervalu M, = (a,b) fada Y f,(x) konverguje stejnomérné
n=1

k sou¢tu s(z), pravé kdyz posloupnost ¢asteénych soucti {s;(x)} konverguje na M; k funkci s(x)

stejnomeérné.

3.2.14 Poznamka. Konverguje-li fada na intervalu M, stejnomérné, konverguje k téze souétové
funkci s(z) také bodové, ale ne naopak. Obecné je M, C M. K vySetfovani oboru stejnomérné
konvergence neni definice piilis vhodné, a proto se pouzivd vhodnych kriterii, jako je napiiklad
nésledujici.

o [e.@]

3.2.15 Véta (Weierstrassovo kriterium stejnomérné konvergence). Rada ) f,(z) kon-
n=1

verguje na intervalu (a,b) k funkci s(z) stejnomérné, existuje-li pro kazdé = € (a,b) k této fadé

konvergentn{ ¢iselnd majoranta s nezapornymi ¢leny, tj. plati-li:

Vee Ms=(a,b): |fu(z)|<an, YVneN a Zan konverguje.

n=1
[e.e]
Diikaz. Podle srovnavaciho kriteria je jisté, ze fada ) f,(x) konverguje na (a, b) absolutné bodové.
n=1
oo
Oznacme jeji soucet s(z). Dale ozna¢me o = > a, a odpovidajicim zpusobem i posloupnosti
n=1

tasteénych souctti: {s;(z)} pro funkéni fadu a {o;} pro jeji ¢iselnou majorantu.
Zvolime-li libovolné ¢islo e > 0, pak k nému jisté existuje ng € N takove, ze

Vi>ng: |og—o|=lair1+ai12+...| =aip1 +ai42+...< e,
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protoze o; — o. Proto také vzhledem k piedpokladim véty plati pro kazdé ¢ > ng, i € N a pro
kazdé x € (a,b):

|si(@) = s(2)| = |fis1(x) + fira (@) + ... [ < |firr (@) + [fig2 (@) + ... <

< |ai+1+ai+2+--" < e.
Posloupnost ¢aste¢nych soucti {s;(x)} tedy konverguje stejnomérné a s ni podle definice 3.2.13 fada

o0
> fu(x), coz jsme méli dokazat. O
n=1

3.2.16  Priklad. Vratime-li se k tloze 3.2.9, je patrné, ze pouZziti srovnévaciho kriteria (na
neohrani¢eném intervalu) v podstaté predstavuje realizaci Weierstrassovy véty. Proto fada

cos nx . . N
g ——— konverguje stejnomérné na R.
on—1
1

oo
3.2.17 Piiklad. Vysetiete konvergenci fady > H_”;Lir;ﬁ
1

1. Urcent intervalu — podilové kriterium:

| (=) . an 1+ n?2?
lim |—/———=| = lim : = |z|.
n—00 fn(x) n—oo |1+ (n + 1)23:2 xn
Z podminky L(x) = |z| < 1 obdrzime interval (—1,1).
2. Konvergence v krajnich bodech:
o (-D)"
r=-1 ... ; T2 konverguje absolutné,
S|
x=1 ... Z T3 2 konverguje (integralni kriterium).
Zaver: M = M, = (—1,1)%.
3. Stejnomérnd konvergence — Weierstrassovo kriterium:
UvaZzujme nejprve x € (0, k), kde 0 < k < 1. Pak je
‘,L,Tl
—— <" < k", 3.1
1+ n2a? 7 (3:-1)
[e.e]
takZze geometricka fada > k™ bude konvergentni ¢iselnou majorantou zadané fady. Ta proto

n=1
konverguje stejnomérné na kazdém intervalu My = (0,k), 0 < k < 1.

Pro z € (—1,0) nelze ke zkoumané funkéni fadé nalézt zddnou konvergentni ¢iselnou majo-
rantu, nebot vyraz ™ alternuje a relace (3.1) neplati.

3.2.18 Véta (spojitost sou¢tu a integrovani funkéni fady). Necht fada spojitych funkei

o0
> fa(x) konverguje stejnomérné k souc¢tu s(z) na intervalu M = (a, b). Pak plati:
n=1

(1) soulet s(z) je rovnéz spojita funkce na (a, b),

U kladnych fad je konvergence vizdy absolutni.
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(2) proa<a<f<bije

/j (i:: fn($)> dr = ilo: </j fn(z) d:p) = /j s(z) dz.

Diikaz. (1) Podle predpokladi véty je kazdy ¢asteény soudet
si(z) = fi(x) + falx) + ... + fi(x)

spojity, protoze jde o kone¢ny soucet spojitych funkci. Protoze je
s(z) = lim s;(z),
1—00
jde podle véty 3.1.13 rovnéz o spojitou funkci.

(2) Obdobnym zpisobem jako v piipadé 1. se vyuzije vlastnosti posloupnosti ¢asteénych soucti
a véty 3.1.13. U

00 1
3.2.19 Priklad. Je dana funkce s(z) = Y ne "*. Vypoctéte integral E = [ s(z)du.
1 In2
~ o0
Reseni. Ukazeme nejprve, ze fada Y  ne™
1

n

* spliwje predpoklady pfedchozi véty.

n

1. Jeji ¢leny f,(xz) = ne™™ jsou spojité na R.

2. Dokazeme, ze tato Fada konverguje stejnomérné na kazdém intervalu (k,oc0), k > 0. Pfedné
je snadné najit obor konvergence M = M, = (0,00) stejné jako v piikladu 3.2.8. Pro stej-
nomérnou konvergenci uvazme, ze pro kazdé x € M

fi(x)=-n%T" <0 = fu(x) je klesajici na M.

Zvolime-li libovolné k£ > 0, bude pro kazdé = > k

frn(x) = ne ™ < ne "k,

[e.°]
tedy fada > me™™ je konvergentni majorantou zadané funkéni fady (napiiklad podle od-

n=1
o0
mocninového kriteria). Podle Weierstrassova kriteria 3.2.15 pak fada >  ne™"® konverguje
n=1

stejnomérné na libovolném intervalu (k, c0), k > 0.

Nyni mizeme aplikovat tvrzen{ 2. z pfedchozi véty, nebot ¢islo k lze jisté zvolit tak, aby k < In2:

1 o 1 00 o)
E = / s(x)de = Zn/ e "dr = Z [—e "] 11n2 — Z (_e—nlne + e—nln2>
1 1 In2 1

n2 1
R Ry
— — —_ — e T~ 1 e .
T 2 T \e -5 1—-5 e—1
oo
3.2.20 Vé&ta (derivovani funkéni fady). Necht > f,(z) je fada spojitych funkei diferenco-
n=1
o0
vatelnych na intervalu (a,b) a necht pro né&jaké ¢ € (a,b) konverguje ¢iselna fada > f,(c). Dale

n=1

o0
predpokladejme, 7e Fada derivaci Y. f/(z) konverguje na (a,b) stejnomérné k souctu o(x). Pak
n=1

o0
fada Y fn(z) konverguje na (a, b) rovnéz stejnomérné, pricemz plati o(x) = §'(z).
n=1

Diikaz. Véta je dtsledkem véty 3.1.14. g
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3.2.21 Poznamka. Tuto vétu lze formulovat i jinak. Casto se uzivd nésledujici struéné znénfi,
které plati za stejnych predpokladi: stejnomérné konvergentni fadu diferencovatelnych funkci lze

derivovat ¢len po élenu, tj.
o o

d B dfn(x)
P (Z fn(a:)> X a

1

3.2.22 Priklad. Urcete soucet fady

Resent. Cleny této mocninné fady jsou diferencovatelné na R, takze
oo oo
PFACED D
1 1
1

Tato fada je geometrickd a konverguje na intervalu (—1,1) k sou¢tu o(x) = 7=. Tato konvergence
je stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu My = (—k,k), 0 < k < 1 (k ov&feni lze pouzit
Weierstrassova kriteria). Pro libovolné zvolené ¢ € My konverguje i ptivodni Fada, jak ukazuje

vysledek piikladu 3.2.11. Tim jsme ové&Fili pFedpoklady pfedchozi véty a pro soucet s(z) tedy plati

Integrovanim obdrzime pro libovolné x € (—k, k):
s(z) = /O’(CC) dz =—-In(l1—2)+C=—-In(l —xz),

nebot z evidentni podminky s(0) = 0 plyne C = 0.

3.3 NeresSené tlohy

3.3.1 Urcete a znazornéte limitni funkci pro posloupnosti zadané n-tym ¢lenem:

n23: nx T

_me oy M _r
2) 14+ n2z2’ ) 1+ n2x2’ ) 14 e ne

3.3.2  VySetiete stejnomérnou konvergenci posloupnosti 3.3.1 a).

3.3.3  Urcete obor konvergence fady:

- 1 — (—1)"(x—1)"
a) Enlnnx, b) ;M, c) 2()22)7
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(o]
3.3.4 Je dana fada ) “*3'*, kterd na intervalu (0,7) konverguje k souctu
1

2 7 2

(x) + =
s(x) =—— -+ —.

4 2 6
a) Dokazte, Ze se jedna o konvergenci stejnomérnou.

b) Rozhodnéte, zda funkce o(x) = s'(x) = 5™ je na uvedeném intervalu souctem Fady, ktera
vznikne derivovanim rady ptvodni.

3.3.5 Rozhodnéte, zda funkce F'(x) definovana funkéni fadou je na svém definiénim oboru spojita:

o0

2) F(:L’):ZM; b) Fla) =3 2
1

+ z2’ - n3

3.3.6 Je dana geometricka fada

1—2’

- 1
Zm": xz e (—1,1).
0

Pomoci vhodnych operaci (derivovéni, integrovani) ukazte, 7e pro x € (—1, 1) plati:

> 1 S In(l —=x
a) g(nﬂ)xnz(l_@?, b) ;Hl:_ (x ).

3.3.7 Vysledky:
3.3.1 Vysledné limitn{ funkce jsou na obr. 3.2:

1 oy zprox >0
fla)y=< = prow 70 = flw) = { 0proz <0
0 proz=0 =

Obrézek 3.2: Grafy limitnich funkei k piikladu 3.3.1 a), ¢)

3.3.2 Konverguje stejnomérné na libovolném intervalu neobsahujicim nulu.
333 a) (e7le), B) R, ¢)(0,2), d) R, e)(—o00,-3)U(-1,00), f)R.

3.3.4 a) Uzitim Weierstrassova kriteria. b) Derivovana fada nekonverguje na (0,7) stejnomérng;
o(x) neni jejim souctem.

3.3.5 V obou p¥ipadech jde o Fady spojitych funkci, které stejnomérné konverguji na celém realném
oboru. Jejich soucet je proto rovnéz spojita funkce na R.
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Kapitola 4

Mocninné rady

4.1 Zakladni vlastnosti

4.1.1 Definice. Funkén{ fadu tvaru
o0
ap+ ay(x — x) + ag(z —x0)? + ... = Zan(x — )"
n=0

nazyvame mocninnou fadou. Cislo zy se nazyva stied fady, a, jsou reilné koeficienty.

4.1.2 Poznamky.

1. Mocninné rady jsou nejrozsifenéjsi t¥idou funkénich fad. Vyznamnym rysem je neomezené
diferencovatelnost jejich ¢lentt (mocninnych funkei). Plati pro né pfirozené v8echna obecnéjsi
tvrzeni uvadénd v predchozi kapitole, nékterd z nich - jak ukdZeme - ve zjednodusené formé.

2. Posloupnost ¢asteénych souctli mocninné rady je tvorena polynomy
sn(x) = ag + a1 (x — x0) + az(z — 20)* + ... + an(x — z0)";

sama o sob& byva mocninné fada oznafovana jako polynom nekoneéného stupné. To je také
divod, pro¢ u téchto fad s¢itame od n = 0. Tak tomu bude i tehdy, nebudou-li kviili strué¢nosti
séitaci meze uvedeny.

3. Specialné pro xg = 0 obdrzime fadu

o0
ao + a1z + asx® + ... = E anx™.
n=0

4.1.3 Priklady mocninnych rad.

5)n —1)"

(a) Z(—l)"(le) ; stted z¢g = —5, koeficienty a,, = (n!)’

n=0

oo

(z=3)" 5 . 1

(b) z:;] m 3 stred o = 3, kOGﬁClenty Ay = m7

o
(c) Z(n + )"z stied xo =0, koeficienty a, = (n+ 1)".

n=0
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4.1.4 Obor konvergence mocninné fady. Bodovou konvergenci miZzeme vySetfit metodami
odvozenymi pro obecné funkéni fady, jak jsme vidéli v piikladech 3.2.10 a 3.2.11. Lze v8ak postu-
povat i efektivnéji, a to na zakladé nasledujicich vét.

4.1.5 Véta. Kazd4 mocninna fada konverguje ve svém stiedu.

Diikaz. Polozime-li x = xg ve vyjadreni fady

o0
Zan(x —20)" = ap + ai(x — x0) + az(z — z0)* + ... = s(x) ,
n=0
obdrzime s(zg) = ag. Rada ma soucet, tedy konverguje. O

4.1.6 Véta (Abelova). Konverguje-li mocninné fada Y a,(x — 29)" v bodé x1, pak konverguje
absolutné pro v8echna z, pro kterd plati |z — zo| < |1 — xo].

Diikaz. V bodé z1 dostavame &iselnou fadu ) | an(z1—x0)", ktera je podle pfedpokladu konvergentni,
a proto jeji n-ty ¢len spliuje nutnou podminku konvergence

lim |an(x1 —20)"| =0.
n—oo
Posloupnost {|a,(x1 — x0)"|} je tudiZ omezena, takze

dJKeR Vn : l|ap(xr —z0)"| < K.

Nyni pouZijeme srovnavaci kriterium na piivodni mocninnou fadu:

o) 00 n 00
> lan(e = 20)"| = lan(z1 — z0)"| <KY
n=0 n=0 n=0

Aby ziskana majorantni geometrickd fada konvergovala, musi byt jeji kvocient mensi nez jedna, tj.
|z — x0| < |z1 — x0| (Viz obr. 4.1). To je podminka pro absolutni konvergenci ptivodni fady, kterou

_:L'O

T — X0
I — o I — o

jsme méli dokazat. O
|X1_Xo| |X1_X0|
— —— ~~ ~ —" N
XO X Xl
| i | i
—
| X=X,

Obréazek 4.1: K dukazu Abelovy véty.

Najdeme-li nejvzdalenéjsi bod od stiedu xg, kde fada jest& konverguje, uréfme tak obor konver-
gence. PTi této prilezitosti pfipomindme pojem supremum (symbol sup).

o ~
4.1.7 Definice. Méjme Fadu ) an(z — x¢)" s oborem konvergence M. Cislo
n=0

r = sup{x — zo}
zeM

nazyvane polomér konvergence této fady.

30



4.1.8 Duisledek Abelovy véty spociva v tom, Ze obor absolutni konvergence mocninné fady je
vzdy interval soumérny podle stfedu konvergence s polomérem podle predchozi definice.

4.1.9 Poznamky.

1. Rada miize konvergovat (absolutné konvergovat) i v krajnich bodech intervalu (zg—r, z¢+1).
To je nutno zjistit vySetfovanim konvergence piislusnych &iselnych fad.

2. Obor konvergence se muze redukovat na jediny bod (stfed xg, je-li » = 0) nebo naopak muze
jit o celou realnou osu (r = 00).

Jednotlivé moZnosti precizuje nésledujici véta.

o0

4.1.10 Véta (Cauchyho — Hadamardova). Necht pro mocninnou fadu ) an,(z — xo)" je

n=0
p= lim {/|ay|, resp. p = nh_}n;o

an+41
n—00 a

. Pak pro polomér konvergence plati:

(1) r=o0,jeli p=0,
(2) r:%, je-li 0 < p < oo,
(3) r=0,jeli p=occ.

Diikaz. Pro p = lim {/|ay| vyjdeme z odmocninového kriteria:
n—oo

L(z) = lim V{/|an(z — x0)"| = |z — xo\nll_>rlgo Vlan| = plz — 20| -

n—oo

Z podminky konvergence L(z) < 1 dostavame:

(1) Je-li p = 0, pak je podminka splnéna pro kazdé z € (—o0, 00), jinymi slovy, fada konverguje
s polomérem 7 = o0.

(2) Je-li 0 < p < 00, musi byt |x — xg| < % = r; oborem (absolutni) konvergence je proto interval
s krajnimi body xg — 7, xg + 7.

(3) Je-li p = oo, neplati vztah p|z — zo| < 1 pro zadné = # x¢. Vyjimkou je pravé stied xg, ve
kterém mocninné fada konverguje vzdy (véta 4.1.5).

—agzl se provede obdobné na zakladé podilového kriteria. U

Dtkaz pro p = lim
n—oo

4.1.11 P#iklady. VySetfime obor konvergence mocninnych tad z piikladu 4.1.3.

(a) Koeficienty rady

(-
n=0

obsahuji faktorial, proto bude vyhodné pouzit podilového limitniho vztahu pro polomér kon-

vergence:
|

an41
Gnp

p= lim = lim —— = lim —— =

Podle predchézejici véty odpovida tomuto vysledku polomér konvergence r = co. Zadané fada
konverguje pro viechna realna x a tedy M = (—o0, 00).
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(b) Pro nésledujici fadu

~ (z—3)"
n;) (n+1)2n

lze pouzit jak podilovou, tak odmocninovou variantu. Podle druhé z nich

o Y T B 11
Pt Vied = Jim /ST~ 2 e

takZze polomér konvergence je r = % — 2. Rada se stfedem zy = 3 konverguje absolutné na
intervalu (1, 5).

V krajnich bodech vySetiime konvergenci dosazenim:

n oo n
x=1 ... nz—:ﬂ % = ,;o (;i)l konverguje relativné (integralni, Leibnizovo kriterium),
o0
r=5 ... Zo %ﬂ diverguje (harmonicka fada).
n—=

Zavér: oborem absolutni konvergence zadané fady je interval M, = (1,5), oborem konvergence
je interval M = (1,5).

(c) V piipadé fady > (n+1)"2" je

n=0

lim /|a,| = le (n+1)=o00.

n—o0

Podle véty 4.1.10 (3) tato Fada konverguje jen ve svém stiedu zg = 0, nebot r = 0.

4.1.12 Piiklad. Urcete obor konvergence mocninné fady

o .
(3+2(=1)™)" r—1 5 (z—-1)2 (z—1)3 54z-1)*

E 3—n($*1)n=1+ 3 + 32 + 33 + 3 +....

n=0

Resent. Rada ma stied v bodé z¢ = 1; pro posloupnost koeficientt plati:

(B+2(-1)m)" (3)"  pro n suds,
Q. = - =
" 3n (%)n pro n liché.
Je vidét, ze lim {/|a,| neexistuje, ale muzeme psat
n—oo

pro n sudé,

p= lim {/|a,| = {
n—oo

W= Wl

pro n liché.

V takovémto piipadé uvazujeme pro vypocet poloméru konvergence vétsi z obou limit (obecné:
nejvétdi ze ziskanych limit — ,limes superior'*). Pro

p = limsup {/|a,| = =
n—oo

3

; % _ 3x~oo o (z—x)" T . . . 9 8
je polomér r = ¢ > an~—p 77— @ Fada konverguje absolutné na intervalu (5, 5).

V levém krajnim bodé x = % dostavame alternujici fadu

B2 3\ &, B2
§w<‘5> —;f‘” - Ta—

!Na rozdil od limity posloupnosti, ktera nemusi vzdy existovat, limes superior existuje vzdy (mtiZe nabyvat hodnoty
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Posloupnost absolutnich hodnot jejich koeficientt (3 + 2(—1)™)" 5~™ neni nerostouci, a proto nelze
pouzit Leibnizovo kriterium. Posloupnost ¢astetnych souctd ma -ty ¢len

L, 2 o
1 1 (3+2(_1)i)i % — > gm=r proiliche,
si=l—c4+l-S 4. 4——2 = 1721
5 5 5 Z+2 Z  cudé
52n T pro @ suae,
takze lim s; = co a Fada diverguje.
1—00

V pravém krajnim bodé z = % obdrzime obdobnym zptisobem fadu s kladnymi ¢leny

o0
(3 +2(—1)")" 1 1 1 1
25—n_1+5+1+5—3+1+55+1+§+....
n=0
Tato fada je divergentni, protoZe nespliiuje nutnou podminku konvergence (2.1).

Vysledny obor konvergence je tedy interval M = M, (g, %)

4.1.13 Véta (stejnomérna konvergence mocninnych rad). Mocninna fada se stie-
dem zp a polomérem konvergence r konverguje stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu
Ms = (xog— 7,20 +7),kde 0 < 7 < 7.
o
Diikaz. M&jme fadu Y a,(x—xz)", ktera spliwje piedpoklady véty. Konverguje proto v bodé xo+7
n=0
absolutné a tudiz pro kazdé z, pro které |z — xo| < 7 plati:

lan(z —z0)"| < an|™

- o0

Ciselna fada ) |a,|7" je tedy konvergentni majorantou pro kazdé takové x a stejnomérné konver-
n=0

gence na intervalu (xg — 7, xo + 7) plyne z Weierstrassova kriteria 3.2.15. n

4.1.14 Véta (integrovani a derivovani mocninné fady ¢len po ¢lenu). Je-li r > 0 polomér

o0
konvergence mocninné fady > an(z — xo)" a s(z) jeji soucet, pak pro 0 < 7 < r plati:
n=0

(1) Soucet s(x) je spojita funkce.
(2) Pro kazdé z € My = (xg — 7,20 + ) je

/st(t)dt:/; (i::an(t—xo)") dt:i;an/;(t_wo)ndt:

B i (t — zo)" 1" i (x — x0)" Tt
L n n+1 LT
0 o 0

a funkce

je primitivni funkei k funkei s(x) na intervalu (zg — 7, xo + 7).

(3) Pro kazdé z € My = (xg — 7,20 + 7) je
s'(z) dgg(Zanx—:pg) Znanx—mo -1

Diikaz. éleny kazdé mocninné fady jsou mocninné funkce, a proto jsou jednotlivé neomezené dife-
rencovatelné. Derivovanim (integrovanim) obdrzime opét fadu mocninnych funkei o tomtéz stedu
a se stejnym polomérem konvergence. Proto plati ve smyslu pfedchoziho tvrzeni 4.1.13 vSechny
predpoklady vét 3.2.18 a 3.2.20 o obecnych funkénich Ffadach. Z nich plynou tvrzeni véty piimo jako
disledky. O
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4.1.15 Ptiklad. Urcete soucet fady

n _ 1)2n+1

o ()™=
20: 2n+1

Resend. Snadno zjistime, 7e p = r = 1. Tato fada se stiedem xo = 1 konverguje na intervalu
M, = (0,2) absolutné a na intervalu M = (0,2) bodové (v krajnich bodech na zakladé Leibnizova
kriteria, protoze v obou vychézi alternujici fada). Na oboru My = (1 — 7,1+ 7), 0 <7 < 1 je
konvergence stejnomérna. Pro x € Mg budeme hledat soucet

_ 1)2n+1

(=) (z

Derivovanim fady ¢len po ¢lenu obdrzime geometrickou fadu, kterou snadno seéteme:

/ _ - n n __ 1
s (z) = %:(—1) (x—1)2" = e
Odtud . &
s(z) = /1 [T = [arctan(t — 1)]] = arctan(z — 1).

o0
4.1.16 Ptiklad. Urcete soucet Ciselné fady ) .
1

Resent. Snadno se presvédéime (odmocninovym kriteriem), Ze jde o konvergentni fadu. Pro uréeni
jejtho souctu si zvolime vhodnou mocninnou fadu, tj. takovou, kterd mé jednoduchou formu a
o0

je podle pot¥eby konvergentni. Uvazujme napiiklad fadu > nz™, ktera konverguje absolutné pro
1

€ (—1,1), tedy také v bodé = = %, kde obdrzime zadanou ¢&iselnou fadu.
Urcime tedy

s(z) = an”, ze(—-1,1)
1

dpravou na geometrickou fadu. Pouzijeme k tomu integraci, které v8ak musi pfedchazet tprava
vydélenim obou stran proménnou x:

0
5(1‘) — annil,
z 1

Souctem &iselné fady je hodnota
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4.2 Vyjadreni funkce mocninnou fadou

4.2.1 TUvodni poznamka. V této kapitole se budeme zabyvat tlohou, v niz se k zadané funkci
(s pozadovanymi vlastnostmi) hleda jeji vyjadfeni mocninnou fadou. Jde tedy o tkol opaény nez
nalezeni souctu mocninné fady. UkdZeme, Ze feSeni uvedeného problému spociva ve vytvofeni Tay-
lorova rozvoje funkce v okoli zadaného bodu. Jednd se o problematiku ¢astetné znamou z ivodniho
kurzu matematické analyzy, kterou nyni zafadime do kontextu teorie mocninnych fad.

V této kapitole se budeme zabyvat funkcemi, které maji v jistém bodé& zg a jeho okoli derivace
v8ech Tadu.

4.2.2 Véta. Necht fada Y a,(x — x¢)" konverguje v intervalu (xo —r, xo +r) k souctu s(z). Pak
mé funkce s(x) na tomto intervalu derivace vSech fadu a plati:

s(n) (z0)
n!

VneN.

ap = s(x0), an =

Diikaz. Uvédomime-li si, Ze mocninnou fadu lze uvnitt jejtho oboru konvergence bez omezeni deri-
vovat, dostavame pro n-tou derivaci souctové funkce

sSM@)y=nn—1)n—-2)...2-1an + (n+1)n...2 app1(x —z0) +....

n!

Odtud dosazenim x = g plyne tvrzeni véty. O

4.2.3 Definice. Mg&me funkci f(x) s derivacemi libovolného fadu v bodé zy. Pak mocninnou

fadu
> (n) x (1 " g
Eof n(' 0)(95—350)”:]“(900)4- f(llo)(x—:co)—i- f é!o)(az—mo)2+...

nazyvame Taylorovou fadou (Taylorovym rozvojem) funkce f(z) v bodé xo. Je-li specialné
xo = 0, nazyva se tento rozvoj Maclaurintv, tj.

>, f(n)

FO 10

n=0

4.2.4 Zbytek v Taylorové rozvoji. V definici se nehovofi o tom, pro kterd daldi = # =g
fada také konverguje, jinymi slovy, jak vypada obor konvergence Taylorova rozvoje. K této otézce
obratime nyni pozornost, a to nejprve prostiednictvim tzv. zbytku v rozvoji.

Kazda Taylorova fada muze byt zapsana jako superpozice Taylorova polynomu 7),(x) jistého
stupné m (m-ty ¢astecny soucet fady) a zbytku po m-tém ¢lenu, ktery oznaéime R, (z):

n!

o) (g > () (g
flz) = Zif n(' 0)(37—3:0)" + Z S @) ( 0)(35—3:0)” )
n=0 ’

n=m-+1

-~

Tm (x) Rm(x)

Chovéni posloupnosti zbytkt {R,,(z)} pfedurcuje aproximaéni vlastnosti Taylorova polynomu;
k této dilezité skutecnosti se pozdéji vratime v piikladu 4.2.9. V neposledni fadé lze na zakladé
vlastnosti této posloupnosti formulovat nutnou a postacujici podminku konvergence Taylorova roz-
voje, jak ukazuje nasledujici véta. Neni ovsem pilis praktické, 1épe se v praxi osvéd¢uje z nf plynouci
tvrzeni 4.2.6.
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4.2.5 Véta (nutna a postacujici podminka konvergence Taylorova rozvoje). Ma-li funkce
f(z) v bodé xy derivace libovolného Fadu, pak pro z z libovolného intervalu I je

0 r(n) (g
fay =3 T gy
n=0 ’

pravé tehdy, plati-li pro zbytek R,,(z) v tomto Taylorové rozvoji

lim Ry, (z)=0 Vzel.

m—ro0

Diikaz. Viz napiiklad [J55], véta 154. O

4.2.6 Vé&ta. Necht méa funkce f(x) tyto vlastnosti:
(1) Na intervalu I existuji jeji derivace vSech fadu.

(2) Existuji ¢isla ¢, M takova, ze

Vaeel :‘f(”)(x)lch”, n=0,1,2,... .

Potom Tayloriv rozvoj 4.2.3 konverguje v kazdém bodé xg € I k funkci f(x).
Diikaz. 7 predpokladit véty vyplyva pro zbytek?, ze

CMm+1

| R ()] mt 1)l

|$—$0|m+1.

Oznacme b = M|z — xg| pro kazdé = € I. Protoze pro libovolné b je

bm+1
lim — =0,
m—o0 (m + 1)!
plati také lim R,,(x) = 0 a tvrzeni véty je disledkem véty pFedchozi. O
m—0o0

4.2.7 Priiklad. Dokazte, ze Tayloriuv rozvoj funkce f(x) = 3% konverguje k této funkei na kazdém
intervalu I = (—k, k), k > 0 je libovolné pevné realné ¢islo.

Resend. Budeme postupovat podle predchozi vé€ty a vypocteme nejprve derivace
fl(z)=3"m3, f'(z)=3"(In3)%, ... , f™(z)=23"(n3)".
Je vidét, Ze na intervalu I plati

£ (@)| = 87(1n3)" < 3*(in3)"

protoze funkce 3% je rostouci na R. Oznatime-li ¢ = 3%, M = In3, jsou pfedpoklady véty 4.2.6
splnény a tvrzeni je dokdzano.

4.2.8 Poznamka. V praxi obvykle ur¢ujeme obor konvergence Taylorova rozvoje az tehdy,
zname-li jeho koeficienty. Pouzivame postup popsany v piredchozi kapitole (polomér konvergence
atd.).

2Bystry student vi, e jde o tzv. Lagrangeovo vyjad¥eni zbytku Taylorovy fady.
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4.2.9 Piiklad. Napiste Tayloriv rozvoj funkce f(x) = zlnz se stiedem xyp = 1 a urcete jeho
obor konvergence. Graficky znédzornéte aproximacni polynomy do 3. stupné vcetné. Urcete chybu
pii aproximaci In 4 polynomem 5. stupné.

Regend. Pro derivace zadané funkce plati (f(1) = 0):

ff = Inz+1 (1) = 1
f// — % f”(l) = 1
f/// _ ;12 f”/(l) - 1

fm = (cre2 ) = (1) -2), (n>2).
Hledany rozvoj mé tvar

xlnxz(m—l)%—ZW(x—l)”: (x—1)+ZnET_Ll_)nl)(x—1)”.
n=2 n=2

Pro urceni poloméru konvergence pouzijeme podilovy tvar Cauchyho — Hadamardova kriteria (viz
4.1.10):

Gn

Protoze polomér konvergence je r = 1/p = 1, fada konverguje absolutné na intervalu (zo—r, zo+r) =
(0,2). Snadno lze ovéfit absolutni konvergenci i v krajnich bodech 0 a 2. Vysledek muZzeme zapsat

takto: ( )2 ( )3 ( )4
r—1 r—1 r—1
1 =z—1+ — + +... V¥ 2).
xlnx =2 19 5.3 3. :c€<0,>

Na obr. 4.2 je znazornéna funkce f(z) = xInx a Taylorovy polynomy

Tw)=2—1, Ty()=z—1+ %(;n 12 Ty@) =z 14 %(1‘ 1y é(;p Sy,

Ty(2) :x—1+%(az—1)2—é($—1)3+%(az—1)4—%(m—1)5

pro z € (0,2).3
V bodé x =2 je f(2) =2In2 =1In4 a tedy
1 1 1 1 41

MAdmTi(2) =14 — — 4 — — — = =137,
. @) =1+5 -5t p 750 1%

0 n
Chybu uréime odhadem zbytku v alternujici ¢iselné fadé > (e
n

“nng1) - Viz poznamku 2.3.7:
=1

1,
e = |R5(2)| < las| = 55 = 0,03,

4.2.10 Reprezentace funkce Taylorovym rozvojem predstavuje obraceny problém k tloze,
v niz k zadané fadé hledame jeji soucet. Vyjadiime-li néjakou funkci mocninnou fadou, je nezbytné
urcit obor, na némz rozvoj konverguje zpét k ptvodni funkci. Polozime-li v pfedchozim ptikladé
x =3, je f(3) =3In3 = 1n27, aviak tuto hodnotu nelze aproximovat vypoc¢tenym rozvojem. Bod
x = 3 totiz nepatii do oboru konvergence (0,2). Pro ziskani fady konvergentni v bodé x = 3 by
bylo nutno vybrat jiny stied rozvoje (napiiklad xg = 2,5).

Jinou dilezitou okolnost si uvédomime pii pohledu na chovani funkce xInx a jejitho rozvoje v
bodé x = 0. Zatimco funkce zde neni definovana, fada konverguje, a to k hodnoté

I+ = 1+§3 L iy1-0
47T —n(n+1) -

1-2 2.3 3

37 obrazku 4.2 je vidét, Ze mimo obor konvergence (0,2) se Taylorovy polynomy chovaji tplné jinak ne% aproxi-
movand funkce zInz.
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flz) = zln(x)

Ti(z)=2—-1

1 .
s TQ(I):[L‘flJri([L‘*l)Z

Obrazek 4.2: Funkce f(z) = zlnx a jeji aproximacéni polynomy T4 (z), T2(x), T3(x), T5(x) v okoli
bodu xy = 1.

(viz ptiklad 2.1.5 (a)). Tento vysledek je totozny s hodnotou pravostranné limity funkce f(z) = zlnz
v bodé x = 0, jak se lze pfesvédcit aplikaci L'Hospitalovy véty:

lim xlnzx = lim —— = lim —Z_ = — lim z=0.
x—0+ z—0+ b x—0+ - x—0+

Lze dokazat, Ze tato situace nastane tehdy, jedné-li se o odstranitelny bod nespojitosti, tj. bod, v
némyz funkce sice neni definovana, ale ma v ném vlastn{ limitu. Pro kazdy takovy bod z* je nutno

psat
0 f(n) (1'0) n f(SU), T 7§ z*,
T;) n! (@ —0)" = li_>m* flx), x=a*,

V bézné praxi se obvykle neelementarni vyraz na pravé strané ztotoziuje s funkci f(z), takze
vysledek mé podobu, jakou jsme vidéli jiz v predchozi uloze.

4.2.11 Maclaurinovy rozvoje dulezitych elementarnich funkei Ize snadno odvodit na zékladé
definice, tj. pFfimou metodou. Nékteré nejznaméjsi si ctendf jisté vybavi:

o0
et = Z% = 1+x+%+é—?+..., x € (—00,00) ;
0
. S n 22ntl 23 25
sinx = ;(—1)m = TG+ EF -, x € (—00,00) ;
- n _x?" x2 z?
cosx = %:(_1)W = 1-S+%5—..., x € (—00,00) .

Je ziejmé, Ze Maclaurinova fada pro cos z vznikne derivovanim rozvoje funkce sin x, opa¢ny postup
se provede integrovanim. Vyuzijeme-li rozvoj exponencidlni funkce, snadno ziskame rozvoje funkci
hyperbolickych :

) 1/ a 7x X p2ntl P T )

sinhz = (e —e™™) = §Om = z+5H+5H+..., T€(-00,00);
1.z -z o 2" x2 x*

coshz = Z(e"+e™¥) = §0 G = 1+5+%5+..., z€(-00,00).
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Velmi jednoduge rozvineme do mocninné fady se stifedem v bodé x¢g = 0 nejjednodussi raciondlni
funkce, budeme-li na né nahlizet jako na sou¢ty geometrickych Fad:

=3 e =) (-1, ze(-1,1). (4.1)
0 0

Jde zéroven o specidlni pfipad vyznamného typu rozvoji, ktery odvodime v nésledujicim odstavci.

4.2.12 Binomicky rozvoj je Maclauriniv rozvoj funkce
flz) = (1 +2)
pro libovolné realné ¢islo «. Derivovanim ziskdme postupné
fll@)=al+2)*™",  f'(2)=ala-1)(1+2)"7?

f(n)($) = Oé(Oé — 1) ... (a —n+ 1)(1 + x)a—n'

Binomicky rozvoj napiSeme ve tvaru

oo (o0}
—1 — 1
(R glc (o ”+>nzz<z>xn.
0

Symbolem (g) znac¢ime zobecnéné kombinaé¢ni &fslo; ukizka jeho vypodtu je soucasti nésledujiciho
prikladu.

Ur¢ime jesté obor konvergence binomického rozvoje. Vzhledem k manipulaci s kombina¢nimi
¢isly bude vyhodné vySetfovat podil

~1
apt1 a ! _|ala—=1)...(a—n) n! |a—=n|
an n+1 n N (n+1)! ala—1)...(a =n+1) n+1|’
pak
lim |22 = i |21 = 1, aprotor=1.
n—oo | Ay, n—oo | n+ 1

Kazda binomicka fada konverguje absolutné na intervalu (—1,1). Konvergence v krajnich bodech
zavisi na Cisle o (viz nefeSeny piiklad 4.4.8).

4.2.13 Piiklad. Odvodime Maclauriniv rozvoj funkce f(z) = —=

1-x°
Regend. Vysledkem bude binomicky rozvoj funkce (1 — x)_%, tj. pro a = —%, piicemz zaménime x
za —x:
1 1 (-1
=1—-2z) 2= 2)(=1)"2" =
= 0-a =2 (e
—3 AR AN 2 3
—1_("2 2 _ ("2 — 14 2 2
<1>x+(2>$ <3>:U+ +2w+8$+16:ﬁ+

Pii vypoctu koeficientd je napiiklad

G CECEREE
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4.2.14 Neprimé metody uréovani rozvoji funkci do mocninnych fad vyuzivaji obvykle
operac{ derivovan{ a integrovani, s nimiz jsme se seznamili v kapitole 4.1. Demonstrujeme je nasle-
dujicimi dvéma ukizkami, z nichz je také patrna efektivita tohoto postupu ve srovnéni s hleddnim

rozvoje podle definice.

1. Chceme-li urc¢it Maclauriniv rozvoj funkce
f(x) = arctan x,

vyjdeme ze vztahu pro jeji derivaci f'(z) = T +z2, kterou mtizeme zapsat jako geometrickou

fadu s kvocientem —x2:

1 o0
m:Z(—l)”m2”:1—m2+x47x6+..., xz € (—1,1).
0

K pozadovanému vysledku dospéjeme integract:

arctanx = /Z ”t% dt = 22( _'_)71 [tQ”‘H]g =

& n 2n+1 [E3 $5 .%'7

- T T se(=11).
EO: 2n+1 =Tty ot ve(-L1)

(Ovéite konvergenci v pravém krajnim bodg.)

2. Méame-li najit Maclaurintiv rozvoj funkce

rw=(55)

upravime zlomek na tvar f(z) = 22 @ 12)2 a vyuzijeme vztah W = — (z 2) Opét si

vypomuzeme geometrickou fadou:

Pak

a1 z? /_ o (1 2z 327 = nzt?

pro ‘g’ <1tz € (~2,2).
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4.3 Vybrané aplikace mocninnych rad

4.3.1 Uvod. Zakladnim rysem typickych aplikaci mocninnych fad je reprezentace funkce jejim
rozvojem. Ten uréime nékterym z postupti popsanych v predchozi kapitole nebo vyuzijeme vhodnou
literaturu, napiiklad [R95]. Ziskanou fadu lze pak pouZzit pfi aproximaci funkénich hodnot (pfiklady
4.2.9, 4.3.2), k piibliZznému vypoctu integrali ¢i reprezentaci nékterych vysgich transcendentnich
funkei (priklady 4.3.3, 4.3.4) a podobné. Obvyklé je rovnéz zjistovani souctu ¢iselnych fad vyuzitim
fad mocninnych (pfiklad 4.1.16). V jednodussich piipadech lze Taylorovy Fady vyuzit i k FeSeni
pocatecnich tuloh pro obycejné diferencidlni rovnice, jak ukazeme v piikladech 4.3.6 a 4.3.7.

4.3.2 Aproximace funkce - piiklad. Chceme-li pocitat pfiblizné hodnoty logaritmii realnych
Cisel, nabizi se velmi jednoduchy Maclaurintiv rozvoj funkce In(1 4 x), ktery v8ak konverguje pouze
pro z € (—1,1) (ovéite!). Lze ho tedy pouZit jen na ¢isla mensi nebo rovna dvéma. Hledejme rozvoj
vhodny pro aproximaci logaritmi ¢isel vétsich nez 2.

Reseni. Vime, Ze

1 o
1+x—1—x+$2—x3+...—50 (—=1)"2", =ze(-1,1).
Proto bude
[d & r = (-1 N
In(1 = | — = )" | t"dt = ntl — ~— ",
0 0

Rada konverguje jesté v bods z = 1 (podle Leibnizova kriteria), tj. na intervalu (—1,1).
Pii hledani odpovédi na zadany aproximaéni problém vyuZijeme toho, ze pro x € (—1,1) lezi
podil 22 v intervalu (0, 00). Zamé¥ime se proto na rozvoj funkce In 2. Integraci (4.1) dostaneme

1+a = (! ) & e
lnl_len(l—l—ac)—ln(l—x)zz . " — —Z; :221:271_1

1 1

y . ) . 1+ _
pro x € (—1,1). Protoze pro libovolné kladné t = 177 je z = t+71 €

a dostavame

(—1,1), je nas pozadavek splnén.

Méme-li naptiklad urcit In 19, polozime ¢t = 19, tJ. T = 190,

0,921 0,9 0,95 0,97
ln19—2z Sy 2(0,9+ Tt +>

4.3.3 PribliZzny vypodet uré¢itého integralu - priklad. Uréime hodnotu integralu

d
I = / v s chybou mengi nez ¢ = 1074,
0

Resend. Funkci T + —— lze sice rozlozit na parciélni zlomky, ale v tomto pfipadé ji budeme reprezen-
tovat Maclaurinovym rozvojem, nebot jedna z integracnich mezi je 0. Opét s vyhodou vyuZijeme

podobnost se sou¢tem geometrické rady:
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Rada jisté konverguje stejnomérné pro x € <O, %> C (—1,1), takze ji mizeme integrovat ¢len po
¢lenu a dostavame

0,5

o0 [o¢] _1 n
F= e fanar =y S e
0 0 0

B i (=or 11 1
B 0(4n—|—1)24"+1_2 5.25 0 9.29

Vysledna ¢iselna Fada je alternujici, takze podle 2.3.7 pro odhad chyby plati |r;| < a;+1 (absolutni
hodnota zbytku po i-tém ¢lenu je mensi nez tento ¢len). Cheeme-li, aby chyba nepfesahla hodnotu
€, mus{ byt

75| < ait1 <e,

tedy

4 .

Pti vypoctu se proto miizeme omezit na ¢astecny soucet pro ¢ = 2:

1 1 1
N - — —— + ——— = 0,4940.
2 5-25+9-29 ’

4.3.4 Priklad. Funkce
2 T 9
erf(z) = / e i dt
VT Jo

souvisi s distribu¢ni funkei* gaussovského rozdéleni spojité nahodné proménné. M4 Siroké pouziti ve
statistice a teorii pravdépodobnosti. Integral viak nemd primitivni funkci vyjadfitelnou koneénym
pocétem elementérnich funkeci. Pro tabelaci jejich hodnot je mozno pouzit reprezentaci mocninnou
fadou. K tomu pouZijeme Maclaurintv rozvoj funkce e! (viz 4.2.11), v ném# provedeme zdménu
t e —t2

& 2n 2 4 6
St Bt

Integraci obdrzime potiebnou fadu:

4.3.5 ResSeni diferencialnich rovnic uZitim mocninnych fad. Mé&me danu pocatecni dlohu
pro obyéejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu ve tvaru

Y = f(z,y), resp. F(y,y,z)=0,  y(zo)=yo,

kde y(x) je hledana funkce. Je-li zadan bod [xg, yo], kterym FeSeni prochézi, tvofi rovnice spolu s
podminkou y(zg) = yo tzv. poéateéni neboli Cauchyho tlohu. Nasim cilem bude nalézt feSeni
této tlohy® v okoli bodu g ve tvaru mocninné fady se stiedem v tomto bodé. Uvedeme dva typické

postupy.

7 angl. error function, bliZe viz nap¥. [R95].
*Podminky pro existenci a jednoznacnost feeni viz napiiklad ve [VV97], kap. 1.
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(a) Hledanou funkei vyjadiime obecnou mocninnou fadou

o
y(x) = Zan(x —20)" = ag + a1 (x — x0) + as(x — 20)* + ...
n=0
se stfedem xg a nezndmymi koeficienty a,, n = 0,1,2,.... Pfedpokladame-li, Ze v jistém okoli
bodu zy tato fada konverguje, lze po dosazeni rozvoje do zadané rovnice postupné pocitat
neznameé ag, ai, as, ... porovnanim koeficient® u mocnin (x — zo)* téhoz stupné k. P¥itom je

evidentné ag = y(zg) = yo piimo ze zadani. Kazdy vyraz obsahujici nezéavisle proménnou x
je nutno pfedem upravit na polynom (obecné na nekoneny rozvoj) vzhledem k mocninndm
x — xg. Jako ukazku této metody uvadime feseny piiklad 4.3.6.

(b) Jiny zptisob spo¢iva v reprezentaci hledaného Feseni piimo Taylorovym rozvojem

— y"(z ar
v =2 ?/n('O)(x —0)" = y(zo) +y'(z0)(z — z0) + y'(@0)
n=0 ’

o (x—20)*+... .

I nyni je prvni ¢len rozvoje dan pocateéni podminkou. Prvni derivaci uréime ze zadané dife-
rencialni rovnice a dal${ derivace ziskdme postupnym derivovanim této rovnice a dosazovanim
predchozich hodnot, jak ukazuje piiklad 4.3.7. Rozsifeni tohoto postupu na rovnice vysgich
Fadt demonstruje piiklad 4.3.8.

Blizsi pohled na zakladni numerické metody pro feSeni diferencidlnich rovnic, ale také pro vy-
pocet integrala, lze nalézt ve specializované literatute, jakou je napfiklad [P85].

4.3.6 Priklad — metoda neurditych koeficientd. Aproximujte polynomem 4. stupné feSeni
tlohy
1
yoy=—.  y)=-1
v okoli bodu xy = 1.

Reseni. Neznémou funkei zapiSeme jako mocninnou Fadu se stfedem xzg = 1, v niz je ze zadani
apg = —1:
yx)=ag+ai(z—1)+ax(z— 12 +az(x— 13 +ag(x—1D)*+... .

Derivovanim obdrZime
Y (z) = a1 + 2a9(x — 1) + 3az(z — 1)2 + dag(z —1)3 + ... .

Pravou stranu rovnéz vyjadiime rozvojem s mocninami x — 1 prostfednictvim geometrické fady:

i:H(;_l):Z(—l)"(a}—l)”:1—(x—1)—1—(30—1)2—(1'—1)3—1—(36—1)4—
0

Dosadime uvedené vyrazy do puvodni rovnice a postupné obdrzime vztahy pro koeficinety
at, ..., Q4:

al — ag = 1 = ay = 0,
2&2 — aq = -1 = a = —% R
3as — as = 1 = a3 = % R

_ _ 5
4&4 — as = -1 = a4 = —91
atd.

Vysledkem bude nésledujici aproximace polynomem &tvrtého stupné:

Y(o) ~Ta(e) = —1 - (e~ 12+ 2@ —1)° = D@~ 1)
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0.5 1 15 2 25 3

Obrézek 4.3: Pfesné fefeni y(z) ( —— ) a jeho aproximace polynomem Ty(z) ( - - - - ).

Snadno lze ukéizat, Ze mocninna fada pro pravou stranu rovnice % konverguje absolutné pro x €

(0,2). Lze proto ocekavat, ze polomér konvergence fady piedstavujici feseni bude roven vzdélenosti

stfedu x¢p = 1 k nejblizéimu ,singularnimu“ bodu, tj. bodu x = 0, kde neni pravé strana spojita.
Metodou variace konstanty lze ziskat analytické feSeni v uzavieném tvaru

T e—t
y(z) = em/ —dt — e,
1t
které ovSem musime pro libovolné = vycislit numericky vzhledem k povaze integralu. Na obr. 4.3 je
znézornéno plnou ¢arou v intervalu (0, 3) spolu s aproximaci vy§e odvozenym polynomem 4. stupné.
Rovnéz je patrno, Ze pfesnost aproximace klesd s rostouci vzdalenosti od bodu =z = 1.
4.3.7 Priklad — metoda postupného derivovani. Je dana pocatecni tloha
/ 1 2 2
y=50a"+y), y2)=2

Aproximujte jeji feSeni Taylorovym polynomem 5. stupné v okoli bodu xg = 2.

Reseni. Pt¥imo ze zadani je

—_

y'(2) =5 (w5 +v5) =4,

Dale postupujeme po jednotlivych derivacich:

y' =z +yy, y'(2) =2+2-4=10;
y" =1+ )+, y"(2) =1+ 16 +2-10 = 37;
y@ = 3y/y" + yy", y W (2) =3-4-10+2-37 = 194;

y®) = 4y'y"” + 30" +yy W, y®(2) =4-4-37+3-100+ 2 - 194 = 1280.

Pak
7 (5)
y(2) +y'2)(z —2) + L@ -2 4. + B @ - 2)5 =

Q

y(z)

= 2+4(2—2)+5@—2)2+3(z - 2%+ T(z —2)' + Z(z - 2)°.
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4.3.8 Piiklad. Aproximujte polynomem t¥etiho stupné feSeni alohy
Y —ay +2y=—(2® +2)sinz, y(0)=0, y/(0)=1.

Resent. Aproximaci budeme hledat ve tvaru

3 . (n) 1 m
y(x) =S o) + 4/ 0) () + 2(,0)352 + Y 350)353. (4.2)
d ! |

Prvni dva koeficienty jsou dany pocatecnimi podminkami, dal§i postup je analogicky jako v pred-
chozim pifkladé:

= zy —2y— (22 +2)sinz, y"(0) =0,

"

y" = —y +xy’ —2xsinz — (22 +2)cosz, y"(0)=-3.

o dosazeni do (4.2) a tupravé dostavame:

4.4 NereSené ulohy

4.4.1 Urcete obor konvergence tad:

o~ (z+3)" o~ (z—3)" o~ (D)™ +1)"
Z n2n b) 21: n? 2 ZO: 47(2n + 1)!

4.4.2 Stanovte soufet mocninné rady:

2. 3ngh = (=)™ (x+1)"
9 LEE 9 ;< e

Z n?z" g) 1+ Z —iln = Da? o -
0

4.4.3 Urcete (pfesné) soucty ¢iselnych fad z dlohy 2.5.7.
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4.4.4  UrcCete soucet ¢iselné fady:

oo . OOTZ+1 oo n+1 S,
21:"3 b) D ZSn—l 4 ZO:nJr

+1 (1 > "
5 - 2\2
4.4.5  Aproximujte funkci f(z) = Insinz Taylorovym polynomem 4. stupné v okoli bodu
Urcete obor, na kterém Taylorova fada konverguje.

us
5 -

4.4.6  Vytvorte Maclaurinuv rozvoj pro funkei f(x) e o’ Graficky porovnejte jeji aproximaci
na intervalu ( 3

3,2) prostrednictvim polynomii To(z), Ta(x) a Ts(x).

4.4.7  Odvodte Maclaurinovy rozvoje funkci:

X

a) Sin2 X b) m

¢) arcsinz

4.4.8 Vysetfete konvergenci binomického rozvoje

(1+J:)a:§:<a>x”, AER, a0

n
n=0

(viz 4.2.12) v krajnich bodech jeho oboru konvergence (—1,1).

4.4.9 Vyjadiete Maclaurinovym rozvojem funkce definované integralem s proménnou mezi (uvedte
obor konvergence):

x

[In(1+t
/Smtdt b) / n( t+ )dt . /arciantdt

0 0

4.4.10 Uzitim mocninnych fad vypoctéte nasledujici urcité integraly s predepsanou presnosti e:
0,2
dx
— e=107° b /x5 coszdzr, =100
0/ Vital b
0,25
dz

1+ 23

&
o

[o.¢]
1
In(1++x)d e=10"3 d) / , =107 <substituce T = t>
2
4.4.11 Najdéte pfedepsanou aproximaci feSeni pocatecnich tloh:
a) ¥y +xy=2%—-22+1, y(0)=2 (polynom 4. stupné)

b) (1+2%)y +ay = y(0) =0 (polynom 5. stupné)

1
T422>
Pouzijte metodu neurcitych koeficientti a Maclaurintv rozvoj pravé strany.
vy’ —2y=2%—4x, y(1)=2, 9y (1) =0 (polynom 4. stupné)

v =y>—x, y0)=1 (polynom 4. stupné)
y' +ay? =2cosz, y(0)=1 (polynom 3. stupnd)

' —zy —y =0, y(—1)=-2, 9y (=1)=0 (polynom 4. stupng)
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4.4.12 Vysledky

44.1 a) (=5,-1), Db)(2,4), c¢)(-00,00), d) (-V2,v2), e) {10}, f)(-2,0),
g) (~3,3), h) (=3 —3)
44.2 2) In(1+2), z € (-1,1),  b) ggp. v €(1,3),
c)rx+(1—2)In(l —2), xz € (-—1,1), d) &3, x € (—o0, 00),
o) Mz e (=2,0), ) F} v e(-1,1),
g) (L+x)e™, x € (—00,00),
443 a) 5, b) —10ln75, ¢) tve

444 2)3, by T2 _B24)4_4m2

445 Ty(ax) =~ (- 1) = L (- 2)", we(-n/2,7/2)

4.4.6 Funkce a jejf interpola¢ni polynomy jsou na obr. 4.4. Maclaurintiv rozvoj ma tvar

> 2n 4 .%'6

—x® _ n _ 2 x

-0.5
-1
Obrazek 4.4: K piikladu 4.4.6: f(z) — , To(x) —O—-0—, Ty(z) —o—o—, Ts(x) —o —o—.
4.4.7
22 & n+122n—12n
a) sin“x = ;(—1) G TE (—00,00)
z — xntl
6
o0
: 2n—1)1l 2nt1
c) arcsinx ; @n-Lit (2n)!? T =
1.2% 13 2%, 135 o7
= x+§%+ﬂ%+m%+, xG(—l,l)
5Pro licha n se dvojity faktorial definuje jako soucin n!! = 1-3-5---(n — 4)(n — 2)n a pro suda n jako n!l =

2:4-6---(n—4)(n—2)n.
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4.4.8 Pro o = k € N jde o polynom - rozvoj konverguje (v obou krajnich bodech). Pro ostatni «

plati:

a>0
r=-—1...
a<0

a € (—1,0)
a<l

r=1...

Névod: vyuzijte Raabeho kriteria 2.5.4.
4.4.9

x2n+1

2 2 (=) G -

71)77,—11.271,—1
(2n—1)2

4.4.10 a) 0,49696 ;  b) 0,000011 ; c¢) 0,071 ;

4.4.11
a) y(z) ~
b) y(xr) ~ z—a®+a°
c) ylx) =~

e &
= A
& &
X

=

=

&
2
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. fada konverguje,

. fada diverguje;

. fada konverguje absolutné,
. fada konverguje,

. Tada diverguje.

x € (—00,00)

z e (—1,1)

z e (—-1,1)

d) 0,119198

24z — 222 — 12% 4 224

2—3@—-1P2-1(@z-1>+Liz-1)
1—|—:1:+;1:2+23:3+%a:4

1—|—2x—%x2—§x3

3

—2—(x+ 1) - (z+12 - (z+1)*



Kapitola 5

Fourierovy rady

5.1 Zakladni pojmy a vztahy

5.1.1 Uvod. Pro Fourierovy fady je specifické, Ze jsou tvofeny periodickymi funkcemi. V obecném
pifpadé s¢itame ¢leny tvaru

Gp COSWRT + by sinw,z, n=20,1,2,... .

Ciselné koeficienty a,, b, predurcuji vlastnosti fady, zejména jeji konvergenci. Je-li T zékladni
perioda, plati w, = 2}”. Vétsinu odvozeni provedeme pro T' = 27, tedy w,, = n, teprve v posledn{
kapitole vysledky zobecnime.

Kapitola o Fourierovych fadach v tomto skriptu mé slouzit zejména k sezndmeni s problemati-
kou, nebot toto téma je riznym zpisobem déle rozvijeno ve specializovanych pfedmeétech, které se
lisi podle fakult & studijnich obord. Jde zejména o harmonickou analyzu signali a dat, diskrétni
Fourierovu transformaci nebo o nékteré metody feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic.

Uvodem piipomeneme nékteré vlastnosti redlnych funkci, ze kterych budeme vychazet.

5.1.2 Integrovatelnost. Rikéme, ze funkce f(x) je na intervalu (a,b) integrovatelna, je-li
kone¢ny integral

b

a

5.1.3 Spojitost a monoténnost. Rekneme—li, ze funkce f(z) je po ¢astech spojita na intervalu
(a,b), znamena to, Ze je spojitd nebo Ze ma kone¢ny pocet bodl nespojitosti prvniho druhu. V
téchto bodech musi existovat jednostranné limity, které oviem mohou byt rizné. Je-li x¢ takovy
bod, budeme pséat

f(xo+) = lim f(z), flzo—) = lim f(z).

T—xo+ T—T0—

Funkce f(z), ktera ma na intervalu (a,b) po ¢astech spojitou derivaci f’(x), se nazyva po &astech
monotoénni.

Plati, ze kazd4 funkce po ¢éstech spojitd na kone¢ném intervalu je na ném integrovatelna. Opacné
tvrzeni v8ak neplati, jak ukazuje néasledujici priklad.

5.1.4 Piiklad. VySetiete na intervalu (—2,2) spojitost a integrovatelnost funkce
1
V-1

Resend. Funkce mé bod nespojitosti # = 1, kde viak nema vlastni jednostranné limity:

fz) =

1 ) 1
= —00, lim

w1 il Yo —1
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Neni tak na intervalu (—2,2) ani po ¢astech spojita. Ukdzeme vSak, Ze je integrovatelna:

/2 dx _/1 dx +/2 dz
,2\3/.%—1_ ,2\3/33—1 1 \3/33—1_
2, ! 2 22,
ye] R - 2 (v ).
e e = (9
Jde o konvergentni integral nevlastni vlivem funkce.

5.1.5 Ortogonalita. Funkce f(z), g(x) se nazyvaji ortogonalni na intervalu (a,b), je-li

b
/ f(@)g() dz = 0.

Posloupnost funkei { f,,(z)}5° nazyvame ortogonalnim systémem na intervalu (a, b), jsou-li orto-
gonalni kazdé dvé jeho rizné funkce, tj. plati-li

b
[ @ hmaz=0  vmsn

5.1.6 Piiklady.
(a) Systém {2"}3° = {z, 22, 23,...} neni ortogonalni na intervalu (—1,1), protoze

1 .
/1 xmx”dx:/l xm+"dx:[$m+n+l} :{0 pro m + n liché ,
-1

2 )
1 1 m+n+1 T Pro m+mnsudé .

(b) Dokazeme na intervalu (—m, ) ortogonalitu systému
{1, sinz, cosz, sin2z, cos2z,...}.

Reseni. Thned je patrné, ze

s s
/l-sinnazd:p:/l-cosm:dx:(), n=1,2,3,....
—T —T

Dale vypocteme integraly

™ ™
L = /cosmm - cosnx dx, I = /cosmm - sinnx dz,
—T —T

T
I3 = /sinmx -sinnxdx, m#n.
—T
Uzitim znamych souctovych vzorct pro goniometrické funkce dostavame

™
IL+I; = [cos(m—n)zdz = 0,

—Tr

™
I —I3 = [cos(m+n)zdz = 0,
—T

odkud I; = I3 = 0. Pro integral I obdrzime dvojf integraci per partes:

n
-

- ™
1 m .
I, = |—— cosmx - cosnx — — [ sinmx - cosnxdr =
n
-7

m {1 . . T m/ m
= —— |—sinmxz - sinnx —— | ——) Is.
nn . n

Plati tudiz (1 - %j) I = 0, odkud I, = 0 pro kazdé m # n.
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5.1.7 Periodicita. Funkce f(z) je na mnoziné M periodickdA s periodou T, plati-li
fx+T) = f(x) pro kazdé x € M.
5.1.8 Priklad. Dokazte néasledujici vlastnost periodickych funkei:

T a+T
/f(x) dz = / f(z)dz  pro periodu T a libovolné a.
0

«

Regent.
a+T T a+T T e
f@)de = [ f(x)dz+ [ f(z)de= [ f(z)dz+ | fly+T)dy =
[y [t s s |

T o
~ [ sz O/ £(y) dy

o

T
0

(Pouzili jsme substituci z = y + T a defini¢ni vztah pro periodickou funkci.)

5.1.9 Periodické prodlouzeni funkce. Uvazujme funkci f(z) definovanou na intervalu délky
T, napriklad pro = € (a, o + T). Periodické prodlouZeni f(z) funkce f(x) vné tohoto intervalu
definujeme predpisem

f(z), a<z<a+T,
f(@) = § flz—kT), a+kT <z<a+(k+1)T, keZ k#0,
Liflat) + f(a+T)-)], o =a+kT.

Na rozhrani jednotlivych period mohou vzniknout body nespojitosti, v nichZ zavadime hodnoty
f(z) aritmetickym pramérem jednostrannych limit funkce f(z) na zacatku a na konci zakladniho
intervalu. Tato specialni volba je vyhodna v souvislosti s konvergenci Fourierovych fad, jak ukazeme
v kapitole 5.3.

5.1.10 Priklad. Vytvoite a graficky znézornéte periodické prodlouzeni funkce

R x € (—m,0),
ﬂ@{1—; 2 € (0, 7).

Resent. Prodlouzeni bude mit periodu T' = 2w, v jejiz krajnich bodech vypocteme jednostranné
limity
lim ()= f(-rt)=1,  lim f(x)=f(x—)=0.

T+

V bodech nespojitosti oddélujicich jednotlivé periody bude podle predchozi definice periodické pro-
dlouzen{ nabyvat hodnot (1 + 0) = 1. Funkei f(z), jejiz graf je na obr. 5.1, zapiSeme takto:

1, (2k — 1)m < z < 2km,
f@)=41+42k—2, 2kr <z < (2k+ 1), keZ.
3, r = (2k — 1),

o1
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Obrézek 5.1: Periodické prodlouZeni funkce z prikladu 5.1.10.

5.2 Trigonometrické rady

5.2.1 Trigonometrickou fadou s periodou 7' = 27 nazyvame funkéni fadu

a
?O+alcosx+blsinm+a2cos2m+bgsin23§—|—...+ancosnm—|—bnsinnx+...:

o
a
= ?0 + Z:l (an cosnz + by, sinnx) .

Vyraz % se nazyva absolutni €len, a,, b, jsou koeficienty trigonometrické rady.

5.2.2 Poznamky.

1. Funkce sinnz, cosnx, n =1,2,... jsou periodické s periodou T;, = 2%, takze T' = 27 je jejich
spole¢nd zakladni perioda. Dale jsou neomezené diferencovatelné a integrovatelné na kazdém
kone¢ném intervalu. Je na misté p¥ipomenout také jejich ortogonalitu na intervalu (—m, ),
kterou doklada priklad 5.1.6 (b).

2. Vymezime hlavn{ typy tloh, jimiz se hodlame déle zabyvat:

e vySetieni konvergence trigonometrické fady,
e urceni jejiho souctu,

e inverzni problém - nalézt k zadané funkci na zvoleném intervalu trigonometrickou ¥adu.

5.2.3 Priklad. Uvazujme trigonometrickou fadu s koeficienty ag = 1, a, = %, b, = % na
intervalu (—m, 7):

1 =\ [cosnx  sinnz

2 +n§:1< n T > '

Vysettime jeji konvergenci napiiklad v bodech 21 =0 a z9 = 7.

(a) V bodé z1 = 0 fada diverguje, protoze ¢iselna fada
1 1
5T n
n=1
ziskana dosazenim je harmonicka.

(b) V bodé x9 = m dostavame alternujici fadu

1+§: (—i)”7

n=1

O |

ktera konverguje podle Leibnizova kriteria.
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5.2.4 Konvergence trigonometrickych fad. Bodova konvergence se vySetiuje, jak jsme
vidéli v pfedchozim ptikladé, metodami a kriterii platnymi pro ¢iselné fady. Pro diikladng&jsi znalost
vlastnosti sou¢tové funkce musime uvazovat stejnomérnou konvergenci, kterou jsme zavedli v
kapitole 3.2.

5.2.5 Véta. Necht konverguje ¢iselna fada

90 437 (eul + I

n=1

Pak trigonometricka fada
o0
?0 + Zl (an cosnz + by, sinnx) .
n—=

konverguje stejnomérné pro v8echna realna z.

Diikaz. Jak znamo, plati pro kazdé r € R

|ay, cosnx + by sinnz| < |ay| - |cosnz| + |by| - [sinnx| < |ay| + by -

Proto je Fada |%| + Z (lan| + |bn|) konvergentni ¢iselnou majorantou trigonometrické fady, ktera

tudiz podle Welerstrassova kriteria 3.2.15 konverguje stejnomérné pro vSechna realn4 x. ([l

5.2.6 Priklad. VygSetiete stejnomérnou konvergenci fady

Z” = 1
5~ COSnT + —3 sinnz | .
n n

n=1

Resent. Budeme postupovat podle véty 5.2.5; nejprve upravime vyraz s absolutnimi hodnotami:

1 1 n+1
|an\+\bn|:ﬁ+$:?-

- o0

Ciselna fada ). %Sl konverguje, coz lze snadno overit napifklad integralnim kriteriem. Proto je
n=1

zadand trigonometrickd fada stejnomérné konvergentni.

5.2.7 Véta. Necht trigonometrickd fada

(o9}
50 + nz:l (ap, cos nx + by, sinnx)

konverguje na intervalu (—m, ) k souc¢tové funkci f(x) stejnomérné. Pak plati:

=

™
anp = [ f(z) cosnzdz, n=0,1,2,...;

[ f(z) sinnzdz, n=1,2,3....

—T

b, =

3=

Diikaz. Obé strany rovnosti

o0
0 .
? E ap, cosnx + by, sin nx)
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vynéasobime funkci cos mz a integrujeme pro z € (—m, 7):

™ ™
/f(:p) Cosmxd:p:a;/cosmxdx—k
—T —T

m m

oo
+ E an / cos nx cosmzx dx + b, / sin nx cos mx dx
n=1

-7 -
Na pravé strané lze vzhledem ke stejnomérné konvergenci fady integrovat ¢len po ¢lenu, pficemz
zde v dusledku ortogonality (viz piiklad 5.1.6 (b)) ztstane jediny nenulovy ¢len pro m = n:

™

™ ™
/f(x) cosmzx dxr = an/cos2 mzxdr = a?n /(1 + cos2mx) dx = mway,.

—Tr

Odtud plyne prvni z dokazovanych vzorct. V pripadé koeficientt b,, postupujeme analogicky, v ivod-
nim kroku nasobime funkci sinmz. O

5.2.8 Poznamka. Pfedchozi vétu nelze obratit, nebot z existence integralii pro koeficienty ne-

vvvvvv

poznatky k této problematice obsahuje nésledujici kapitola.

5.3 Fourierovy rady

5.3.1 Zavedeni. M&jme funkci f(x) integrovatelnou na intervalu (—, 7). Rada
a oo
?0 + Z (an cos nx + by, sin n;c) =
n=1
= % +ajcosx + bysinx + ag cos2x + by sin2x + ... + a, cosnx + b, sinnx + . ..

s koeficienty

an = = [ f(z)cosnzdr, n=0,1,2,...,
™

by = 2 [ f(z)sinnzdz, n=1,23...
—T

se nazyva Fourierav rozvoj funkce f(x) na intervalu (—m, 7). Pieme

[e.e]
flx) ~ % + Z (an cosnz + by, sinnx) .
n=1

5.3.2 Poznamka. Symbol ~ znameni, ze fada nemusi byt konvergentni, a v pfipadé, Ze konver-
gentni je, nemusi byt jejim souctem funkce f(z). Po vyfeSeni jednoduché demonstrani ulohy se k
této otazce vratime.
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5.3.3 Piiklad. Najdéte Fouriertiv rozvoj funkce (viz obr. 5.2)

)1, xe(-m0),
f(”“")_{g, z € (0, )

na intervalu (—m, 7). Sestrojte graf jejtho periodického prodlouzeni.

f(z)
20 le]
[} o1

Obrézek 5.2: Funkce z piikladu 5.3.3.

Resend. Na zaklads vzorcil pro Fourierovy koeficienty z ¢lanku 5.3.1 snadno vypocteme piislugné
integraly, vezmeme-li v avahu, ze f(x) je po Castech spojita:

0 T

ap = 5 [ de++[2de=1+2=3,
- 0
0 ™ 0

a, = %fcosnxdx—i—%f?cosnl‘dx:n—;[sinniﬁ]_ﬂ‘f‘%[Sinnx]g:()’
-7 0
0 T

by = %[ sinna:dx—k%stinnde::—%[cosnx]gﬁ—%[cosnx]g:
gt 0

Hledany rozvoj zapiSeme ve tvaru

—1—(=1)" 2 1
f(a:)wg—l—zl:T(m)sinnaﬁ—;—i—ﬂ<sinm+3sin3m—|—...>, x € (—m,m).

Periodické prodlouzeni f(x) na intervalu (—,7) sestrojime na zakladé definice 5.1.9, tedy véetné
aritmetickych praméri jednostrannych limit v koncovych bodech period (2k — 1)7, k € Z. Vidime
ho na obr. 5.3 nahote.

Povsimnéme si, ze sama funkce f(z) ma bod nespojitosti I. druhu v bodé x = 0, a tedy i jeji
prodlouzeni f(z) v bodech x = 2kx, k € Z (uprostied periody). Snadno se dosazenim presvédéime,
ze nalezeny rozvoj

3 =1—(-1)"
s(x) = B + Z ?Eﬂ)sinnzz:,
1

jehoz graf je na obr. 5.3 dole, m& v téchto bodech hodnotu % Jde rovnéz o aritmeticky primér

jednostrannych limit. Tento vysledek neni ndhodny, ale vyplyva z nasledujici véty o konvergenci
Fourierova rozvoje.
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2
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} } } } } }

—3m -2 - ‘ 0 T 21 3m T

Obrazek 5.3: Periodické prodlouzeni funkce z pfikladu 5.3.3 (nahote), souctovy graf (dole)

5.3.4 Dirichletova véta. Necht ma funkce f(z) tyto vlastnosti:
(D1) je na intervalu (—m, ) integrovatelné,
(D2) mé na intervalu (—m, 7) koneény pocet extrémii.

Pak k ni na intervalu (—m, 7) existuje jednozna¢né ur¢eny Fourieriv rozvoj tvaru

o
s(z) = % + Z (an cosnz + by, sinnx)
n=1

s koeficienty definovanymi v 5.3.1, ktery konverguje
e k funkci f(x) v kazdém bodé intervalu (—m, ), v némz je spojita,

e k aritmetickym primérim jednostrannych limit v kazdém bodé nespojitosti uvnit¥ intervalu
(—71', ﬂ)?

e k periodickému prodlouzeni f(x) vné intervalu (—m, ), resp. k aritmetickym primértim jed-
nostrannych limit v jeho bodech nespojitosti.

Diikaz. Neuvadime. O
5.3.5 Poznamky.
1. Formalné lze tvrzeni Dirichletovy véty shrnout takto:

f(x), x € (—m,m) a z je bod spojitosti,
s(z) = f( ) x & (—m,m) a z je bod spojitosti,
: f(xo+) + f(zo—)|, z¢&(—m, ) ax je bod nespojitosti.

2. Jak vyplyva z pitkladu 5.1.8, véta plati pro Fouriertiv rozvoj na libovolném intervalu délky
T =27, tj. pro x € (o, o + 27).
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3. Dirichletovy podminnky (D1), (D2) byvaji uvadény i v jiném ekvivalentnim znéni, ¢asto na-
priklad takto:
(D1*) je na intervalu (o, @ 4+ 2m) po Eastech spojita,

(D2*) je na intervalu (o, o + 27) po Eastech monotoénni.

4. Soucet s(z) je funkei, k niz Fourierova fada konverguje. Jeji graf proto nazyvame sou¢tovym
grafem. Od periodického prodlouzeni se miize ligit nejvyse hodnotami v izolovanych bodech
nespojitosti.

5.3.6 Aproximace funkce trigonometrickym polynomem neboli n-tym ¢isteénym souctem
Fourierovy fady je zdkladem mnoha numerickych metod. Pro bliz&f seznameni 1ze doporucit napfi-
klad [KK69], [CV92] , zde se omezime na grafickou demonstraci v ramci nésledujictho pikladu. K
problematice se jesté vratime v kapitole 5.6.

5.3.7 Priklad. Najdéte Fourieriv rozvoj funkce z tlohy 5.1.10 na intervalu (—m, 7). Znézornéte
sou¢tovou funkei s(x) a jeji aproximaci trigonometrickymi polynomy ss(x), si5(x), sso(x). PouZzijte
vysledku k urceni souctu ¢iselné rady

i#—1+1+i+i+
~(@n-1)2 9 25 49 7

Resend. Ptipomenme, 7Ze jde o funkci

jejiz periodické prodlouZeni je na obr. 5.1.

(1) Vypocteme koeficienty Fourierova rozvoje:

0 g

w = %J dx+%bf(1—%) d:z:zl—#—%{x—%]z:l—#—%:%,
0 T
Gy = %fcosnxdx—i—%f(l—%)cosnxdx:
-7 0
= L [sinnx]’ _ + [L (1—2)sinne — #cosna:}g = IZ(Q;IQ)H,
0 g
b, = %_f sinn:cdx—k%of(l—%)sinnxdx:
= —% [cosmtt](i7r - [# (1 —2Z)cosnz + #sinnx]g = (_n;)n

Fouriertiv rozvoj mé tvar

flz) ~ s(z) = 3. 21: <1_(_1)n cos nx + (_l)nsinnx> .

4 n2m? nmw

(2) Graf souctové funkce s(z) bude totozny s grafem periodického prodlouzeni f(x) na obr. 5.1,
nebot funkce f(x) neméa uvniti intervalu (—m, ) zadné body nespojitosti. Grafy ¢aste¢nych
sou¢tll jsou na obr. 5.4. VSimnéme si, Ze v okoli bodi nespojitosti vykazuje graf oscilace,
které nevymiz{ ani p#i velkém poc¢tu uvazovanych clend. Jde o tzv. Gibbstv jev diskutovany
v ¢lanku 5.6.3.
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Obrazek 5.4: K p¥ikladu 5.3.7: s5(z) (nahote), si5(x) (uprostied), sso(z) (dole)

. o)
(3) Radu m obdrzime ze ziskaného rozvoje pro x = m:
1

e}

3 1—(=1)" 3 I &x(-1)"—-1 3 2 1
s(m) 4 + 21: n?m? (=1) 4 + 2 21: n? 4 72 21: (2n —1)2

(¢leny odpovidajici sudym hodnotam n v predposlednim vyrazu se rovnaji nule). Protoze
podle Dirichletovy véty konverguje fada v bodech nespojitosti k aritmetickému primeéru jed-
nostrannych limit (bod = = 7 je jednim z nich), musi sou¢asné platit s(mw) = % Porovnanim

dostavame
1 2 i 1
2 - (2n —1)2’

5=

B oo

odkud
2

On_12 8
— (2n—1) 8

5.4 Sinovy a kosinovy rozvoj

5.4.1 Sinovy rozvoj. Je-li funkce f(z) lich4, pak jeji Fourieruv rozvoj obsahuje pouze sinové
Cleny a plati:

f(x) ~ Z by, sinnx.
1
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Diikaz. Uvazujme stejné jako v predchozim vykladu Fouriertiv rozvoj funkce f(z) na intervalu
(—m, ). Pro lichou funkci je také f(z)cosnx licha funkce, a proto

™
1
an—/f(x)cosnxdx—(), n=0,1,2,....
T

Souc¢asné f(z) - sinnz bude suda funkce, takze

- 2 |
bn:/f(x)SIHTLfEd:L‘:/f(x)snlnxdx’ n:1’27"' ’
™

™
0

V obou pfipadech jde o disledek vlastnosti urc¢itého integralu na intervalu soumérném podle bodu
nula. ]

5.4.2 Kosinovy rozvoj. Je-li f(z) suda funkce, pak je jeji Fouriertiv rozvoj tvofen pouze
kosinovymi ¢leny a plati:

o0
f(z) ~ % + Zl:ancosnx.

Diikaz. Analogicky jako v dikazu piedchoziho tvrzeni uvazime, ze tentokrat je f(z) - sinnz licha
funkce, tudiz

s
1
bn—/f(m)sinna:d:c—o, n=12....
T
-7

Naopak f(z)cosnz ztstane sudou funkci a dostavame

T K
1 2
an—/f(x)cosnxdx—/f(x)cosn:cdx, n=0,1,2,.... O
T m
e 0

5.4.3 Sudé a liché prodlouzeni. Méme-li funkci f(z) definovanou na intervalu (0, ), mizeme
jeji rozvoj do Fourierovy fady na intervalu (—m, ) vytvofit v principu trojim zptisobem.

1. Na intervalu (—m,m) doplnime pro z € (—m,0) funkci tak, abychom ziskali sudou funkci
o periodé 27. K nf pak vytvoiime obvyklym zptisobem periodické prodlouzeni, které bude
rovnéz sudé. Podle ¢lanku 5.4.2 pak vypocétem obdrZime kosinovy rozvoj.

2. Zadanou funkci doplnime pro x € (—m,0) tak, abychom ziskali funkci lichou. Periodizaci
obdrzime liché prodlouzeni, které podle 5.4.1 vede na sinovy rozvoj.

3. Provedeme periodizaci pfimo pro zadany interval (0, 7). Vysledkem bude obecna Fourierova
fada s periodou 7. Radam s jinou zékladn{ periodou nez 27 je vénovana kapitola 5.5.

5.4.4 Piiklad. Rozviite funkci f(z) = z do sinové a kosinové fady na intervalu (0, 7).
Regent.

1. Sinova fada odpovida lichému periodickému prodlouzeni liché zakladni periody podle obr. 5.5.
Vypocet bude zahrnovat jen koeficienty u sinovych ¢lenii:

2 , 2 [ = I Toog(—1)nHt
bp=— [ xsinnzdxr = — ——cosnz + —sinnzr| = ———.
T T n n 0 n

Sinovy rozvoj ma pak jednoduchy tvar
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Obrézek 5.5: Liché prodlouzeni funkce f(z) =z, x € (0, )

oo
-1 n+1
x)~2- g Lsinnx;
n
1

v bodech nespojitosti na rozhrani period konverguje k nule, ktera je aritmetickym pramérem
jednostrannych limit. Periodické prodlouzeni f(z) je soucasné souctovou funkei.

2. Pro kosinovou fadu pocitame pouze koeficienty ag, a,, nebot podle 5.4.2 jsou sinové slozky

rovny nule:
™ ™
- 2 — 2 |22 _
ao = ;fl’di[)—mr|:2:|0—ﬂ',
0
_ 27 de = 2 _2(=1)"-1
an = ;fxcosnx x—;[ sin nx + 2cosnat]o—; PR
0

Rozvoj odpovida sudému periodickému prodlouzeni, které vznikne periodizaci sudé zdkladni
periody (obr. 5.6). Protoze je tentokrat f(z) spojita funkce, je mozno psat ve vysledku misto
symbolu ~ pfimo rovnost:

fla) =T+ 23 ]
= — — COSTL.T}.
2 e

Obréazek 5.6: Sudé prodlouzeni funkce f(z) =z, x € (0, )

5.5 Fourieriv rozvoj na obecném intervalu

5.5.1 Obecny trigonometricky ortogonalni systém. V piikladu 5.1.6 (b) jsme ukézali, ze

systém
{1, cosz, sinz, cos2z, sin2zx, ...}
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je ortogondlni na intervalu (—m, 7). Substituci z = 7t obdrzime obecny trigonometricky systém na
intervalu (—L, L) o délce T = 2L:

1 wt . 7t 27t . 2wt nnt . nnt
Ccos —, sin —, cosS —, sin —, ..., COS —, sin —, ..., .
) L ) L ) L ) L ) M L ) L )

Snadno lze dokazat, Zze provedend substituce zachova ortogonalitu systému. Upravime-li popsanym
zptsobem vzorce 5.3.1, ziskdme nésledujici zobecnéni.

5.5.2 Fourieriv rozvoj funkce s obecnou periodou. Mé&jme funkci f(¢) integrovatelnou na

intervalu (—L, L). Rada
ao > nmt . nmt
? +nzl (anCOSL +bnSIDL>

se nazyva Fouriertiv rozvoj funkce f(t) na intervalu (—L, L) a pro jeho koeficienty plati vzorce

1 nmt
an:L/f(t)cosLdt, n=0,1,2,...;

5.5.3 Konvergence Fourierova rozvoje pii uvedeném zobecnéni se ¥idi stejnymi zakonitostmi,
jaké jsou formulovany v Dirichletové vété 5.3.4 pro interval (—m, ). To znamend, ze pro funkei f(¢)
bude platit na intervalu (—L, L), kde spliuje Dirichletovy podminky, Ze

o0 . . ..
ag nmt . nmt f@), je-1i f(t) spojita,
—+E Gp COS — + by sin — | = B
2 1 < " L " L > {f(tH;rf(t) v bodech nespojitosti.

Vné intervalu (—L, L) fada konverguje k periodickému prodlouzeni f(t), popfipadé k aritmetickym
prumérim jednostrannych limit v bodech nespojitosti.

5.5.4 Sudé a liché prodlouZeni funkce vné intervalu (—L, L) vytvafime stejné jako v pFipadé
zékladniho intervalu (—m, 7). Vysledkem bude opé&t kosinova nebo sinova fada. Zptsob, jakym se
aplikuji vzorce pro Fourierovy koeficienty, pfedvedeme na konkrétni tloze.

5.5.5 Piiklad. Je dana funkce f(t) = (t —2)2, t € (0,2). Vyjadiete ji na zadaném intervalu
(a) obecnou Fourierovou fadou,
(b) sinovou fadou,
(¢) kosinovou fadou.
o
(d) Pouzijte vysledek k urceni souctu Fady 21: #
Ve vsech pripadech vytvorte grafy periodického prodlouzeni a zdivodnéte, pro¢ budou soucasné

souctovymi grafy.

Resendi. Parabola f(t) = (t — 2)? je na obr. 5.7 vlevo s vyznatenym tsekem v intervalu (0,4).
Zadana funkce je spojitd, a proto jeji periodizaci vzniknou body nespojitosti pouze na rozhrani pe-
riod. Zde bude kazda fada konvergovat k aritmetickym primérim jednostrannych limit. Periodické
prodlouzeni bude totozné se souctovym grafem.
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(@)
o 4

ke

Obrazek 5.7: Obecné periodické prodlouzeni.

(a) V piipadé obecné Fourierovy fady opakujeme zakladni interval délky T = 2 a dojdeme
k periodickému prodlouZeni, které je na obr. 5.7 vpravo. Fourierovy koeficienty spocitdme podle
vzorcil z ¢lanku 5.5.2 (L=T/2 = 1):

2
8
ag = f(t 3
0
2
an = [(t—2)% cosnrtdt=
0
_9)2 2
= [(tni) sinnﬂ't—%( t— 2cosmrt+ 3 2smmrt)}():#,
2
by = [(t—2)% sinnrtdt=
0

2
{_@ cosnTrt—i— P (% sinnnt + ﬂ,g Cosnmf)}o =4

Vyjédieni funkce f(t) obecnym rozvojem mé tvar

cosnmt  sinnmt
N+4§:<m2 m_),tewgy

(b) Abychom ziskali sinovou fadu, musime k funkci f(¢) vytvofit liché periodické prodlouzeni.
Jak vidime na obr. 5.8, je jeho perioda T' = 4, tj. L = 2. P¥i vypoc¢tu koeficientt je nyni ag = a, = 0
a dale pocitame opét opakované per partes:

(¢) Sudé periodické prodlouzeni na obr. 5.9 vede ke kosinovému rozvoji (b, = 0). Také zde je
T =4, tj. L=2:

2
ag = 2-1[(t—2)%dt =%,
0

n2m

2
an = 2.3 [(t—2)%cos 2Tt dt = 35, .
0
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Obrazek 5.8: Liché periodické prodlouzeni.

Kosinovy rozvoj odpovida spojité funkci f(¢) (viz obr. 5.9), a proto

4 16 1 nmt
H==-+—"Y —cos— , te{0,2).
f(t) 5T 2 2 5 €(0,2)

n—=

Obrazek 5.9: Sudé periodické prodlouzeni.

Pov&imnéme si, ze rozvoje vSech tfi typu reprezentuji funkci stejnym zptsobem na intervalu
(0,2), kde konverguji k funkénim hodnotam. V krajnich bodech jsou prva dvé prodlouZeni nespojit4,
takze obecna fada konverguje k hodnoté 2 a sinova fada k nule (aritmetické praméry jednostrannych
limit).

oo
(d) K urceni sou¢tu ¢iselné fady # miZeme pouzit bud rozvoj (a) nebo (c), v némz polozime
1

t = 0. Konkrétné pro kosinovou fadu dostavime

4 16 =1 <1 72
0=4=-4+=—Y —, odkud — =
1(0) 3+7r21n2’ odkt ;nQ 6
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5.6 Vybrané aplikace

5.6.1 Amplitudové a fazové spektrum. Méjme Fourierovu fadu

o
% + Zl (an coswpt + by sinwpt), wp,=— = —.
n—=

Zavedeme-li novou dvojici koeficienti A,,, ¢, vztahy
an = Apsing,, b, = A, cos gy,
dostavame
ap, coswpt + by, sinwyt = Ay, (sin @y, cos wpt + cos g, sinwpt) = Ay, sin(w,t + @p).
Je-li vychozi fada Fourierovym rozvojem nékteré funkce f(¢) na intervalu (o, o+ T'), mitzeme psat

f(t) ~ Ag + Z Ay sin(wpt + pn).

n=1

Ziskali jsme amplitudové-fazovy tvar rozvoje (Ag = %), ktery ma uplatnéni napiiklad pii har-
monické analyze signali. Posloupnosti koeficientd {A,}5°, {¢n}7° tvofi tzv. amplitudové a
fazové spektrum funkce (signalu) f(¢). Snadno lze odvodit vztahy

2 2, 12 . an bn
An = a, + bn7 S @n = , COS@p = s
Ap Ap

z nichz slozky spekter pocitame. Slozky fazového spektra nabyvaji hodnot z intervalu (—m, ), lze
uvazovat i ¢, € (0,27). Pro podrobnéjsi vyklad a praktické aplikace je mozno doporudit nap¥iklad
[CV92], [US95].

5.6.2 Piiklad. Uréime amplitudové a fézové spektrum periodické funkce f (t) v prikladu 5.5.5
(a) (jeji graf je na obr. 5.7 vpravo).

Resend. Fouriertiv rozvoj jsme nagli ve tvaru

~ 4 . [cosnmt sinnwt
t)=-+4 teR.
R

n2m? nmw

Méame tedy ag = %, an = —25, by, = % a mizeme vypocitat amplitudové spektrum

_ag 4 B s 4vmin? +1
Ado=5 =g A=veth=Tan
a také fazové spektrum:

) an 1 b, nmw
sing, = — = ——, COSPp = — = ———o—r.
on A, Vrtn?2 41 on Ay, mn?2 +1

Protoze je a, > 0, b, > 0, miZzeme psat

A, 1
(pn = arctan — = arctan —.
by, nmw

Grafy spekter jsou na obr. 5.10.
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Obrézek 5.11: Gibbsuv jev.

5.6.3 Aproximace funkce trigonometrickym polynomem, Gibbstv jev. PouZijeme-li
k pribliznému vyjadieni funkce m-ty Castetny soucet jejiho Fourierova rozvoje, hovoiime o jeji
aproximaci trigonometrickym polynomem. Vedle vyhod této reprezentace, vyuzivanych v nékterych
numerickych metodach, se mizeme setkat s jednou nepiijemnou vlastnosti, nazyvanou Gibbstv
jev. Jeho podstatou se nyni budeme zabyvat.

Jak jsme jiz diive ukazali, konverguje Fouriertiv rozvoj funkce v libovolném bodé nespojitosti
k aritmetickému praméru jednostrannych limit. V okoli takového bodu vSak konvergence neni stej-
nomérna' a dochézi tak k ,piekmitu® - nepfesnosti, kterou nelze odstranit. V praxi jsme projev
Gibbsova jevu vidéli na obr. 5.4, nyni budeme blize demonstrovat jeho podstatu.

Pro jednoduchost se vratime k piikladu 5.3.3. Na obrazku 5.11 vlevo je ¢ast souctového grafu

funkce
)1, x € (-m0),
fle) = {2, z € (0,7)

v okoli bodu nespojitosti z = 0; jde o vyfez z obr. 5.3. Vpravo je aproximace na tomtéz intervalu
pomoci pétiset ¢lent Fourierova rozvoje, tj. vyrazem

500
3 1—(—=1)™ .
ss00(z) = = + E —— 7 sinnz.
2 = nmw

Oscilace v blizkém okoli bodu nula jsou dostatecné patrné. Nyni provedeme odhad jejich ampli-
tudy a dtkaz toho, Ze je nelze odstranit zvySovanim poctu ¢lenti aproximujiciho trigonometrického

! Jako nep¥ima ilustrace mize slouZit rozbor stejnomérné konvergence posloupnosti funkci v pfikladu 3.1.10.
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polynomu. Budeme zkoumat m-ty ¢asteény soudet
m
1— (="
om(x) = Z 1=(=D" sinnz,
ktery dale upravime:
2 = sin(2n — 1 2
am(a:):WZW:WZ/cos@n—ltdt /[ZCOSQn—l ]d
0

Déle pouzijeme znamé souctové vzorce ([R95], I. dil, str. 78) k odvozeni vztahu

1 sin 2mt
Zcos n — 1

2 sint
a nerovnost 1 < m, ktera plyne ze vztahu sint < ¢, t € (0,7). S jejich pouzitim dostavame:
X X
1 sin 2mt 2m [ sin2mt t 2m sm 2mt
om(x) = — - dt = —
T sint T 2mt blnt 2mt
0 0
Po substituci 2mt¢ = z ziskdme nerovnost
1 2mx
sin z
om(z) > — / —dz.
T z
0

Zvolme nyni klesajici posloupnost z,, = 5 -, jejiz cleny se s rostoucfm m bliZ{ nule zprava. Integrél
pak nabyva své maximalni hodnoty pro jeji prvni ¢len a bude

1 [7si
Jm(a:)>/ M2 42 =0, 59.
0

™ z

Pfibliznou hodnotu integralu miizeme urcit pouzitim rozvoje do mocninné fady (viz ptiklad 4.4.9 a)).
Ziskany vysledek ukazuje, Ze v libovolné blizkosti bodu 0 lze vzdy najit bod (volbou m) takovy,
ze plati f(z) > 3 3 4+0,59. Protoze oekivand hodnota f(x) = f(z) = 2 pro « € (0,7) odpovida
odchylce 0,5 od stredm hodnoty g, dosahuje chyba =~ &~ 18%. Lze dokazat ([F69], str. 496), Ze tento
vysledek mé zcela obecnou platnost.

5.6.4 Periodické treSeni diferencidlnich rovnic. Mgjme nehomogenni linedrni diferencialni
rovnici 2. fadu
y' + 2ky + Wiy = f(t), (5.1)

v niz Kk a wg jsou redlné konstanty. Je-li prava strana harmonicka funkce tvaru
f(t) = Bsin(wt + ),

jde o rovnici nucenych harmonickych kmiti soustavy s vlastni frekvenci wg a tlumenim charakteri-
zovanym veli¢inou k. Regeni této tlohy (s pfislusnymi pocateénimi podminkami) je znamé z pied-
choziho kurzu matematiky - viz nap¥iklad [VV97], kap. 3.9.

Uvazujme nyni situaci, kdy funkce f(t) neni periodicka, avSak feseni, které hledame, mé spliiovat
periodické okrajové podminky na zadaném intervalu (0, 7T'):

y(0) =y(T), o' (0) =y (T).

Lze dokéazat, 7ze v takovém pripadé ma rovnice (5.1) periodické Feseni s periodou T'. K jeho ziskani
je tfeba vyjadfit pravou stranu f(¢) jejim Fourierovym rozvojem

o0
f(t) ~ % + Z (an coswpt + B sinwyt) ,  t € (0,T),

n=1
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kde w, = 2:7}” a Qu, By jsou znamé koeficienty. Také feSeni y(t) bude superpozici nekone¢né mnoha
harmonickych slozek ve formé rozvoje

o0
24 Z (an coswpt + by sinwy,t) , t € (0,T).

y(t) = 5

n=1

Dosadime-li do rovnice (5.1) toto Fedeni a jeho derivace

o
= Z (—apwn sinwpt + bpwy, cos wpt),

n=1

o0
y'(t) = — Z (anw% cos wpt + bnw,% sin wnt) ,

n=1

miZeme nezndmé koeficienty ag, a,, b, urcit porovnanim ¢lenu stejného typu na levé a pravé strané:

o
Z anw cos wyt + bnw sin wnt + 2k Z —Qpwp Sinwpt + bpwy, cos wyt) +

n=1 n=1
a > o >
+ w%;o + w% Zl (an cos wpt + by sinwyt) = ?0 + Zl (un oS wit + By sinwpt) .
n= n=

Pro absolutnf ¢leny plati

ap Qg Qg
w%— =— = a=—7.
2 2 wh

Porovnéni koeficientd u kosinovych ¢lent vede k rovnici
2 2 _
—apw,, + 2Kbpw, + wya, = oy,
v pripadé sinovych ¢lent dostavame
—bpw? — 2 Sby =
nWn, KQnWwp, + Wybn, = Bn-
Odtud pro n = 1,2, 3, ... obdrzime tyto vzorce:

an(wg — w2) — 2Kwn By b — Bn(wg — w2) + 2Kkwp o,
(wE — w2)? + 4K2w2 " (wE — w)? + 4K2w?2

Ay —

Nyni neni problém napsat Fourieriv rozvoj feseni y(t). V praxi mizeme bud pouzit vysledné vzorce
nebo na konkrétni zadani aplikovat popsany algoritmus.

Ziskany vysledek ma platnost s vyjimkou pifpadu, kdy (w3 —w?2)? +4k%w? = 0. Tato situace na-
stane pfi netlumenych vlastnich kmitech (k = 0) a sou¢asné pro wg = wy, tedy jsou-li funkce coswy,t
a sinwy,t feSenim homogenni rovnice. V takovém piipadé se pfi superpozici uplatni neharmonicka
slozka

t(coswyt + sinwpt),

jejiz koeficienty stanovime zvlast po dosazeni tohoto vyrazu do rovnice (viz piiklad 5.6.6).

5.6.5 Piiklad. Najdéte na intervalu (0, 2) periodické feSeni rovnice

t, te€(0,1)
/" ) 9 )
y y=f), f() {0’ Fe (L),
Resent. jmé je k = 0, w3 = 30. Pro Fourieriiv rozvoj funkce f(t) na zadaném intervalu je
T = 2, = nw. Vypoctem odvodime, Ze

1 00 1—(—1)" —1)"
t)N4_z:1<7T§nZ)COS’mTt+(7m) sinmrt).
n—=
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1—(=1)" D" B o Caos PR .
Méame tedy ap = % Q= —#, Bn = ( n) . Regeni diferencialni rovnice ziskdme ve tvaru fady

o0
?0 + Z ap cosnrt + b, sinnmt)

n=1

pro jejiz koeficienty podle ¢lanku 5.6.4 plati:

ap = 1 A = __On b, = 76"
7600 " 30—n2w? " 30— nPn?
Na obr. 5.12 je graf feseni na intervalu (0, 10), kterym demonstrujeme periodicitu.

0.05

0.04+

WMMMM

BTN VAT A,

Obrézek 5.12: Graf periodického FeSeni k pfikladu 5.6.5.

5.6.6 Priklad. Najdéte periodické feSeni rovnice

, t, te (0,7,
Yty =
or —t, t€ (m 2m).

Regend. Vytvorime-li periodické prodlouzeni pravé strany vné intervalu (0,27), obdrzime funkci f (t)
ve stejné podobé jakou vidime na obr. 5.6 vpravo. Tam byla ziskdna jako sudé prodlouzeni funkce
f(z) = x vné intervalu (0, 7). Fouriertv rozvoj nalezeny v piikladu 5.4.4 muZzeme beze zmény pouzit
1 v této uloze:

ft) = g +72TZ(_1)n_1cosnt.

Je tedy wp, =n, ag =m, ap =
bude T = 2m:

% 4 Z (an cosnt + b, sinnt) .

y(t) =

n=1
Po dosazeni do rovnice ziskdme pro n # 1 vztahy

o 21— (—1)"
1—-n?2 7n2(n%-1)

b, = 0.

ap = &g, Qap =

Pro n =1 je nutné uvazovat slozku rozvoje ve tvaru
hi(t) = t(aj cost + by sint),
protoze funkce cost, sint jsou fefenim homogenni rovnice 3" + y = 0. Vypocet koeficientti:

Ri(t) = (apcost—+bysint)+t(—aisint + by cost),

R{(t) = —2aysint+ 2b;cost —t(aj cost + by sint).
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Po dosazeni do rovnice a tupravé

—2a1 sint + 2b; cost = —% cost,
odkud a1 =0, b = —%. Vysledné feSeni zapiSeme takto:
T 2
y(t) = 5 = tsint + — Z o2 n2 — 1 cosnt.
Jeho graf je na obr. 5.13.
.
2
4
15 o 5 0 5 10 15

Obréazek 5.13: Graf periodického feSeni k pfikladu 5.6.6.

5.7 NereSené tlohy

5.7.1 Dokazte, ze pro kazdou periodickou funkci f(z) a libovolnou realnou kontantu ¢ plati: je-li
T perioda funkce, pak
T T
/ f(x+c)dac:/ f(x)dz
0 0

5.7.2  VySetiete ortogonalitu systémi funkci:
a) {sinnx}i°, = € (0,7), b) {cos" z}5°, = € (0,27).

5.7.3  Urcete Fouriertiv rozvoj zadané funkce na intervalu (—m,7):

5.7.4 Najdéte Fouriertiv rozvoj funkce na uréeném intervalu:
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5.7.5 Je dana funkce

J1—z, z€(0,1),
J(@) = {o, re(1,2).

Nakreslete grafy periodickych prodlouzeni (obecné, sudé, liché) a vytvoite ve v8ech piipadech Fou-
rieriiv rozvoj.

5.7.6  Vytvoite uréeny typ rozvoje:
a) f(r)=1-2% =x€/(0,1), sinova fada;

b) f(z) =2% x€(0,7), kosinovi Fada;

€ (0,2), kosinova fada;

x—m, x€ (0,7,
d) f(x)=10, x € (m2mr), x€(0,3m), sinova i kosinova fada.
r—2m, x € (27, 3m)

5.7.7  Urcete amplitudové a fazové spektrum rozvoje z piikladu
a) 5.2.6, b) 5.5.5 (¢), c) 5.3.3,

5.7.8 Najdéte periodicka Teseni diferencidlnich rovnic:
a) ¥y’ +2y +2y = f(t); f(t) stejna jako v prikladé 5.6.6,

b) y// +4y = |t|7 le <_171>a

1 € (0,m)
c //+5 /+4 — ? ? )
)y Y Y 0, ze€ (m2m),

d) y"+9y = f(t), prava strana stejna jako v p¥ikladé c).
5.7.9 Vysledky.

5.7.1. Navod: pouzijte substituci x 4+ ¢ = u a vysledek pfikladu 5.1.8.

5.7.2. a) ortogondlni systém, b) systém neni ortogonalni.

5.7.3.
1 cos( 2n - 1 —1)ntt
5 22 , %%— ( cosnm—l—(gbsinna:>.
5.7.4. - -
a) % — % > 75111(;2:1”90, b) i + > (7(;12);2_1 COSNTT — (_ﬂln)n sin nﬂ'x) ,
n=1 n=1
[ee) 0 .
o) isimo-2S g o) fo 5 (e - sz

n=1 n=1

5.7.5. Obecné periodické prodlouzeni:

+ Z < o cosnwx + p sin mra:) ;
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sudé prodlouzeni (kosinova fada):

(@) 1+4§:1 <1 mr) nmwe
)~ —+ — — — €coS — ) cos —;
4 ﬂ'zn:an 2 2’

liché prodlouzeni (sinova fada):

5.7.6. .
a) . (n%r + %1_(_31)"> sinnmx
n=1
w2 5 (=)
b) & 4+4) cos nx
n=1
) 344 io: 2 (cos & — cos ) cos 222,
4 w2 n2 2 2
n=1
oo
d) sinovafada 23 [1+ (=1)"] (Zsin %y — I)sin %,
n=1
. 6 o~ (=1)"—
kosinova fada > Zl 2 (1 — cos ™) cos %
n—=
5.7.7. a) A, = 5Vn? + 1, ¢, = (—1)" arctan n; protoZe je cos g, > 0, bude ¢, € (0,75) pro n sudé

a gpn (—g 0) pro n liché.

__ 4 _ 16
b)A0_§7 An—ﬂ2n27§0n—27
3

A, = E pro n liché, A, = 0 pro n sudé, ¢, = 0 pro n liché (pro n sudé neni

29
definovano).
5.7.8. N
1—(=1D" (p2—
D) = 25 EE (2 )
b)y(t) = & - z Ay cOS Tt
T - e 24 .
C) y(t)— g—;Zm 5cosnt—|—Tsmnt s
n=1

oo .
d) y(t) = Tls + Lsint — g%t cos 3t + 5= 22 —(%iﬁ(ﬁgfyjn%
n—=
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