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Kapitola 1

Úvod

1.1 �ady v základním kurzu matematiky

S pojmem °ada se v¥t²ina £tená°· pravd¥podobn¥ setkala je²t¥ p°ed otev°ením tohoto skripta.
Nejspí²e jiº na st°ední ²kole v souvislosti s úlohami °e²enými pomocí geometrické °ady, zcela jist¥
v²ak v úvodním vysoko²kolském kurzu matematické analýzy. Sta£í p°ipomenout vyjád°ení funkce
Taylorovou °adou nebo zavedení Riemannova ur£itého integrálu jako limity jistých nekone£ných
sou£t·.

Tento studijní text si klade za cíl shrnout základní poznatky o °adách (£íselných i funk£ních).
P°edpokládá se, ºe £tená° získal základní p°ehled v diferenciálním a integrálním po£tu funkcí jedné
reálné prom¥nné; k o£ekávaným výchozím znalostem pat°í téma posloupnosti, s nímº se m·ºe stu-
dent seznámit nap°íklad ve skriptu [DS96]. N¥které z aplikací funk£ních °ad se týkají diferenciálních
rovnic, coº by podle na²eho názoru nem¥lo p·sobit komplikace, nebo´ v základních kursech mate-
matiky zpravidla toto téma p°edchází výkladu o °adách.

Vzhledem k omezenému rozsahu nejsou za°azeny n¥které oblasti, které zejména v aplikacích
problematiku významn¥ dopl¬ují (podrobn¥j²í výklad k numerickým metodám zaloºeným na pouºití
°ad, °ady v komplexním oboru). V uvedených p°ípadech v²ak jsou k dispozici specializované u£ební
texty nebo je moºné £erpat z dal²í literatury, jejíº citované tituly jsou uvedeny v záv¥ru skripta.

1.2 Rozd¥lení °ad

�adu m·ºeme intuitivn¥ chápat jako sou£et £len· n¥jaké posloupnosti s£ítanc·, a to bu¤ £ísel
(£íselná °ada) nebo funkcí (funk£ní °ada). V obou kategoriích lze vymezit významné podskupiny,
kterými se budeme zabývat zejména se z°etelem k jejich aplikacím. Rozd¥lení °ad z hlediska nejd·-
leºit¥j²ích typ· za°azených do základního kurzu matematiky ukazuje schéma na obr. 1.1, kterému
v podstat¥ odpovídá £len¥ní skripta: £íselným °adám je v¥nována následující kapitola, ostatní jsou
postupn¥ zam¥°eny na funk£ní °ady obecn¥ a na dva jejich nejvýznamn¥j²í typy - °ady mocninné a
trigonometrické. Hlavní otázky, kterými je t°eba se zabývat, jsou z°ejmé:

(a) zda existuje sou£et °ady,

(b) pokud existuje, jak ho lze ur£it,

(c) jaké vlastnosti má s£ítání nekone£ného po£tu objekt· (na rozdíl od téºe operace s kone£ným
po£tem s£ítanc·),

(d) jaké jsou moºnosti a zp·soby vyuºití °ad.
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Řady v reálném oboru 

 Číselné řady   Řady funkcí 

Řady s kladnými 

členy 

Alternující řady 

Ostatní 

Mocninné řady Fourierovy řady 

(trigonometrické) 
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Obrázek 1.1: Rozd¥lení °ad

1.3 Pod¥kování

Pe£livé recenze textu se ochotn¥ ujala doc. RNDr. V¥ra Dobrovská, CSc. z Katedry matematiky
a deskriptivní geometrie. Pat°í jí ná² v°elý dík za sv¥domitou korekturu a cenné p°ipomínky, které
p°isp¥ly ke zdárnému zavr²ení na²í práce.

Ostrava, duben 2000.
Jaroslav Vl£ek, Ji°í Vrbický.

1.4 P°edmluva ke druhému vydání

Po dvaceti letech od vytvo°ení ti²t¥né verze skripta ��ady� jsme se rozhodli p°ipravit vydání tohoto
studijního textu v elektronické verzi, a to v dopln¥né a upravené podob¥. Zám¥rem bylo mimo
jiné zaplnit tematickou mezeru v elektronických studijních materiálech, které aktuáln¥ nabízejí
Katedra matematiky a deskriptivní geometrie (FS) a Katedra matematiky (FaSt) v rámci spole£né
E-studovny (mdg.vsb.cz/portal).

Problematice °ad není sice v sou£asných studijních plánech v¥nován samostatný p°edm¥t,
poznatky z této oblasti v²ak v r·zné mí°e najdou uplatn¥ní v celém kurzu výuky matematiky na
technických oborech. Ponechali jsme v p·vodní podob¥ odkazy na studijní literaturu s v¥domím,
ºe v dne²ních podmínkách je dostupnost dopl¬ujících zdroj· k tomuto tématu dostate£n¥ ²iroká.
P°ejeme si, aby ná² u£ební text p°isp¥l v²em uºivatel·m ke zdárnému zvládnutí vysoko²kolské
matematiky.

Ostrava, únor 2020.
Jaroslav Vl£ek, Ji°í Vrbický, Jakub Stryja.
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Kapitola 2

�íselné °ady

2.1 Základní pojmy

2.1.1 De�nice. M¥jme dánu posloupnost reálných £ísel {an}∞1 = {a1, a2, a3, . . .}. Formáln¥
vytvo°ený sou£et jejích £len·

a1 + a2 + a3 + . . .+ an + . . . =
∞∑
n=1

an

nazýváme £íselnou °adou.

2.1.2 Posloupnost £áste£ných sou£t· {si}∞1 °ady
∞∑
n=1

an vznikne postupným zvy²ováním

po£tu se£tených £len· °ady:

s1 = a1, s2 = a1 + a2, s3 = a1 + a2 + a3,

si = a1 + a2 + a3 + . . .+ ai = si−1 + ai =
i∑

n=1

an.

2.1.3 Zbytek °ady. Kaºdou £íselnou °adu m·ºeme zapsat jako sou£et

∞∑
n=1

an = si + ai+1 + ai+2 + . . . = si + ri,

kde ri = ai+1 + ai+2 + . . . je zbytek °ady
∞∑
n=1

an po i-tém £lenu.

2.1.4 De�nice. M¥jme °adu
∞∑
n=1

an s posloupností £áste£ných sou£t· {si}. Jestliºe

lim
i→∞

si


= s ∈ R
=∞(−∞)
neexistuje

 , °íkáme, ºe °ada
∞∑
n=1

an


konverguje a má sou£et s,
diverguje a má sou£et∞ (−∞),
diverguje a nemá sou£et (osciluje).


2.1.5 P°íklady. K zadané °ad¥ utvo°te posloupnost £áste£ných sou£t· a rozhodn¥te o její konver-
genci.

(a)
∞∑
n=1

1

n2 + n
, (b)

∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n

)
, (c)

∞∑
n=1

(−1)n+1.

�e²ení. (a) Nejprve °adu upravíme rozkladem na parciální zlomky:
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∞∑
n=1

1

n2 + n
=

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.

Nyní vyjád°íme obecný £len posloupnosti £áste£ných sou£t·

si =

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

i

)
−
(
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .+

1

i+ 1

)
= 1− 1

i+ 1
.

�ada konverguje, nebo´ má sou£et, který ur£íme jako limitu

s = lim
i→∞

(
1− 1

i+ 1

)
= 1.

(b) Pro °adu
∞∑
1
ln
(
1 + 1

n

)
= ln 2 + ln 3

2 + ln 4
3 + . . . je

si = ln

(
2 · 3

2
· 4
3
· 5
4
· . . . · i+ 1

i

)
= ln(i+ 1).

�ada diverguje, protoºe
lim
i→∞

si = lim
i→∞

ln(i+ 1) =∞.

(c) Zadaná °ada
∞∑
1
(−1)(n+1) = 1− 1 + 1− 1 + . . . má posloupnost £áste£ných sou£t·

si = 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . ,

která nemá limitu. Jedná se tedy o divergentní oscilující °adu.

2.1.6 V¥ta (nutná podmínka konvergence). Je-li °ada
∞∑
1
an konvergentní, pak platí

lim
n→∞

an = 0. (2.1)

D·kaz. �ada
∞∑
1
an konverguje k sou£tu s, proto sn → s, sn+1 → s. Protoºe an = sn+1 − sn, musí

na základ¥ vlastností konvergentních posloupností platit

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn+1 − sn) = 0.

�

2.1.7 Poznámky.

1. Podmínka (2.1) je sice nutná, nikoli v²ak posta£ující. Její spln¥ní konvergenci °ady samo o sob¥
nezaru£uje, jak je vid¥t na p°íkladu 2.1.5 (b), kde

lim
n→∞

an = lim
n→∞

ln

(
1 +

1

n

)
= 0,

ale °ada diverguje.

2. Ur£ení sou£tu °ady jako limity posloupnosti £áste£ných sou£t· není zpravidla moºné, nebo´ se
jen výjime£n¥ poda°í vyjád°it obecn¥ i-tý £len posloupnosti {si}, jako tomu bylo v p°íkladu
2.1.5 (a). O n¥kterých metodách stanovení sou£tu konvergentní °ady pojednává kapitola 4.1.
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2.1.8 Geometrická °ada s kvocientem q je °ada
∞∑
1

qn−1 =
∞∑
0

qn = 1 + q + q2 + . . . .

Pro i-tý £áste£ný sou£et platí vzorec

si =
1− qi

1− q
,

nebo´
si · (1− q) = 1 + q + q2 + . . .+ qi−1 −

(
q + q2 + . . .+ qi

)
= 1− qi.

Je-li |q| < 1, geometrická °ada konverguje a platí
∞∑
1

qn−1 =
1

1− q
,

protoºe

s = lim
i→∞

si = lim
i→∞

1− qi

1− q
=

1

1− q
.

Pro |q| ≥ 1 je
lim
n→∞

an = lim
n→∞

qn−1 6= 0

a geometrická °ada diverguje.

2.1.9 Harmonická °ada je de�nována p°edpisem
∞∑
1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . . .

Tato °ada je divergentní, p°estoºe an → 0 pro n→∞. Platí totiº:

s2i − si = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

2i
−
(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

i

)
=

=
1

i+ 1
+

1

i+ 2
+ . . .+

1

2i
≥ i · 1

2i
=

1

2
. (2.2)

Kdyby harmonická °ada konvergovala, muselo by platit

lim
i→∞

s2i = lim
i→∞

si, tj. lim
i→∞

(s2i − si) = 0,

coº je spor s (2.2).

2.1.10 V¥ta. Nech´ k ∈ N . Pak °ady
∞∑
n=1

an a
∞∑

n=k+1

an sou£asn¥ konvergují, resp. divergují.

D·kaz. Z°ejm¥ m·ºeme psát
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + . . .+ ak +
∞∑

n=k+1

an.

Ozna£íme obvyklým zp·sobem si = a1 + a2 + . . .+ ai a pro i ≥ k + 1 dále

σi = ak+1 + ak+2 + . . .+ ai,

takºe σi = si − sk.
Konvergentní p°ípad: je-li lim

i→∞
si = s, pak lim

i→∞
σi = s − sk. Naopak, je-li lim

i→∞
σi = σ, pak

lim
i→∞

si = lim
i→∞

(σi + sk) = σ + sk.

Divergentní p°ípad: jestliºe posloupnost {si} diverguje, potom diverguje i posloupnost {σi} =
{si − sk}, nebo´ v opa£ném p°ípad¥ by podle p°edchozího konvergovala i posloupnost {si}, coº je
spor s p°edpokladem; obdobn¥ z divergence {σi} plyne i divergence posloupnosti {si} = {σi + sk}.
�
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2.1.11 D·sledek. Li²í-li se dv¥ °ady v kone£ném po£tu £len· (jinými slovy: °ady jsou si rovny
pro skoro v²echna n), pak sou£asn¥ konvergují (divergují).

2.1.12 Vlastnosti konvergentních °ad. M¥jme konvergentní °ady
∞∑
1
an = s a

∞∑
1
bn = t.

1. Je-li ∀n ∈ N : an ≤ bn, pak s ≤ t.

2.
∞∑
1
an +

∞∑
1
bn =

∞∑
1
(an + bn) = s+ t.

3.
∞∑
1
can = c

∞∑
1
an = cs ∀c ∈ R.

D·kaz. Uvedené vztahy napí²eme pomocí limit posloupností £áste£ných sou£t·. Tvrzení plyne ze
známých v¥t o limitách konvergentních posloupností. �

2.1.13 De�nice. Jsou-li
∞∑
1
an,

∞∑
1
bn °ady, p°i£emº ∀n ∈ N : an ≤ bn. Pak °íkáme, ºe

1. °ada
∞∑
1
an je minorantou °ady

∞∑
1
bn nebo obrácen¥

2. °ada
∞∑
1
bn je majorantou °ady

∞∑
1
an.

2.1.14 P°íklady.

(a) Dokaºte divergenci °ady

∞∑
1

n

5n− 3
=

1

2
+

2

7
+

1

4
+

4

17
+ . . . .

(b) Ur£ete sou£et °ady
∞∑
1

2− (−1)n

2n
=

3

2
+

1

22
+

3

23
+

1

24
+ . . . .

�e²ení.

(a) �ada diverguje, nebo´ nespl¬uje nutnou podmínku konvergence:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n

5n− 3
=

1

5
6= 0.

(b) Zadanou °adu m·ºeme napsat jako sou£et dvou °ad1:

∞∑
1

2− (−1)n

2n
=
∞∑
1

(
1

2

)n−1
−
∞∑
1

(
−1

2

)n
.

Ob¥ jsou geometrické a konvergují
(
|q| = 1

2 < 1
)
. Hledaný sou£et bude (viz 2.1.8)

s = s1 + s2 =
1

1− 1
2

−
−1

2

1 + 1
2

=
7

3
.

1Tento krok je samoz°ejmý jen zdánliv¥; jde o p°erovnání £len· °ady, které je korektní jen v n¥kterých p°ípadech
(tento mezi n¥ pat°í). Blíºe viz 2.4.5 a 2.5.9.
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2.2 �ady s kladnými £leny

2.2.1 De�nice. �ada
∞∑
1
an = a1 + a2 + . . . + an + . . . , v níº je kaºdé an ≥ 0, se nazývá °ada

s kladnými (nezápornými)2 £leny.

2.2.2 Poznámky.

1. �ada s kladnými £leny bu¤ konverguje nebo diverguje k ∞, protoºe její posloupnost £áste£-
ných sou£t· je vºdy neklesající.

2. Následující v¥ty se nazývají kriteria konvergence °ad s kladnými £leny. Jedná se o po-
sta£ující podmínky konvergence.

2.2.3 Srovnávací kriterium. �ada
∞∑
1
an s kladnými £leny konverguje, existuje-li k ní konver-

gentní majoranta. �ada
∞∑
1
an diverguje, existuje-li k ní divergentní minoranta.

D·kaz. Plyne z v¥ty 2.1.12. �

2.2.4 P°íklady.

(a) �ada
∞∑
1

1
n3n konverguje, nebo´

1

n3n
≤ 1

3n
∀ n ∈ N ,

a majoranta
∞∑
1

(
1
3

)n konverguje (geometrická °ada, |q| = 1
3 < 1).

Ukáºeme odhad zbytku zadané °ady (nap°íklad po pátém £lenu) pomocí této geometrické
majoranty:

s =
∞∑
1

1

n3n
=

1

3
+

1

2 · 32
+

1

3 · 33
+

1

4 · 34
+

1

5 · 35
+ . . . = s5 + r5,

kde
r5 =

1

6 · 36
+

1

7 · 37
+

1

8 · 38
+ . . . ≤ 1

6 · 36
+

1

6 · 37
+

1

6 · 38
+ . . . =

=
1

6 · 36

(
1 +

1

3
+

1

32
+ . . .

)
=

1

6 · 36
∞∑
1

(
1

3

)n−1
=

1

4 · 36
.
= 3, 43 · 10−4.

Výsledná hodnota udává horní odhad chyby, které se dopustíme, nahradíme-li (aproximujeme-
li) sou£et zadané °ady sou£tem jejích prvních p¥ti £len·.

(b) �ada
∞∑
1

n
2n2−1 diverguje, nebo´

n

2n2 − 1
>

n

2n2
=

1

2n
,

p°i£emº minoranta 1
2

∑ 1
n diverguje (harmonická °ada).

2Vynecháme-li v dané °ad¥ nulové £leny, nezm¥níme tím nic na konvergenci ani sou£tu °ady. Místo °ad s nezápor-
nými £leny m·ºeme uvaºovat jen °ady s kladnými £leny. To je d·leºité nap°. u podílového kriteria, kde d¥líme £lenem
an, viz 2.2.7.
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2.2.5 Odmocninové (Cauchyho) kriterium. Nech´ pro °adu
∞∑
1
an existuje

lim
n→∞

n
√
an = L.

Pak platí: (a) je-li L < 1, °ada konverguje,
(b) je-li L > 1, °ada diverguje.

D·kaz. (a) Uvaºujme £íslo k tak, ºe L < k < 1. Pak pro skoro v²echny £leny posloupnosti { n
√
an}

platí, ºe n
√
an < k, tj. 0 ≤ an < kn. To v²ak znamená, ºe °ada

∑
kn je konvergentní majorantou

°ady
∑
an, která proto konverguje podle srovnávacího kriteria.

(b) M¥jme nyní L > 1; pak pro skoro v²echna n bude n
√
an ≥ 1 neboli an ≥ 1. To v²ak zna-

mená, ºe limita posloupnosti {an} se nerovná nule. �ada nespl¬uje nutnou podmínku konvergence,
a proto diverguje. �

2.2.6 P°íklad. (a) �ada
∞∑
1

(
2n+ 5

3n− 2

)n
konverguje, protoºe

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

2n+ 5

3n− 2
=

2

3
< 1.

(b) �ada
∞∑
1
arctann n diverguje, protoºe

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
arctann =

π

2
> 1.

2.2.7 Podílové (d'Alembertovo) kriterium. Nech´ pro °adu
∞∑
1
an existuje

lim
n→∞

an+1

an
= L.

Pak platí: (a) je-li L < 1, °ada konverguje,
(b) je-li L > 1, °ada diverguje.

D·kaz. (a) Nech´ k ∈ (L, 1). Pak pro skoro v²echna n je an+1

an
< k, tj. existuje n0 ∈ N tak, ºe

∀m > n0:

am+1 < kam,

am+2 < kam+1 < k2am,

· · ·
am+N < kNam atd.

Vidíme, ºe °ada am
∞∑
1
kN je konvergentní majorantou °ady

∞∑
1
an, která podle srovnávacího kriteria

musí konvergovat.

(b) Pro L > 1 musí pro skoro v²echna n platit

an+1

an
≥ 1, tj. an+1 ≥ an.

Posloupnost {an} je tedy neklesající a kladná, a proto nem·ºe splnit nutnou podmínku konvergence
an → 0 pro n→∞. �
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2.2.8 P°íklady. (a) �ada
∞∑
1

5n

n! konverguje, protoºe

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

5

n+ 1
= 0 < 1.

(b) �ada
∞∑
1

5n

n5 diverguje, protoºe

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

5n+1

(n+ 1)5
· n

5

5n
= 5 lim

n→∞

(
n

n+ 1

)5

= 5 > 1.

2.2.9 Poznámka. P°i pouºití odmocninového nebo podílového kriteria m·ºe nastat také p°ípad
L = 1, kdy nelze o konvergenci rozhodnout. Pak je nutno pouºít n¥které dal²í kriterium.

2.2.10 Integrální kriterium. Nech´ funkce f(x)3 je na intervalu 〈1,∞) spojitá, kladná a kle-

sající, p°i£emº f(n) = an ∀n ∈ N . Pak °ada
∞∑
1
an konverguje, práv¥ kdyº konverguje nevlastní

integrál
∞∫
1

f(x) dx.

D·kaz. Podle p°edpoklad· v¥ty je ∀k ∈ N

ak ≥
k+1∫
k

f(x) dx ≥ ak+1 (viz obr. 2.1).

Se£teme tyto nerovnosti pro k = 1, 2, 3, . . . , i:

i∑
k=1

ak ≥
i+1∫
1

f(x) dx ≥
i∑

k=1

ak+1

tj.

si ≥
i+1∫
1

f(x) dx ≥ si+1 − a1.

(⇒) Je-li
∞∑
1
an konvergentní, pak

lim
i→∞

si = lim
i→∞

si+1 = s ⇒ s ≥
∞∫
1

f(x) dx ≥ s− a1,

to znamená, ºe nevlastní integrál konverguje.

(⇐) Konverguje-li integrál
∞∫
1

f(x) dx, platí také, ºe

s− a1 ≤
∞∫
1

f(x) dx.

To znamená, ºe sou£et s je kone£ný a °ada konverguje. �

3Kriterium lze zobecnit pro funkci spojitou, nezápornou a nerostoucí na intervalu 〈a,∞), kde a > 0. V tomto

p°ípad¥ zkoumáme konvergenci integrálu
∞∫
a

f(x) dx.
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 1  3  n n+1 x  2 

f(x) 

an 
an+1 

Obrázek 2.1: K integrálnímu kriteriu

2.2.11 Odhad zbytku °ady na základ¥ integrálního kriteria má velmi názornou podstatu - viz
obr. 2.1. Ta vyplývá z geometrické interpretace hodnoty ur£itého integrálu jako obsahu plochy mezi
sou°adnou osou a k°ivkou pro zadaný interval integra£ní prom¥nné:

∞∫
i+1

f(x) dx ≤ s− si ≤
∞∫
i

f(x) dx, kde s− si = ri =
∞∑

n=i+1

an.

2.2.12 P°íklad. Vy²et°íme konvergenci °ady
∞∑
1

1
nk pro libovolné k > 0.

�e²ení. Posloupnosti
{

1
nk

}
p°i°adíme kladnou monotónn¥ klesající funkci f(x) = 1

xk
, x ∈ 〈1,∞) a

vypo£teme nevlastní integrál:

I =

∞∫
1

dx

xk
= lim

b→∞

b∫
1

dx

xk
= lim

b→∞

1

1− k

(
1

bk−1
− 1

)
∀ k 6= 1,

tj.

I =

{
∞, k ∈ (0, 1) . . . °ada diverguje,
1

k−1 , k ∈ (1,∞) . . . °ada konverguje.

Speciáln¥, pro k = 1 jde o harmonickou °adu a dostáváme:

I = lim
b→∞

b∫
1

dx

x
= lim

b→∞
[lnx]b1 =∞

a °ada diverguje.

Pro ilustraci provedeme odhad zbytku °ady
∞∑
1

1
n3 po £tvrtém £lenu na základ¥ 2.2.11:

∞∫
5

dx

x3
≤ r4 ≤

∞∫
4

dx

x3
, tj. 0, 02 ≤ r4 ≤ 0, 03125.
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2.3 Alternující °ady

2.3.1 �ady s obecnými £leny se vyzna£ují tím, ºe znaménka jejich £len· jsou libovolná,
nap°íklad

2− 3

2
− 4

3
+

5

4
− 6

5
+

7

6
+ . . . .

Studium t¥chto °ad je spojeno s pojmem absolutní konvergence, který má klí£ový význam v úvahách
o p°erovnávání °ad a v teorii funk£ních °ad.

2.3.2 De�nice. M¥jme °adu s obecnými £leny
∑
an. Konverguje-li °ada

∑
|an|, pak °íkáme,

ºe °ada
∑
an konverguje absolutn¥4. Nekonverguje-li °ada

∑
|an|, av²ak °ada

∑
an ano, pak

°íkáme, ºe °ada
∑
an konverguje relativn¥ (neabsolutn¥).

2.3.3 V¥ta. Jestliºe konverguje °ada
∞∑
1
|an|, pak konverguje i °ada

∞∑
1
an.

D·kaz. �adu
∑
an rozd¥líme na °adu jejích kladných £len· a(+)

n a °adu jejích záporných £len· a(−)n

a pouºijeme srovnávací kriterium na kaºdou z nich zvlá²´:

1.
∞∑
1
a
(+)
n ≤

∞∑
n=1
|an|, proto °ada kladných £len· konverguje; ozna£me její sou£et s(+),

2. také −
∞∑
1
a
(−)
n je °ada s kladnými £leny vybraná z konvergentní °ady

∞∑
n=1
|an|; proto konverguje

a její sou£et ozna£íme s(−).

Spojením obou výsledk· dostáváme
∞∑
n=1

an = s(+) − s(−). Tento sou£et je kone£ný, a proto °ada

konverguje. �

2.3.4 P°íklad. Rozhodn¥te, zda zadané °ady konvergují absolutn¥:

(a)
∞∑
1

cosn

n2
, (b)

∞∑
1

(−1)n+1 n

n2 + 4
.

�e²ení.

(a) Zadaná °ada konverguje absolutn¥, protoºe

|an| =
∣∣∣cosn
n2

∣∣∣ ≤ 1

n2
,

p°i£emº majorantní °ada
∞∑
1

1
n2 konverguje (viz p°íklad 2.2.12).

(b) Nyní je

|an| =
n

n2 + 4
a °ada absolutních hodnot

∞∑
1

n

n2 + 4
diverguje

podle integrálního kriteria. Proto zadaná °ada nekonverguje absolutn¥ (konverguje relativn¥).
Jde o p°íklad tzv. alternující °ady.

2.3.5 Alternující °ada vznikne z posloupnosti kladných £ísel {an}∞1 , vytvo°íme-li sou£et jejích
£len· se st°ídavými znaménky:

a1 − a2 + a3 − a4 + . . . =
∞∑
1

(−1)n+1an.

4Pro °ady s kladnými £leny jsou pojmy konvergence a absolutní konvergence shodné.
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2.3.6 Leibnizovo kriterium konvergence alternujících °ad. Nech´ pro alternující °adu
∞∑
n=1

(−1)n+1an platí:

(1) lim
n→∞

an = 0,

(2) {an}∞1 je nerostoucí posloupnost, tj. platí nerovnosti an+1 ≤ an pro ∀n ∈ N .

Pak je tato °ada konvergentní.

D·kaz. Uvaºujme £áste£ný sou£et sudého po£tu £len·, v n¥mº a1 > 0 (pro a1 < 0 by d·kaz probíhal
obdobn¥):

s2m = a1 − a2 + a3 − a4 + . . .+ a2m−1 − a2m =

= a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− . . .− (a2m−2 − a2m−1)− a2m.

Podle p°edpokladu (2) je kaºdý rozdíl a2k−2 − a2k−1 ≥ 0, tj. s2m ≤ a1, a posloupnost je tudíº
shora omezená. Sou£asn¥ je neklesající, jelikoº platí

s2m − s2m−2 = a2m−1 − a2m ≥ 0 .

Má tedy limitu
lim
m→∞

s2m = s.

Vezmeme-li nyní posloupnost lichých £áste£ných sou£t·, platí pro ni

s2m+1 = s2m + a2m+1,

a tedy dle p°edpokladu (1) dostaneme

lim
m→∞

s2m+1 = lim
m→∞

s2m + lim
m→∞

a2m+1 = s+ 0 = s.

Shrnutím obou výsledk· obdrºíme

lim
m→∞

s2m = lim
m→∞

s2m+1 = lim
m→∞

sm = s =

∞∑
n=1

(−1)n+1an,

a proto alternující °ada za uvedených p°edpoklad· konverguje. �

2.3.7 Poznámky.

1. Leibnizovo kriterium slouºí k ov¥°ení relativní (neabsolutní) konvergence.

2. D·sledkem úvah uplatn¥ných v d·kazu je d·leºitá skute£nost, ºe u konvergentní alternující
°ady je vºdy |s| < |a1|. Protoºe také zbytek ri po i-tém £lenu alternující °ady je sám o sob¥
alternující °adou, platí

s = si + ri = si +

∞∑
n=i+1

(−1)n+1an,

p°i£emº |ri| ≤ ai+1. Tato vlastnost je s výhodou vyuºívána k odhadu chyby p°i aproximaci
sou£tu °ady (viz p°íklad 2.3.9).
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2.3.8 P°íklady. Vy²et°ete konvergenci a absolutní konvergenci °ad:

(a)

∞∑
1

(−1)n+1

√
n

, (b)

∞∑
0

cosnπ, (c)

∞∑
0

(−1)n

n2 + 1
.

�e²ení.

(a) Posloupnost
{

1√
n

}
je klesající posloupnost a platí pro ni

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1√
n
= 0.

�ada proto konverguje podle Leibnizova kriteria. Nekonverguje v²ak absolutn¥, nebo´

1√
n
≥ 1

n
∀n ∈ N .

Harmonická °ada je její minorantou a divergence °ady absolutních hodnot je tudíº z°ejmá
podle srovnávacího kriteria.

(b) Pro oscilující °adu
∞∑
0

cosnπ =
∞∑
0

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + . . .

není spln¥na nutná podmínka konvergence (2.1), nebo´ lim
n→∞

an neexistuje. �ada diverguje.

(c) Pomocí integrálního kriteria se snadno p°esv¥d£íme, ºe °ada
∞∑
n=1
|an| konverguje. Funkce

f(x) = 1
x2+1

spl¬uje p°edpoklady integrálního kriteria a dále platí

∞∫
1

dx

x2 + 1
<

∞∫
0

dx

x2 + 1
= [arctanx]∞0 =

π

2
.

Zadaná alternující °ada tedy konverguje absolutn¥.

2.3.9 P°íklad. Kolik £len· °ady

∞∑
n=0

(−1)n

n!
= 1− 1 +

1

2!
− 1

3!
+

1

4!
− 1

5!
+ . . .

musíme vzít, abychom aproximovali její sou£et s = e−1 s chybou men²í neº ε = 10−5? (Jde o
Maclaurin·v rozvoj funkce ex pro x = −1.)

�e²ení. Ov¥°ení konvergence pomocí Leibnizova kriteria si £tená° snadno provede sám. P°i apro-
ximaci poºadujeme, aby zbytek ri p°i ponechání i £len· °ady byl men²í neº povolená chyba ε.
Vyuºijeme-li vlastnosti v poznámce 2.3.7 (2), bude:

|ri| ≤ ai+1 < ε, tj.
1

(i+ 1)!
< 10−5.

První £íslo i ∈ N , pro n¥º (i + 1)! > 100000, je i = 8 (9! = 362880). Je tedy nutno vzít prvních 9
£len· °ady (n = 0, 1, 2, . . . , 8)

8∑
n=0

(−1)n

n!
=

2119

5760

.
= 0, 36788.
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2.4 Operace s °adami

2.4.1 Násobení °ad. Sou£inem °ad
∑
an,

∑
bn nazýváme °adu

∑
cn, pro jejíº £leny platí:

c1 = a1b1, c2 = a1b2 + a2b1, . . . ,

cn = a1bn + a2bn−1 + . . .+ anb1, . . . .

2.4.2 V¥ta. Jsou-li °ady
∑
an,

∑
bn absolutn¥ konvergentní se sou£ty s, t, pak také jejich sou£in

je absolutn¥ konvergentní °ada a její sou£et je s · t.

D·kaz. Pat°í mezi pracn¥j²í; jeho ideu lze nalézt nap°íklad v [H90]. �

2.4.3 P°íklady. Najd¥te °adu, která je sou£inem zadaných °ad. Je-li to moºné, ur£ete její sou£et.

(a)
∞∑
1

1

5n−1
,

∞∑
1

(−1)n−1

5n−1
, (b)

∞∑
1

(−1)n√
n
,

∞∑
1

(−1)n√
n
.

�e²ení.

(a) Postupným výpo£tem obdrºíme °adu

∞∑
1

1

5n−1
.

∞∑
1

(−1)n−1

5n−1
= 1 + 0 +

1

52
+ 0 +

1

54
+ . . . =

∞∑
0

1

25n
.

Ob¥ zadané geometrické °ady jsou absolutn¥ konvergentní, takºe absolutn¥ konverguje i jejich
sou£in. V souladu s p°edchozí v¥tou je

∞∑
1

1

5n−1
=

5

4
,

∞∑
1

(−1)n−1

5n−1
=

5

6
a

∞∑
0

1

25n
=

1

1− 1
25

=
25

24
.

(b) �ada
∞∑
1

(−1)n√
n

konverguje, av²ak nikoli absolutn¥ (srv. p°íklad 2.3.8 (a)). Ukáºeme, ºe zadaný

sou£in (její druhá mocnina) diverguje:

∞∑
1

(−1)n√
n
·
∞∑
1

(−1)n√
n

=

( ∞∑
1

(−1)n√
n

)2

=

∞∑
1

(−1)ncn,

kde

(−1)ncn =

n∑
k=1

(−1)k√
k

(−1)n−k√
n− k

= (−1)n
n∑
k=1

1√
k
√
n− k

;

odhad absolutní hodnoty tohoto výrazu je

cn =

n∑
k=1

1√
k
√
n− k

=
1√
n

n∑
k=1

1
√
k
√
1− k

n

≥ 1√
n

n∑
k=1

1√
k
=

=
1√
n

(
1 +

1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
n

)
>

1√
n
· n · 1√

n
= 1.

Protoºe cn ≥ 1 ∀n ∈ N , je také
lim
n→∞

cn ≥ 1

a sou£inová °ada podle Leibnizova kriteria diverguje.
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2.4.4 P°erovnání £len· °ady. Budeme hledat odpov¥¤ na otázku, zda dv¥ (konvergentní)
nekone£né °ady, které se li²í pouze po°adím svých £len·, mají stejný sou£et. Je p°itom z°ejmé, ºe
pro sou£et kone£ného po£tu s£ítanc· je tato otázka zodpov¥zena platností komutativního zákona.

M¥jme °adu
∞∑
1
an = a1 + a2 + a3 + . . . a bijektivní zobrazení ν : N → N . �íkáme, ºe °ada

aν(1) + aν(2) + aν(3) + . . . =
∞∑
n=1

aν(n)

vznikla p°erovnáním °ady
∞∑
1
an.

2.4.5 V¥ta. Nech´ °ada
∞∑
1
an absolutn¥ konverguje. Pak kaºdá °ada

∞∑
1
aν(n), která vznikla jejím

p°erovnáním, rovn¥º absolutn¥ konverguje, a to ke stejnému sou£tu.

D·kaz. viz nap°íklad [L69], str. 50. �

2.4.6 P°íklad. Alternující °ada
∞∑
1

(−1)n+1

n konverguje podle Leibnizova kriteria, ale nekonver-

guje absolutn¥ (°ada absolutních hodnot je harmonická). Ukáºeme, ºe jejím p°erovnáním získáme
konvergentní °adu s jiným sou£tem.

�e²ení.
∞∑
1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+ . . . = s,

dále je
1

2
.

∞∑
1

(−1)n+1

n
=

1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+ . . . =

s

2
.

Se£teme-li ob¥ rovnosti, obdrºíme

1 +
1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+

1

9
+

1

11
− 1

6
+ . . . =

3

2
s.

Tato nová °ada v²ak m·ºe vzniknout i p°erovnáním p·vodní °ady se sou£tem s a to tak, ºe napí²eme
vºdy dva kladné £leny a jeden záporný £len. Nyní v²ak má sou£et o polovinu v¥t²í.

Uvedené zji²t¥ní zobec¬uje následující v¥ta, kterou uvádíme bez d·kazu.

2.4.7 V¥ta (Riemannova). Konverguje-li °ada
∑
an neabsolutn¥, pak lze její £leny p°erovnat

tak, aby nov¥ vzniklá °ada konvergovala k p°edem stanovenému sou£tu, p°ípadn¥ aby divergovala.
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2.5 Ne°e²ené úlohy

2.5.1 Rozhodn¥te o konvergenci °ad:

a)
∞∑
1

ln (n+ 1)

n
, b)

∞∑
1

1

n2 + 8
, c)

∞∑
1

4n+ 1

2n
,

d)
∞∑
1

5n−1

n!
, e)

∞∑
1

n!

nn
, f)

∞∑
1

1√
n(n+ 1)

,

g)

∞∑
1

n3e−n, h)

∞∑
1

1
n
√
6
.

2.5.2 Ur£ete sou£et °ady (pokud existuje):

a)
∞∑
1

2 · 3n − 3 · 2n

6n
, b)

∞∑
1

1

4n2 − 9
, c)

∞∑
1

44n−1

35n+1
.

(Doporu£ení: v p°ípad¥ b) vyjád°ete si rozkladem na parciální zlomky.)

2.5.3 Dokaºte následující modi�kované srovnávací kriterium:

Nech´
∑
an,

∑
bn jsou °ady s kladnými £leny a dále nech´ pro skoro v²echna n platí

an+1

an
≤ bn+1

bn
.

Konverguje-li °ada
∑
bn, pak konverguje i °ada

∑
an.

Diverguje-li °ada
∑
an, pak diverguje i °ada

∑
bn.

2.5.4 V p°ípadech, kdy selhávají jednoduchá kriteria konvergence °ad s kladnými £leny (srov-
návací, podílové, odmocninové), lze uplatnit tzv. Raabeho kriterium, jehoº d·kaz je nap°íklad
v [H90]:

Nech´ pro °adu
∞∑
1
an existuje lim

n→∞
n
(

an
an+1

− 1
)
= L. Pak platí:

(a) je-li L > 1, °ada konverguje,
(b) je-li L < 1, °ada diverguje.

Vy²et°ete pomocí tohoto kriteria konvergenci °ady
∞∑
1

1
n2 .

2.5.5 Vy²et°ete konvergenci a absolutní konvergenci °ad:

a)

∞∑
1

(−1)n+1

n
√
n

, b)

∞∑
2

(−1)n

n lnn
, c)

∞∑
1

1− (−1)n

n2
,

d)
∞∑
1

(−1)n
(
2

3

) 1
n

, e)
∞∑
1

cos nπ4
n2

, f)
∞∑
1

(−1)n+1 n√
n2 + 49

.

2.5.6 Dokaºte následující tvrzení: konverguje-li °ada
∞∑
1
an absolutn¥, pak pro kaºdé ϕ ∈ R

konvergují °ady
∞∑
1

an cosnϕ ,
∞∑
1

an sinnϕ .

Platí i obrácená v¥ta?
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2.5.7 Aproximujte s povolenou chybou ε sou£et zadané °ady (pouºijte vhodný zp·sob odhadu
zbytku).

a)

∞∑
1

(−1)n+1(n+ 1)

3n
pro ε = 10−2, b)

∞∑
1

1

n10n−1
pro ε = 10−5,

c)

∞∑
1

1

4n(n− 1)!
pro ε = 10−4.

2.5.8 Ov¥°te absolutní konvergenci alternující °ady

∞∑
1

(−1)n−1

n2
= 1− 1

22
+

1

32
− 1

42
+

1

52
− . . .

a ur£ete pomocí vhodného p°erovnání její sou£et, víte-li, ºe (viz p°íklad 5.5.5 (d))

∞∑
1

1

n2
=
π2

6
.

2.5.9 Zd·vodn¥te správnost postupu v °e²eném p°íkladu 2.1.14 (b).

2.5.10 Výsledky.

2.5.1 a) diverguje, b) konverguje, c) konverguje, d) konverguje, e) konverguje, f) diverguje, g) kon-
verguje, h) diverguje

2.5.2 a) 1
2 , b)

1
18 , c) diverguje

2.5.3 Návod: vynásobte nerovnosti

a2
a1
≤ b2
b1
,

a3
a2
≤ b3
b2
, . . . ,

an
an−1

≤ bn
bn−1

a pouºijte srovnávací kriterium 2.2.3.

2.5.4 konverguje

2.5.5 a) konverguje absolutn¥, b) konverguje, c) konverguje absolutn¥, d) diverguje, e) konverguje
absolutn¥, f) diverguje

2.5.6 �ady konvergují absolutn¥ na základ¥ srovnávacího kriteria. Obrácená v¥ta neplatí, nebo´
nap°íklad °ada

∑ cosnπ
n konverguje, ale nikoli absolutn¥.

2.5.7 a) s = 0, 44, b) s = 1, 05360, c) s = 0, 3210

2.5.8 s = π2

12

2.5.9 Ob¥ °ady konvergují absolutn¥. P·vodní °ada vznikne p°erovnáním � st°ídav¥ bereme £leny z
jedné a druhé °ady. Správnost plyne z v¥ty o p°erovnání °ad.
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Kapitola 3

Funk£ní °ady

3.1 Posloupnosti funkcí

3.1.1 Úvodní poznámka. Problematiku funk£ních posloupností uvádíme pouze v rozsahu ne-
zbytném k zavedení pojm· konvergence a stejnom¥rné konvergence °ad. Zárove¬ slouºí k demon-
strování podmínek, za kterých se p°ená²ejí vlastnosti £len· posloupnosti funkcí na limitní funkci.

3.1.2 Posloupnost funkcí na mnoºin¥ M je zobrazení mnoºiny p°irozených £ísel do mnoºiny
funkcí de�novaných na M . Pí²eme:

{fn(x)}∞n=1 = {f1(x), f2(x), f3(x), . . . , fn(x), . . .}.

De�ni£ní obor D posloupnosti {fn(x)} je pr·nik de�ni£ních obor· v²ech jejích £len·.

3.1.3 P°íklady posloupností funkcí a jejich de�ni£ních obor·:

(a) {
x

1 + n2x2

}∞
1

=

{
x

1 + x2
,

x

1 + 4x2
,

x

1 + 9x2
, . . .

}
, D = R;

(b) {
n
√
x− 1

}∞
1

=
{
x− 1,

√
x− 1, 3

√
x− 1, . . .

}
, D = 〈1,∞).

3.1.4 Bodová konvergence. Konverguje-li v bod¥ x0 ∈ D £íselná posloupnost {fn(x0)}∞1 ,
°íkáme, ºe posloupnost funkcí {fn(x)} konverguje v bod¥ x0. Jestliºe pro kaºdé x0 ∈ P ⊂ D konver-
guje £íselná posloupnost {fn(x0)}, °íkáme, ºe posloupnost funkcí {fn(x)} konverguje na mnoºin¥ P
bodov¥. Pí²eme:

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

3.1.5 Poznámky.

1. Symbolem f(x) jsme ozna£ili limitní funkci posloupnosti {fn(x)}, jejíº obor hodnot na
mnoºin¥ P tvo°í limity £íselných posloupností pro kaºdý bod x0 ∈ P .

2. Místo zápisu v de�nici m·ºeme pro ozna£ení bodové konvergence pouºít zjednodu²eného tvaru
fn(x) −→ f(x) na P .

3. V dal²ím textu budeme v²ude p°edpokládat, ºe P je interval nebo sjednocení kone£ného po£tu
interval·.
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3.1.6 P°íklad. Vy²et°íme limitu posloupnosti{ x

1 + xn

}∞
1
.

�e²ení. De�ni£ním oborem posloupnosti je mnoºina R\{−1}. P°i výpo£tu limity je vhodné rozli²it
n¥kolik p°ípad· s ohledem na vlastnosti funkcí

fn(x) =
x

1 + xn
:

1. pro |x| > 1 je zcela jist¥ lim
n→∞

fn(x) = 0, jak se lze p°esv¥d£it pouºitím L'Hospitalova pravidla;

2. pro x = 1 je z°ejm¥ lim
n→∞

fn(1) =
1
2 ;

3. jestliºe bude −1 < x < 1, dostáváme lim
n→∞

fn(x) = x, protoºe ve jmenovateli je limita xn

rovna nule.

Shrnutím díl£ích výsledk· je limitní funkce na mnoºin¥ P = R \ {−1}:

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =


x pro |x| < 1,
1
2 pro x = 1,

0 pro |x| > 1,

jejíº graf je na obr. 3.1.

3.1.7 Poznámka. Jak je z obrázku patrno, je limitní funkce v této úloze nespojitá, t°ebaºe
posloupnost je tvo°ena spojitýmu funkcemi. To znamená, ºe p°i bodové konvergenci se vlastnosti
£len· (spojitost, integrovatelnost, diferencovatelnost) nep°ená²í automaticky na limitní funkci. Aby
se uvedené vlastnosti zachovávaly, musí být konvergence �kvalitn¥j²í� - takzvan¥ stejnom¥rná.

3.1.8 De�nice. �ekneme, ºe posloupnost funkcí {fn(x)} konverguje stejnom¥rn¥ k funkci
f(x) na intervalu Ps, existuje-li pro kaºdé ε > 0 £íslo n0 ∈ N tak, ºe pro kaºdé n > n0 a pro v²echna
x ∈ Ps platí: |fn(x)− f(x)| < ε. Pí²eme:

lim
n→∞

fn(x)
s
= f(x) na Ps nebo fn(x) ⇒ f(x) na Ps.

3.1.9 Poznámky.

1. Na rozdíl od bodové konvergence je v p°ípad¥ stejnom¥rné konvergence £íslo n0 stejné pro
kaºdé x ∈ Ps. To je dob°e patrno, porovnáme-li formální zápis obou de�nic:

∀x ∈ P ∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 : |fn(x)− f(x)| < ε (bodová),
∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n > n0 ∀x ∈ Ps : |fn(x)− f(x)| < ε (stejnom¥rná).

2. Ze stejnom¥rné konvergence posloupnosti funkcí plyne bodová konvergence, p°i£emº je bu¤
Ps ⊂ P nebo Ps = P a limitní funkce je na intervalu Ps pro oba typy stejná. Opa£né tvrzení
neplatí. Pokud je posloupnost funkcí bodov¥ konvergentní, nemusí být stejnom¥rn¥ konver-
gentní.

3.1.10 P°íklad. Vy²et°íme stejnom¥rnou konvergenci posloupnosti z úlohy 3.1.6:

fn(x) =
x

1 + xn
→ f(x) =


x, |x| < 1,
1
2 , x = 1,

0, |x| > 1

(viz obr. 3.1).

19



Obrázek 3.1: ↖ limitní funkce f(x), ↗ f1(x) =
x

1+x , ↙ f2(x) =
x

1+x2
, ↘ f3(x) =

x
1+x3

�e²ení.

1. Uvaºujme nejprve interval 〈K,∞), kde K > 1. V n¥m platí:

|fn(x)− f(x)| =
x

1 + xn
<

x

xn
=

1

xn−1
≤ 1

Kn−1 .

Zjistíme, zda a za jakých podmínek je tento rozdíl men²í neº libovoln¥ zvolené £íslo ε > 0:

1

Kn−1 < ε⇒ Kn−1 >
1

ε
⇒ n > 1− ln ε

lnK
.

Uvaºujeme-li ε < 1, je tento výsledek kladný. Vidíme, ºe nezávisle na x ∈ 〈K,∞) a pro
libovoln¥ malé ε existuje n0 = d1 − ln ε

lnK e takové, ºe pro n > n0 je |fn(x) − f(x)| < ε
(symbol d..e zde ozna£uje celou £ást vnit°ního výrazu). Ve smyslu p°edchozí de�nice je tudíº
konvergence stejnom¥rná na kaºdém intervalu Ps = 〈K,∞), K > 1.

2. M¥jme nyní x ∈ 〈−k, k〉, 0 < k < 1, na n¥mº je limitní funkce f(x) = x, a proto

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ x

1 + xn
− x
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−xn+1

1 + xn

∣∣∣∣ = |x|n+1

|1 + xn|
≤ kn+1

1− kn
< kn+1.

Protoºe tento výsledek platí nezávisle na x, m·ºeme podobnou úvahou jako v p°edchozím
p°ípad¥ potvrdit stejnom¥rnou konvergenci.
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3. Pro x ∈ (−∞,−K), K > 1 se stejnom¥rná konvergence ov¥°í obdobn¥ jako v p°ípad¥ 1.

Záv¥r: posloupnost funkcí konverguje stejnom¥rn¥ na kaºdém intervalu, který nebsahuje ºádný
z bod· x = −1, x = 1. Pro ilustraci jsou na obr. 3.1 b,c,d uvedeny grafy prvních t°í £len· zkoumané
posloupnosti. Dal²í sudé £leny jsou si navzájem podobné, liché mezi sebou rovn¥º.

3.1.11 Poznámka. Vy²et°ování stejnom¥rné konvergence funk£ních posloupností podle de�nice
nemusí být jednoduché a vyºaduje znalost limitní funkce. Proto bývá v praxi £asto pouºívána níºe
uvedená Bolzanova�Cauchyova podmínka (viz téº p°íklad 3.1.15). Souvislost mezi stejnom¥rnou
konvergencí posloupnosti funkcí a operacemi integrování a derivování jejích £len· vyjad°ují dal²í
dv¥ v¥ty uvedené rovn¥º bez d·kazu.

3.1.12 Bolzanova�Cauchyova podmínka stejnom¥rné konvergence. Posloupnost funkcí
fn(x) je na intervalu Ps stejnom¥rn¥ konvergentní práv¥ tehdy, kdyº pro libovolné ε > 0 existuje
n0 ∈ N takové, ºe pro kaºdá dv¥m,n ∈ N , m ≥ n0, n ≥ n0 a kaºdé x ∈ Ps platí |fn(x)−fm(x)| < ε.

3.1.13 V¥ta. Konverguje-li posloupnost spojitých funkcí fn(x) na intervalu Ps = 〈a, b〉 stejno-
m¥rn¥ k funkci f(x), pak

1. limitní funkce f(x) je rovn¥º spojitá,

2. lim
n→∞

b∫
a
fn(x) dx =

b∫
a
f(x) dx.

3.1.14 V¥ta. Nech´ {fn(x)} je posloupnost funkcí diferencovatelných na intervalu Ps = 〈a, b〉, p°i-
£emº alespo¬ pro jedno c ∈ Ps posloupnost {fn(c)} konverguje. Konverguje-li posloupnost {f ′n(x)}
stejnom¥rn¥ na 〈a, b〉, pak také {fn(x)} konverguje stejnom¥rn¥ a platí:

f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x).

3.1.15 P°íklad. Dokaºte, ºe posloupnost {e−nx} konverguje stejnom¥rn¥ na kaºdém intervalu
Ps = 〈k,∞), k > 0.

�e²ení. Nech´ m,n ∈ N , m < n. Pak podle Bolzanovy�Cauchyovy podmínky 3.1.12 bude

|fn(x)− fm(x)| = |e−nx − e−mx| = e−mx|e(m−n)x − 1| ≤ e−mx.

Má-li dále pro v²echna x ∈ Ps (tj. x ≥ k) platit |fn(x)− fm(x)| < ε, musí být

e−mx < e−mk < ε ⇒ m >

⌈
− ln ε

k

⌉
= n0.

Pro kaºdé (libovoln¥ malé) ε tedy existuje n0 tak, ºe pro kaºdá n > m > n0 a kaºdé x ≥ k > 0 platí
|fn(x)− fm(x)| < ε, a tudíº posloupnost konverguje stejnom¥rn¥.
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3.2 Funk£ní °ady

3.2.1 De�nice. M¥jme posloupnost funkcí {fn(x)}. Funk£ní °adou nazveme formáln¥ vytvo°ený
sou£et jejích £len·, který zapisujeme takto:

f1(x) + f2(x) + . . .+ fn(x) + . . . =

∞∑
n=1

fn(x).

De�ni£ním oborem funk£ní °ady je de�ni£ní obor posloupnosti jejích £len·.

3.2.2 P°íklady funk£ních °ad.

(a) Mocninná °ada:
∞∑
n=1

anx
n = a1x+ a2x

2 + a3x
3 + . . . .

(b) Trigonometrická °ada:
∞∑
n=1

sinnx
n = sinx+ 1

2 sin 2x+ 1
3 sin 3x+ . . . .

3.2.3 De�nice. �íkáme, ºe °ada
∞∑
n=1

fn(x) konverguje v bod¥ x0, má-li sou£et £íselná °ada

∞∑
n=1

fn(x0). MnoºinaM v²ech bod·, v nichº °ada konverguje, se nazývá obor konvergence. Pí²eme:

∞∑
n=1

fn(x) = s(x) na M.

Funkce s(x) se nazývá sou£et °ady (sou£tová funkce). Pokud v n¥kterém bod¥ x0 de�ni£ního oboru

°ady bu¤
∞∑
n=1

fn(x0) =∞ (−∞) nebo
∞∑
n=1

fn(x0) neexistuje, °íkáme, ºe °ada
∞∑
n=1

fn(x) je v bod¥ x0

divergentní.

3.2.4 V¥ta. Konverguje-li °ada
∞∑
1
fn(x) na oboru M k funkci s(x), je

s(x) = lim
i→∞

si(x),

kde {si(x)} je posloupnost £áste£ných sou£t· °ady
∞∑
n=1

fn(x).

D·kaz. Podle de�nice 3.2.3 konvergují pro kaºdé x0 ∈ M posloupnosti {si(x0)} k limitám s(x0).
Mnoºina {s(x0), x0 ∈M} tvo°í obor hodnot sou£tové funkce s(x). �

3.2.5 Poznámky.

1. P°edcházející v¥ta umoº¬uje rozhodnout o d·leºitých vlastnostech °ady pomocí její posloup-
nosti £áste£ných sou£t·.

2. Stanovení sou£tové funkce s(x) na základ¥ této v¥ty je z°ídka proveditelné, nebo´ bývá obtíºné
stanovit i-tý £len posloupnosti si(x).

3.2.6 De�nice. �ekneme, ºe °ada
∞∑
n=1

fn(x) na intervalu Ma konverguje absolutn¥, jestliºe

pro kaºdé x ∈Ma konverguje (bodov¥) °ada
∞∑
n=1
|fn(x)|.
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3.2.7 Vy²et°ování oboru konvergence. Obvyklý postup spo£ívá v ur£ení oboru absolutní kon-
vergence na základ¥ n¥kterých kriterií pro £íselné °ady s kladnými £leny (kapitola 2.2). Výsledkem
je interval, jehoº krajní body � jsou-li vlastní � je nutno vy²et°it zvlá²´. Konkrétní moºnosti jsou
z°ejmé z následujících p°íklad·.

3.2.8 P°íklad. Vy²et°ete obor konvergence a ur£ete sou£et °ady

∞∑
n=1

e−nx = e−x + e−2x + e−3x + . . . .

�e²ení. Pouºijeme odmocninové kriterium a ozna£íme

L(x) = lim
n→∞

n
√
|fn(x)| = lim

n→∞
n
√
e−nx = e−x.

Podle zn¥ní kriteria 2.2.5 musí být v p°ípad¥ konvergence L(x) = e−x < 1, tj. x > 0. �ada konverguje
absolutn¥ pro x ∈ (0,∞). Pravý krajní bod je nevlastní a sta£í tedy vy²et°it konvergenci v levém
krajním bod¥. Pro x = 0 dostáváme

∑
e0 =∞. V tomto bod¥ je °ada divergentní, takºe

M =Ma = (0,∞).

Zadaná °ada je geometrická s kvocientem e−x < 1 na M . Její sou£et je

s(x) =
1

1− e−x
=

ex

ex − 1
.

3.2.9 P°íklad. Vy²et°ete obor konvergence °ady

∞∑
1

cosnx

2n−1
= cosx+

1

2
cos 2x+

1

22
cos 3x+ . . . .

�e²ení. Protoºe pro kaºdé reálné x platí

|fn(x)| =
∣∣∣cosnx
2n−1

∣∣∣ ≤ 1

2n−1
,

je £íselná °ada
∞∑
n=1

(
1
2

)n−1 konvergentní majorantou zadané funk£ní °ady. Na základ¥ srovnávacího

kriteria 2.2.3 je hledaný obor konvergence M =Ma = R = (−∞,∞).

3.2.10 P°íklad. Vy²et°ete konvergenci °ady

∞∑
1

n!xn

3n
=
x

3
+

2!x2

32
+

3!x3

33
+ . . . .

�e²ení. Podílové kriterium uplatníme pro výraz

L(x) = lim
n→∞

∣∣∣∣fn+1(x)

fn(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)!xn+1

3n+1
· 3n

n!xn

∣∣∣∣ = |x|3 lim
n→∞

(n+ 1) =∞

(viz kriterium 2.2.7). Protoºe pro kaºdé x ∈ R je L(x) > 1, °ada diverguje v²ude v reálném oboru

s výjimkou bodu x = 0, kde
∞∑
1
0 = 0 = s(0).
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3.2.11 P°íklad. Ur£ete obor konvergence °ady

∞∑
1

xn

n
= x+

x2

2
+
x3

3
+
x4

4
+ . . . .

�e²ení. Pouºijeme odmocninové kriterium obdobn¥ jako v p°íkladu 3.2.8:

L(x) = lim
n→∞

n

√∣∣∣∣xnn
∣∣∣∣ = |x| limn→∞

1
n
√
n
= |x|.

�ada konverguje absolutn¥ pro |x| < 1. Dostáváme interval (−1, 1). Pokra£ujme vy²et°ením krajních
bod·:

x = −1 . . .
∞∑
1

(−1)n
n konverguje relativn¥ (harmonická °ada, Leibnizovo kriterium),

x = 1 . . .
∞∑
1

1
n diverguje (harmonická °ada).

Záv¥r: obor konvergence °ady
∞∑
1

xn

n je interval M = 〈−1, 1), obor absolutní konvergence je interval

Ma = (−1, 1).

3.2.12 Poznámka. Stanovení sou£tu funk£ní °ady (neboli sou£tové funkce) £asto vyºaduje apli-
kovat operace derivování nebo integrování na celý nekone£ný sou£et. Korektnost t¥chto krok· je
podmín¥na stejnom¥rnou konvergencí °ady. Také vztah mezi vlastnostmi jednotlivých £len· °ady a
vlastnostmi sou£tové funkce je zprost°edkován stejnom¥rnou konvergencí.

3.2.13 De�nice. �íkáme, ºe na intervalu Ms = 〈a, b〉 °ada
∞∑
n=1

fn(x) konverguje stejnom¥rn¥

k sou£tu s(x), práv¥ kdyº posloupnost £áste£ných sou£t· {si(x)} konverguje na Ms k funkci s(x)
stejnom¥rn¥.

3.2.14 Poznámka. Konverguje-li °ada na intervalu Ms stejnom¥rn¥, konverguje k téºe sou£tové
funkci s(x) také bodov¥, ale ne naopak. Obecn¥ je Ms ⊆ M . K vy²et°ování oboru stejnom¥rné
konvergence není de�nice p°íli² vhodná, a proto se pouºívá vhodných kriterií, jako je nap°íklad
následující.

3.2.15 V¥ta (Weierstrassovo kriterium stejnom¥rné konvergence). �ada
∞∑
n=1

fn(x) kon-

verguje na intervalu 〈a, b〉 k funkci s(x) stejnom¥rn¥, existuje-li pro kaºdé x ∈ 〈a, b〉 k této °ad¥
konvergentní £íselná majoranta s nezápornými £leny, tj. platí-li:

∀x ∈Ms = 〈a, b〉 : |fn(x)| ≤ an ∀ n ∈ N a

∞∑
n=1

an konverguje.

D·kaz. Podle srovnávacího kriteria je jisté, ºe °ada
∞∑
n=1

fn(x) konverguje na 〈a, b〉 absolutn¥ bodov¥.

Ozna£me její sou£et s(x). Dále ozna£me σ =
∞∑
n=1

an a odpovídajícím zp·sobem i posloupnosti

£áste£ných sou£t·: {si(x)} pro funk£ní °adu a {σi} pro její £íselnou majorantu.
Zvolíme-li libovolné £íslo ε > 0, pak k n¥mu jist¥ existuje n0 ∈ N takové, ºe

∀ i > n0 : |σi − σ| = |ai+1 + ai+2 + . . . | = ai+1 + ai+2 + . . . < ε ,
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protoºe σi → σ. Proto také vzhledem k p°edpoklad·m v¥ty platí pro kaºdé i > n0, i ∈ N a pro
kaºdé x ∈ 〈a, b〉:

|si(x)− s(x)| = |fi+1(x) + fi+2(x) + . . . | ≤ |fi+1(x)|+ |fi+2(x)|+ . . . ≤

≤ |ai+1 + ai+2 + . . . | < ε.

Posloupnost £áste£ných sou£t· {si(x)} tedy konverguje stejnom¥rn¥ a s ní podle de�nice 3.2.13 °ada
∞∑
n=1

fn(x), coº jsme m¥li dokázat. �

3.2.16 P°íklad. Vrátíme-li se k úloze 3.2.9, je patrné, ºe pouºití srovnávacího kriteria (na
neohrani£eném intervalu) v podstat¥ p°edstavuje realizaci Weierstrassovy v¥ty. Proto °ada

∞∑
1

cosnx

2n−1
konverguje stejnom¥rn¥ na R.

3.2.17 P°íklad. Vy²et°ete konvergenci °ady
∞∑
1

xn

1+n2x2
.

1. Ur£ení intervalu � podílové kriterium:

lim
n→∞

∣∣∣∣fn+1(x)

fn(x)

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ xn+1

1 + (n+ 1)2x2
· 1 + n2x2

xn

∣∣∣∣ = |x|.
Z podmínky L(x) = |x| < 1 obdrºíme interval (−1, 1).

2. Konvergence v krajních bodech:

x = −1 . . .
∞∑
1

(−1)n

1 + n2
konverguje absolutn¥,

x = 1 . . .
∞∑
1

1

1 + n2
konverguje (integrální kriterium).

Záv¥r: M =Ma = 〈−1, 1〉1.

3. Stejnom¥rná konvergence � Weierstrassovo kriterium:
Uvaºujme nejprve x ∈ 〈0, k〉, kde 0 < k < 1. Pak je

xn

1 + n2x2
< xn < kn, (3.1)

takºe geometrická °ada
∞∑
n=1

kn bude konvergentní £íselnou majorantou zadané °ady. Ta proto

konverguje stejnom¥rn¥ na kaºdém intervalu Ms = 〈0, k〉, 0 < k < 1.

Pro x ∈ 〈−1, 0〉 nelze ke zkoumané funk£ní °ad¥ nalézt ºádnou konvergentní £íselnou majo-
rantu, nebo´ výraz xn alternuje a relace (3.1) neplatí.

3.2.18 V¥ta (spojitost sou£tu a integrování funk£ní °ady). Nech´ °ada spojitých funkcí
∞∑
n=1

fn(x) konverguje stejnom¥rn¥ k sou£tu s(x) na intervalu Ms = 〈a, b〉. Pak platí:

(1) sou£et s(x) je rovn¥º spojitá funkce na 〈a, b〉,
1U kladných °ad je konvergence vºdy absolutní.
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(2) pro a ≤ α ≤ β ≤ b je∫ β

α

( ∞∑
1

fn(x)

)
dx =

∞∑
1

(∫ β

α
fn(x) dx

)
=

∫ β

α
s(x) dx.

D·kaz. (1) Podle p°edpoklad· v¥ty je kaºdý £áste£ný sou£et

si(x) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fi(x)

spojitý, protoºe jde o kone£ný sou£et spojitých funkcí. Protoºe je

s(x) = lim
i→∞

si(x),

jde podle v¥ty 3.1.13 rovn¥º o spojitou funkci.

(2) Obdobným zp·sobem jako v p°ípad¥ 1. se vyuºije vlastností posloupnosti £áste£ných sou£t·
a v¥ty 3.1.13. �

3.2.19 P°íklad. Je dána funkce s(x) =
∞∑
1
ne−nx. Vypo£t¥te integrál E =

1∫
ln 2

s(x) dx.

�e²ení. Ukáºeme nejprve, ºe °ada
∞∑
1
ne−nx spl¬uje p°edpoklady p°edchozí v¥ty.

1. Její £leny fn(x) = ne−nx jsou spojité na R.

2. Dokáºeme, ºe tato °ada konverguje stejnom¥rn¥ na kaºdém intervalu 〈k,∞), k > 0. P°edn¥
je snadné najít obor konvergence M = Ma = (0,∞) stejn¥ jako v p°íkladu 3.2.8. Pro stej-
nom¥rnou konvergenci uvaºme, ºe pro kaºdé x ∈M

f ′n(x) = −n2e−nx < 0 ⇒ fn(x) je klesající na M.

Zvolíme-li libovolné k > 0, bude pro kaºdé x ≥ k

fn(x) = ne−nx ≤ ne−nk,

tedy °ada
∞∑
n=1

ne−nk je konvergentní majorantou zadané funk£ní °ady (nap°íklad podle od-

mocninového kriteria). Podle Weierstrassova kriteria 3.2.15 pak °ada
∞∑
n=1

ne−nx konverguje

stejnom¥rn¥ na libovolném intervalu 〈k,∞), k > 0.

Nyní m·ºeme aplikovat tvrzení 2. z p°edchozí v¥ty, nebo´ £íslo k lze jist¥ zvolit tak, aby k < ln 2:

E =

∫ 1

ln 2
s(x) dx =

∞∑
1

n

∫ 1

ln 2
e−nx dx =

∞∑
1

[
−e−nx

]1
ln 2

=
∞∑
1

(
−e−n ln e + e−n ln 2

)
=

∞∑
1

(
1

2

)n
−
∞∑
1

(
1

e

)n
=

1
2

1− 1
2

−
1
e

1− 1
e

=
e− 2

e− 1
.

3.2.20 V¥ta (derivování funk£ní °ady). Nech´
∞∑
n=1

fn(x) je °ada spojitých funkcí diferenco-

vatelných na intervalu 〈a, b〉 a nech´ pro n¥jaké c ∈ 〈a, b〉 konverguje £íselná °ada
∞∑
n=1

fn(c). Dále

p°edpokládejme, ºe °ada derivací
∞∑
n=1

f ′n(x) konverguje na 〈a, b〉 stejnom¥rn¥ k sou£tu σ(x). Pak

°ada
∞∑
n=1

fn(x) konverguje na 〈a, b〉 rovn¥º stejnom¥rn¥, p°i£emº platí σ(x) = s′(x).

D·kaz. V¥ta je d·sledkem v¥ty 3.1.14. �
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3.2.21 Poznámka. Tuto v¥tu lze formulovat i jinak. �asto se uºívá následující stru£né zn¥ní,
které platí za stejných p°edpoklad·: stejnom¥rn¥ konvergentní °adu diferencovatelných funkcí lze
derivovat £len po £lenu, tj.

d

dx

( ∞∑
1

fn(x)

)
=
∞∑
1

dfn(x)

dx
.

3.2.22 P°íklad. Ur£ete sou£et °ady

∞∑
1

xn

n
= x+

x2

2
+
x3

3
+ . . . .

�e²ení. �leny této mocninné °ady jsou diferencovatelné na R, takºe
∞∑
1

f ′n(x) =
∞∑
1

xn−1.

Tato °ada je geometrická a konverguje na intervalu (−1, 1) k sou£tu σ(x) = 1
1−x . Tato konvergence

je stejnom¥rná na kaºdém uzav°eném intervalu Ms = 〈−k, k〉, 0 < k < 1 (k ov¥°ení lze pouºít
Weierstrassova kriteria). Pro libovoln¥ zvolené c ∈ Ms konverguje i p·vodní °ada, jak ukazuje
výsledek p°íkladu 3.2.11. Tím jsme ov¥°ili p°edpoklady p°edchozí v¥ty a pro sou£et s(x) tedy platí

s′(x) = σ(x) =
1

1− x
.

Integrováním obdrºíme pro libovolné x ∈ 〈−k, k〉:

s(x) =

∫
σ(x) dx = − ln(1− x) + C = − ln(1− x),

nebo´ z evidentní podmínky s(0) = 0 plyne C = 0.

3.3 Ne°e²ené úlohy

3.3.1 Ur£ete a znázorn¥te limitní funkci pro posloupnosti zadané n-tým £lenem:

a)
n2x

1 + n2x2
, b)

nx

1 + n2x2
, c)

x

1 + e−nx
.

3.3.2 Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergenci posloupnosti 3.3.1 a).

3.3.3 Ur£ete obor konvergence °ady:

a)
∞∑
1

n lnn x, b)
∞∑
1

1

n2 + x2
, c)

∞∑
1

(−1)n(x− 1)n

n2
,

d)
∞∑
1

sinnx

n3
, e)

∞∑
1

(−1)n+1

(x+ 2)n
, f)

∞∑
1

enx

n!
.
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3.3.4 Je dána °ada
∞∑
1

cosnx
n2 , která na intervalu 〈0, π〉 konverguje k sou£tu

s(x) =
x2

4
− π

2
x+

π2

6
.

a) Dokaºte, ºe se jedná o konvergenci stejnom¥rnou.

b) Rozhodn¥te, zda funkce σ(x) = s′(x) = x−π
2 je na uvedeném intervalu sou£tem °ady, která

vznikne derivováním °ady p·vodní.

3.3.5 Rozhodn¥te, zda funkce F (x) de�novaná funk£ní °adou je na svém de�ni£ním oboru spojitá:

a) F (x) =
∞∑
1

1

n2 + x2
, b) F (x) =

∞∑
1

sinnx

n3
.

3.3.6 Je dána geometrická °ada
∞∑
0

xn =
1

1− x
, x ∈ 〈−1, 1).

Pomocí vhodných operací (derivování, integrování) ukaºte, ºe pro x ∈ (−1, 1) platí:

a)
∞∑
0

(n+ 1)xn =
1

(1− x)2
, b)

∞∑
0

xn

n+ 1
= − ln(1− x)

x
.

3.3.7 Výsledky:

3.3.1 Výsledné limitní funkce jsou na obr. 3.2:

a) f(x) =

{
1
x pro x 6= 0,

0 pro x = 0
b) f(x) = 0 c) f(x) =

{
x pro x ≥ 0,

0 pro x < 0.

Obrázek 3.2: Grafy limitních funkcí k p°íkladu 3.3.1 a), c)

3.3.2 Konverguje stejnom¥rn¥ na libovolném intervalu neobsahujícím nulu.

3.3.3 a) (e−1, e), b) R, c) 〈0, 2〉, d) R, e) (−∞,−3) ∪ (−1,∞), f) R.

3.3.4 a) Uºitím Weierstrassova kriteria. b) Derivovaná °ada nekonverguje na 〈0, π〉 stejnom¥rn¥;
σ(x) není jejím sou£tem.

3.3.5 V obou p°ípadech jde o °ady spojitých funkcí, které stejnom¥rn¥ konvergují na celém reálném
oboru. Jejich sou£et je proto rovn¥º spojitá funkce na R.
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Kapitola 4

Mocninné °ady

4.1 Základní vlastnosti

4.1.1 De�nice. Funk£ní °adu tvaru

a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + . . . =
∞∑
n=0

an(x− x0)n

nazýváme mocninnou °adou. �íslo x0 se nazývá st°ed °ady, an jsou reálné koe�cienty.

4.1.2 Poznámky.

1. Mocninné °ady jsou nejroz²í°en¥j²í t°ídou funk£ních °ad. Významným rysem je neomezená
diferencovatelnost jejich £len· (mocninných funkcí). Platí pro n¥ p°irozen¥ v²echna obecn¥j²í
tvrzení uvád¥ná v p°edchozí kapitole, n¥která z nich - jak ukáºeme - ve zjednodu²ené form¥.

2. Posloupnost £áste£ných sou£t· mocninné °ady je tvo°ena polynomy

sn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + . . .+ an(x− x0)n;

sama o sob¥ bývá mocninná °ada ozna£ována jako polynom nekone£ného stupn¥. To je také
d·vod, pro£ u t¥chto °ad s£ítáme od n = 0. Tak tomu bude i tehdy, nebudou-li kv·li stru£nosti
s£ítací meze uvedeny.

3. Speciáln¥ pro x0 = 0 obdrºíme °adu

a0 + a1x+ a2x
2 + . . . =

∞∑
n=0

anx
n.

4.1.3 P°íklady mocninných °ad.

(a)
∞∑
n=0

(−1)n (x+ 5)n

n!
; st°ed x0 = −5, koe�cienty an =

(−1)n

n!
,

(b)
∞∑
n=0

(x− 3)n

(n+ 1)2n
; st°ed x0 = 3, koe�cienty an =

1

(n+ 1)2n
,

(c)
∞∑
n=0

(n+ 1)nxn ; st°ed x0 = 0, koe�cienty an = (n+ 1)n.
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4.1.4 Obor konvergence mocninné °ady. Bodovou konvergenci m·ºeme vy²et°it metodami
odvozenými pro obecné funk£ní °ady, jak jsme vid¥li v p°íkladech 3.2.10 a 3.2.11. Lze v²ak postu-
povat i efektivn¥ji, a to na základ¥ následujících v¥t.

4.1.5 V¥ta. Kaºdá mocninná °ada konverguje ve svém st°edu.

D·kaz. Poloºíme-li x = x0 ve vyjád°ení °ady
∞∑
n=0

an(x− x0)n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + . . . = s(x) ,

obdrºíme s(x0) = a0. �ada má sou£et, tedy konverguje. �

4.1.6 V¥ta (Abelova). Konverguje-li mocninná °ada
∑
an(x− x0)n v bod¥ x1, pak konverguje

absolutn¥ pro v²echna x, pro která platí |x− x0| < |x1 − x0|.
D·kaz. V bod¥ x1 dostáváme £íselnou °adu

∑
an(x1−x0)n, která je podle p°edpokladu konvergentní,

a proto její n-tý £len spl¬uje nutnou podmínku konvergence

lim
n→∞

|an(x1 − x0)n| = 0 .

Posloupnost {|an(x1 − x0)n|} je tudíº omezená, takºe

∃K ∈ R ∀n : |an(x1 − x0)n| < K .

Nyní pouºijeme srovnávací kriterium na p·vodní mocninnou °adu:
∞∑
n=0

|an(x− x0)n| =
∞∑
n=0

|an(x1 − x0)n|
∣∣∣∣ x− x0x1 − x0

∣∣∣∣n < K
∞∑
n=0

∣∣∣∣ x− x0x1 − x0

∣∣∣∣n .
Aby získaná majorantní geometrická °ada konvergovala, musí být její kvocient men²í neº jedna, tj.
|x− x0| < |x1 − x0| (viz obr. 4.1). To je podmínka pro absolutní konvergenci p·vodní °ady, kterou
jsme m¥li dokázat. �

 

0x  1x  x 

01 xx   01 xx   

0xx   

Obrázek 4.1: K d·kazu Abelovy v¥ty.

Najdeme-li nejvzdálen¥j²í bod od st°edu x0, kde °ada je²t¥ konverguje, ur£íme tak obor konver-
gence. P°i této p°íleºitosti p°ipomínáme pojem supremum (symbol sup).

4.1.7 De�nice. M¥jme °adu
∞∑
n=0

an(x− x0)n s oborem konvergence M . �íslo

r = sup
x∈M
{x− x0}

nazýváme polom¥r konvergence této °ady.
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4.1.8 D·sledek Abelovy v¥ty spo£ívá v tom, ºe obor absolutní konvergence mocninné °ady je
vºdy interval soum¥rný podle st°edu konvergence s polom¥rem podle p°edchozí de�nice.

4.1.9 Poznámky.

1. �ada m·ºe konvergovat (absolutn¥ konvergovat) i v krajních bodech intervalu (x0−r, x0+r).
To je nutno zjistit vy²et°ováním konvergence p°íslu²ných £íselných °ad.

2. Obor konvergence se m·ºe redukovat na jediný bod (st°ed x0, je-li r = 0) nebo naopak m·ºe
jít o celou reálnou osu (r =∞).

Jednotlivé moºnosti precizuje následující v¥ta.

4.1.10 V¥ta (Cauchyho � Hadamardova). Nech´ pro mocninnou °adu
∞∑
n=0

an(x − x0)n je

ρ = lim
n→∞

n
√
|an|, resp. ρ = lim

n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣. Pak pro polom¥r konvergence platí:

(1) r =∞, je-li ρ = 0,

(2) r = 1
ρ , je-li 0 < ρ <∞,

(3) r = 0, je-li ρ =∞.

D·kaz. Pro ρ = lim
n→∞

n
√
|an| vyjdeme z odmocninového kriteria:

L(x) = lim
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| = |x− x0| lim

n→∞
n
√
|an| = ρ|x− x0| .

Z podmínky konvergence L(x) < 1 dostáváme:

(1) Je-li ρ = 0, pak je podmínka spln¥na pro kaºdé x ∈ (−∞,∞), jinými slovy, °ada konverguje
s polom¥rem r =∞.

(2) Je-li 0 < ρ <∞, musí být |x− x0| < 1
ρ = r; oborem (absolutní) konvergence je proto interval

s krajními body x0 − r, x0 + r.

(3) Je-li ρ = ∞, neplatí vztah ρ|x − x0| < 1 pro ºádné x 6= x0. Výjimkou je práv¥ st°ed x0, ve
kterém mocninná °ada konverguje vºdy (v¥ta 4.1.5).

D·kaz pro ρ = lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ se provede obdobn¥ na základ¥ podílového kriteria. �

4.1.11 P°íklady. Vy²et°íme obor konvergence mocninných °ad z p°íkladu 4.1.3.

(a) Koe�cienty °ady
∞∑
n=0

(−1)n (x+ 5)n

n!

obsahují faktoriál, proto bude výhodné pouºít podílového limitního vztahu pro polom¥r kon-
vergence:

ρ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0.

Podle p°edcházející v¥ty odpovídá tomuto výsledku polom¥r konvergence r =∞. Zadaná °ada
konverguje pro v²echna reálná x a tedy M = (−∞,∞).
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(b) Pro následující °adu
∞∑
n=0

(x− 3)n

(n+ 1)2n

lze pouºít jak podílovou, tak odmocninovou variantu. Podle druhé z nich

ρ = lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
n

√
1

(n+ 1)2n
=

1

2
lim
n→∞

1
n
√
n+ 1

=
1

2
,

takºe polom¥r konvergence je r = 1
ρ = 2. �ada se st°edem x0 = 3 konverguje absolutn¥ na

intervalu (1, 5).

V krajních bodech vy²et°íme konvergenci dosazením:

x = 1 . . .
∞∑
n=0

(−2)n
(n+1)2n =

∞∑
n=0

(−1)n
n+1 konverguje relativn¥ (integrální, Leibnizovo kriterium),

x = 5 . . .
∞∑
n=0

1
n+1 diverguje (harmonická °ada).

Záv¥r: oborem absolutní konvergence zadané °ady je intervalMa = (1, 5), oborem konvergence
je interval M = 〈1, 5).

(c) V p°ípad¥ °ady
∞∑
n=0

(n+ 1)nxn je

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
(n+ 1) =∞ .

Podle v¥ty 4.1.10 (3) tato °ada konverguje jen ve svém st°edu x0 = 0, nebo´ r = 0.

4.1.12 P°íklad. Ur£ete obor konvergence mocninné °ady

∞∑
n=0

(3 + 2(−1)n)n

3n
(x− 1)n = 1 +

x− 1

3
+

52(x− 1)2

32
+

(x− 1)3

33
+

54(x− 1)4

34
+ . . . .

�e²ení. �ada má st°ed v bod¥ x0 = 1; pro posloupnost koe�cient· platí:

an =
(3 + 2(−1)n)n

3n
=

{(
5
3

)n pro n sudé,(
1
3

)n pro n liché.

Je vid¥t, ºe lim
n→∞

n
√
|an| neexistuje, ale m·ºeme psát

ρ = lim
n→∞

n
√
|an| =

{
5
3 pro n sudé,
1
3 pro n liché.

V takovémto p°ípad¥ uvaºujeme pro výpo£et polom¥ru konvergence v¥t²í z obou limit (obecn¥:
nejv¥t²í ze získaných limit � �limes superior1 �). Pro

ρ = lim sup
n→∞

n
√
|an| =

5

3

je polom¥r r = 3
5

∑∞
0 an

(x−x0)n+1

n+1 a °ada konverguje absolutn¥ na intervalu
(
2
5 ,

8
5

)
.

V levém krajním bod¥ x = 2
5 dostáváme alternující °adu

∞∑
n=0

(3 + 2(−1)n)n

3n

(
−3

5

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n (3 + 2(−1)n)n

5n
.

1Na rozdíl od limity posloupnosti, která nemusí vºdy existovat, limes superior existuje vºdy (m·ºe nabývat hodnoty
∞).
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Posloupnost absolutních hodnot jejích koe�cient· (3 + 2(−1)n)n 5−n není nerostoucí, a proto nelze
pouºít Leibnizovo kriterium. Posloupnost £áste£ných sou£t· má i-tý £len

si = 1− 1

5
+ 1− 1

53
+ . . .+

(
3 + 2(−1)i

)i
5i

=


i+1
2 −

(i+1)/2∑
n=1

1
52n−1 pro i liché,

i+2
2 −

i/2∑
n=1

1
52n−1 pro i sudé,

takºe lim
i→∞

si =∞ a °ada diverguje.

V pravém krajním bod¥ x = 8
3 obdrºíme obdobným zp·sobem °adu s kladnými £leny

∞∑
n=0

(3 + 2(−1)n)n

5n
= 1 +

1

5
+ 1 +

1

53
+ 1 +

1

55
+ 1 +

1

57
+ . . . .

Tato °ada je divergentní, protoºe nespl¬uje nutnou podmínku konvergence (2.1).
Výsledný obor konvergence je tedy interval M =Ma =

(
2
5 ,

8
5

)
.

4.1.13 V¥ta (stejnom¥rná konvergence mocninných °ad). Mocninná °ada se st°e-
dem x0 a polom¥rem konvergence r konverguje stejnom¥rn¥ na kaºdém uzav°eném intervalu
Ms = 〈x0 − r̃, x0 + r̃〉, kde 0 < r̃ < r.

D·kaz. M¥jme °adu
∞∑
n=0

an(x−x0)n, která spl¬uje p°edpoklady v¥ty. Konverguje proto v bod¥ x0+ r̃

absolutn¥ a tudíº pro kaºdé x, pro které |x− x0| < r̃ platí:

|an(x− x0)n| ≤ |an|r̃n .

�íselná °ada
∞∑
n=0
|an|r̃n je tedy konvergentní majorantou pro kaºdé takové x a stejnom¥rná konver-

gence na intervalu 〈x0 − r̃, x0 + r̃〉 plyne z Weierstrassova kriteria 3.2.15. �

4.1.14 V¥ta (integrování a derivování mocninné °ady £len po £lenu). Je-li r > 0 polom¥r

konvergence mocninné °ady
∞∑
n=0

an(x− x0)n a s(x) její sou£et, pak pro 0 < r̃ < r platí:

(1) Sou£et s(x) je spojitá funkce.

(2) Pro kaºdé x ∈Ms = 〈x0 − r̃, x0 + r̃〉 je∫ x

x0

s(t) dt =

∫ x

x0

( ∞∑
0

an(t− x0)n
)

dt =

∞∑
0

an

∫ x

x0

(t− x0)n dt =

=
∞∑
0

an

[
(t− x0)n+1

n+ 1

]x
x0

=
∞∑
0

an
(x− x0)n+1

n+ 1

a funkce
S(x) =

∫ x

x0

s(t) dt

je primitivní funkcí k funkci s(x) na intervalu 〈x0 − r̃, x0 + r̃〉.

(3) Pro kaºdé x ∈Ms = 〈x0 − r̃, x0 + r̃〉 je

s′(x) =
d

dx

( ∞∑
0

an(x− x0)n
)

=
∞∑
1

nan(x− x0)n−1.

D·kaz. �leny kaºdé mocninné °ady jsou mocninné funkce, a proto jsou jednotliv¥ neomezen¥ dife-
rencovatelné. Derivováním (integrováním) obdrºíme op¥t °adu mocninných funkcí o tomtéº st°edu
a se stejným polom¥rem konvergence. Proto platí ve smyslu p°edchozího tvrzení 4.1.13 v²echny
p°edpoklady v¥t 3.2.18 a 3.2.20 o obecných funk£ních °adách. Z nich plynou tvrzení v¥ty p°ímo jako
d·sledky. �
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4.1.15 P°íklad. Ur£ete sou£et °ady

∞∑
0

(−1)n(x− 1)2n+1

2n+ 1
.

�e²ení. Snadno zjistíme, ºe ρ = r = 1. Tato °ada se st°edem x0 = 1 konverguje na intervalu
Ma = (0, 2) absolutn¥ a na intervalu M = 〈0, 2〉 bodov¥ (v krajních bodech na základ¥ Leibnizova
kriteria, protoºe v obou vychází alternující °ada). Na oboru Ms = 〈1 − r̃, 1 + r̃〉, 0 < r̃ < 1 je
konvergence stejnom¥rná. Pro x ∈Ms budeme hledat sou£et

s(x) =

∞∑
0

(−1)n(x− 1)2n+1

2n+ 1
.

Derivováním °ady £len po £lenu obdrºíme geometrickou °adu, kterou snadno se£teme:

s′(x) =
∞∑
0

(−1)n(x− 1)2n =
1

1 + (x− 1)2
.

Odtud
s(x) =

∫ x

1

dt

1 + (t− 1)2
= [arctan(t− 1)]x1 = arctan(x− 1).

4.1.16 P°íklad. Ur£ete sou£et £íselné °ady
∞∑
1

n
4n .

�e²ení. Snadno se p°esv¥d£íme (odmocninovým kriteriem), ºe jde o konvergentní °adu. Pro ur£ení
jejího sou£tu si zvolíme vhodnou mocninnou °adu, tj. takovou, která má jednoduchou formu a

je podle pot°eby konvergentní. Uvaºujme nap°íklad °adu
∞∑
1
nxn, která konverguje absolutn¥ pro

x ∈ (−1, 1), tedy také v bod¥ x = 1
4 , kde obdrºíme zadanou £íselnou °adu.

Ur£íme tedy

s(x) =
∞∑
1

nxn, x ∈ (−1, 1)

úpravou na geometrickou °adu. Pouºijeme k tomu integraci, které v²ak musí p°edcházet úprava
vyd¥lením obou stran prom¥nnou x:

s(x)

x
=

∞∑
1

nxn−1,

∫ x

0

s(t)

t
dt =

∞∑
1

xn =
x

1− x
.

Derivováním obdrºíme zp¥tn¥

s(x)

x
=

1

(1− x)2
, tj. s(x) =

x

(1− x)2
.

Sou£tem £íselné °ady je hodnota

s

(
1

4

)
=

4

9
.
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4.2 Vyjád°ení funkce mocninnou °adou

4.2.1 Úvodní poznámka. V této kapitole se budeme zabývat úlohou, v níº se k zadané funkci
(s poºadovanými vlastnostmi) hledá její vyjád°ení mocninnou °adou. Jde tedy o úkol opa£ný neº
nalezení sou£tu mocninné °ady. Ukáºeme, ºe °e²ení uvedeného problému spo£ívá ve vytvo°ení Tay-
lorova rozvoje funkce v okolí zadaného bodu. Jedná se o problematiku £áste£n¥ známou z úvodního
kurzu matematické analýzy, kterou nyní za°adíme do kontextu teorie mocninných °ad.

V této kapitole se budeme zabývat funkcemi, které mají v jistém bod¥ x0 a jeho okolí derivace
v²ech °ád·.

4.2.2 V¥ta. Nech´ °ada
∑
an(x−x0)n konverguje v intervalu (x0− r, x0+ r) k sou£tu s(x). Pak

má funkce s(x) na tomto intervalu derivace v²ech °ád· a platí:

a0 = s(x0), an =
s(n)(x0)

n!
∀ n ∈ N .

D·kaz. Uv¥domíme-li si, ºe mocninnou °adu lze uvnit° jejího oboru konvergence bez omezení deri-
vovat, dostáváme pro n-tou derivaci sou£tové funkce

s(n)(x) = n(n− 1)(n− 2) . . . 2 · 1︸ ︷︷ ︸
n!

·an + (n+ 1)n . . . 2 · an+1(x− x0) + . . . .

Odtud dosazením x = x0 plyne tvrzení v¥ty. �

4.2.3 De�nice. M¥jme funkci f(x) s derivacemi libovolného °ádu v bod¥ x0. Pak mocninnou
°adu

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n = f(x0) +

f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .

nazýváme Taylorovou °adou (Taylorovým rozvojem) funkce f(x) v bod¥ x0. Je-li speciáln¥
x0 = 0, nazývá se tento rozvoj Maclaurin·v, tj.

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn = f(0) +

f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + . . . .

4.2.4 Zbytek v Taylorov¥ rozvoji. V de�nici se nehovo°í o tom, pro která dal²í x 6= x0
°ada také konverguje, jinými slovy, jak vypadá obor konvergence Taylorova rozvoje. K této otázce
obrátíme nyní pozornost, a to nejprve prost°ednictvím tzv. zbytku v rozvoji.

Kaºdá Taylorova °ada m·ºe být zapsána jako superpozice Taylorova polynomu Tm(x) jistého
stupn¥ m (m-tý £áste£ný sou£et °ady) a zbytku po m-tém £lenu, který ozna£íme Rm(x):

f(x) =
m∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n︸ ︷︷ ︸

Tm(x)

+

∞∑
n=m+1

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n︸ ︷︷ ︸

Rm(x)

.

Chování posloupnosti zbytk· {Rm(x)} p°edur£uje aproxima£ní vlastnosti Taylorova polynomu;
k této d·leºité skute£nosti se pozd¥ji vrátíme v p°íkladu 4.2.9. V neposlední °ad¥ lze na základ¥
vlastností této posloupnosti formulovat nutnou a posta£ující podmínku konvergence Taylorova roz-
voje, jak ukazuje následující v¥ta. Není ov²em p°íli² praktická, lépe se v praxi osv¥d£uje z ní plynoucí
tvrzení 4.2.6.
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4.2.5 V¥ta (nutná a posta£ující podmínka konvergence Taylorova rozvoje). Má-li funkce
f(x) v bod¥ x0 derivace libovolného °ádu, pak pro x z libovolného intervalu I je

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

práv¥ tehdy, platí-li pro zbytek Rm(x) v tomto Taylorov¥ rozvoji

lim
m→∞

Rm(x) = 0 ∀ x ∈ I.

D·kaz. Viz nap°íklad [J55], v¥ta 154. �

4.2.6 V¥ta. Nech´ má funkce f(x) tyto vlastnosti:

(1) Na intervalu I existují její derivace v²ech °ád·.

(2) Existují £ísla c, M taková, ºe

∀ x ∈ I :
∣∣∣f (n)(x)∣∣∣ ≤ cMn, n = 0, 1, 2, . . . .

Potom Taylor·v rozvoj 4.2.3 konverguje v kaºdém bod¥ x0 ∈ I k funkci f(x).

D·kaz. Z p°edpoklad· v¥ty vyplývá pro zbytek2, ºe

|Rm(x)| ≤ cMm+1

(m+ 1)!
|x− x0|m+1.

Ozna£me b =M |x− x0| pro kaºdé x ∈ I. Protoºe pro libovolné b je

lim
m→∞

bm+1

(m+ 1)!
= 0,

platí také lim
m→∞

Rm(x) = 0 a tvrzení v¥ty je d·sledkem v¥ty p°edchozí. �

4.2.7 P°íklad. Dokaºte, ºe Taylor·v rozvoj funkce f(x) = 3x konverguje k této funkci na kaºdém
intervalu I = 〈−k, k〉, k > 0 je libovolné pevné reálné £íslo.

�e²ení. Budeme postupovat podle p°edchozí v¥ty a vypo£teme nejprve derivace

f ′(x) = 3x ln 3, f ′′(x) = 3x(ln 3)2, . . . , f (n)(x) = 3x(ln 3)n .

Je vid¥t, ºe na intervalu I platí ∣∣∣f (n)(x)∣∣∣ = 3x(ln 3)n ≤ 3k(ln 3)n ,

protoºe funkce 3x je rostoucí na R. Ozna£íme-li c = 3k, M = ln 3, jsou p°edpoklady v¥ty 4.2.6
spln¥ny a tvrzení je dokázáno.

4.2.8 Poznámka. V praxi obvykle ur£ujeme obor konvergence Taylorova rozvoje aº tehdy,
známe-li jeho koe�cienty. Pouºíváme postup popsaný v p°edchozí kapitole (polom¥r konvergence
atd.).

2Bystrý student ví, ºe jde o tzv. Lagrangeovo vyjád°ení zbytku Taylorovy °ady.
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4.2.9 P°íklad. Napi²te Taylor·v rozvoj funkce f(x) = x lnx se st°edem x0 = 1 a ur£ete jeho
obor konvergence. Gra�cky znázorn¥te aproxima£ní polynomy do 3. stupn¥ v£etn¥. Ur£ete chybu
p°i aproximaci ln 4 polynomem 5. stupn¥.

�e²ení. Pro derivace zadané funkce platí (f(1) = 0):

f ′ = lnx+ 1 f ′(1) = 1
f ′′ = 1

x f ′′(1) = 1
f ′′′ = − 1

x2
f ′′′(1) = −1

...
...

f (n) = (−1)n (n−2)!
xn−1 f (n)(1) = (−1)n(n− 2)! , (n ≥ 2).

Hledaný rozvoj má tvar

x lnx = (x− 1) +
∞∑
n=2

(−1)n(n− 2)!

n!
(x− 1)n = (x− 1) +

∞∑
n=2

(−1)n

n(n− 1)
(x− 1)n.

Pro ur£ení polom¥ru konvergence pouºijeme podílový tvar Cauchyho � Hadamardova kriteria (viz
4.1.10):

ρ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n− 1

n+ 1
= 1 .

Protoºe polom¥r konvergence je r = 1/ρ = 1, °ada konverguje absolutn¥ na intervalu (x0−r, x0+r) =
(0, 2). Snadno lze ov¥°it absolutní konvergenci i v krajních bodech 0 a 2. Výsledek m·ºeme zapsat
takto:

x lnx = x− 1 +
(x− 1)2

1 · 2
− (x− 1)3

2 · 3
+

(x− 1)4

3 · 4
+ . . . ∀ x ∈ 〈0, 2〉.

Na obr. 4.2 je znázorn¥na funkce f(x) = x lnx a Taylorovy polynomy

T1(x) = x− 1, T2(x) = x− 1 +
1

2
(x− 1)2, T3(x) = x− 1 +

1

2
(x− 1)2 − 1

6
(x− 1)3,

T5(x) = x− 1 +
1

2
(x− 1)2 − 1

6
(x− 1)3 +

1

12
(x− 1)4 − 1

20
(x− 1)5

pro x ∈ 〈0, 2〉.3
V bod¥ x = 2 je f(2) = 2 ln 2 = ln 4 a tedy

ln 4 ≈ T5(2) = 1 +
1

2
− 1

6
+

1

12
− 1

20
=

41

30

.
= 1, 37 .

Chybu ur£íme odhadem zbytku v alternující £íselné °ad¥
∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+1) - viz poznámku 2.3.7:

ε = |R5(2)| ≤ |a5| =
1

30

.
= 0, 03 .

4.2.10 Reprezentace funkce Taylorovým rozvojem p°edstavuje obrácený problém k úloze,
v níº k zadané °ad¥ hledáme její sou£et. Vyjád°íme-li n¥jakou funkci mocninnou °adou, je nezbytné
ur£it obor, na n¥mº rozvoj konverguje zp¥t k p·vodní funkci. Poloºíme-li v p°edchozím p°íklad¥
x = 3, je f(3) = 3 ln 3 = ln 27, av²ak tuto hodnotu nelze aproximovat vypo£teným rozvojem. Bod
x = 3 totiº nepat°í do oboru konvergence 〈0, 2〉. Pro získání °ady konvergentní v bod¥ x = 3 by
bylo nutno vybrat jiný st°ed rozvoje (nap°íklad x0 = 2, 5).

Jinou d·leºitou okolnost si uv¥domíme p°i pohledu na chování funkce x lnx a jejího rozvoje v
bod¥ x = 0. Zatímco funkce zde není de�nována, °ada konverguje, a to k hodnot¥

−1 + 1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . . = −1 +

∞∑
1

1

n(n+ 1)
= −1 + 1 = 0

3Z obrázku 4.2 je vid¥t, ºe mimo obor konvergence 〈0, 2〉 se Taylorovy polynomy chovají úpln¥ jinak neº aproxi-
movaná funkce x lnx.
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Obrázek 4.2: Funkce f(x) = x lnx a její aproxima£ní polynomy T1(x), T2(x), T3(x), T5(x) v okolí
bodu x0 = 1.

(viz p°íklad 2.1.5 (a)). Tento výsledek je totoºný s hodnotou pravostranné limity funkce f(x) = x lnx
v bod¥ x = 0, jak se lze p°esv¥d£it aplikací L'Hospitalovy v¥ty:

lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

lnx
1
x

= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= − lim
x→0+

x = 0.

Lze dokázat, ºe tato situace nastane tehdy, jedná-li se o odstranitelný bod nespojitosti, tj. bod, v
n¥mº funkce sice není de�nována, ale má v n¥m vlastní limitu. Pro kaºdý takový bod x∗ je nutno
psát

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n =

{
f(x), x 6= x∗,

lim
x→x∗

f(x), x = x∗,

V b¥ºné praxi se obvykle neelementární výraz na pravé stran¥ ztotoº¬uje s funkcí f(x), takºe
výsledek má podobu, jakou jsme vid¥li jiº v p°edchozí úloze.

4.2.11 Maclaurinovy rozvoje d·leºitých elementárních funkcí lze snadno odvodit na základ¥
de�nice, tj. p°ímou metodou. N¥které nejznám¥j²í si £tená° jist¥ vybaví:

ex =
∞∑
0

xn

n! = 1 + x+ x2

2! +
x3

3! + . . . , x ∈ (−∞,∞) ;

sinx =
∞∑
0
(−1)n x2n+1

(2n+1)! = x− x3

3! +
x5

5! − . . . , x ∈ (−∞,∞) ;

cosx =
∞∑
0
(−1)n x2n

(2n)! = 1− x2

2! +
x4

4! − . . . , x ∈ (−∞,∞) .

Je z°ejmé, ºe Maclaurinova °ada pro cosx vznikne derivováním rozvoje funkce sinx, opa£ný postup
se provede integrováním. Vyuºijeme-li rozvoj exponenciální funkce, snadno získáme rozvoje funkcí
hyperbolických :

sinhx = 1
2 (e

x − e−x) =
∞∑
0

x2n+1

(2n+1)! = x+ x3

3! +
x5

5! + . . . , x ∈ (−∞,∞) ;

coshx = 1
2 (e

x + e−x) =
∞∑
0

x2n

(2n)! = 1 + x2

2! +
x4

4! + . . . , x ∈ (−∞,∞) .
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Velmi jednodu²e rozvineme do mocninné °ady se st°edem v bod¥ x0 = 0 nejjednodu²²í racionální
funkce, budeme-li na n¥ nahlíºet jako na sou£ty geometrických °ad:

1

1− x
=

∞∑
0

xn ,
1

1 + x
=

∞∑
0

(−1)nxn , x ∈ (−1, 1). (4.1)

Jde zárove¬ o speciální p°ípad významného typu rozvoj·, který odvodíme v následujícím odstavci.

4.2.12 Binomický rozvoj je Maclaurin·v rozvoj funkce

f(x) = (1 + x)α

pro libovolné reálné £íslo α. Derivováním získáme postupn¥

f ′(x) = α(1 + x)α−1, f ′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2, . . .

f (n)(x) = α(α− 1) . . . (α− n+ 1)(1 + x)α−n.

Binomický rozvoj napí²eme ve tvaru

(1 + x)α =
∞∑
0

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn =

∞∑
0

(
α

n

)
xn.

Symbolem
(
α
n

)
zna£íme zobecn¥né kombina£ní £íslo; ukázka jeho výpo£tu je sou£ástí následujícího

p°íkladu.
Ur£íme je²t¥ obor konvergence binomického rozvoje. Vzhledem k manipulaci s kombina£ními

£ísly bude výhodné vy²et°ovat podíl∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(

α

n+ 1

)
·
(
α

n

)−1∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣α(α− 1) . . . (α− n)

(n+ 1)!
· n!

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣α− nn+ 1

∣∣∣∣ ;
pak

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣α− nn+ 1

∣∣∣∣ = 1, a proto r = 1.

Kaºdá binomická °ada konverguje absolutn¥ na intervalu (−1, 1). Konvergence v krajních bodech
závisí na £ísle α (viz ne°e²ený p°íklad 4.4.8).

4.2.13 P°íklad. Odvodíme Maclaurin·v rozvoj funkce f(x) = 1√
1−x .

�e²ení. Výsledkem bude binomický rozvoj funkce (1− x)−
1
2 , tj. pro α = −1

2 , p°i£emº zam¥níme x
za −x:

1√
1− x

= (1− x)−
1
2 =

∞∑
0

(
−1

2

n

)
(−1)nxn =

= 1−
(
−1

2

1

)
x+

(
−1

2

2

)
x2 −

(
−1

2

3

)
x3 + . . . = 1 +

1

2
x+

3

8
x2 +

5

16
x3 + . . . .

P°i výpo£tu koe�cient· je nap°íklad(
−1

2

3

)
=
−1

2(−
1
2 − 1)(−1

2 − 2)

3!
=
−1

2 ·
3
2 ·

5
2

6
= − 5

16
.
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4.2.14 Nep°ímé metody ur£ování rozvoj· funkcí do mocninných °ad vyuºívají obvykle
operací derivování a integrování, s nimiº jsme se seznámili v kapitole 4.1. Demonstrujeme je násle-
dujícími dv¥ma ukázkami, z nichº je také patrna efektivita tohoto postupu ve srovnání s hledáním
rozvoje podle de�nice.

1. Chceme-li ur£it Maclaurin·v rozvoj funkce

f(x) = arctanx,

vyjdeme ze vztahu pro její derivaci f ′(x) = 1
1+x2

, kterou m·ºeme zapsat jako geometrickou
°adu s kvocientem −x2:

1

1 + x2
=

∞∑
0

(−1)nx2n = 1− x2 + x4 − x6 + . . . , x ∈ (−1, 1).

K poºadovanému výsledku dosp¥jeme integrací:

arctanx =

x∫
0

∞∑
0

(−1)nt2n dt =
∞∑
0

(−1)n

2n+ 1

[
t2n+1

]x
0
=

=
∞∑
0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
= x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . , x ∈ (−1, 1〉.

(Ov¥°te konvergenci v pravém krajním bod¥.)

2. Máme-li najít Maclaurin·v rozvoj funkce

f(x) =

(
x

x− 2

)2

,

upravíme zlomek na tvar f(x) = x2 1
(x−2)2 a vyuºijeme vztah 1

(x−2)2 = −
(

1
x−2

)′
. Op¥t si

vypom·ºeme geometrickou °adou:

1

x− 2
= −1

2
· 1

1− x
2

= −1

2

∞∑
0

xn

2n
pro

∣∣∣x
2

∣∣∣ < 1.

Pak

f(x) = x2
1

(x− 2)2
= −x2

(
−1

2

∞∑
0

xn

2n

)′
= x2

( ∞∑
0

xn

2n+1

)′
=

= x2
(
1

2
+
x

22
+
x2

23
+ . . .

)′
= x2

(
1

22
+

2x

23
+

3x2

24
+ . . .

)
=
∞∑
1

nxn+2

2n+1

pro
∣∣∣x
2

∣∣∣ < 1, tj. x ∈ (−2, 2).
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4.3 Vybrané aplikace mocninných °ad

4.3.1 Úvod. Základním rysem typických aplikací mocninných °ad je reprezentace funkce jejím
rozvojem. Ten ur£íme n¥kterým z postup· popsaných v p°edchozí kapitole nebo vyuºijeme vhodnou
literaturu, nap°íklad [R95]. Získanou °adu lze pak pouºít p°i aproximaci funk£ních hodnot (p°íklady
4.2.9, 4.3.2), k p°ibliºnému výpo£tu integrál· £i reprezentaci n¥kterých vy²²ích transcendentních
funkcí (p°íklady 4.3.3, 4.3.4) a podobn¥. Obvyklé je rovn¥º zji²´ování sou£t· £íselných °ad vyuºitím
°ad mocninných (p°íklad 4.1.16). V jednodu²²ích p°ípadech lze Taylorovy °ady vyuºít i k °e²ení
po£áte£ních úloh pro oby£ejné diferenciální rovnice, jak ukáºeme v p°íkladech 4.3.6 a 4.3.7.

4.3.2 Aproximace funkce - p°íklad. Chceme-li po£ítat p°ibliºné hodnoty logaritm· reálných
£ísel, nabízí se velmi jednoduchý Maclaurin·v rozvoj funkce ln(1+ x), který v²ak konverguje pouze
pro x ∈ (−1, 1〉 (ov¥°te!). Lze ho tedy pouºít jen na £ísla men²í nebo rovna dv¥ma. Hledejme rozvoj
vhodný pro aproximaci logaritm· £ísel v¥t²ích neº 2.

�e²ení. Víme, ºe

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + . . . =

∞∑
0

(−1)nxn, x ∈ (−1, 1).

Proto bude

ln(1 + x) =

x∫
0

dt

1 + t
=
∞∑
0

(−1)n
x∫

0

tn dt =
∞∑
0

(−1)n

n+ 1
xn+1 =

∞∑
1

(−1)n−1

n
xn .

�ada konverguje je²t¥ v bod¥ x = 1 (podle Leibnizova kriteria), tj. na intervalu (−1, 1〉.
P°i hledání odpov¥di na zadaný aproxima£ní problém vyuºijeme toho, ºe pro x ∈ (−1, 1) leºí

podíl 1+x
1−x v intervalu (0,∞). Zam¥°íme se proto na rozvoj funkce ln 1+x

1−x . Integrací (4.1) dostaneme

ln
1 + x

1− x
= ln(1 + x)− ln(1− x) =

∞∑
1

(−1)n−1

n
xn −

(
−
∞∑
1

xn

n

)
= 2

∞∑
1

x2n−1

2n− 1

pro x ∈ (−1, 1). Protoºe pro libovolné kladné t = 1+x
1−x je x = t−1

t+1 ∈ (−1, 1), je ná² poºadavek spln¥n.
Máme-li nap°íklad ur£it ln 19, poloºíme t = 19, tj. x = 9

10 , a dostáváme

ln 19 = 2
∞∑
1

0, 92n−1

2n− 1
= 2

(
0, 9 +

0, 93

3
+

0, 95

5
+

0, 97

7
+ . . .

)
.

4.3.3 P°ibliºný výpo£et ur£itého integrálu - p°íklad. Ur£íme hodnotu integrálu

I =

0,5∫
0

dx

1 + x4
s chybou men²í neº ε = 10−4.

�e²ení. Funkci 1
1+x4

lze sice rozloºit na parciální zlomky, ale v tomto p°ípad¥ ji budeme reprezen-
tovat Maclaurinovým rozvojem, nebo´ jedna z integra£ních mezí je 0. Op¥t s výhodou vyuºijeme
podobnost se sou£tem geometrické °ady:

1

1 + x4
=
∞∑
0

(
−x4

)n
=
∞∑
0

(−1)nx4n, x ∈ (−1, 1).
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�ada jist¥ konverguje stejnom¥rn¥ pro x ∈
〈
0, 12
〉
⊂ (−1, 1), takºe ji m·ºeme integrovat £len po

£lenu a dostáváme

I =

∞∑
0

(−1)n
0,5∫
0

x4n dx =

∞∑
0

(−1)n

4n+ 1

[
x4n+1

]0,5
0

=

=
∞∑
0

(−1)n

(4n+ 1)24n+1
=

1

2
− 1

5 · 25
+

1

9 · 29
− . . . .

Výsledná £íselná °ada je alternující, takºe podle 2.3.7 pro odhad chyby platí |ri| ≤ ai+1 (absolutní
hodnota zbytku po i-tém £lenu je men²í neº tento £len). Chceme-li, aby chyba nep°esáhla hodnotu
ε, musí být

|ri| ≤ ai+1 < ε,

tedy
1

(4i+ 5)24i+5
< 10−4 ⇒ i ≥ 2.

P°i výpo£tu se proto m·ºeme omezit na £áste£ný sou£et pro i = 2:

I ≈ 1

2
− 1

5 · 25
+

1

9 · 29
.
= 0, 4940.

4.3.4 P°íklad. Funkce

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t

2
dt

souvisí s distribu£ní funkcí4 gaussovského rozd¥lení spojité náhodné prom¥nné. Má ²iroké pouºití ve
statistice a teorii pravd¥podobnosti. Integrál v²ak nemá primitivní funkci vyjád°itelnou kone£ným
po£tem elementárních funkcí. Pro tabelaci jejích hodnot je moºno pouºít reprezentaci mocninnou
°adou. K tomu pouºijeme Maclaurin·v rozvoj funkce et (viz 4.2.11), v n¥mº provedeme zám¥nu
t↔ −t2:

e−t
2
=

∞∑
0

(−1)n t
2n

n!
= 1− t2

1!
+
t4

2!
− t6

3!
+ . . . , t ∈ R.

Integrací obdrºíme pot°ebnou °adu:

erf(x) =
2√
π

∞∑
0

(−1)n

n!

∫ x

0
t2n dt =

=
2√
π

∞∑
0

(−1)n

n!

[
t2n+1

2n+ 1

]x
0

=
2√
π

∞∑
0

(−1)n

n!

x2n+1

2n+ 1
.

4.3.5 �e²ení diferenciálních rovnic uºitím mocninných °ad. M¥jme dánu po£áte£ní úlohu
pro oby£ejnou diferenciální rovnici prvního °ádu ve tvaru

y′ = f(x, y), resp. F (y′, y, x) = 0, y(x0) = y0,

kde y(x) je hledaná funkce. Je-li zadán bod [x0, y0], kterým °e²ení prochází, tvo°í rovnice spolu s
podmínkou y(x0) = y0 tzv. po£áte£ní neboli Cauchyho úlohu. Na²ím cílem bude nalézt °e²ení
této úlohy5 v okolí bodu x0 ve tvaru mocninné °ady se st°edem v tomto bod¥. Uvedeme dva typické
postupy.

4Z angl. error function, blíºe viz nap°. [R95].
5Podmínky pro existenci a jednozna£nost °e²ení viz nap°íklad ve [VV97], kap. 1.
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(a) Hledanou funkci vyjád°íme obecnou mocninnou °adou

y(x) =

∞∑
n=0

an(x− x0)n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + . . .

se st°edem x0 a neznámými koe�cienty an, n = 0, 1, 2, . . . . P°edpokládáme-li, ºe v jistém okolí
bodu x0 tato °ada konverguje, lze po dosazení rozvoje do zadané rovnice postupn¥ po£ítat
neznámé a0, a1, a2, . . . porovnáním koe�cient· u mocnin (x− x0)k téhoº stupn¥ k. P°itom je
evidentn¥ a0 = y(x0) = y0 p°ímo ze zadání. Kaºdý výraz obsahující nezávisle prom¥nnou x
je nutno p°edem upravit na polynom (obecn¥ na nekone£ný rozvoj) vzhledem k mocninnám
x− x0. Jako ukázku této metody uvádíme °e²ený p°íklad 4.3.6.

(b) Jiný zp·sob spo£ívá v reprezentaci hledaného °e²ení p°ímo Taylorovým rozvojem

y(x) =
∞∑
n=0

y(n)(x0)

n!
(x− x0)n = y(x0) + y′(x0)(x− x0) +

y′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . . .

I nyní je první £len rozvoje dán po£áte£ní podmínkou. První derivaci ur£íme ze zadané dife-
renciální rovnice a dal²í derivace získáme postupným derivováním této rovnice a dosazováním
p°edchozích hodnot, jak ukazuje p°íklad 4.3.7. Roz²í°ení tohoto postupu na rovnice vy²²ích
°ád· demonstruje p°íklad 4.3.8.

Bliº²í pohled na základní numerické metody pro °e²ení diferenciálních rovnic, ale také pro vý-
po£et integrál·, lze nalézt ve specializované literatu°e, jakou je nap°íklad [P85].

4.3.6 P°íklad � metoda neur£itých koe�cient·. Aproximujte polynomem 4. stupn¥ °e²ení
úlohy

y′ − y =
1

x
, y(1) = −1

v okolí bodu x0 = 1.

�e²ení. Neznámou funkci zapí²eme jako mocninnou °adu se st°edem x0 = 1, v níº je ze zadání
a0 = −1 :

y(x) = a0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + a3(x− 1)3 + a4(x− 1)4 + . . . .

Derivováním obdrºíme

y′(x) = a1 + 2a2(x− 1) + 3a3(x− 1)2 + 4a4(x− 1)3 + . . . .

Pravou stranu rovn¥º vyjád°íme rozvojem s mocninami x− 1 prost°ednictvím geometrické °ady:

1

x
=

1

1 + (x− 1)
=
∞∑
0

(−1)n(x− 1)n = 1− (x− 1) + (x− 1)2 − (x− 1)3 + (x− 1)4 − . . . .

Dosadíme uvedené výrazy do p·vodní rovnice a postupn¥ obdrºíme vztahy pro koe�cinety
a1, . . . , a4:

a1 − a0 = 1 ⇒ a1 = 0 ,

2a2 − a1 = −1 ⇒ a2 = −1
2 ,

3a3 − a2 = 1 ⇒ a3 = 1
6 ,

4a4 − a3 = −1 ⇒ a4 = − 5
24

atd.

Výsledkem bude následující aproximace polynomem £tvrtého stupn¥:

y(x) ≈ T4(x) = −1−
1

2
(x− 1)2 +

1

6
(x− 1)3 − 5

24
(x− 1)4.

43



> with(plots):
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace
> y:=proc(x) evalf(exp(x)*int(exp(-t)/t,t=1..x)-exp(x-1)) end:
> yy:=proc(x) -1-(x-1)^2/2+(x-1)^3/6-5*(x-1)^4/24 end:
> g1:=plot( y(x), x=0..3,-3.5..0.5,color=black):   g2:=plot( yy(x), 

x=0..3,-3.5..0.5,color=black,linestyle=4):
> display({g1,g2});

x
32.521.510.5

0

-1

-2

-3

> 

Page 1

Obrázek 4.3: P°esné °e²ení y(x) ( �� ) a jeho aproximace polynomem T4(x) ( - - - - ).

Snadno lze ukázat, ºe mocninná °ada pro pravou stranu rovnice 1
x konverguje absolutn¥ pro x ∈

(0, 2). Lze proto o£ekávat, ºe polom¥r konvergence °ady p°edstavující °e²ení bude roven vzdálenosti
st°edu x0 = 1 k nejbliº²ímu �singulárnímu� bodu, tj. bodu x = 0, kde není pravá strana spojitá.

Metodou variace konstanty lze získat analytické °e²ení v uzav°eném tvaru

y(x) = ex
∫ x

1

e−t

t
dt − ex−1,

které ov²em musíme pro libovolné x vy£íslit numericky vzhledem k povaze integrálu. Na obr. 4.3 je
znázorn¥no plnou £arou v intervalu 〈0, 3〉 spolu s aproximací vý²e odvozeným polynomem 4. stupn¥.
Rovn¥º je patrno, ºe p°esnost aproximace klesá s rostoucí vzdáleností od bodu x = 1.

4.3.7 P°íklad � metoda postupného derivování. Je dána po£áte£ní úloha

y′ =
1

2
(x2 + y2) , y(2) = 2.

Aproximujte její °e²ení Taylorovým polynomem 5. stupn¥ v okolí bodu x0 = 2.

�e²ení. P°ímo ze zadání je

y′(2) =
1

2

(
x20 + y20

)
= 4.

Dále postupujeme po jednotlivých derivacích:

y′′ = x+ yy′, y′′(2) = 2 + 2 · 4 = 10;

y′′′ = 1 + (y′)2 + yy′′, y′′′(2) = 1 + 16 + 2 · 10 = 37;

y(4) = 3y′y′′ + yy′′′, y(4)(2) = 3 · 4 · 10 + 2 · 37 = 194;

y(5) = 4y′y′′′ + 3(y′′)2 + yy(4), y(5)(2) = 4 · 4 · 37 + 3 · 100 + 2 · 194 = 1280.

Pak
y(x) ≈ y(2) + y′(2)(x− 2) + y′′(2)

2! (x− 2)2 + . . .+ y(5)(2)
5! (x− 2)5 =

= 2 + 4(x− 2) + 5(x− 2)2 + 37
6 (x− 2)3 + 97

12(x− 2)4 + 32
3 (x− 2)5 .
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4.3.8 P°íklad. Aproximujte polynomem t°etího stupn¥ °e²ení úlohy

y′′ − xy′ + 2y = −(x2 + 2) sinx, y(0) = 0, y′(0) = 1.

�e²ení. Aproximaci budeme hledat ve tvaru

y(x) ≈ T3(x) =
3∑
0

y(n)(0)

n!
xn = y(0) + y′(0)(x) +

y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3. (4.2)

První dva koe�cienty jsou dány po£áte£ními podmínkami, dal²í postup je analogický jako v p°ed-
chozím p°íklad¥:

y′′ = xy′ − 2y − (x2 + 2) sinx, y′′(0) = 0,
y′′′ = −y′ + xy′′ − 2x sinx− (x2 + 2) cosx, y′′′(0) = −3.

o dosazení do (4.2) a úprav¥ dostáváme:

y(x) ≈ x− x3

2
.

4.4 Ne°e²ené úlohy

4.4.1 Ur£ete obor konvergence °ad:

a)

∞∑
1

(x+ 3)n

n2n
b)

∞∑
1

(x− 3)n

n2
c)

∞∑
0

(−1)n(x+ 1)n

4n(2n+ 1)!

d)
∞∑
0

x2n

n2n
e)

∞∑
1

n!(x− 10)n

10n
f)

∞∑
0

(−1)n(x+ 1)n+1

g)
∞∑
0

(2n − 1)xn

n+ 1
h)

∞∑
0

[2 + (−1)n]n

n+ 1
(x+ 2)n

4.4.2 Stanovte sou£et mocninné °ady:

a)

∞∑
1

(−1)n+1x
n

n
b)

∞∑
1

n(x− 2)n−1 c)

∞∑
1

xn+1

n(n+ 1)

d)
∞∑
0

3nxn

n!
e)

∞∑
0

(−1)n(x+ 1)n

n+ 1

f)

∞∑
0

n2xn g) 1 +

∞∑
2

(−1)n−1 (n− 1)xn

n!

4.4.3 Ur£ete (p°esné) sou£ty £íselných °ad z úlohy 2.5.7.
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4.4.4 Ur£ete sou£et £íselné °ady:

a)
∞∑
1

n3−n b)
∞∑
0

n+ 1

4n
c)

∞∑
1

(−1)n+1

3n− 1
d)

∞∑
0

n+ 1

n+ 2

(
1

2

)n

4.4.5 Aproximujte funkci f(x) = ln sinx Taylorovým polynomem 4. stupn¥ v okolí bodu π
2 .

Ur£ete obor, na kterém Taylorova °ada konverguje.

4.4.6 Vytvo°te Maclaurin·v rozvoj pro funkci f(x) = e−x
2
. Gra�cky porovnejte její aproximaci

na intervalu
(
−3

2 ,
3
2

)
prost°ednictvím polynom· T2(x), T4(x) a T6(x).

4.4.7 Odvo¤te Maclaurinovy rozvoje funkcí:

a) sin2 x b)
x

x2 + 4
c) arcsinx

4.4.8 Vy²et°ete konvergenci binomického rozvoje

(1 + x)α =

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn , α ∈ R, α 6= 0

(viz 4.2.12) v krajních bodech jeho oboru konvergence (−1, 1).

4.4.9 Vyjád°ete Maclaurinovým rozvojem funkce de�nované integrálem s prom¥nnou mezí (uve¤te
obor konvergence):

a)

x∫
0

sin t

t
dt b)

x∫
0

ln(1 + t)

t
dt c)

x∫
0

arctan t

t
dt

4.4.10 Uºitím mocninných °ad vypo£t¥te následující ur£ité integrály s p°edepsanou p°esností ε:

a)

0,5∫
0

dx√
1 + x4

, ε = 10−5 b)

0,2∫
0

x5 cosx dx, ε = 10−6

c)

0,25∫
0

ln(1 +
√
x) dx, ε = 10−3 d)

∞∫
2

dx

1 + x3
, ε = 10−6

(
substituce x =

1

t

)

4.4.11 Najd¥te p°edepsanou aproximaci °e²ení po£áte£ních úloh:

a) y′ + xy = x3 − 2x+ 1, y(0) = 2 (polynom 4. stupn¥)

b) (1 + x2)y′ + xy = 1
1+x2

, y(0) = 0 (polynom 5. stupn¥)

Pouºijte metodu neur£itých koe�cient· a Maclaurin·v rozvoj pravé strany.

c) xy′′ − 2y = x3 − 4x, y(1) = 2, y′(1) = 0 (polynom 4. stupn¥)

d) y′ = y3 − x, y(0) = 1 (polynom 4. stupn¥)

e) y′ + xy2 = 2 cosx, y(0) = 1 (polynom 3. stupn¥)

f) x4y′′ − xy′ − y = 0, y(−1) = −2, y′(−1) = 0 (polynom 4. stupn¥)
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4.4.12 Výsledky

4.4.1 a) 〈−5,−1), b) 〈2, 4〉, c) (−∞,∞), d) (−
√
2,
√
2), e) {10}, f) (−2, 0),

g) 〈−1
2 ,

1
2〉, h) (−7

3 ,−
5
3)

4.4.2 a) ln(1 + x), x ∈ (−1, 1〉, b) 1
(x−3)2 , x ∈ (1, 3),

c) x+ (1− x) ln(1− x), x ∈ 〈−1, 1〉, d) e3x, x ∈ (−∞,∞),

e) ln(x+2)
x+1 , x ∈ (−2, 0〉, f) x(x+1)

(1−x)3 , x ∈ (−1, 1),

g) (1 + x)e−x, x ∈ (−∞,∞),

4.4.3 a) 7
16 , b) −10 ln 9

10 , c) 1
4

4
√
e

4.4.4 a) 3
4 , b) 16

9 , c) π
√
3

9 −
ln 2
3 d) 4− 4 ln 2

4.4.5 T4(x) = −1
2

(
x− π

2

)2 − 1
12

(
x− π

2

)4
, x ∈ (−π/2, π/2)

4.4.6 Funkce a její interpola£ní polynomy jsou na obr. 4.4. Maclaurin·v rozvoj má tvar

e−x
2
=
∞∑
0

(−1)nx
2n

n!
= 1− x2 + x4

2
− x6

6
+ . . . .

> T2:=1-x*x : T4:=T2+x^4/2:  T6:=T4-x^6/6: f:=exp(-x*x):
> p1:=plot(f,x=-1.5..1.5,color=black,thickness=2):
> p2:=plot(T2,x=-1.5..1.5,color=black,style=POINT,symbol=box,adaptive=false):
> p3:=plot(T4,x=-1.5..1.5,color=black,style=POINT,symbol=diamond,adaptive=false

):
> p4:=plot(T6,x=-1.5..1.5,color=black,style=POINT,symbol=circle,adaptive=false)

:
> p5:=plot(T6,x=-1.5..1.5,color=black): 

p6:=plot(T4,x=-1.5..1.5,color=black):p7:=plot(T2,x=-1.5..1.5,color=black):
> with(plots): display({p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7});

x
1.510.5-0.5-1-1.5

1

0.5

0

-0.5

-1

> ?plot[options];
> 

Page 1

Obrázek 4.4: K p°íkladu 4.4.6: f(x) �� , T2(x) −�−�− , T4(x) − � − �− , T6(x) − ◦ − ◦−.

4.4.7
a) sin2 x =

∞∑
1
(−1)n+1 22n−1x2n

(2n)! , x ∈ (−∞,∞)

b) x
x2+4

=
∞∑
0
(−1)n xn+1

4n+1 , x ∈ (−2, 2)

c) arcsinx =
∞∑
0

(2n−1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n+1 =

= x+ 1
2 ·

x3

3 + 1·3
2·4 ·

x5

5 + 1·3·5
2·4·6 ·

x7

7 + . . . , x ∈ (−1, 1)

6

6Pro lichá n se dvojitý faktoriál de�nuje jako sou£in n!! = 1 · 3 · 5 · · · (n − 4)(n − 2)n a pro sudá n jako n!! =
2 · 4 · 6 · · · (n− 4)(n− 2)n.
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4.4.8 Pro α = k ∈ N jde o polynom - rozvoj konverguje (v obou krajních bodech). Pro ostatní α
platí:

x = −1 . . .

{
α > 0 . . . °ada konverguje,

α < 0 . . . °ada diverguje;

x = 1 . . .


α > 0 . . . °ada konverguje absolutn¥,

α ∈ (−1, 0) . . . °ada konverguje,

α ≤ 1 . . . °ada diverguje.

Návod: vyuºijte Raabeho kriteria 2.5.4.

4.4.9
a)

∞∑
0
(−1)n x2n+1

(2n+1)(2n+1)! , x ∈ (−∞,∞)

b)
∞∑
1

(−1)n+1xn

n2 , x ∈ (−1, 1)

c)
∞∑
1

(−1)n−1x2n−1

(2n−1)2 , x ∈ (−1, 1)

4.4.10 a) 0,49696 ; b) 0,000011 ; c) 0,071 ; d) 0,119198

4.4.11
a) y(x) ≈ 2 + x− 2x2 − 1

3x
3 + 3

4x
4

b) y(x) ≈ x− x3 + x5

c) y(x) ≈ 2− 1
2(x− 1)2 − 1

3(x− 1)3 + 1
2(x− 1)4

d) y(x) ≈ 1 + x+ x2 + 2x3 + 13
4 x

4

e) y(x) ≈ 1 + 2x− 1
2x

2 − 5
3x

3

f) y(x) ≈ −2− (x+ 1)2 − (x+ 1)3 − (x+ 1)4
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Kapitola 5

Fourierovy °ady

5.1 Základní pojmy a vztahy

5.1.1 Úvod. Pro Fourierovy °ady je speci�cké, ºe jsou tvo°eny periodickými funkcemi. V obecném
p°ípad¥ s£ítáme £leny tvaru

an cosωnx+ bn sinωnx, n = 0, 1, 2, . . . .

�íselné koe�cienty an, bn p°edur£ují vlastnosti °ady, zejména její konvergenci. Je-li T základní
perioda, platí ωn = 2πn

T . V¥t²inu odvození provedeme pro T = 2π, tedy ωn = n, teprve v poslední
kapitole výsledky zobecníme.

Kapitola o Fourierových °adách v tomto skriptu má slouºit zejména k seznámení s problemati-
kou, nebo´ toto téma je r·zným zp·sobem dále rozvíjeno ve specializovaných p°edm¥tech, které se
li²í podle fakult £i studijních obor·. Jde zejména o harmonickou analýzu signál· a dat, diskrétní
Fourierovu transformaci nebo o n¥které metody °e²ení parciálních diferenciálních rovnic.

Úvodem p°ipomeneme n¥které vlastnosti reálných funkcí, ze kterých budeme vycházet.

5.1.2 Integrovatelnost. �íkáme, ºe funkce f(x) je na intervalu 〈a, b〉 integrovatelná, je-li
kone£ný integrál ∫ b

a
f(x) dx.

5.1.3 Spojitost a monotónnost. �ekneme-li, ºe funkce f(x) je po £ástech spojitá na intervalu
〈a, b〉, znamená to, ºe je spojitá nebo ºe má kone£ný po£et bod· nespojitosti prvního druhu. V
t¥chto bodech musí existovat jednostranné limity, které ov²em mohou být r·zné. Je-li x0 takový
bod, budeme psát

f(x0+) = lim
x→x0+

f(x), f(x0−) = lim
x→x0−

f(x).

Funkce f(x), která má na intervalu 〈a, b〉 po £ástech spojitou derivaci f ′(x), se nazývá po £ástech
monotónní.

Platí, ºe kaºdá funkce po £ástech spojitá na kone£ném intervalu je na n¥m integrovatelná. Opa£né
tvrzení v²ak neplatí, jak ukazuje následující p°íklad.

5.1.4 P°íklad. Vy²et°ete na intervalu 〈−2, 2〉 spojitost a integrovatelnost funkce

f(x) =
1

3
√
x− 1

.

�e²ení. Funkce má bod nespojitosti x = 1, kde v²ak nemá vlastní jednostranné limity:

lim
x→1−

1
3
√
x− 1

= −∞, lim
x→1+

1
3
√
x− 1

=∞.
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Není tak na intervalu 〈−2, 2〉 ani po £ástech spojitá. Ukáºeme v²ak, ºe je integrovatelná:∫ 2

−2

dx
3
√
x− 1

=

∫ 1

−2

dx
3
√
x− 1

+

∫ 2

1

dx
3
√
x− 1

=

=

[
2

3
3
√
(x− 1)2

]1
−2

+

[
2

3
3
√

(x− 1)2
]2
1

= −2

3

(
3
√
9− 1

)
.

Jde o konvergentní integrál nevlastní vlivem funkce.

5.1.5 Ortogonalita. Funkce f(x), g(x) se nazývají ortogonální na intervalu 〈a, b〉, je-li∫ b

a
f(x)g(x) dx = 0.

Posloupnost funkcí {fn(x)}∞1 nazýváme ortogonálním systémem na intervalu 〈a, b〉, jsou-li orto-
gonální kaºdé dv¥ jeho r·zné funkce, tj. platí-li∫ b

a
fm(x)fn(x) dx = 0 ∀ m 6= n.

5.1.6 P°íklady.

(a) Systém {xn}∞1 = {x, x2, x3, . . .} není ortogonální na intervalu 〈−1, 1〉, protoºe∫ 1

−1
xm xn dx =

∫ 1

−1
xm+n dx =

[
xm+n+1

m+ n+ 1

]1
−1

=

{
0 pro m+ n liché ,

2
m+n+1 pro m+ n sudé .

(b) Dokáºeme na intervalu 〈−π, π〉 ortogonalitu systému

{1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . .}.

�e²ení. Ihned je patrné, ºe
π∫
−π

1 · sinnx dx =

π∫
−π

1 · cosnx dx = 0, n = 1, 2, 3, . . . .

Dále vypo£teme integrály

I1 =

π∫
−π

cosmx · cosnx dx, I2 =

π∫
−π

cosmx · sinnx dx,

I3 =

π∫
−π

sinmx · sinnx dx, m 6= n.

Uºitím známých sou£tových vzorc· pro goniometrické funkce dostáváme

I1 + I3 =
π∫
−π

cos(m− n)x dx = 0,

I1 − I3 =
π∫
−π

cos(m+ n)x dx = 0,

odkud I1 = I3 = 0. Pro integrál I2 obdrºíme dvojí integrací per partes:

I2 =

[
− 1

n
cosmx · cosnx

]π
−π
− m

n

π∫
−π

sinmx · cosnx dx =

= −m
n

[
1

n
sinmx · sinnx

]π
−π
− m

n

(
−m
n

)
I2.

Platí tudíº
(
1− m2

n2

)
I2 = 0, odkud I2 = 0 pro kaºdé m 6= n.
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5.1.7 Periodicita. Funkce f(x) je na mnoºin¥ M periodická s periodou T , platí-li
f(x+ T ) = f(x) pro kaºdé x ∈M .

5.1.8 P°íklad. Dokaºte následující vlastnost periodických funkcí:

T∫
0

f(x) dx =

α+T∫
α

f(x) dx pro periodu T a libovolné α.

�e²ení.
α+T∫
α

f(x) dx =

T∫
α

f(x) dx+

α+T∫
T

f(x) dx =

T∫
α

f(x) dx+

α∫
0

f(y + T ) dy =

=

T∫
α

f(x) dx+

α∫
0

f(y) dy =

T∫
0

f(x) dx.

(Pouºili jsme substituci x = y + T a de�ni£ní vztah pro periodickou funkci.)

5.1.9 Periodické prodlouºení funkce. Uvaºujme funkci f(x) de�novanou na intervalu délky
T , nap°íklad pro x ∈ 〈α, α + T 〉. Periodické prodlouºení f̃(x) funkce f(x) vn¥ tohoto intervalu
de�nujeme p°edpisem

f̃(x) =


f(x), α < x < α+ T,

f(x− kT ), α+ kT < x < α+ (k + 1)T, k ∈ Z, k 6= 0,
1
2 [f(α+) + f((α+ T )−)] , x = α+ kT.

Na rozhraní jednotlivých period mohou vzniknout body nespojitosti, v nichº zavádíme hodnoty
f̃(x) aritmetickým pr·m¥rem jednostranných limit funkce f(x) na za£átku a na konci základního
intervalu. Tato speciální volba je výhodná v souvislosti s konvergencí Fourierových °ad, jak ukáºeme
v kapitole 5.3.

5.1.10 P°íklad. Vytvo°te a gra�cky znázorn¥te periodické prodlouºení funkce

f(x) =

{
1, x ∈ 〈−π, 0〉,
1− x

π , x ∈ 〈0, π〉.

�e²ení. Prodlouºení bude mít periodu T = 2π, v jejíº krajních bodech vypo£teme jednostranné
limity

lim
x→π+

f(x) = f(−π+) = 1, lim
x→π−

f(x) = f(π−) = 0.

V bodech nespojitosti odd¥lujících jednotlivé periody bude podle p°edchozí de�nice periodické pro-
dlouºení nabývat hodnot 1

2(1 + 0) = 1
2 . Funkci f̃(x), jejíº graf je na obr. 5.1, zapí²eme takto:

f̃(x) =


1, (2k − 1)π < x < 2kπ,

1 + 2k − x
π , 2kπ < x < (2k + 1)π,

1
2 , x = (2k − 1)π,

k ∈ Z.
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Obrázek 5.1: Periodické prodlouºení funkce z p°íkladu 5.1.10.

5.2 Trigonometrické °ady

5.2.1 Trigonometrickou °adou s periodou T = 2π nazýváme funk£ní °adu

a0
2

+ a1 cosx+ b1 sinx+ a2 cos 2x+ b2 sin 2x+ . . .+ an cosnx+ bn sinnx+ . . . =

=
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

Výraz a0
2 se nazývá absolutní £len, an, bn jsou koe�cienty trigonometrické °ady.

5.2.2 Poznámky.

1. Funkce sinnx, cosnx, n = 1, 2, . . . jsou periodické s periodou Tn = 2π
n , takºe T = 2π je jejich

spole£ná základní perioda. Dále jsou neomezen¥ diferencovatelné a integrovatelné na kaºdém
kone£ném intervalu. Je na míst¥ p°ipomenout také jejich ortogonalitu na intervalu 〈−π, π〉,
kterou dokládá p°íklad 5.1.6 (b).

2. Vymezíme hlavní typy úloh, jimiº se hodláme dále zabývat:

� vy²et°ení konvergence trigonometrické °ady,
� ur£ení jejího sou£tu,
� inverzní problém - nalézt k zadané funkci na zvoleném intervalu trigonometrickou °adu.

5.2.3 P°íklad. Uvaºujme trigonometrickou °adu s koe�cienty a0 = 1, an = 1
n , bn = 1

n2 na
intervalu 〈−π, π〉:

1

2
+

∞∑
n=1

(
cosnx

n
+

sinnx

n2

)
.

Vy²et°íme její konvergenci nap°íklad v bodech x1 = 0 a x2 = π.

(a) V bod¥ x1 = 0 °ada diverguje, protoºe £íselná °ada

1

2
+

∞∑
n=1

1

n

získaná dosazením je harmonická.

(b) V bod¥ x2 = π dostáváme alternující °adu

1

2
+

∞∑
n=1

(−1)n

n
,

která konverguje podle Leibnizova kriteria.
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5.2.4 Konvergence trigonometrických °ad. Bodová konvergence se vy²et°uje, jak jsme
vid¥li v p°edchozím p°íklad¥, metodami a kriterii platnými pro £íselné °ady. Pro d·kladn¥j²í znalost
vlastností sou£tové funkce musíme uvaºovat stejnom¥rnou konvergenci, kterou jsme zavedli v
kapitole 3.2.

5.2.5 V¥ta. Nech´ konverguje £íselná °ada

∣∣∣a0
2

∣∣∣+ ∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) .

Pak trigonometrická °ada
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

konverguje stejnom¥rn¥ pro v²echna reálná x.

D·kaz. Jak známo, platí pro kaºdé x ∈ R

|an cosnx+ bn sinnx| ≤ |an| · |cosnx|+ |bn| · |sinnx| ≤ |an|+ |bn| .

Proto je °ada
∣∣a0
2

∣∣+ ∞∑
n=1

(|an|+ |bn|) konvergentní £íselnou majorantou trigonometrické °ady, která

tudíº podle Weierstrassova kriteria 3.2.15 konverguje stejnom¥rn¥ pro v²echna reálná x. �

5.2.6 P°íklad. Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergenci °ady

∞∑
n=1

(
(−1)n

n2
cosnx+

1

n3
sinnx

)
.

�e²ení. Budeme postupovat podle v¥ty 5.2.5; nejprve upravíme výraz s absolutními hodnotami:

|an|+ |bn| =
1

n2
+

1

n3
=
n+ 1

n3
.

�íselná °ada
∞∑
n=1

n+1
n3 konverguje, coº lze snadno ov¥°it nap°íklad integrálním kriteriem. Proto je

zadaná trigonometrická °ada stejnom¥rn¥ konvergentní.

5.2.7 V¥ta. Nech´ trigonometrická °ada

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

konverguje na intervalu 〈−π, π〉 k sou£tové funkci f(x) stejnom¥rn¥. Pak platí:

an = 1
π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . ;

bn = 1
π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3 . . . .

D·kaz. Ob¥ strany rovnosti

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)
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vynásobíme funkcí cosmx a integrujeme pro x ∈ 〈−π, π〉:

π∫
−π

f(x) cosmxdx =
a0
2

π∫
−π

cosmxdx +

+
∞∑
n=1

an π∫
−π

cosnx cosmx dx+ bn

π∫
−π

sinnx cosmx dx

 .

Na pravé stran¥ lze vzhledem ke stejnom¥rné konvergenci °ady integrovat £len po £lenu, p°i£emº
zde v d·sledku ortogonality (viz p°íklad 5.1.6 (b)) z·stane jediný nenulový £len pro m = n:

π∫
−π

f(x) cosmx dx = an

π∫
−π

cos2mx dx =
an
2

π∫
−π

(1 + cos 2mx) dx = πan.

Odtud plyne první z dokazovaných vzorc·. V p°ípad¥ koe�cient· bn postupujeme analogicky, v úvod-
ním kroku násobíme funkcí sinmx. �

5.2.8 Poznámka. P°edchozí v¥tu nelze obrátit, nebo´ z existence integrál· pro koe�cienty ne-
plyne konvergence °ady k výchozí funkci. Otázka konvergence °ady je pon¥kud sloºit¥j²í, základní
poznatky k této problematice obsahuje následující kapitola.

5.3 Fourierovy °ady

5.3.1 Zavedení. M¥jme funkci f(x) integrovatelnou na intervalu 〈−π, π〉. �ada

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =

=
a0
2

+ a1 cosx+ b1 sinx+ a2 cos 2x+ b2 sin 2x+ . . .+ an cosnx+ bn sinnx+ . . .

s koe�cienty

an = 1
π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn = 1
π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, 3 . . .

se nazývá Fourier·v rozvoj funkce f(x) na intervalu 〈−π, π〉. Pí²eme

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

5.3.2 Poznámka. Symbol ∼ znamená, ºe °ada nemusí být konvergentní, a v p°ípad¥, ºe konver-
gentní je, nemusí být jejím sou£tem funkce f(x). Po vy°e²ení jednoduché demonstra£ní úlohy se k
této otázce vrátíme.
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5.3.3 P°íklad. Najd¥te Fourier·v rozvoj funkce (viz obr. 5.2)

f(x) =

{
1, x ∈ 〈−π, 0),
2, x ∈ 〈0, π)

na intervalu 〈−π, π〉. Sestrojte graf jejího periodického prodlouºení.

s
s
c

c

0

1

f(x)

2

−π π x

Obrázek 5.2: Funkce z p°íkladu 5.3.3.

�e²ení. Na základ¥ vzorc· pro Fourierovy koe�cienty z £lánku 5.3.1 snadno vypo£teme p°íslu²né
integrály, vezmeme-li v úvahu, ºe f(x) je po £ástech spojitá:

a0 = 1
π

0∫
−π

dx+ 1
π

π∫
0

2 dx = 1 + 2 = 3,

an = 1
π

0∫
−π

cosnx dx+ 1
π

π∫
0

2 cosnx dx = 1
nπ [sinnx]

0
−π +

2
nπ [sinnx]

π
0 = 0,

bn = 1
π

0∫
−π

sinnx dx+ 1
π

π∫
0

2 sinnx dx = − 1
nπ [cosnx]

0
−π −

2
nπ [cosnx]

π
0 =

= −1−(−1)n
nπ − 2 (−1)n−1

nπ = 1−(−1)n
nπ .

Hledaný rozvoj zapí²eme ve tvaru

f(x) ∼ 3

2
+
∞∑
1

1− (−1)n

nπ
sinnx =

3

2
+

2

π

(
sinx+

1

3
sin 3x+ . . .

)
, x ∈ 〈−π, π〉.

Periodické prodlouºení f̃(x) na intervalu 〈−π, π〉 sestrojíme na základ¥ de�nice 5.1.9, tedy v£etn¥
aritmetických pr·m¥r· jednostranných limit v koncových bodech period (2k − 1)π, k ∈ Z. Vidíme
ho na obr. 5.3 naho°e.

Pov²imn¥me si, ºe sama funkce f(x) má bod nespojitosti I. druhu v bod¥ x = 0, a tedy i její
prodlouºení f̃(x) v bodech x = 2kπ, k ∈ Z (uprost°ed periody). Snadno se dosazením p°esv¥d£íme,
ºe nalezený rozvoj

s(x) =
3

2
+

∞∑
1

1− (−1)n

nπ
sinnx,

jehoº graf je na obr. 5.3 dole, má v t¥chto bodech hodnotu 3
2 . Jde rovn¥º o aritmetický pr·m¥r

jednostranných limit. Tento výsledek není náhodný, ale vyplývá z následující v¥ty o konvergenci
Fourierova rozvoje.
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Obrázek 5.3: Periodické prodlouºení funkce z p°íkladu 5.3.3 (naho°e), sou£tový graf (dole)

5.3.4 Dirichletova v¥ta. Nech´ má funkce f(x) tyto vlastnosti:

(D1) je na intervalu 〈−π, π〉 integrovatelná,

(D2) má na intervalu 〈−π, π〉 kone£ný po£et extrém·.

Pak k ní na intervalu 〈−π, π〉 existuje jednozna£n¥ ur£ený Fourier·v rozvoj tvaru

s(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

s koe�cienty de�novanými v 5.3.1, který konverguje

� k funkci f(x) v kaºdém bod¥ intervalu (−π, π), v n¥mº je spojitá,

� k aritmetickým pr·m¥r·m jednostranných limit v kaºdém bod¥ nespojitosti uvnit° intervalu
(−π, π),

� k periodickému prodlouºení f̃(x) vn¥ intervalu (−π, π), resp. k aritmetickým pr·m¥r·m jed-
nostranných limit v jeho bodech nespojitosti.

D·kaz. Neuvádíme. �

5.3.5 Poznámky.

1. Formáln¥ lze tvrzení Dirichletovy v¥ty shrnout takto:

s(x) =


f(x), x ∈ (−π, π) a x je bod spojitosti,

f̃(x), x 6∈ (−π, π) a x je bod spojitosti,
1
2

[
f̃(x0+) + f̃(x0−)

]
, x 6∈ (−π, π) a x0 je bod nespojitosti.

2. Jak vyplývá z p°íkladu 5.1.8, v¥ta platí pro Fourier·v rozvoj na libovolném intervalu délky
T = 2π, tj. pro x ∈ 〈α, α+ 2π〉.
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3. Dirichletovy podmínnky (D1), (D2) bývají uvád¥ny i v jiném ekvivalentním zn¥ní, £asto na-
p°íklad takto:

(D1*) je na intervalu 〈α, α+ 2π〉 po £ástech spojitá,

(D2*) je na intervalu 〈α, α+ 2π〉 po £ástech monotónní.

4. Sou£et s(x) je funkcí, k níº Fourierova °ada konverguje. Její graf proto nazýváme sou£tovým
grafem. Od periodického prodlouºení se m·ºe li²it nejvý²e hodnotami v izolovaných bodech
nespojitosti.

5.3.6 Aproximace funkce trigonometrickým polynomem neboli n-tým £áste£ným sou£tem
Fourierovy °ady je základem mnoha numerických metod. Pro bliº²í seznámení lze doporu£it nap°í-
klad [KK69], [�V92] , zde se omezíme na gra�ckou demonstraci v rámci následujícího p°íkladu. K
problematice se je²t¥ vrátíme v kapitole 5.6.

5.3.7 P°íklad. Najd¥te Fourier·v rozvoj funkce z úlohy 5.1.10 na intervalu 〈−π, π〉. Znázorn¥te
sou£tovou funkci s(x) a její aproximaci trigonometrickými polynomy s5(x), s15(x), s50(x). Pouºijte
výsledku k ur£ení sou£tu £íselné °ady

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
= 1 +

1

9
+

1

25
+

1

49
+ . . . .

�e²ení. P°ipome¬me, ºe jde o funkci

f(x) =

{
1, x ∈ 〈−π, 0〉,
1− x

π , x ∈ 〈0, π〉,

jejíº periodické prodlouºení je na obr. 5.1.

(1) Vypo£teme koe�cienty Fourierova rozvoje:

a0 = 1
π

0∫
−π

dx+ 1
π

π∫
0

(
1− x

π

)
dx = 1 + 1

π

[
x− x2

2π

]π
0
= 1 + 1

2 = 3
2 ,

an = 1
π

0∫
−π

cosnx dx+ 1
π

π∫
0

(
1− x

π

)
cosnx dx =

= 1
nπ [sinnx]

0
−π +

[
1
nπ

(
1− x

π

)
sinnx− 1

n2π2 cosnx
]π
0
= 1−(−1)n

n2π2 ,

bn = 1
π

0∫
−π

sinnx dx+ 1
π

π∫
0

(
1− x

π

)
sinnx dx =

= − 1
nπ [cosnx]

0
−π −

[
1
nπ

(
1− x

π

)
cosnx+ 1

n2π2 sinnx
]π
0
= (−1)n

nπ .

Fourier·v rozvoj má tvar

f(x) ∼ s(x) = 3

4
+

∞∑
1

(
1− (−1)n

n2π2
cosnx+

(−1)n

nπ
sinnx

)
.

(2) Graf sou£tové funkce s(x) bude totoºný s grafem periodického prodlouºení f̃(x) na obr. 5.1,
nebo´ funkce f(x) nemá uvnit° intervalu 〈−π, π〉 ºádné body nespojitosti. Grafy £áste£ných
sou£t· jsou na obr. 5.4. V²imn¥me si, ºe v okolí bod· nespojitosti vykazuje graf oscilace,
které nevymizí ani p°i velkém po£tu uvaºovaných £len·. Jde o tzv. Gibbs·v jev diskutovaný
v £lánku 5.6.3.
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> s:=proc(x,N) 
3/4+sum((1-(-1)^n)/n^2/Pi^2*cos(n*x)+(-1)^n/n/Pi*sin(n*x),n=1..N) end:

> plot(s(x,5),x=-13..11,color=black,ytickmarks=2);
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> plot(s(x,15),x=-13..11,color=black,ytickmarks=2);
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> s:=proc(x,N) 
3/4+sum((1-(-1)^n)/n^2/Pi^2*cos(n*x)+(-1)^n/n/Pi*sin(n*x),n=1..N) end:

> plot(s(x,5),x=-13..11,color=black,ytickmarks=2);

x 1050-5-10

1

> plot(s(x,15),x=-13..11,color=black,ytickmarks=2);
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> plot(s(x,50),x=-13..11,color=black,ytickmarks=2);
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Obrázek 5.4: K p°íkladu 5.3.7: s5(x) (naho°e), s15(x) (uprost°ed), s50(x) (dole)

(3) �adu
∞∑
n=1

1
(2n−1)2 obdrºíme ze získaného rozvoje pro x = π:

s(π) =
3

4
+
∞∑
1

1− (−1)n

n2π2
· (−1)n =

3

4
+

1

π2

∞∑
1

(−1)n − 1

n2
=

3

4
− 2

π2

∞∑
1

1

(2n− 1)2

(£leny odpovídající sudým hodnotám n v p°edposledním výrazu se rovnají nule). Protoºe
podle Dirichletovy v¥ty konverguje °ada v bodech nespojitosti k aritmetickému pr·m¥ru jed-
nostranných limit (bod x = π je jedním z nich), musí sou£asn¥ platit s(π) = 1

2 . Porovnáním
dostáváme

1

2
=

3

4
− 2

π2

∞∑
1

1

(2n− 1)2
,

odkud
∞∑
1

1

(2n− 1)2
=
π2

8
.

5.4 Sinový a kosinový rozvoj

5.4.1 Sinový rozvoj. Je-li funkce f(x) lichá, pak její Fourier·v rozvoj obsahuje pouze sinové
£leny a platí:

f(x) ∼
∞∑
1

bn sinnx.
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D·kaz. Uvaºujme stejn¥ jako v p°edchozím výkladu Fourier·v rozvoj funkce f(x) na intervalu
〈−π, π〉. Pro lichou funkci je také f(x) cosnx lichá funkce, a proto

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx = 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Sou£asn¥ f(x) · sinnx bude sudá funkce, takºe

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx =
2

π

π∫
0

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . . .

V obou p°ípadech jde o d·sledek vlastností ur£itého integrálu na intervalu soum¥rném podle bodu
nula. �

5.4.2 Kosinový rozvoj. Je-li f(x) sudá funkce, pak je její Fourier·v rozvoj tvo°en pouze
kosinovými £leny a platí:

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
1

an cosnx.

D·kaz. Analogicky jako v d·kazu p°edchozího tvrzení uváºíme, ºe tentokrát je f(x) · sinnx lichá
funkce, tudíº

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx = 0, n = 1, 2, . . . .

Naopak f(x) cosnx z·stane sudou funkcí a dostáváme

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx =
2

π

π∫
0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . . �

5.4.3 Sudé a liché prodlouºení. Máme-li funkci f(x) de�novanou na intervalu 〈0, π〉, m·ºeme
její rozvoj do Fourierovy °ady na intervalu 〈−π, π〉 vytvo°it v principu trojím zp·sobem.

1. Na intervalu 〈−π, π〉 doplníme pro x ∈ 〈−π, 0〉 funkci tak, abychom získali sudou funkci
o period¥ 2π. K ní pak vytvo°íme obvyklým zp·sobem periodické prodlouºení, které bude
rovn¥º sudé. Podle £lánku 5.4.2 pak výpo£tem obdrºíme kosinový rozvoj.

2. Zadanou funkci doplníme pro x ∈ 〈−π, 0〉 tak, abychom získali funkci lichou. Periodizací
obdrºíme liché prodlouºení, které podle 5.4.1 vede na sinový rozvoj.

3. Provedeme periodizaci p°ímo pro zadaný interval 〈0, π〉. Výsledkem bude obecná Fourierova
°ada s periodou π. �adám s jinou základní periodou neº 2π je v¥nována kapitola 5.5.

5.4.4 P°íklad. Rozvi¬te funkci f(x) = x do sinové a kosinové °ady na intervalu 〈0, π〉.
�e²ení.

1. Sinová °ada odpovídá lichému periodickému prodlouºení liché základní periody podle obr. 5.5.
Výpo£et bude zahrnovat jen koe�cienty u sinových £len·:

bn =
2

π

π∫
0

x sinnx dx =
2

π

[
−x
n
cosnx+

1

n2
sinnx

]π
0

=
2(−1)n+1

n
.

Sinový rozvoj má pak jednoduchý tvar
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Obrázek 5.5: Liché prodlouºení funkce f(x) = x, x ∈ 〈0, π〉

f(x) ∼ 2 ·
∞∑
1

(−1)n+1

n
sinnx;

v bodech nespojitosti na rozhraní period konverguje k nule, která je aritmetickým pr·m¥rem
jednostranných limit. Periodické prodlouºení f̃(x) je sou£asn¥ sou£tovou funkcí.

2. Pro kosinovou °adu po£ítáme pouze koe�cienty a0, an, nebo´ podle 5.4.2 jsou sinové sloºky
rovny nule:

a0 = 2
π

π∫
0

x dx = 2
nπ

[
x2

2

]π
0
= π,

an = 2
π

π∫
0

x cosnx dx = 2
π

[
x
n sinnx+ 1

n2 cosnx
]π
0
= 2

π
(−1)n−1

n2 .

Rozvoj odpovídá sudému periodickému prodlouºení, které vznikne periodizací sudé základní
periody (obr. 5.6). Protoºe je tentokrát f̃(x) spojitá funkce, je moºno psát ve výsledku místo
symbolu ∼ p°ímo rovnost:

f(x) =
π

2
+

2

π

∞∑
1

(−1)n − 1

n2
cosnx.

�
�
� �� @@@

@
@

@
@
@

@
@
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�
�

�
�
�

�
�
�

−π −π0 0π π

x x

f(x) f̃(x)

−3π 3π

π π

Obrázek 5.6: Sudé prodlouºení funkce f(x) = x, x ∈ 〈0, π〉

5.5 Fourier·v rozvoj na obecném intervalu

5.5.1 Obecný trigonometrický ortogonální systém. V p°íkladu 5.1.6 (b) jsme ukázali, ºe
systém

{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . .}
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je ortogonální na intervalu 〈−π, π〉. Substitucí x = π
L t obdrºíme obecný trigonometrický systém na

intervalu 〈−L,L〉 o délce T = 2L:{
1, cos

πt

L
, sin

πt

L
, cos

2πt

L
, sin

2πt

L
, . . . , cos

nπt

L
, sin

nπt

L
, . . .

}
.

Snadno lze dokázat, ºe provedená substituce zachová ortogonalitu systému. Upravíme-li popsaným
zp·sobem vzorce 5.3.1, získáme následující zobecn¥ní.

5.5.2 Fourier·v rozvoj funkce s obecnou periodou. M¥jme funkci f(t) integrovatelnou na
intervalu 〈−L,L〉. �ada

a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

nπt

L
+ bn sin

nπt

L

)
se nazývá Fourier·v rozvoj funkce f(t) na intervalu 〈−L,L〉 a pro jeho koe�cienty platí vzorce

an =
1

L

L∫
−L

f(t) cos
nπt

L
dt, n = 0, 1, 2, . . . ;

bn =
1

L

L∫
−L

f(t) sin
nπt

L
dt, n = 1, 2, 3, . . . .

5.5.3 Konvergence Fourierova rozvoje p°i uvedeném zobecn¥ní se °ídí stejnými zákonitostmi,
jaké jsou formulovány v Dirichletov¥ v¥t¥ 5.3.4 pro interval 〈−π, π〉. To znamená, ºe pro funkci f(t)
bude platit na intervalu 〈−L,L〉, kde spl¬uje Dirichletovy podmínky, ºe

a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

nπt

L
+ bn sin

nπt

L

)
=

{
f(t), je-li f(t) spojitá,
f(t+)+f(t−)

2 v bodech nespojitosti.

Vn¥ intervalu 〈−L,L〉 °ada konverguje k periodickému prodlouºení f̃(t), pop°ípad¥ k aritmetickým
pr·m¥r·m jednostranných limit v bodech nespojitosti.

5.5.4 Sudé a liché prodlouºení funkce vn¥ intervalu 〈−L,L〉 vytvá°íme stejn¥ jako v p°ípad¥
základního intervalu 〈−π, π〉. Výsledkem bude op¥t kosinová nebo sinová °ada. Zp·sob, jakým se
aplikují vzorce pro Fourierovy koe�cienty, p°edvedeme na konkrétní úloze.

5.5.5 P°íklad. Je dána funkce f(t) = (t− 2)2, t ∈ 〈0, 2〉. Vyjád°ete ji na zadaném intervalu

(a) obecnou Fourierovou °adou,

(b) sinovou °adou,

(c) kosinovou °adou.

(d) Pouºijte výsledek k ur£ení sou£tu °ady
∞∑
1

1
n2 .

Ve v²ech p°ípadech vytvo°te grafy periodického prodlouºení a zd·vodn¥te, pro£ budou sou£asn¥
sou£tovými grafy.

�e²ení. Parabola f(t) = (t − 2)2 je na obr. 5.7 vlevo s vyzna£eným úsekem v intervalu 〈0, 4〉.
Zadaná funkce je spojitá, a proto její periodizací vzniknou body nespojitosti pouze na rozhraní pe-
riod. Zde bude kaºdá °ada konvergovat k aritmetickým pr·m¥r·m jednostranných limit. Periodické
prodlouºení bude totoºné se sou£tovým grafem.
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Obrázek 5.7: Obecné periodické prodlouºení.

(a) V p°ípad¥ obecné Fourierovy °ady opakujeme základní interval délky T = 2 a dojdeme
k periodickému prodlouºení, které je na obr. 5.7 vpravo. Fourierovy koe�cienty spo£ítáme podle
vzorc· z £lánku 5.5.2 (L = T/2 = 1):

a0 =
2∫
0

(t− 2)2 dt = 8
3 ,

an =
2∫
0

(t− 2)2 · cosnπtdt =

=
[
(t−2)2
nπ sinnπt− 2

nπ

(
− t−2

nπ cosnπt+ 1
n2π2 sinnπt

)]2
0
= 4

n2π2 ,

bn =
2∫
0

(t− 2)2 · sinnπtdt =

=
[
− (t−2)2

nπ cosnπt+ 2
nπ

(
t−2
nπ sinnπt+ 1

n2π2 cosnπt
)]2

0
= 4

nπ .

Vyjád°ení funkce f(t) obecným rozvojem má tvar

f(t) ∼ 4

3
+ 4

∞∑
n=1

(
cosnπt

n2π2
+

sinnπt

nπ

)
, t ∈ 〈0, 2〉.

(b) Abychom získali sinovou °adu, musíme k funkci f(t) vytvo°it liché periodické prodlouºení.
Jak vidíme na obr. 5.8, je jeho perioda T = 4, tj. L = 2. P°i výpo£tu koe�cient· je nyní a0 = an = 0
a dále po£ítáme op¥t opakovan¥ per partes:

bn = 2 · 1
2

2∫
0

(t− 2)2 sin
nπt

2
dt = . . . =

8

nπ
− 16 · 1− (−1)n

n3π3
.

Výsledný sinový rozvoj napí²eme takto:

f(t) ∼ 8

∞∑
n=1

(
1

nπ
− 2 · 1− (−1)n

n3π3

)
sin

nπt

2
, t ∈ 〈0, 2〉.

(c) Sudé periodické prodlouºení na obr. 5.9 vede ke kosinovému rozvoji (bn = 0). Také zde je
T = 4, tj. L = 2:

a0 = 2 · 12
2∫
0

(t− 2)2 dt = 8
3 ,

an = 2 · 12
2∫
0

(t− 2)2 cos nπt2 dt = 16
n2π2 .
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Obrázek 5.8: Liché periodické prodlouºení.

Kosinový rozvoj odpovídá spojité funkci f̃(t) (viz obr. 5.9), a proto

f(t) =
4

3
+

16

π2

∞∑
n=1

1

n2
cos

nπt

2
, t ∈ 〈0, 2〉.

0−2 2 −6 −2 0 2 6

t t

4 4

f(t) f̃(t)

Obrázek 5.9: Sudé periodické prodlouºení.

Pov²imn¥me si, ºe rozvoje v²ech t°í typ· reprezentují funkci stejným zp·sobem na intervalu
(0, 2), kde konvergují k funk£ním hodnotám. V krajních bodech jsou prvá dv¥ prodlouºení nespojitá,
takºe obecná °ada konverguje k hodnot¥ 2 a sinová °ada k nule (aritmetické pr·m¥ry jednostranných
limit).

(d) K ur£ení sou£tu £íselné °ady
∞∑
1

1
n2 m·ºeme pouºít bu¤ rozvoj (a) nebo (c), v n¥mº poloºíme

t = 0. Konkrétn¥ pro kosinovou °adu dostáváme

f(0) = 4 =
4

3
+

16

π2

∞∑
1

1

n2
, odkud

∞∑
1

1

n2
=
π2

6
.
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5.6 Vybrané aplikace

5.6.1 Amplitudové a fázové spektrum. M¥jme Fourierovu °adu

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosωnt+ bn sinωnt) , ωn =
nπ

L
=

2nπ

T
.

Zavedeme-li novou dvojici koe�cient· An, ϕn vztahy

an = An sinϕn, bn = An cosϕn,

dostáváme

an cosωnt+ bn sinωnt = An(sinϕn cosωnt+ cosϕnsinωnt) = An sin(ωnt+ ϕn).

Je-li výchozí °ada Fourierovým rozvojem n¥které funkce f(t) na intervalu 〈α, α+ T 〉, m·ºeme psát

f(t) ∼ A0 +
∞∑
n=1

An sin(ωnt+ ϕn).

Získali jsme amplitudov¥-fázový tvar rozvoje (A0 =
a0
2 ), který má uplatn¥ní nap°íklad p°i har-

monické analýze signál·. Posloupnosti koe�cient· {An}∞0 , {ϕn}∞1 tvo°í tzv. amplitudové a
fázové spektrum funkce (signálu) f(t). Snadno lze odvodit vztahy

A2
n = a2n + b2n, sinϕn =

an
An

, cosϕn =
bn
An

,

z nichº sloºky spekter po£ítáme. Sloºky fázového spektra nabývají hodnot z intervalu 〈−π, π), lze
uvaºovat i ϕn ∈ 〈0, 2π). Pro podrobn¥j²í výklad a praktické aplikace je moºno doporu£it nap°íklad
[�V92], [US95].

5.6.2 P°íklad. Ur£íme amplitudové a fázové spektrum periodické funkce f̃(t) v p°íkladu 5.5.5
(a) (její graf je na obr. 5.7 vpravo).

�e²ení. Fourier·v rozvoj jsme na²li ve tvaru

f̃(t) =
4

3
+ 4

∞∑
n=1

(
cosnπt

n2π2
+

sinnπt

nπ

)
, t ∈ R.

Máme tedy a0 = 8
3 , an = 4

n2π2 , bn = 4
nπ a m·ºeme vypo£ítat amplitudové spektrum

A0 =
a0
2

=
4

3
, An =

√
a2n + b2n =

4
√
π2n2 + 1

π2n2

a také fázové spektrum:

sinϕn =
an
An

=
1√

π2n2 + 1
, cosϕn =

bn
An

=
nπ√

π2n2 + 1
.

Protoºe je an > 0, bn > 0, m·ºeme psát

ϕn = arctan
an
bn

= arctan
1

nπ
.

Grafy spekter jsou na obr. 5.10.
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> A:=[seq([n,4*sqrt(Pi^2*n^2+1)/Pi^2/n^2],n=1..8)]:
> phi:=[seq([n,arctan(1/n/Pi)],n=1..8)]:
> plot(A,0..9,0..1.4,color=black,style=POINT,symbol=diamond,xtickmarks=9,ytickm

arks=3,labels=['n','A'],labelfont=[TIMES,ITALIC,12]);

n
987654321

A

1

0.5

0

> p1:=plot(phi,-.9..9,color=black,style=POINT,symbol=diamond,xtickmarks=9,ytick
marks=4):

> #p1;
> p2:=plots[textplot]([4.5,-0.03,'n'],font=[TIMES,ITALIC,12]):
> p3:=plots[textplot]([-0.8,0.15,'j'],font=[SYMBOL,12]):
> with(plots): display({p1,p2,p3});
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n

987654321

0.3

0.2

0.1

0

> ?plot[options];
> plots[textplot]([3,5,'co']);

Page 2

Obrázek 5.10: Amplitudové (vpravo) a fázové spektrum k p°íkladu 5.6.2.

td
d

0

1

f(x)

2

x

> plot(3/2+2/Pi*sum(sin((2*n-1)*x)/(2*n-1),n=1..500),x=-0.5..0.5,0..2.5,color=b
lack,axes=framed,labels=['x','f'],labelfont=[TIMES,ITALIC,12]);

x
0.40.20-0.2-0.4

f

2.5

2

1.5

1

0.5

0

> 

Page 1

Obrázek 5.11: Gibbs·v jev.

5.6.3 Aproximace funkce trigonometrickým polynomem, Gibbs·v jev. Pouºijeme-li
k p°ibliºnému vyjád°ení funkce m-tý £áste£ný sou£et jejího Fourierova rozvoje, hovo°íme o její
aproximaci trigonometrickým polynomem. Vedle výhod této reprezentace, vyuºívaných v n¥kterých
numerických metodách, se m·ºeme setkat s jednou nep°íjemnou vlastností, nazývanou Gibbs·v
jev. Jeho podstatou se nyní budeme zabývat.

Jak jsme jiº d°íve ukázali, konverguje Fourier·v rozvoj funkce v libovolném bod¥ nespojitosti
k aritmetickému pr·m¥ru jednostranných limit. V okolí takového bodu v²ak konvergence není stej-
nom¥rná1 a dochází tak k �p°ekmitu� - nep°esnosti, kterou nelze odstranit. V praxi jsme projev
Gibbsova jevu vid¥li na obr. 5.4, nyní budeme blíºe demonstrovat jeho podstatu.

Pro jednoduchost se vrátíme k p°íkladu 5.3.3. Na obrázku 5.11 vlevo je £ást sou£tového grafu
funkce

f(x) =

{
1, x ∈ 〈−π, 0),
2, x ∈ 〈0, π)

v okolí bodu nespojitosti x = 0; jde o vý°ez z obr. 5.3. Vpravo je aproximace na tomtéº intervalu
pomocí p¥tiset £len· Fourierova rozvoje, tj. výrazem

s500(x) =
3

2
+

500∑
n=1

1− (−1)n

nπ
sinnx.

Oscilace v blízkém okolí bodu nula jsou dostate£n¥ patrné. Nyní provedeme odhad jejich ampli-
tudy a d·kaz toho, ºe je nelze odstranit zvy²ováním po£tu £len· aproximujícího trigonometrického

1Jako nep°ímá ilustrace m·ºe slouºit rozbor stejnom¥rné konvergence posloupnosti funkcí v p°íkladu 3.1.10.
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polynomu. Budeme zkoumat m-tý £áste£ný sou£et

σm(x) =
m∑
n=1

1− (−1)n

nπ
sinnx,

který dále upravíme:

σm(x) =
2

π

m∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
=

2

π

m∑
n=1

x∫
0

cos(2n− 1)t dt =
2

π

x∫
0

[
m∑
n=1

cos(2n− 1)t

]
dt.

Dále pouºijeme známé sou£tové vzorce ([R95], I. díl, str. 78) k odvození vztahu

m∑
n=1

cos(2n− 1)t =
1

2

sin 2mt

sin t

a nerovnost 1 < t
sin t , která plyne ze vztahu sin t < t, t ∈ (0, π). S jejich pouºitím dostáváme:

σm(x) =
1

π

x∫
0

sin 2mt

sin t
dt =

2m

π

x∫
0

sin 2mt

2mt
· t

sin t
dt >

2m

π

x∫
0

sin 2mt

2mt
dt.

Po substituci 2mt = z získáme nerovnost

σm(x) >
1

π

2mx∫
0

sin z

z
dz.

Zvolme nyní klesající posloupnost xm = π
2m , jejíº £leny se s rostoucím m blíºí nule zprava. Integrál

pak nabývá své maximální hodnoty pro její první £len a bude

σm(x) >
1

π

∫ π

0

sin z

z
dz

.
= 0, 59.

P°ibliºnou hodnotu integrálu m·ºeme ur£it pouºitím rozvoje do mocninné °ady (viz p°íklad 4.4.9 a)).
Získaný výsledek ukazuje, ºe v libovolné blízkosti bodu 0 lze vºdy najít bod (volbou m) takový,
ºe platí f̃(x) > 3

2 + 0, 59. Protoºe o£ekávaná hodnota f̃(x) = f(x) = 2 pro x ∈ (0, π) odpovídá
odchylce 0,5 od st°ední hodnoty 3

2 , dosahuje chyba
9
50 ≈ 18%. Lze dokázat ([F69], str. 496), ºe tento

výsledek má zcela obecnou platnost.

5.6.4 Periodické °e²ení diferenciálních rovnic. M¥jme nehomogenní lineární diferenciální
rovnici 2. °ádu

y′′ + 2κy′ + ω2
0y = f(t), (5.1)

v níº κ a ω2
0 jsou reálné konstanty. Je-li pravá strana harmonická funkce tvaru

f(t) = B sin(ωt+ ϕ),

jde o rovnici nucených harmonických kmit· soustavy s vlastní frekvencí ω0 a tlumením charakteri-
zovaným veli£inou κ. �e²ení této úlohy (s p°íslu²nými po£áte£ními podmínkami) je známé z p°ed-
chozího kurzu matematiky - viz nap°íklad [VV97], kap. 3.9.

Uvaºujme nyní situaci, kdy funkce f(t) není periodická, av²ak °e²ení, které hledáme, má spl¬ovat
periodické okrajové podmínky na zadaném intervalu 〈0, T 〉:

y(0) = y(T ), y′(0) = y′(T ).

Lze dokázat, ºe v takovém p°ípad¥ má rovnice (5.1) periodické °e²ení s periodou T . K jeho získání
je t°eba vyjád°it pravou stranu f(t) jejím Fourierovým rozvojem

f(t) ∼ α0

2
+

∞∑
n=1

(αn cosωnt+ βn sinωnt) , t ∈ 〈0, T 〉,
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kde ωn = 2πn
T a αn, βn jsou známé koe�cienty. Také °e²ení y(t) bude superpozicí nekone£n¥ mnoha

harmonických sloºek ve form¥ rozvoje

y(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosωnt+ bn sinωnt) , t ∈ 〈0, T 〉.

Dosadíme-li do rovnice (5.1) toto °e²ení a jeho derivace

y′(t) =
∞∑
n=1

(−anωn sinωnt+ bnωn cosωnt) ,

y′′(t) = −
∞∑
n=1

(
anω

2
n cosωnt+ bnω

2
n sinωnt

)
,

m·ºeme neznámé koe�cienty a0, an, bn ur£it porovnáním £len· stejného typu na levé a pravé stran¥:

−
∞∑
n=1

(
anω

2
n cosωnt+ bnω

2
n sinωnt

)
+ 2κ

∞∑
n=1

(−anωn sinωnt+ bnωn cosωnt)+

+ ω2
0

a0
2

+ ω2
0

∞∑
n=1

(an cosωnt+ bn sinωnt) =
α0

2
+

∞∑
n=1

(αn cosωnt+ βn sinωnt) .

Pro absolutní £leny platí
ω2
0

a0
2

=
α0

2
⇒ a0 =

α0

ω2
0

.

Porovnání koe�cient· u kosinových £len· vede k rovnici

−anω2
n + 2κbnωn + ω2

0an = αn,

v p°ípad¥ sinových £len· dostáváme

−bnω2
n − 2κanωn + ω2

0bn = βn.

Odtud pro n = 1, 2, 3, . . . obdrºíme tyto vzorce:

an =
αn(ω

2
0 − ω2

n)− 2κωnβn
(ω2

0 − ω2
n)

2 + 4κ2ω2
n

, bn =
βn(ω

2
0 − ω2

n) + 2κωnαn
(ω2

0 − ω2
n)

2 + 4κ2ω2
n

.

Nyní není problém napsat Fourier·v rozvoj °e²ení y(t). V praxi m·ºeme bu¤ pouºít výsledné vzorce
nebo na konkrétní zadání aplikovat popsaný algoritmus.

Získaný výsledek má platnost s výjimkou p°ípadu, kdy (ω2
0−ω2

n)
2+4κ2ω2

n = 0. Tato situace na-
stane p°i netlumených vlastních kmitech (κ = 0) a sou£asn¥ pro ω0 = ωn, tedy jsou-li funkce cosωnt
a sinωnt °e²ením homogenní rovnice. V takovém p°ípad¥ se p°i superpozici uplatní neharmonická
sloºka

t(cosωnt+ sinωnt),

jejíº koe�cienty stanovíme zvlá²´ po dosazení tohoto výrazu do rovnice (viz p°íklad 5.6.6).

5.6.5 P°íklad. Najd¥te na intervalu 〈0, 2〉 periodické °e²ení rovnice

y′′ + 30y = f(t), f(t) =

{
t, t ∈ 〈0, 1),
0, t ∈ 〈1, 2〉.

�e²ení. Z°ejm¥ je κ = 0, ω2
0 = 30. Pro Fourier·v rozvoj funkce f(t) na zadaném intervalu je

T = 2, ωn = nπ. Výpo£tem odvodíme, ºe

f(t) ∼ 1

4
−
∞∑
n=1

(
1− (−1)n

π2n2
cosnπt+

(−1)n

πn
sinnπt

)
.
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Máme tedy α0 =
1
2 , αn = −1−(−1)n

π2n2 , βn = (−1)n
πn . �e²ení diferenciální rovnice získáme ve tvaru °ady

y(t) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnπt+ bn sinnπt) ,

pro jejíº koe�cienty podle £lánku 5.6.4 platí:

a0 =
1

60
, an =

αn
30− n2π2

, bn =
βn

30− n2π2
.

Na obr. 5.12 je graf °e²ení na intervalu 〈0, 10〉, kterým demonstrujeme periodicitu.
  Obr. k prikladu  5.6.5
> an:=-(1-(-1)^n)/n^2/Pi^2/(30-n^2*Pi^2):  bn:=(-1)^(n+1)/n/Pi/(30-n^2*Pi^2):
> y:=proc(t) 1/60+sum(an*cos(n*Pi*t)+bn*sin(n*Pi*t),n=1..20) end:
> plot(y(t),t=0..10,-0.03..0.05,color=black,ytickmarks=5);

t
108642

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0

-0.01

-0.02

-0.03

  obr. k prikladu 5.6.6
> an:=(1-(-1)^n)/n^2(n^2-1): # bn:=(-1)^(n+1)/n/Pi/(9-n^2*Pi^2):
> y:=proc(t) Pi/2-2/Pi*sin(t)+2/Pi*sum(an*cos(n*t),n=1..20) end:

       plot(y(t),t=-5*Pi..5*Pi,color=black,ytickmarks=3);

t 15105-5-10-15

3

2

1

0

   Obr k pr. 5.7...  nereseny
> an:=(1-(-1)^n)(n^2-2)/n^2/(n^4+4):  bn:=-2(1-(-1)^n)/n/(n^4+4):
> y:=proc(t) Pi/2+2/Pi*sum(an*cos(n*t)+bn*sin(n*t),n=1..20) end:
>   plot(y(t),t=0..20*Pi,0..Pi,color=black);

Page 1

Obrázek 5.12: Graf periodického °e²ení k p°íkladu 5.6.5.

5.6.6 P°íklad. Najd¥te periodické °e²ení rovnice

y′′ + y =

{
t, t ∈ 〈0, π〉,
2π − t, t ∈ 〈π, 2π〉.

�e²ení. Vytvo°íme-li periodické prodlouºení pravé strany vn¥ intervalu 〈0, 2π〉, obdrºíme funkci f̃(t)
ve stejné podob¥ jakou vidíme na obr. 5.6 vpravo. Tam byla získána jako sudé prodlouºení funkce
f(x) = x vn¥ intervalu 〈0, π〉. Fourier·v rozvoj nalezený v p°íkladu 5.4.4 m·ºeme beze zm¥ny pouºít
i v této úloze:

f(t) =
π

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cosnt.

Je tedy ωn = n, α0 = π, αn = 2
π
(−1)n−1

n2 , βn = 0 a dále κ = 0, ω2
0 = 1. Perioda hledaného °e²ení

bude T = 2π:

y(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt) .

Po dosazení do rovnice získáme pro n 6= 1 vztahy

a0 = α0, an =
αn

1− n2
=

2

π

1− (−1)n

n2(n2 − 1)
, bn = 0.

Pro n = 1 je nutné uvaºovat sloºku rozvoje ve tvaru

h1(t) = t(a1 cos t+ b1 sin t),

protoºe funkce cos t, sin t jsou °e²ením homogenní rovnice y′′ + y = 0. Výpo£et koe�cient·:

h′1(t) = (a1 cos t+ b1 sin t) + t(−a1 sin t+ b1 cos t),

h′′1(t) = −2a1 sin t+ 2b1 cos t− t(a1 cos t+ b1 sin t).
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Po dosazení do rovnice a úprav¥

−2a1 sin t+ 2b1 cos t = −
4

π
cos t,

odkud a1 = 0, b1 = − 2
π . Výsledné °e²ení zapí²eme takto:

y(t) =
π

2
− 2

π
t sin t+

2

π

∞∑
n=2

1− (−1)n

n2(n2 − 1)
cosnt.

Jeho graf je na obr. 5.13.

  Obr. k prikladu  5.6.5
> an:=-(1-(-1)^n)/n^2/Pi^2/(30-n^2*Pi^2):  bn:=(-1)^(n+1)/n/Pi/(30-n^2*Pi^2):
> y:=proc(t) 1/60+sum(an*cos(n*Pi*t)+bn*sin(n*Pi*t),n=1..20) end:
> plot(y(t),t=0..10,-0.03..0.05,color=black,ytickmarks=5);

t
108642

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0

-0.01

-0.02

-0.03

  obr. k prikladu 5.6.6
> an:=(1-(-1)^n)/n^2(n^2-1): # bn:=(-1)^(n+1)/n/Pi/(9-n^2*Pi^2):
> y:=proc(t) Pi/2-2/Pi*sin(t)+2/Pi*sum(an*cos(n*t),n=1..20) end:

       plot(y(t),t=-5*Pi..5*Pi,color=black,ytickmarks=3);

t 15105-5-10-15

3

2

1

0

   Obr k pr. 5.7...  nereseny
> an:=(1-(-1)^n)(n^2-2)/n^2/(n^4+4):  bn:=-2(1-(-1)^n)/n/(n^4+4):
> y:=proc(t) Pi/2+2/Pi*sum(an*cos(n*t)+bn*sin(n*t),n=1..20) end:
>   plot(y(t),t=0..20*Pi,0..Pi,color=black);
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Obrázek 5.13: Graf periodického °e²ení k p°íkladu 5.6.6.

5.7 Ne°e²ené úlohy

5.7.1 Dokaºte, ºe pro kaºdou periodickou funkci f(x) a libovolnou reálnou kontantu c platí: je-li
T perioda funkce, pak ∫ T

0
f(x+ c) dx =

∫ T

0
f(x) dx.

5.7.2 Vy²et°ete ortogonalitu systém· funkcí:

a) {sinnx}∞1 , x ∈ 〈0, π〉, b) {cosn x}∞0 , x ∈ 〈0, 2π〉.

5.7.3 Ur£ete Fourier·v rozvoj zadané funkce na intervalu 〈−π, π〉:

a) f(x) = 1− |x|
π
, b) f(x) =

{
0, x ∈ 〈−π, 0〉,
x, x ∈ 〈0, π〉

5.7.4 Najd¥te Fourier·v rozvoj funkce na ur£eném intervalu:

a) f(x) =

{
0, x ∈ 〈0, 1〉,
1, x ∈ (1, 2);

b) f(x) =

{
x, x ∈ 〈0, 1〉,
0, x ∈ 〈1, 2〉;

c) f(x) =

{
sinx, x ∈ 〈0, π〉,
0, x ∈ 〈π, 2π〉;

d) f(x) = x2, x ∈ 〈0, 1〉.
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5.7.5 Je dána funkce

f(x) =

{
1− x, x ∈ 〈0, 1〉,
0, x ∈ (1, 2).

Nakreslete grafy periodických prodlouºení (obecné, sudé, liché) a vytvo°te ve v²ech p°ípadech Fou-
rier·v rozvoj.

5.7.6 Vytvo°te ur£ený typ rozvoje:

a) f(x) = 1− x2, x ∈ 〈0, 1〉, sinová °ada;

b) f(x) = x2, x ∈ 〈0, π〉, kosinová °ada;

c) f(x) =

{
1, x ∈ 〈0, 1〉,
2− x, x ∈ 〈1, 2〉,

x ∈ 〈0, 2〉, kosinová °ada;

d) f(x) =


x− π, x ∈ 〈0, π〉,
0, x ∈ 〈π, 2π〉,
x− 2π, x ∈ 〈2π, 3π〉

x ∈ 〈0, 3π〉, sinová i kosinová °ada.

5.7.7 Ur£ete amplitudové a fázové spektrum rozvoje z p°íkladu
a) 5.2.6, b) 5.5.5 (c), c) 5.3.3,

5.7.8 Najd¥te periodická °e²ení diferenciálních rovnic:

a) y′′ + 2y′ + 2y = f(t); f(t) stejná jako v p°íklad¥ 5.6.6,

b) y′′ + 4y = |t|, t ∈ 〈−1, 1〉,

c) y′′ + 5y′ + 4y =

{
1, x ∈ 〈0, π),
0, x ∈ 〈π, 2π〉,

d) y′′ + 9y = f(t), pravá strana stejná jako v p°íklad¥ c).

5.7.9 Výsledky.

5.7.1. Návod: pouºijte substituci x+ c = u a výsledek p°íkladu 5.1.8.

5.7.2. a) ortogonální systém, b) systém není ortogonální.

5.7.3.

a)
1

2
+

4

π2

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
, b)

π

4
+
∞∑
n=1

(
(−1)n − 1

πn2
cosnx+

(−1)n+1

n
sinnx

)
.

5.7.4.
a) 1

2 −
2
π

∞∑
n=1

sin(2n−1)πx
2n−1 , b) 1

4 +
∞∑
n=1

(
(−1)n−1
π2n2 cosnπx− (−1)n

πn sinnπx
)
,

c) 1
π + 1

2 sinx−
2
π

∞∑
n=1

cos 2nx
4n2−1 , d) 1

3 +
∞∑
n=1

(
cos 2πnx
π2n2 − sin 2πnx

πn

)
.

5.7.5. Obecné periodické prodlouºení:

f(x) ∼ 1

4
+

∞∑
n=1

(
1− (−1)n

π2n2
cosnπx+

1

πn
sinnπx

)
;
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sudé prodlouºení (kosinová °ada):

f(x) ∼ 1

4
+

4

π2

∞∑
n=1

1

n2

(
1− cos

nπ

2

)
cos

nπx

2
;

liché prodlouºení (sinová °ada):

f(x) ∼
∞∑
n=1

(
2

nπ
− 4

π2n2
sin

nπ

2

)
sin

nπx

2
.

5.7.6.
a)

∞∑
n=1

(
2
nπ + 4

π3
1−(−1)n

n3

)
sinnπx,

b) π2

3 + 4
∞∑
n=1

(−1)n
n2 cosnx,

c) 3
4 + 4

π2

∞∑
n=1

1
n2

(
cos nπ2 − cosnπ

)
cos nπx2 ,

d) sinová °ada 2
π

∞∑
n=1

[1 + (−1)n]
(

3
n2 sin

nπ
3 −

π
n

)
sin nx

3 ,

kosinová °ada 6
π

∞∑
n=1

(−1)n−1
n2

(
1− cos nπ3

)
cos nx3 .

5.7.7. a) An = 1
n3

√
n2 + 1, ϕn = (−1)n arctann; protoºe je cosϕn > 0, bude ϕn ∈ (0, π2 ) pro n sudé

a ϕn ∈ (−π
2 , 0) pro n liché.

b) A0 =
4
3 , An = 16

π2n2 , ϕn = π
2 ,

c) A0 = 3
2 , An = 2

nπ pro n liché, An = 0 pro n sudé, ϕn = 0 pro n liché (pro n sudé není
de�nováno).

5.7.8.
a) y(t) = π

4 + 2
π

∞∑
n=1

1−(−1)n
n4+4

(
n2−2
n2 cosnt− 2

n sinnt
)
,

b) y(t) = 1
8 −

2
π2

∞∑
n=1

1−(−1)n
n2(4−π2n2)

cosnπt,

c) y(t) = 1
8 −

1
π

∞∑
n=1

1−(−1)n
n4+17n2+16

(
5 cosnt+ n2−4

n sinnt
)
,

d) y(t) = 1
18 + 1

4π sin t−
1
9π t cos 3t+

1
2π

∞∑
n=2

sin(2n+1)t
(2n+1)(2−n−n2)

.
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