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Tento material vznikl jako soutést fegeni interniho projektu IRP-FRVS 158 /2015 Inovace
predmétu Numerickd matematika na Fakulté strojni Vysoké Skoly bdriské - Technické univerzité
Ostrava. Predstavuje vyukovy text pro vedeni zdkladniho kurzu numerické matematiky,
kterd se v podobném rozsahu vyucuje nejen na Fakulté strojni. Je zaméfen na vysvétleni
elementarnich principt numerickych metod zejména s ohledem na jejich algoritmizaci a
zpracovani na pocitaci. Prvni kapitola je vénovana problematice chyb pfi feSeni numeric-
kych tloh, kdy stéZejni pojmy jsou ilustrovany v prostredi programu MATLAB. AZ do
podoby programt v MATLABu jsou dovedeny témét viechny algoritmy pro feSeni neline-
arnich rovnic z kapitoly druhé. V nasledujicich kapitolach jsou uz uvedeny jen algoritmy,
pocitacové programy by si mél ¢tendr vytvorit sam. Tento text dopliiuje celd fada dalsich
studijnich materiald, které vznikly v rdmci feSeni uvedeného projektu.

K dalsimu rozsiteni materidlu doslo v ramci feSeni interniho projektu IRP-RPP 1/2016
Ptiprava studijnich materidlii z matematiky pro novy studijni obor Aplikované védy a technolo-
gie. K ptivodnimu textu byly pfipojeny dopliiky, které obsahuji témata nové zafazena do
studijnich osnov uvedeného studijniho oboru. Tyto doplriky Ize také vyuzit ve volitelném
predmétu Maticovd analjza a variacni pocet vyucovaném na Fakulté strojni.
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KAPITOLA

1

NUMERICKE VYPOCTY A CHYBY

1.1 Obsah pfedmétu

Numerickou 1ilohou mame na mysli srozumitelny a jednozna¢ny popis vztahu mezi konec-
nym poctem vstupnich a koneénym poctem vystupnich dat (redlnych &isel). Konecnost
vstupniho a vystupniho souboru je pfitom velmi podstatna - ve svém dtisledku znamena,
Ze pii feSeni tlohy 1ze pouZit pocitaé. Postupy feSeni numerickych tloh se nazyvaji nume-
rické nebo pocitacové metody.

Numerické tlohy patfi do skupiny tloh diskrétnich. Matematické modely se vSak ¢asto
zapisuji jako ilohy spojité, u nichz se mezi vstupnimi nebo vystupnimi daty vyskytuji spo-
jité funkce. Chceme-li takové tlohy feSit numerickymi metodami, musime nejdfive najit
zpusob, jak tyto tlohy prevést na tlohy diskrétni, tj. jak je diskretizovat.

Rozpoznat tlohu, kterou lze fesit numericky vyZaduje urcitou zkusenost. Na nékolika
jednoduchych piikladech si proto nejdfive ukdZeme diskrétni a spojité tlohy, provedeme
diskretizaci a vysvétlime si zdkladni pojmy jako je diskretiza¢ni parametr a fad diskreti-
zace.

(1) Uloha vyfesit kvadratickou rovnici ax?> +bx +c¢ = 0, a # 0, je tloha diskrétni.
Vstupni data jsou koeficienty a, b, c, vystupni data jsou redlnd ¢isla oy, B1, a2, B2, kterd ur-
¢uji dva obecné komplexni kofeny xy = ay +ifi, k =1,2.

(2) Diskrétni tlohou je také soustava linedrnich rovnic
Ax =Db,

kde A = (a;) je dana ¢tvercova matice fadu n, b = (b;) je dany sloupcovy vektor o n
slozkdch a x = (x;) je sloupcovy vektor nezndmych také o n slozkéch. Napiiklad pron = 3
muZeme takovou soustavu zapsat ve tvaru:

a1 ap a3 X1 b
a1 dxp a3 x2 | =1 b |,
az1 Az 433 x3 b3
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a nebo po jednotlivych rovnicich:

aj1xy1 +apxy +apxs = by,
Ap1X1 + anxy +axnxz = by,
az1x1 + azpxy +aszxz = ba.

Vstupnimi daty jsou zde prvky matice 4;; a vektoru pravych stran b;. Vystupnimi daty jsou
slozky x; vektoru nezndmych. Pfipomerime jesté, Ze feSeni muiZe byt jediné, miiZe jich byt
nekonec¢né mnoho, nebo nemusi existovat. Pfitom kazdy z téchto pfipadii lze popsat po-
moci konec¢ného poctu redlnych &isel.

(3) Uloha vypotitat uréity integral

I:/abf(x)dx

je spojitd tloha, jelikoz jednim ze vstupnich dat je spojitd funkce f. DalSimi vstupnimi daty
jsou integraéni meze 4, b a vystupni data pfedstavuje jediné redlné ¢islo I. Samotny pojem
»spojitost funkce”, ktery zde chapeme velmi volné, miize mit rtizny smysl (integral exis-
tuje pro funkci, kterd je spojita ,po ¢astech”, kterd neni v nékterych bodech definovans,
atp.). Na tomto pfikladeé si pfedvedeme diskretizaci, kdy budeme pro jednoduchost pfed-
pokladat, Ze funkce f je spojitd na intervalu (g, b) podle klasické definice spojitosti (takze
nevznikne problém s vypoctem funkéni hodnoty).

Interval (a, b) si rozdélime na n tseku o stejné délce h pomoci bodt x;, i = 0,1,...,n,
tak, Ze x; — x;_1 = h, xo = a a x, = b. Pak mtiZeme psét:

I :/x:lf(x)dx—l—/y:zf(x)dx—k---+/X:n1f(x)dx.

Kazdy dil¢i integral nahradime jeho pfibliznou hodnotou

[ sosens (52522)

a misto pfesné hodnoty I budeme pocitat jeji aproximaci:

Ih:hf(xozx1>+hf<x1;x2)+---+hf(x”_12J>. (11)

Vypocet podle posledniho vzorce je tiloha diskrétni. Vstupnimi daty jsou funkéni hodnoty

f <x’++x’> ,i=1,...,navelikost kroku h. Vystupem je pfiblizna hodnota integralu Ij,.

Smysl vzorce (1.1) ukazuje Obréazek 1.1, kde jsou hodnoty I a I, zndzornény jako plo-
chy piislusného obrazce. Odtud muZeme usoudit, Ze pfi mensim kroku / bude Ij, 1épe
aproximovat I, coz 1ze zapsat pomoci limity takto:

lim I, = 1. 1.2
h—0+ h (12
Krok h zde pfestavuje diskretizacni parametr. Obecné plati, Ze feSeni diskretizované tlohy se
miuiZe piibliZit libovolné piesné k feSeni ptivodni spojité tlohy, pokud zvolime dostate¢né
maly diskretiza¢ni parametr.
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Integral I Aproximace I},

Obréazek 1.1: Znazornéni integralu I a jeho aproximace Ij,.

Rddem diskretizace nazyvame kladné &islo p, pro které plati
11— 1,| < Ch?, (13)

kde C > 0 je konstanta nezavisld na h. Vyraz na levé strané nerovnosti je diskretizacni
chyba, zatimco na pravé strané je odhad diskretizacni chyby. Vztah (1.3) se u kazdé konkrétni
diskretizace odvodi jejim rozborem. Je zfejmé, Ze diskretizacni chyba bude pti zmensujicim
se h klesat k nule tim rychleji, ¢im vétsi bude hodnota p. Diskretizace vyssiho fadu je proto

Ve s

hlp=1 p=2 p=23

0.1 0.1 0.01 0.001
0.01 | 0.01 0.0001 0.000001
0.001 | 0.001 0.000001 0.000000001

Tabulka 1.1: Odhady diskretiza¢ni chyby Ch” pro C = 1.

( A

Piiklad 1.1.1 Pomoci vzorce (1.1) vypoctéte pribliznou hodnotu integréalu

1
I:/ x? dx
0

pro h = 0.5,0.25 a 0.125. Z vysledkti odhadnéte, jaky je fad diskretizace.

Reseni: Pfesna hodnota integréluje I = % PfibliZné hodnoty vypocitame takto:

Iys = 0.5(0.25% +0.75%) = 0.3125,
Iops = 0.25(0.125% 4 0.375% + 0.625% + 0.875%) = 0.328125,
Ipips = 0.125(0.0625 + 0.18752 + - - - 4 0.9375%) = 0.33203125.

Diskretiza¢ni chyby maji hodnotu:

Eos = |I—1Ips| = 0.02083333333333,
Eons = |I—Ipas| = 0.00520833333333,
Eo1os = |I—Ip1os| = 0.00130208333333.
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Pfi odhadu ¥ddu diskretizace budeme pro jednoduchost pfedpoklddat, Ze v (1.3) nastane
rovnost. Pro h = 0.5 pak dostdvame

Eos Ch? Eos
= =2V = p=log, —— = 2.00000000000069.
Eos  C(h/2)P Y
Podobné pro h = 0.25 vypocitdme p = 2.00000000000277. Z téchto vysledki mtizeme
usoudit, Ze diskretizace podle vzorce (1.1) je druhého fadu. O

(4) Uloha najit funkci y = y(x), kterd vyhovuje diferencidlni rovnici
y =x>—02y (1.4)

a splituje pocate¢ni podminku y(—2) = —1, je spojitd tloha. Jak uvidime pozdéji, diskreti-
zace této ulohy bude v mnohém podobna postupu, ktery jsme provedli vyse pti diskreti-
zaci integralu.

Kontrolni otazky

Otdzka 1. Jaky je rozdil mezi diskrétni a spojitou tilohou?
Otézka 2. Co je to diskretizace? Jaky je vyznam diskretiza¢niho parametru?
Otéazka 3. Je pfesnéjsi diskretizace vysokého nebo nizkého fadu?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Vyteste rovnice: a) x> +3x +1=0;b) x> +2x + 1 =0;c) x> + x + 1 = 0.
2. Reste nasledujici soustavy linedrnich rovnic:

(2 5)(R)=0G) o (4 5)(8)=(5)
(4 5)(0)=0)

Pfipomerite si jak, 1ze podle hodnoty determinantu rozhodnout o existenci feSeni?
3. Pomoci vzorce (1.1) vypoctéte pribliZznou hodnotu integralu

1
I:/ xZ dx
~1

pro h =1,0.5 a 0.25 a urcete diskretizacni chyby.
4. Zopakujte si analytické metody pro feSeni diferencidlni rovnice (1.4).

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. a) Dva redlné kofeny: x; = —2.6180, x, = —0.3820; b) jeden (dvojnasobny) redlny koten:
x1 = x2 = —1; ¢) dva komplexni kofeny: x; = —0.5 41 0.8660, x; = —0.5 — i 0.8660.
2.a)x = (3,1), det A = —7; b) nekone¢ne mnoho fefeni x = (3 —2t,3-2t)',t € R,
det A = 0; ¢) feSeni neexistuje.

3.1 =0.6667, I; = 05, | — L] = 0.1667, Io5 = 0.625, |I — Ip5| = 0.0417, o5 = 0.6563,
I — Ios| = 0.0104.

4. Obecné feseni je y(x) = 5x2 — 50x + 250 + Ce -2, fegeni vyhovujici po¢ate¢ni podmince
je urceno konstantou C = —248.688737.

10
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1.2 Zdroje chyb a podminénost aloh

Vysledky jsou témét vzdy ovlivnény néjakou chybou - snad jen s vyjimkou Skolnich pii-
kladd, které jsou pfedem pfipraveny tak, aby "pékné vysly". To, Ze je ve vysledku obsaZena
chyba, vSak neznamend, Ze je néco Spatné. Bez chyb to totiz vétsinou nejde. Je proto dobré
védeét, jaké jsou nejcastejsi priciny chyb.

Chyba matematického modelu vznika v dtsledku toho, Ze namisto skute¢ného technic-
kého, fyzikdlniho nebo jiného praktického problému, feSime jeho matematicky model. Ten
muZe spocivat v feSeni rovnic, vypoctu integrali nebo tfeba jde jen o stanoveni funkéni
zavislosti. Je-1i feSeni navrzeného matematického modelu z néjakého divodu slozité nebo
nemozné, provede se jeho aproximace jednodussi tlohou. Tim vznikne chyba aproximacni.
Jejim specidlnim p¥ipadem je chyba diskretizacni, kterou jsme zminili v pfedchozim odstavci.

Dal3im zdrojem chyb je pocitdni s "nepfesnymi"c¢isly, kam patii chyby vstupnich dat
a chyby zaokrouhlovaci. Vstupnimi daty byvaji namétené veli¢iny, jejichZ nepfesnost je ddna
rozliSovaci schopnosti méficich zafizeni, anebo to jsou vysledky pfedchozich vypocta,
které jiz zpravidla byly ovlivnény zaokrouhlenim. Pro porozuméni pfesnosti pocitacovych
vypocti je potfeba mit pfedstavu o tom, jak s &isly pracuje pocitac. Na dneSnich béznych
pocitacich se pocitd "na 16 desetinnych mist", coZ souvisi s pocitacovou konstantou nazy-
vanou pocitacové epsilon, jejiz standardni hodnota je 2.22 x 10~1°, jak uvidime pozdéji.

U rozsdhlejsiho vypoctu je ¢asto potfeba umét posoudit, jak se zaokrouhlovaci chyby
§if1 v jeho prabéhu. Dilezité jsou dva scénarte: (i) vliv pfendsenych zaokrouhlovacich chyb
se postupné tlumi, takZe vysledek v podstaté neovlivni; (ii) zaokrouhlovaci chyby se hro-
madi a vypocitany vysledek ¢astecné nebo tiplné znehodnoti. V prvnim pi¥ipadé hovoiime
o vypoctu numericky stabilnim, druhy p¥ipad pfedstavuje vypocet numericky nestabilni.
Numerickou stabilitu mtZze nékdy ovlivnit vybér vhodné metody feSeni.

Kromeé toho jsou vysledky ovlivnény také chybami lidského faktoru. Jedna se o chyby
v pocitacovych programech, Spatna zadani vstupnich dat, nevhodnou volbu matematic-
kého modelu nebo nespravny vybér metody feSeni. Tyto chyby lze odstranit, pokud se
nam ale podafii zjistit, co je Spatné.

V tomto odstavci se budeme zabyvat chybami zaokrouhlovacimi.

4 )

Definice 1.2.1 Necht ¥ je pfesnd hodnota redlného ¢isla a x je jeho aproximace. Rozdil

se nazyva absolutni chyba. Odhad absolutni chyby je &islo e(x), pro které plati
| — x| < e(x). (1.5)

Je-li x # 0, pak ¢islo

se nazyva relativni chyba. Odhad relativni chyby je ¢islo d(x), pro které plati

X—x

" < 6(x).

- J

Relativni chyba a jeji odhad se ¢asto udédvaji v procentech. Nerovnost (1.5) znamena
¥ € (x —e(x),x + €(x)), coz symbolicky zapisujeme ¥ = x £ €(x). Pokud nebude hrozit

11
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nedorozuméni, budeme pséte, 7, € a d misto e(x), r(x), e(x) a d(x).

Piiklad 1.2.1 Cislo x = 2.72 je aproximace Eulerova ¢isla ¥ = 2.7182818.... Absolutni
chyba je e = —0.001718... a jeji odhad je napiiklad ¢islo € = 0.002, protoze |e| < e. Proto
¥ = 2.72 £ 0.002. Relativni chyba je r = —0.00063168... a za jeji odhad miizeme vzit
0 = 0.00064, protoze |r| < 4.

Nyni ukdZeme, jak se chyby a jejich odhady pfenaseji pfi provadéni zdkladnich aritme-
tickych operaci. Budeme pfitom pfedpoklddat, Ze vykondvame piesné aritmetické operace
s nepfesnymi Cisly, tj. s aproximacemi, a Ze zndme chyby, respektive jejich odhady.

Necht’

T =xite(x), le(x)| <e(x), |r(x) <d(x), i=12

(a) Je-li u = xq + xp aproximace souctu il = ¥1 + X, potom
i =x1+e(x1)+xp+e(xp) =u+e(u),

kde
e(u) = e(x1) +e(x2),
a plati
le(u)| < fe(x)[ + le(x2)] < e(x1) +e(x2).

(b) Je-li v = x1 — xo aproximace rozdilu © = ¥; — X, potom
e(v) =e(x1) —e(x2)

a plati
le(@)] < fe(x1)| + le(x2)] < e(x1) +€(x2).

(c) Je-li w = x1xp aproximace soucinu W = X1X, potom
0 = (x1+e(x1))(x2 +e(x2)) = w+ x1e(x2) + x20(x1) + €(x1)e(x2).
Odhad absolutni chyby, kterou dostaneme pfi sou¢inu, uré¢ujeme vyrazem
e(w) = x1e(xz) + x2e(x7).

Odtud pak
le(w)| < |x1]e(x2) + [x2|e(x1).
(d) Je-li z = x1/ x5 aproximace podilu z = X1/ X,, potom

x1 +e(xq) _ xze(x1) — x1e(x2)
xo +e(x2) x2(x2 + e(x2))

7 =

Odhad absolutni chyby, kterou dostaneme pfi podilu, uréujeme vyrazem

e(z) = xze(x1) — xle(xz)'

2
X3

Odtud plati
[x2le(x1) + [x1]e(x2)

e(z)| <
e(z)] < P

12
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Pro relativni chyby mtZeme z pravidel (a), (b), (c) a (d) odvodit:

(A) r(u) = o j-xz (xle(;cll) +x2€(;22)> _ lelrJQ (x17(x1) + x27(x2)),
r(u)| < (Jx1]6(x1) + [x2[6(x2))

ESIR Y]

® )= (xlem)—xf(’”)): L (r(n) - xar(x2),

B X1 — X2 X1 X2 X1 — X2

r(o)] < (l1]6(x1) + [x2[6(x2)) ,

|x1 — x2

© rw) = x1e(xp) + xpe(xq)

Py =r(xz) +r(x1),

[r(w)] < 6(x2) +6(x1),

(D) I’(Z) _ xze(xl)x—%xw(xz) . i_j _ r(xl) - T’(XZ),
r(2)| < 6(x1) +6(x2).
~ Poznamka N

Pti odc¢itani blizkych cisel (pravidlo (B)) mé na velikost relativni chyby rozhodujici vliv
zlomek 1/ (x1 — x), ktery ukazuje, Ze dochazi ke ztrateé relativni pfesnosti.

. J

Piiklad 1.2.2 Necht' x¥; = 758320, x; = 758330, ¥, = 757940 a x, = 757930. Urcete
ztratu relativni pfesnosti pfi od¢itand.

Reseni: ProtoZe e(x1) = —10,e(x2) = 10, miiZzeme poloZit
~10 | | . 0 | . .
=132-1 = —— | =132-1 = .
‘758330’ 32:1077 = o(x1), ’757930‘ 32-1077 =0(x2)

Déaleje 0 = X; — X = 380 a v = x1 — xo = 400, a proto

0 —v0
0

=5.1072 = §(v).

|20
~ 1400

Doslo ke ztraté relativni pfesnosti zhruba o tfi ¥ddy. Podle pravidla (B) miZeme psat

758330
<
(o)l < 2

(6(x1) +6(x2)) < 1.9-10%- (6(x1) + 8(x2)),

coZ nasSe zjiSténi potvrzuje. O
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1. NUMERICKE VYPOCTY A CHYBY

Nyni uvedeme nékteré pojmy, které souvisi s ukladdnim a zaokrouhlovdnim ¢isel na
pocitaci. Budeme vychézet ze zdpisu redlného ¢isla v tzv. pohyblivé fddové Cdrce:

s Yz

znaménko X mantisa X exponencidlni ¢dst.

7z MYz

Symbolem X zde oznacujeme ndsobeni ¢isel. Pfi zdpisu ¢isla musime pouZit urcitou cisel-
nou soustavu. Tou je nejc¢astéji soustava desitkovd (decimalni), dvojkovd (bindrni) a sestndct-
kovi (hexadecimdlni). V paméti dnesnich béznych pocitach se ¢isla ukladaji téméf vzdy
v soustavé dvojkové, z cehoz jsou odvozeny hodnoty vyznamnych pocitacovych konstant.
Pro snadnéjsi pfedstavu si vSechny pojmy vysvétlime v soustavé desitkové.

Naptiklad &islo —39.151 se zapise jako (—1) x 0.39151 x 10(+1)*2, Ve skute¢nosti jeste
konec mantisy a zacatek exponentu obsahuje nékolik nul podle toho, jak velky pamét'ovy
prostor je pro uloZeni jednoho ¢isla k dispozici. Obecné vypada zépis redlného ¢isla x takto:

x = (£1) x 0.x1x5... x¢ x 10, (1.6)

kde t je pevné zvoleny pocet ¢islic x; v mantise a b je celo¢iselny exponent v ur¢itych da-
nych mezich, byin < b < bmax. Aby byl zdpis kazdého ¢isla jednoznaény, pouziva se nor-
malizovand mantisa, u niz je x; # 0. Nejmensi kladné redlné &islo, které 1ze takto vyjadrit, je
Xmin = 10%min~1, Hodnota x i, je mez pro podteceni (underflow) — p¥i pokusu zapsat mensi
kladné ¢islo se ulozi nula. Nula se ale reprezentuje jinak, protoZe normalizovanou man-
tisou ji nelze vyjadiit. Nejvétsi &islo, které 1ze zapsat pomoci (1.6), je (1 — 10~) x 10bmax,
ProtoZe se 1 — 10~ 1i&f od 1 jen velmi nepatrné, nastavujeme mez pro pfeteceni (overflow)
jako xmax = 10Pmax. Pokud dojde v MATLABu k pokusu zapsat ¢islo, které je vétsi neZ xmax,
uloZi se hodnota Inf.

Vsimnéme si, jaké nejvétsi chyby se miizeme dopustit, kdyZ pomoci (1.6) budeme za-
pisovat ¢islo ¥ z intervalu (Xmin, Xmax). Obecné muze mit takové &islo libovolné dlouhou
mantisu:

¥=(£1) x0.x1%0 ... Xp X441 ... X 10°. (1.7)

Odectenim (1.6) a (1.7) dostaneme odhad absolutni chyby:
1% — x| = 00441 ... x10°7F <09 x 10"t = 10"

Odtud Ize vy¢ist, Ze ¢isla ve tvaru (1.6) nejsou na intervalu (Xmin, Xmax) rozloZena rovno-
mérné, ale Ze jejich ,, vyskyt je hustsi” pfi mensich hodnotach. Zabyvejme se dale relativni
chybou. Snadno zjistime, Ze

X —X
X

b—t —t —t
10 10 < 10

= =10"".
~ 0.x9xp ... xp x 100 Oxqxp...xp — 0.1

Ziskali jsme odhad relativni chyby nezavisly na hodnoté ¢isla x. Ten urcuje tzv. pocitacové
epsilon. Jestlize pfi zapisu ¢isla ¥ do tvaru (1.6) budeme na ¢islici x; zaokrouhlovat obvyk-
lym zptisobem, dostaneme odhad polovi¢ni.

V nésledujici definici pfejdeme k soustavé s libovolnym zdkladem z tak, Ze v naSich
odhadech jednoduse zménime desitkuna z .

14



1. NUMERICKE VYPOCTY A CHYBY

4 )

Definice 1.2.2 Necht’ z je pfirozené ¢islo, které udava zaklad ciselné soustavy. Pocita-
¢ové epsilon je konstanta

1
e(z,t) = 5 % 7=

kde t je pocet cifer normalizované mantisy. Konstanty, které urcuji meze pro podteceni
a pieteceni, maji tvar:
bmin_1

xmin(zz bmin) =2z a Xmax (Z/ bmax) = meax;

kde bmin a bmax jsou celociselné hodnoty pro nejmensi a nejvétsi exponent.

(. J

Vypocty se v MATLABu provadéji standardné ve dvojndsobné presnosti (double preci-
sion), kdy je pro uloZeni jednoho redlného ¢isla vyhrazeno 64 bitii (binary digits). Jeden
bit se vyuZivd pro znaménko, 52 bit pro normalizovanou mantisu (tj. ¢ = 52) a 11 bit
pro exponent (z toho si jeden bit vyzdda znaménko exponentu). ProtoZe pro dvojkovou
soustavu je z = 2, dostavame:

1
e(2,52) = 7 x 2721 = 2.220446049250313 x 10716,

Xmin(2, —29) = 27195 — 2781342323134002 x 1073%,
xmax(2,210) = 219 — 1.797693134862316 x 10°%.

[ Ptiklad 1.2.3 Provéfte v MATLABu hodnoty vypocitanych konstant. ]

Reseni: MATLAB m4 tyto hodnoty uloZeny ve standardnich proménnych eps, realmin
a realmax:

eps = 2.220446049250313e-016
realmin 2.225073858507201e-308
realmax 1.797693134862316e+308

U hodnot eps a realmax pozorujeme dokonalou shodu. Hodnota realmin odpovida 21922,

coZ je o néco vétsi ¢islo, neZ vyslo ndm. Zptisobeno je to tim, Ze v nasem vykladu jsme nesli
do tplnych detailt, napt. jsme nefekli co s nulou nebo jak vypada technika vykonédvani za-
kladnich aritmetickych operaci, kterad vse také trochu ovlivni; viz popis této problematiky
v [9] str. 45-56. VSimnéme si jesté néceho dalsitho. KdyZ se pokusime do néjaké proménné
pfifadit hodnotu konstanty realmax, dojde jiZ k pfetecent:

1.797693134862316e+308
Inf

>> number
number

Naopak, trochu mensi hodnoty nez je realmin jesté zobrazit Ize, protoZe se pfitom vy-
uziva mechanismus pracujici s nenormalizovanou mantisou:

2.225073858507201*%10~(-308-15)
1.976262583364986¢e-323
2.225073858507201*10~(-308-16)
0

>> number
number

>> number
number
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1. NUMERICKE VYPOCTY A CHYBY

~ Poznamka

Redlna ¢isla 1ze v MATLABu ukladat také v jednoduché presnosti (single precision), nebo
specidlnim zptsobem jako ¢isla celd (integer). Setii se tim pamét’. Podivejte se do ndpo-

védy na heslo datatypes. Zplisob zdpisu redlnych ¢isel v tzv. pevné fddové cdrce, o némz
se 1ze docist v nékterych starsich textech, je jiz historicky relikt.

| J

V nésledujicim pfikladu si ukdzeme feSeni tlohy, kterd je pfi jednom zptisobu vypoctu
numericky nestabilni, zatimco pfi druhém je numericky stabilni. Pfedpokladejme, Ze je
nasim tkolem vypocitat hodnoty integrala

1 i
yi:/o s dx pro i=0,1,...,8, (1.8)

Nejdiive pomoci tipravy
1 Xi + 5xi_1 1 i—1X +5 1 i—1 1
y1+5y1_1—/0 x—_|_5dX—/0 X x—+5dx—/ox dx-;

odvodime rekurentni vzorec
1 .
yi = T Syi—1 pro i=1,2,...,8. (1.9)
Pfi vypoctu budeme postupovat tak, Ze integraci vypocitdme yy a hodnoty dalsich inte-
gralt ziskdme pomoci (1.9). Zaokrouhlovat budeme na tfi desetinnd mista. Dostdvame:

Yo = /lelde = [In(x+5)]§ = 0.18232... = 0.182
y; = 1-5yp = 1—5-0.182 = 0.090,

Yo = %—5y1 = %—5-0.090 = 0.050,

y3 = 3—3—5y2 = %—5-0.050i 0.083,

Yo = }L—Sya = 31—5-0.083: —0.165.

Takto vypocitand hodnota y, je urcité nespravnd, protoZe vSechny integrdly musi vyjit
kladné. Spravnym vysledkem je y, = 0.03427 . ... Vypocet podle vzorce (1.9) je numericky
nestabilni.

Nestability se zbavime vhodnéjsi organizaci vypoctu. Rekurentni vzorec (1.9) zapiSeme
pro vypocet v opatném smeru:

1 1

Vi1 = = g]/z’ pro i=9,8,...,1 (1.10)

Startovaci hodnotu yg vypocitdme z pfibliZné rovnosti y9 = y19 = % — %yg, odkud vyjde
Y9 = 0.017. Rekurentnim vzorcem (1.10) pak dostavame:

1 1 1 1 .

g = 5 5]/9 = 15 5-0.017 = 0.019,
1 1 1 1 .
1 1 1 1 .

Yo = g—g% = 5—5-0.088 = 0.182.
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1. NUMERICKE VYPOCTY A CHYBY

Hodnota yg je pfesnd (na tfi desetinnd mista), takZe v tomto p¥ipadé byl vypocet numericky
stabilni.

Nasledujici definici zavddime pojem, kterym lze numerickou stabilitu i nestabilitu po-
suzovat.

Definice 1.2.3 Uvazujme tlohu § = U(%), kterd k pfesné vstupni hodnoté X vypocita
pfesny vysledek i/. Necht’ x je poruSend vstupni hodnota a y je odpovidajici vysledek, tj.
y = U(x). Cislem podminénosti ilohy U nazyvame kladné &islo Cyy, pro které plati

r(y)| = Culr(x)],

kde r(x) a r(y) jsou relativni chyby vstupni a vystupni hodnoty.

. J

Cislo podminénosti vyjadfuje citlivost dlohy na poruchu ve vstupnich datech. Je-li
Cu =~ 1, fikdme, Ze tloha U je dobie podminénd. Je-li Cy; velké, fikame, ze tloha U je spatné
podminénd. Pokud umime ur¢it jenom odhady relativnich chyb, stanovime ¢islo podmineg-
nosti pfiblizné:

NEIC))
Cu~ 5(x)"

Podle ¢isla podminénosti miiZeme posuzovat také citlivost tlohy na zaokrouhlovaci
chyby, které miizeme interpretovat jako dtisledek (teoretické) poc¢ate¢ni poruchy. Pti po-
¢itacovych vypoctech lze za kritickou hodnotu ¢isla podminénosti oznacit prevracenou
hodnotu pocitacového epsilon. Pokud se ¢islo podminénosti néjaké tlohy pfiblizi k této
hodnoté, 1ze ocekavat, Ze se nepodaii vypocitat smysluplné feSeni.

Piiklad 1.2.4 Urcete ¢islo podminénosti tilohy, kterou je vypocet hodnoty y,4 podle vzorct
(1.9) pti zaokrouhlovani na tfi desetinnd mista.

ReSeni: Dostavame
r(yo) = 0.18232():i.82— 0.182 ~ 0.001758,
r(ys) — 0.0342i6:1.6—|&; 0.165 = 1207,
cy = MWl - geee
r(yo)|

Vsimnéme si, Ze pfi vypoctu podle vzorce (1.9) se hodnota y;_1 ndsobi péti, ¢imZ dojde také
k pétindsobnému zvétSeni chyby. Vstupni porucha se v hodnoté y,; projevi vyndsobena
&islem 5% = 625, coz zhruba odpovid4 vypoéitanému &islu podminénosti.

Druhym piikladem numericky nestabilniho vypoctu bude feSeni soustavy linedrnich
rovnic. Uvazujme nejdiive nésledujici soustavu:

x1+099%x, = 1.99,
0.99x1 +098x, = 1.97.

Snadno ovétime, Ze pfesnym fesenim je vektor x = (1,1) T. P¥i vypoctu feseni v MATLABu
dostanem:
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1. NUMERICKE VYPOCTY A CHYBY

>> A=[1,0.99;0.99,0.98];
>> b=[1.99;1.97];
>> x=A\b
x = 1.000000000000000e+00
9.999999999999999e-01

Vysledek je stejny az na formu zapisu vyslednych hodnot. Zkusme jesté vyfesit soustavu
linedrnich rovnic s nepatrné pozménénou pravou stranou:

x1+099%,, = 1.9999,
0.99x1 +098x, = 1.9701.

Vypoctem v MATLABu dostdvame:

>> A=[1,0.99;0.99,0.98];
>> b=[1.9999;1.97011];
>> x=A\b
x = -9.503000000001016e+01
9.801000000001027e+01

Ackoliv vypocitany vysledek vypadd podezrtele, pfesné feseni jsme schopni rozpoznat. Je
jim vektor x = (—95.03,98.01) ". Ten je ale zcela jiny neZ v pfedchozim p¥ipadé, prestoZe
zména v pravych strandch byla velmi maléd a odpovidad zaokrouhlovéni, které se v tako-
vych situacich béZzné provadi. Dalsi nebezpeci se nachdzi na opa¢ném konci mantis, kde se
zacinaji vyraznéji projevovat zaokrouhlovaci chyby. Nestabilita zde souvisi s matici sou-
stavy, kterd je blizkd matici singularni — mé "téméi"linedrné zavislé fadky. Lze snadno
zkonstruovat tlohu, u niZ se zaokrouhlovaci chyby zvétsi natolik, Ze bude problém s roz-
pozndnim spravného vysledku (viz tloha niZe).

~ Kontrolni otazky

Otdzka 1. Jak se definuje absolutni a relativni chyba a jejich odhady?

Otdzka 2. Jak se chovaji chyby pfi provddéni aritmetickych operaci?

Otazka 3. Co rozumime pod pojmy pocitacové epsilon, pfeteceni a podteceni a s jakymi
¢iselnymi hodnotami souvisi?

Otéazka 4. Jak se definuje ¢islo podminénosti tlohy a jaka je jeho kritickd hodnota na
pocitaci?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Pro aproximaci x = 3.14 Ludolfova ¢isla ¥ = 3.1415926... urcete absolutni a relativni
chybu a jejich odhady.
2. Pro data z Pfikladu 1.2.2 urcete relativni chyby pfi s¢itdni, od¢itani a délend.
3. Urcete ¢islo podminénosti tilohy vypocitat yo podle vzorcti (1.10).
4. Reste v MATLABu nésledujici soustavu linedrnich rovnic a pokuste se ur¢it jeji pfesné
feSeni:
x1 +0.9999x; = 1.999999,
0.9999x1 +0.9998x, = 1.999701.
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1. NUMERICKE VYPOCTY A CHYBY

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. e(x) = 0.0015926..., ¢(x) = 0.0016, r(x) = 0.000507197, 5(x) = 0.00051.

2.Prou = x;+xjee(u) =0, |e(u)] <20,r(u) =0,|r(u)] <1.32-107°; prow = x1x3 je
e(w) = 3900, le(w)| < 15162600, r(w) = 6.79 - 1077, |r(w)| < 2.64-107>; pro z = x1/x7 je
e(z) = —2.64-1072, |e(z)]| <2.64-107>,7(z) = —2.64-107>, |r(z)| < 2.64-107°.

3. y9 = 0.0169264..., r(y9) = (y9 — 0.017) /0.017 = —0.004329,

r(yo) = (0.18232 — 0.1824) /0.1824 = —4.01758, Cyy = |*(vo)|/|7(y9)| = 0.4061.

4. Redenim vypotitanym v MATLABu je x = [—9797.029950778411,9800.009950773489] " .
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KAPITOLA

2

RESENI NELINEARNICH ROVNIC

Budeme se zabyvat numerickym feSenim nelinearnich rovnic:

f(x) =0, 2.1)

kde f je ,rozumna” funkce. ReSenim je kofen %, ktery po dosazeni do funkce f davé nulu.
O funkci je potieba néco predpokladat. Napiiklad proto, aby viibec néjaky kofen méla
nebo aby bylo moZno pouZit ur¢itou metodu atp. Tyto pfedpoklady budeme uvadét po-
stupné. Vétsina metod se bude tykat redlné funkce definované na néjakém intervalu, tj.
f : {a,b) — R. Casto je tloha postavena tak, Ze musime ur¢it i interval. Pii zobecnéni
na soustavy nelinedrnich rovnic budeme pouZzivat vektorovy zapis, kdy vektory a matice
budeme znacit tuc¢né .

U nékterych rovnic (kvadratické, goniometrické atp.) se kotfeny daji vypocitat pomoci
vzorcu. Staci ale mald zména funkce a Zddné vzorce nelze odvodit. Naproti tomu nume-
rické metody lze pouzit téméf vzdy. Jedna se o metody iteracni, které vytvareji posloupnost
aproximaci {x*} konverguijici ke kofenu % v limité:

= 7. (2.2)

,Limitovani do nekone¢na” samoziejmé neni mozné a neni ani potfeba. Kofen mtizeme
urdcit s dostate¢né velkou presnosti tieba jen po ¢tyfech iteracich.

U kazdé itera¢ni metody musime oSetfit jeji zacatek a konec. Vypocet zahajujeme zada-
nim poddtecni aproximace x°. Cim blize bude x° ke kotenu %, tim méné iteraci bude zpravidla
zapotiebi. Pro ukonéen{ vypoétu musime uréit, jak pfesné aproximuje posledni x* hodnotu
kofene x. K tomu pouZzivdme vhodné zvolené ukoncovaci kritérium. To by mélo zarucit, Ze
absolutni nebo relativni chyba mezi x* a % je nejvyse rovna zadané toleranci e > 0. ProtoZe
posuzujeme vztah mezi zndmou hodnotou x a nezndsmou hodnotou ¥, jsou ukon&ovaci
kritéria Casto jen heuristickym odhadem chyby, ktery mtiZze byt v nékterych situacich ne-
pfesny.

Kvalitu itera¢ni metody posuzujeme podle rychlosti vypoctu. Vétsinou se sleduje jen
pocet iteraci. To je ale nesprdvné, pokud porovndvané metody maji vyrazné odlisné vypo-
¢etni ndroky v jednotlivych itera¢nich krocich. V takovém pfipadé je rozumnéjsi sledovat
pocet aritmetickych operaci nebo pfimo vypocetni ¢as.
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2. RESENT NELINEARNICH ROVNIC

2.1 Urceni pocatecni aproximace

U dloh z praxe 1ze nékdy pocatecni aproximaci urcit z kontextu. JestliZe napriklad feSe-
nim rovnice madme vypocitat koncentraci néjakého roztoku, ktera je obvykle okolo 15%,
pak tuto hodnotu zvolime za pocatecni aproximaci. Neni-li takovéa informace k dispozici,
musime provést rozbor dané funkce. Vysledkem rozboru by méla byt separace kofenti do
dostatecné kratkych interval, z nichz pak pocate¢ni aproximaci volime. UkaZeme si né-
kolik obecnych ndvodd, jak postupovat u funkci jedné redlné proménné. U vektorovych
funkci je situace sloZitéjsi, protoZe jiz u dvou rovnic pro dvé nezndmé je grafem funkce
mnoZina bodti ve ¢tyfrozmérném prostoru, takZe graf nelze jednoduse znézornit.

2.1.1 Graf funkce

Kresleni grafu je u funkci jedné proménné nejjednodussi zptisob hledani kofenti. Musime
ale védét, na jakém intervalu mdme graf zndzornit. Kofeny uré¢ime jako priiseciky grafu
S X-OVOUu 0SOU.

Ptiklad 2.1.1 Nakreslete graf funkce f(x) = (x —2.35)? sin(x — 1), zajimaji-li nds koteny
z intervalu (0.5,4.5). Zjistéte, kolik jich je a uréete co nejpfesnéji jejich hodnoty.

Reseni: Pfi kresleni v MATLABu postupujeme takto:

>> x=0.5:0.01:4.5;
>> y=(x-2.35) .72.%sin(x-1);
>> plot(x,y,’r-’,x,0xy,’b-")

Obréazek 2.1: Graf funkce f(x) = (x — 2.35)%sin(x — 1) (¢ervené) a x-ové osa (modie).

Z grafu na Obrazku 2.1 uréime odhadem tii kofeny: ¥; € (0.5,1.5), ¥» € (2,2.5) a %3 €
(4,4.5). Pomoci funkce Zoom 1in, jejiz tla¢itko se nachdzi v grafickém okné MATLABu,
lze postupnym zvétSovanim odecitat hodnoty jednotlivych kofenti pfesnéji. Vse mlizeme
snadno kontrolovat, protoze z funkéniho predpisu 1ze ur¢it, Ze piresné hodnoty kofenti jsou
¥ =1, % =235, %3 = m+1 a také to, Ze kofen %, je dvojndsobny (je i kofenem prvni
derivace f'(x) = 2(x — 2.35) sin(x — 1) + (x — 2.35)% cos(x — 1)). m
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2.1.2 Rozklad funkce

Necht' f(x) = h(x) — g(x). Rozkladem funkce rozumime pifevod rovnice f(x) = 0 na
ekvivalentni rovnici h(x) = g(x). Na vhodném intervalu nakreslime grafy funkci g a h
a ur¢ime jejich priseciky. Kofeny funkce f jsou x-ové soufadnice téchto priseciki.

Ptiklad 2.1.2 Pomoci rozkladu funkce f(x) = 10cos (x — 1) — x> + 2x — 1 ur&ete polohu
jejich kotenti v intervalech délky nejvyse 0.1.

Reseni: Rovnici f(x) = 0 piepiseme do tvaru 10cos (x — 1) = x? — 2x + 1. Promyslime-li
si, jak vypadaji grafy funkci h(x) = 10cos(x — 1) a g(x) = x> — 2x + 1, podafi se ndm
snadno zjistit, Ze kresleni je vhodné provést na intervalu (—2,4):

>> x=-2:0.01:4,;

>> hx=10.*cos(x-1); gx=x."2-2%x+1;

>> plot(x,hx,’r-’,x,gx,’b-")

S , ‘ , .

Obrazek 2.2: Cervené h(x) = 10cos (x — 1), modte g(x) = x* — 2x + 1.
Dva prusetiky na Obrazku 2.2 odpovidaji kofentim % € (—1,0) a X, € (2,3). Zvétsovanim

pomoci Zoom in muzeme zjistit, ze ¥1 € (—0.4, —0.3) a ¥, € (2.3,2.4). O

2.1.3 Tabelace funkce

Tabelaci funkce rozumime vypocet tabulky funkénich hodnot. Pfedpokladdme, Ze dana
funkce je spojitd. Vyskyt kofene pozname podle znaménkové zmény u dvou sousednich
funkénich hodnot nebo nékdy pfimo podle nulové funkéni hodnoty.

Priklad 2.1.3 Tabelaci funkce z P¥ikladu 2.1.1 urcete intervaly délky nejvyse 0.1, které
obsahuji vzdy jeden koten.

Reseni: Pii vypoctu v MATLABu postupujeme takto:

>> x=0.5:0.1:4.5;
>> fx=(x-2.35) .7 2.xsin(x-1);
>> tabulka=[x’ fx’]
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ProtoZe celd tabulka je dlouhd, zapiSeme do Tabulky 2.1 jen jeji zajimavé tiseky. Jeden ko-
fen ur¢ime piesné: ¥; = 1. Dvojndsobny kofen %, (= 2.35) z tabulky nepozndme. Podle
znaménkové zmény muiiZeme stanovit interval pro tieti koten: ¥3 € (4.1,4.2). O

x  f)

0.9000 —0.2099
1.0000 0
1.1000  0.1560
2.3000  0.0024
24000  0.0025
41000  0.1273
4.2000 —0.1998

Tabulka 2.1: Tabelace funkce f(x) = (x — 2.35)%sin(x — 1).

Tento postup urc¢ovani polohy kofenti se opira o vétu, ve které se pravidlo o znamén-
kové zmeéné zapisuje jako zaporny soucin funkénich hodnot.

Véta 2.1.1 Necht f : (a,b) — R je funkce spojitd na intervalu (a, b) a plati

f(a)f(b) <O. 2.3)

Pak uvnitf intervalu (a, b) lezi aspori jeden koten rovnice f(x) = 0.

- J

~ Kontrolni otazky

Otézka 1. Co rozumime pojmem separace kofent funkce?
Otéazka 2. Nacrtnéte aspor dva podstatné odliSné obrazky znazornujici tvrzeni Véty 2.1.17?
Otazka 3. Mtize interval (a,b) z Véty 2.1.1 obsahovat pravé dva koteny?

~ Ulohy k samostatnému feseni

2

1. Proved'te separaci kofenti rovnice: x> — x — $Inx = 0.

Vysledky tloh k samostatnému fesSeni
1. Dva kofeny: %1 € (0.9,0.91), ¥, = 1.

2.2 Zkracovani intervalu

Nejjednodussi metody pro fesenim rovnice (2.1), kde f : (a,b) — R, jsou zaloZeny na po-
stupném zkracovani intervalu (a, b). Opiraji se o Vétu 2.1.1, takZe vyzaduji pouze spojitost
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funkce f a dodrzovéni pravidla o znaménkové zméné. Obsahuje-li vychozi interval vice
neZz jeden kofen, konverguji tyto metody k nékterému z nich.

Princip zkracovani intervalu vysvétlime nejprve obecné. Pfedpokladejme, Ze f je spojita
funkce na intervalu (a®,b%) C (a,b) a plati f(a°)f(b") < 0. Zvolime bod x' € (a°,b°),
ktery rozdéli vychozi interval na dvé &asti. Jako novy interval {a!,b') vezmeme tu &ast
ptavodniho intervalu, u niZ zjistime znaménkovou zménu funkénich hodnot v krajnich
bodech. MtiZe se také stat, Ze bod x! bude kofenem. Rozhodujeme se proto takto:

e je-li f(x') =0, potom ¥ = x! a vypocet ukoncime;

e je-li f(a%) f(x!) <0, polozime (a',b') = (% x1);

e je-li f(x!)f(0°) < 0, polozime (a!,b') = (x1,10).
Pokud nenastane prvni ptipad, zopakujeme v8e na intervalu (a!,b'), tj. zvolime bod x? €
(al, b1), ktery mtiZe byt kofenem, nebo pomoci ného uréime dalsf interval (a2, b?) stejnym
zpusobem. Pokrac¢ujeme-li timto zptisobem dél, mtiZe se ndm podafit najit kofen ¥ po ko-
ne¢ném poctu iteraci. To vSak nastane jen velmi ziidka. VétSinou vytvaiime posloupnosti
{ak}, {bF} a {xF} takové, Ze uvniti kazdého intervalu (a*, b¥) lezi koten %. Abychom méli
zaruteno, Ze posloupnost {x*} k nému konverguje (plati (2.2)), musime volit body x* vhod-
nym zptisobem.

2.2.1 Metoda piileni intervalu

Aproximaci kofene xk k>0, vypocitame jako stfed intervalu (ak, bk> podle vzorce:
xk . a + bk
2
ProtoZe vytvéafené intervaly se postupné puli, konvergujf jejich délky k nule. Posloupnost
sttedd {x*} proto nutné konverguje ke kofenu .
Jako ukonc¢ovaci kritérium pouZijeme nerovnost

bk —a*
<eg, 2.5
L < 25)
kde € > 0 je pozadavek na pfesnost. ProtoZe kotfen ¥ leZi uvnitf intervalu (a, b*), 1isi se od
sttedu x¥ ne vice, neZ je polovina délky intervalu. P¥i splnéni (2.5) plati:

k bk — ﬂk
< <e.
<T <
Hodnota x* je tedy aproximaci kofene # vyhovujici odhadu absolutni chyby (1.5), takze
miiZzeme psat: ¥ = x* & e. Cely algoritmus zapiSeme takto:

(2.4)

| —x

Algoritmus: Pileni intervalu
Vstup: f,a%, b0, €
Prok =0,1,... opakuj:
xk (ak k)/2;
je-li f(x¥) = 0, potom jdi na Vystup;
je-li f(a¥) f(xF) < 0, potom a* 1 = gk, b1 = &K,
je-li f(xF) f(bF) < 0, potom ak+1 = xk, pF+1 = pk;
dokud (bF —a*)/2 > e.
Vystup: ¥ = x* +e.
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( A

Ptiklad 2.2.1 Metodou ptileni intervalu feSte rovnici:

10cos (x —1) — x> +2x —1=0.

Vypotitejte koten, ktery leZi v intervalu (2.3,2.4) s pfesnosti € = 1073.

| J

Reseni: Na zadatku vypoctu polozime a° = 2.3, b® = 2.4. Sttedem prvniho intervalu je
x0 = 2.35. Tabulka 2.2 ukazuje priibéh vypoctu. Symbolem ,,+“ nebo ,—* za ¢islem uvé-
dime znaménko funkéni hodnoty v daném bodé. Viimnéme si, Ze x* nahrazuje a* nebo b*
tak, aby byla zachovdna znaménkova zména. Aproximace kofene s pfesnosti € je posledni

&islo ve sloupci x¥. Vysledek zapiseme takto: ¥ = 2.378 & 1073, O
k a* bk x* (bk —ak)/2
0 237" 24- 2.357F 0.05
1 235" 24~ 2.375% 0.025
2 2375% 2.4~ 2.3875~ 0.0125
3 2375% 2.3875~ 2.38125~ 0.00625
4 2375% 2.38125~ 2.378125" 0.003125
5 23781257 238125~ 2.3796875~  0.0015625
6 23781257 2.3796875~ 2.37890625" 0.00078125 < 1073 =€

Tabulka 2.2: Vypocet metodou pftileni intervalu.

Piiklad 2.2.2 ZapiSte metodu ptileni intervalu v MATLABu jako funkci puleni. Spust'te
ji z ptikazové fadky a poté vygenerujte data pro Tabulku 2.2.

ReSeni: V programu omezime pocet iteraci vstupni promeénnou maxk.

function [x,k]=puleni(f,a,b,epsilon,maxk)
fa=f(a); fb=f(b);
for k=0:maxk
x=(a+b)/2; pres=(b-a)/2; fx=f(x);
if pres<=epsilon, break
elseif fx==0, break
elseif faxfx<0, b=x; fb=fx;
else a=x; fa=fx;
end
end

Funkci f z pfikladu 2.2.1 zaddme jako anonymni funkci (function handle):
>> f=0(x) 10*xcos(x-1)-x"2 +2%xx-1;
Spustétni funkce puleni provedeme takto:

>> [x,k]=puleni(f,2.3,2.4,1e-3,100)
x = 2.3789
k = 6

Pokud chceme sestavit Tabulku 2.2, odmaZeme pfed spusténim funkce puleni nékteré
stfedniky (které ?) a nastavime dlouhé zobrazovani ¢isel pfikazem format long. O
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2.2.2 Metoda regula falsi

V intervalu (a*,b*), k > 0, vypotitdme aproximaci kotene x* jako nulovy bod piimky p,
ktera prochdzi krajnimi body grafu funkce f, viz Obrazek 2.3.a. Pfimka p je ddna predpi-

sem: I~ ak
p) = £ + =L oy

a jeji nulovy bod je uréen rovnici p(x¥) = 0. Odtud Ize snadno odvodit vzorec:

kK k bk —a*

Xt =a"— Wf(ak), (2.6)

ktery se pouZije ve vypoctu.
Geometricky smysl metody regula falsi zndzormiuje Obrazek 2.3.b. Ukonceni iteraci pro-
vedeme podle ukon¢ovaciho kritéria:

= <, 2.7)

kde € > 0 je poZadavek na piesnost. Poznamenejme, Ze (2.7) je kritérium heuristické, pro-
toZe neobsahuje pfimou vazbu na kofen %, a v nékterych situacich mtZe vypocet ukoncit
pfedcasné. U rychle konvergujicich metod vSak byva dostate¢né pfesné, takZe v takovych
piipadech miZzeme psat: ¥ = x* +e.

(b)
Obrézek 2.3: (a) Jeden krok metody regula fasi; (b) nékolik krokt této metody.

V zépisu algoritmu zajistime funkénost ukoncovactiho kritéria (2.7) vhodné zvolenou
hodnotou x~ 1.

Algoritmus: Regula falsi
Vstup: £, a%, b0, ¢, x 71 := a’.
Prok=0,1,... opaku]

X = b = (b5 = a¥)/ (F(F) — f(ah) Flab);

je-li f(xF) =0, potomjdi na Vystup;

je-li f(a¥) f(x¥) < 0, potom a* 1 = gk, b1 = &K,
je- hf(xk)f(b ) < 0, potom a*1 = xk, pF+1 = 1,
dokud |k — 21 > e
Vystup: # = x* te.
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[ Ptiklad 2.2.3 Metodou regula falsi vyteste rovnici z Pfikladu 2.2.1 ]

Reseni: Polozime opéta’ = 2.3, " = 2.4 anavic x ! = 2.3. V prvni iteraci vypocitdme:
X =23-(24-23)f(2.3)/(f(24) — f(2.3)) = 2.379095,

1x0 — x71 = (2.379095 — 2.3| = 0.079095.

Tabulka 2.3 zachycuje cely vypocet, ktery se fidi podobnymi pravidly jako u metody ptileni
intervalu. Vysledek zapfSeme ¥ = 2.379 £ 103, coZ je spravny zavér vzhledem k rychlé

konvergenci vypoctu. O
k ak bk xk |xk . xk—1|
0 23% 24~ 2.379095" 0.079095

1 23790957 24~ 23793637 0.000268 <1073 =¢

Tabulka 2.3: Vypocet metodou regula falsi.

Priklad 2.2.4 Zapiste algoritmus metody regula falsi v MATLABu jako funkci regfal.
Spust'te ji z pfikazové fadky a poté vygenerujte data pro Tabulku 2.3.

Reseni: Zapis funkce je velmi podobny jako u metody ptileni intervalu.

function [x,k]=regfal(f,a,b,epsilon,maxk)
x0=a; fa=f(a); fb=f(b);
for k=0:maxk
x=a-(b-a)/(f(b)-f(a))*f(a);
pres=abs(x-x0); fx=f(x);
if pres<=epsilon, break
elaseif fx==0, break
elseif faxfx<0, b=x; fb=fx;
else a=x; fa=fx;
end
x0=x;
end

Zbytek je analogicky jako v P¥ikladu 2.2.2. O

~ Kontrolni otazky

Otédzka 1. Odhadnéte kolik iteraci metody ptleni intervalu potfebujeme, aby doslo ke
zpfesnéni o jedno desetinné misto?

Otéazka 2. Pokuste se urcit situace, kdy bude metoda regula falsi konvergovat rychle
a kdy pomalu?

Otézka 3. Podrobné odvod’'te vzorec (2.6).

Otézka 4. Pro¢ nelze metodu regula falsi ukonc¢ovat podle kritéria (2.5)?
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Ulohy k samostatnému feSeni

1. Vypottéte kofeny rovnice x> — x — §Inx = 0 metodou ptileni intervalu pro € = 1073,

2. Vypoctéte kofeny rovnice z predchozi tilohy metodou regula falsi.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Vypocet zahdjime na intervalu (0.9,0.91), po &étvrté iteraci je ¥ = 0.9019 4 1073.
2. Vypocet zahjime na stejném intervalu, po &tvrté iteraci je ¥ = 0.9021 +1073.

2.3 Newtonova metoda a jeji fad

V tomto odstavci odvodime nejjednodussi variantu Newtonovy metody pro rovnici (2.1)
feSeni nelinedrnich rovnic. Kromé funkénich hodnot pouziva také hodnoty prvni derivace,
takZe jeji konvergence je velmi rychld. Zakladni varianta Newtonovy metody konverguje
lokdlné, ¢imZz méme na mysli, Ze konvergenci 1ze zarucit volbou pocate¢ni aproximace x
,dostatené blizko” u kofene ¥. Stanovime-li pro funkci f na intervalu (a, b) jisté siln&jsi
ptredpoklady, pak konvergence nastane pro kazdé x° z tohoto intervalu. V takovém ptipadé
hovotime o konvergenci globdlni.

Pfedpokladejme, Ze zndme aproximaci kofene x*~1 a chceme ur¢it dalsi (pfesn&jsi)
aproximaci x¥. Rovnici (2.1) zapi$eme na okoli bodu x*~! pomocf Taylorova rozvoje:

=1y 4 g7 ( k=1 -1y, [ (E) k=142 _
FEED 4 P - )+ I k2 2,
kde ¢ je blize neurceny bod mezi x a x¥=1. Tento tvar rovnice (2.1) linearizujeme tak, Ze
vynechdme kvadraticky ¢len na levé strang. Aproximaci x* uréime z linearizované rovnice:

FEED) + D =) =0, (2.8)

Odtud snadno odvodime vzorec pro vypocet x*:

k1
k k=1 }fv((x]cl)) . (29)

Bod x* je nulovym bodem te¢ny t(x) = f(x*=1) + f/(x*=1)(x* — x¥~1) ke grafu funkce f
vbodé (x¥71, f(x¥=1)), takZe (2.8) Ize zapsat také jako t(x¥) = 0, viz Obrézek 2.4.a. Nékolik
po sobé nasledujicich krokt Newtonovy metody je zndzornéno na Obrazku 2.4.b.

Algoritmus Newtonovy metody vyzaduje zadat funkci f, jeji derivaci f’, pocate¢ni
aproximaci x¥ a specifikovat pozadavek na ptesnost € > 0. Jako ukoncovaci kritérium
zde volime opét (2.7).

Algoritmus: Newtonova metoda
Vstup: f, f/, x, €.
Prok =1,2,... opaku;:

k= xk-1 —f(xkil)/f/(xkfl);
dokud |xF — xF=1| > €.
Vystup: # = x* te.
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23 2?2t 20

(b)
Obrazek 2.4: (a) Jeden krok Newtonovy metody; (b) nékolik krokti této metody.

[ Ptiklad 2.3.1 Newtonovou metodou vyfeste rovnici z P¥ikladu 2.2.1 pro e = 10~°. ]

Reseni: Funkce f(x) = 10cos (x — 1) — x? 4+ 2x — 1 md derivaci f/(x) = —10sin (x — 1) —
2x 4 2. Newtonova metoda je ddna pfedpisem:
ko1 10cos (xF1—1) — (A2 4241 1

k —
Xt =x , k=1,2,...
—10sin (xk-1 —1) —2xk-1 42

Potate¢ni aproximaci zvolme x° = 2.4. V prvni iteraci vypo¢itdme:

10cos (2.4 —1) —24%>4+2-24—1
—10sin (2.4 —1) —2-24 +2

xl:=24— = 2.37942798004,

|x! — 2% = |2.37942798004 — 2.4| = 0.02057201996.

Vypocet zaznamenavame v Tabulce 2.4. Vysledek zapi§eme jako = 2.379364 +1076. O

k

X k<__xk—1’

|x

k

1 2.37942798004 0.02057201996

2 2.37936459485 0.00006338519

3 2.37936459422 0.00000000062 < 107 = ¢

Tabulka 2.4: Vypocet Newtonovou metodou.

Priklad 2.3.2 Zapiste algoritmus Newtonovy metody v MATLABu jako funkci newton.
Spust'te ji z pfikazové fadky a poté vygenerujte data pro Tabulku 2.4.

Reseni: Funkci newton zapigeme v podobném duchu jako v pfedchozich p¥ikladech.

function [x1,k]=newton(f,df,x0,epsilon, maxk)
for k=1:maxk

x1=x0-f(x0)/(df (x0)) ;

pres=abs(x1-x0);
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if pres<=epsilon, break, end
x0=x1;

end

Funkci f a jeji derivaci zadame takto:

>> f=0(x) 10*xcos(x-1)-x"2 +2%x-1;
>> df=0(x) -10*sin(x-1) -2*x +2;

Spusténi funkce newton pak provedeme nasledovné:

>> [x,k]=newton(f,df,2.4,1e-6,100)

x = 2.37936459422203

k = 3
Data pro Tabulku 2.4 zobrazime, kdyZ pfed spusténim funkce newton smazeme dva stfed-
niky. 0

V Tabulce 2.4 si mtiZeme v§imnout velmi rychlé konvergence Newtonovy metody. Na-
sledujici véta ukazuje, Ze se nejednd o ndhodu.

Véta 2.3.1 (O rychlosti konvergence) Necht funkce f : (a,b) — R md spojitou druhou
derivaci f" a nenulovou prvni derivaci f’ na intervalu (a, b). Necht posloupnost {x}
pocitand podle vzorce (2.9) lezi v intervalu (4, b) a konverguje k . Potom £ je kofenem
rovnice f(x) = 0 a plati

|z — x*| < Clx — 17, (2.10)

kde konstanta C > 0 nezavisi na k.

Dtikaz: Ve vzorci (2.9) provedeme limitni pfechod:

% = lim x* = lim (xkl f(Xk1)> =X - f(f)

ke fOE) )

Odtud dostaneme f(%) = 0, takZe ¥ je kofenem rovnice (2.1). Protoze pfedpokladame
k-1

spojitost f”/, mtizeme f(x) = 0 zapsat pomoci Taylorova rozvoje v bodé x*~* jako

P + (2 - ) 4 e -2 8

kde & je bod mezi x¥~! a . Vydé&lime-li tuto rovnost f/(x*~1) a dosadime ze vzorce (2.9),

dostaneme: )

- k - k—1\2

X —x"+ (x — X ) W 0
Nakonec ozna¢ime C = maxg ye (a5 | (&) /2f'(x)| a miizeme psit:

] f"()

o = | L

2 T)

_xk71’2 < C|3€—xk|2.

=i
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Rychlost konvergence posloupnosti posuzujeme podle jejiho fadu.

Definice 2.3.1 Necht' posloupnost {x} konverguje k ¥. Rekneme, Ze konvergence je
fadu p > 1, jestliZe existuje konstanta C > 0 nezavisla na k takov4, Ze plati:

1% — 2% < Clx — x*1)P.

Ve Vété 2.3.1 jsme dokézali, Ze Newtonova metoda je druhého fadu. Tento teoreticky
vysledek potvrzuje Tabulka 2.4, kde se vZdy mezi jednotlivymi iteracemi (zhruba/aspoii)
zdvojnédsobi pocet nul za desetinou teckou. O metodach z pfedchoziho odstavce (ptileni
intervalu a regula falsi), 1ze dokdzat, Ze jsou prvniho fadu.

Poznamka

Vv,

Podrobnéjsi analyzou ditkazu Véty 2.3.1 lze ukazat, Ze Newtonova metoda bude kon-
vergovat, jestlize po¢ate¢ni aproximaci x° zvolime v n&jakém malém okoli %.

Nasledujici véta obsahuje urcity soubor pfedpokladii, pfi jejichZ splnéni konverguje
Newtonova metoda na intervalu (a, b) globélné.

4 )

Véta 2.3.2 (O globdlni konvergenci) Necht jsou pro funkci f : (4,b) — R splnény ndsle-
dujici pfedpoklady:

(i) f'je nenulové na intervalu (a, b);

(ii)) f” neméni znaménko v intervalu (a,b);

(iii) plati f(a)f(b) <O0;

(iv) plati [f(a)/f'(a)] <b—aa|f(b)/f(b)] <b—a.

Potom posloupnost {x*} potitana podle vzorce (2.9) konverguje pro libovolnou poca-
te¢ni aproximaci x° € (a, b).

- J

Posledni vétu uvadime bez diikazu, ktery ma technicky charakter. Vysvétlime jaké ne-
konvergentni situace pfedpoklady (i)-(iv) vylucuji. Pfedpoklad (i) zarucuje, Ze ve vzorci
(2.9) nedojde k pokusu délit nulou. Te¢na je v takovém piipadé rovnobéZznd s x-sovou
osou a bud’to neméa nulovy bod, nebo jich ma nekone¢né mnoho. Pfedpoklad (ii) vylu-
¢uje oscilace. Nespliiuje ho naptiklad funkce f(x) = sin x na intervalu (—7t/4, 7t/4), takze
kofen rovnice sinx = 0 nelze pomoci zdkladni varianty Newtonovy metody vypo¢itat.'
Predpoklad (iii) zarucuje existenci kofene ¥ podle Véty 2.1.1. Pfedpoklady (iv) zarucuji, Ze
posloupnost {x*} potitana podle vzorce (2.9) bude leZet v intervalu (a, b).

P¥iklad 2.3.3 Ukazte, Ze pro rovnici z Pfikladu 2.3.1 jsou na intervalu (2.3,2.4) splnény
predpoklady Véty 2.3.2

Reseni: Funkce f a jeji derivace f’ jsou uvedeny v P¥ikladu 2.3.1, druhd derivace ma tvar
f"(x) = —10cos (x — 1) — 2. V Tabulce 2.5 jsou uvedeny hodnoty f’, f”, z nichZ mtizeme
usoudit, Ze jsou splnény predpoklady (i) a (ii).

Vypoctem dostavame f(2.3)f(2.4) = —0.2564 < 0, [f(2.3)/f'(2.3)] = 0.0805 < 0.1
a|f(24)/f(2.4)] =0.0206 < 0.1, coz dokazuje splnéni zbyvajicich ptedpoklad (iii) a (iv).
Potate¢ni aproximaci x° je proto moZné zvolit na intervalu (2.3,2.4) libovolné . O

IKoten rovnice sin x = 0 lze vypocitat nap¥iklad pomoci varianty Newtonovy metody s tlumenim.
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x fy) ')
230 —12.2356 —4.6750
2.31 —12.2818 —4.5785
2.32 —12.3272 —4.4818
2.33 —12.3715 —4.3848
234 —12.4148 —4.2875
235 —12.4572 —4.1901
236 —12.4986 —4.0924
2.37 —12.5391 —3.9945
238 —125785 —3.8964
239 —12.6170 —3.7981
240 —12.6545 —3.6997

Tabulka 2.5: Tabelace prvni a druhé derivace.

Kontrolni otdazky

Otédzka 1. Jak se odvozuje vzorec (2.9) a jak ho 1ze nakreslit?
Otéazka 2. Zkuste graficky zndzornit predpoklady (i)-(iv) z Véty 2.3.2.
Otézka 3. Jakého fadu je Newtonova metoda, jak se to zapiSe a jak projevi ve vypoctu?

Ulohy k samostatnému feSeni

2 —x — §Inx = 0jsou na intervalu (0.9,0.91) splnény pted-

1. Ovéfte, Ze pro rovnici x
poklady (i)-(iv) z Véty 2.3.2.

2. Vypottéte koten z predchozi tlohy pomoci Newtonovy metody pro € = 107°.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Z tabelace f'(x) = 2x—1— 2 a f"(x) = 2+ 7—)662 zjistime, Ze na uvedeném inter-
valu je prvni derivace zdporna a druha derivace kladnd. P¥imym vypoctem dostaneme
£(0.9)£(0.91) = —3.28-10"7 < 0, |£(0.9)/f'(0.9)] =2.03-1072 < 0.01a|f(0.91)/f'(0.91)| =
8.71-107% < 0.01.

2. Zatneme-li z x° = 0.9, dostaneme ve tieti iteraci ¥ = 0.9020709 + 10~°.

2.4 Metoda prosté iterace

Vypocet kofene muzeme prevést na vypocet ,pevného bodu”. Rovnici f(x) = 0 pfepi-
Seme ekvivalentné do tvaru x — g(x) = 0, kde g je vhodnd funkce, a misto ptivodni rovnice
budeme fesit rovnici:

x = g(x). (2.11)

Cislo %, které je feSenim rovnice (2.11), se nazyva pevny bod funkce g.
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e N

Véta 2.4.1 (Brouwerova véta o pevném bodu) Necht' ¢ je spojita funkce na intervalu (a, b),
pro niz plati

¢(x) € (a,b) Vx € (a,b). (2.12)

Pak na intervalu (a, b) existuje pevny bod funkce g.

| J

Dukaz: Polozme f(x) = x — ¢(x). Pokud f(a) = O resp. f(b) = 0, pak je bevnym bodem
a, resp. b. Necht' f(a) # 0a f(b) # 0. Protoze g(a) € (a,b), plati f(a) = a — g(a) < 0. Po-
dobné 1ze ukazat f(b) > 0. Dohromady dostavame f(a)f(b) < 0, takZe existence pevného
bodu plyne z Véty 2.1.1 O

O funkai g, kterd splituje (2.12), fikdme, Ze zobrazuje interval (a, b) do sebe.
Necht' x* € (a,b) je pocate¢ni aproximace. Metodou prosté iterace nazyvame vypocet
podle pfedpisu:
=g, k=1,2,... (2.13)

Jestlize posloupnost {x*} potitand timto postupem konverguje k &islu %, pak limitnim pte-
chodem v (2.13) dostaneme, Ze X je pevnym bodem funkce g. Vychozi rovnici f(x) = 0
muZeme pievést do tvary x = g(x) raznymi zptsoby, ale jen nékteré vedou na konver-
gentni vypocet.

P¥iklad 2.4.1 Rovnici
flx):=e"—x>+1=0, (2.14)

pfeved’te do tvaru (2.11) a potitejte kotfen, ktery lezi v intervalu (—1.2, —1.1).

ReSeni: Navrhneme tfi iteracni tvary:

x = —yer+1 = Qu(x);

x = x+(—x2+1) = gx);
X = x—ex_x2+1 = gc(x)
B e — 2x = &)
Prtibéh vypoétd pro x° = —1.1 ukazuje Tabulka 2.6. Pro g, vypocet konverguje pomalu,

pro g vypocet diverguje a pro g, vypocet konverguje rychle.
|

Chovéni jednotlivych vypoct vysvétlime na zakladé analyzy metody prosté iterace.
Nejdiive si ale opét napiSeme MATLABovskou funkci, kterd provadi vypocet metody prosté
iterace.

Piiklad 2.4.2 Zapiste algoritmus metody prosté iterace v MATLABu jako funkci mpi
a provéite, Ze Tabulka 2.6 obsahuje spravné hodnoty.

Reseni: Zapis funkce mpi vypad4 takto:
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koo =go(x*1) aF =g (6 ) xF =g (dF )
0 —1.1 —-1.1 —-1.1

1 —1.1545003 —0.9771289 —1.1485105

2 —1.1468282 —0.5555196 —1.1477578

3 —1.1478861 +0.7096523 —1.1477576

4 —1.1477398 +3.2393301 —1.1477576

5 —1.1477600 +19.262693

6 —1.1477572 00

7 —1.1477576

8 —1.1477576

Tabulka 2.6: Metoda prosté iterace.

function [x1,k]=mpi(g,x0,epsilon,maxk)
for k=1:maxk

x1=g(x0);

pres=abs(x1-x0);

if pres<=epsilon, break, end

x0=x1;
end

Funkce g4, gy @ §c zaddme timto zptisobem:

>> ga=0(x) -sqrt(exp(x)+1);
>> gb=0(x) x+exp(x)-x~2+1;
>> gc=0(x) x-(exp(x)-x~2+1)/(exp(x) -2%x);

Spusténi funkce mpi pro g, pak provedeme ndsledovné:

>> [x,k]=mpi(ga,-1.1,1e-7,100)
x = -1.147757625654078
k™= 8

Data pro prvni sloupec Tabulky 2.6 se ziskaji odmazdnim jednoho stfedniku pfed spuste-
nim vypoctu funkce mpi. Podobné se postupuje s funkcemi g, a g¢ O

Pfi studiu konvergence metody prosté iterace se pouZziva pojem kontrakce.

e N

Definice 2.4.1 Funkce g se nazyva kontrakce na intervalu (a, b), jestlize existuje konstanta
L,0 < L <1, takova, ze

§(x) —g(W)| < Llx—y| Vx,y € (ab). (215) |

N\

Véta 2.4.2 Necht' g je kontrakce na intervalu (a,b), kterd zobrazuje tento interval do
sebe. Pak na intervalu (a,b) existuje jediny pevny bod ¥ funkce g. Navic posloupnost
{x*} vypotitana podle ptedpisu (2.13) konverguje k ¥ pro kazdou potate¢ni aproximaci
x0 € (a,b).

(& J
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Dtikaz: Funkce, kterd je kontraktivni, je také spojita. Existence pevného bodu proto plyne
z Véty 2.4.1. Jednoznac¢nost dokdZeme sporem. Necht' ¥ je dalsi pevny bod g. Pomoci (2.15)
dostaneme

X — x|,

[*— %[ =g(x) —g(¥)| < L
odkud (1 —L)|# — %| < 0. Protoze 1 — L > 0, dostdvame ¥ = X. Zbyvé dokézat, Ze po-
sloupnost {x¥} vypotitana podle pfedpisu (2.13) konverguje k . Podle (2.15) je

o — x| = g(* ) —g(®)| < LK - 1],
odkud plyne
|xF — x| < LK) — x|, (2.16)
Protoze L € (0,1), je limy_ L¥=0,a proto limy_,, |xk — x| =0. O
V konkrétnich situacich je zpravidla nesnadné dokézat, Ze dana funkce g je kontrakce.
Jednodussi je ovéfovat nasledujici silnéjsi predpoklad:
necht ¢ ma v (a,b) derivaci a

JL € (0,1) tak, ze |¢'(7)| < L Vny € (a,b). (2.17)

Véta 2.4.3 Necht' ¢ je spojitd funkce na (a,b), kterd zobrazuje tento interval do sebe
a splituje (2.17). Pak plati tvrzeni Véty 2.4.2.

Dtikaz: Pomoci véty o stfedni hodnoté diferencidlniho poc¢tu dostavame

18(x) =g = Ig' ()] lx —y| < Llx—yl,

kde 77 € (x,y). Funkce g je proto kontrakce na intervalu (a,b) a Véta 2.4.3 je tak dtisledkem
Veéty 2.4.2 -

Nasledujici poznamka dava ndvod, jak rozhodnout o konvergenci metody prosté ite-
race.

~ Pozndmka

Je-li ¢&islo
M, = max |¢'(x
¢ = max [(x)
mensi neZ jedna, pak miZeme poloZit L = M, a funkce g bude kontrakce na intervalu
(a,b). Rychlost konvergence lze posoudit podle velikosti L. Vztah (2.16) totiz ukazuje,
Ze vypocet bude konvergovat rychleji pro mensi hodnoty L.

( )

Pfiklad 2.4.3 Rozhodnéte o konvergenci metody prosté iterace u itera¢nich tvart z Pii-
kladu 2.4.1.

J
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ReSeni: Derivovdnim g,, g a g dostaneme

ge(x)

ex

2v/ex +1°

14 e* —2x,
(¥ —x%+1)(e* —2)

(e¥ —2x)2

Tabulka 2.7 obsahuje absolutni hodnoty téchto derivaci na intervalu (—1.2, —1.1). Odtud
Mgu = 0.1442, Mgh = 3.7012 a Mgc = 0.0323. Protoze Mgb > 1 iteracni tvar b) diverguje.
Pro itera¢ni tvary a) resp. c) mtzeme polozit Ly, = Mg, resp. L. = My, takZe funkce g,
a gp jsou kontrakce a metoda prosté iterace konverguje. ProtoZe Ly, < Lg,, je konvergence

rychlejsi u itera¢niho tvaru c).

O

g lgp(¥)] [ge(x)]
~1.2000 0.1320 3.7012 0.0323
~1.1875 0.1335 3.6800 0.0248
~1.1750 0.1350 3.6588 0.0172
~1.1625 0.1365 3.6377 0.0094
~1.1500 0.1380 3.6166 0.0014
~1.1375 0.1395 3.5956 0.0067
~1.1250 0.1410 3.5747 0.0149
~1.1125 0.1426 3.5537 0.0233
~1.1000 0.1442 3.5329 0.0319

Tabulka 2.7: Posouzeni rychlosti konvergence metody prosté iterace.

Kontrolni otiazky

Otazka 1. Co nazyvame pevnym bodem funkce? Jak se pevny bod pocita?
Otédzka 2. Cim je zaruc¢ena konvergence metody prosté iterace?
Otéazka 3. Jaky je vztah mezi metodou prosté iterace a Newtonovou metodou?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Pro rovnici x?

—x— &Inx = 0 mtZeme psat x = x

hodnotu konstanty M, na intervalu (0.9,0.91).
2. V predchozi dloze vypocitejte pevny bod s ptesnosti € = 10~°.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Z tabelace ¢'(x) = 2x — £ zjistime, ze My = L = 0.8781.

2. Zaéneme-li z x° = 0.9, dostaneme ve 38-mé iteraci x>® = 0.9020659 a plati [ —

0.00000086 < e.

2 glogx =: g(x). Vypoditejte

7| =
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KAPITOLA

3

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC:
PRIME METODY

3.1 Formulace alohy

Ptimé metody feSeni soustav linedrnich rovnic jsou zaloZeny na eliminaci neznamych. Vy-
chozi myslenka spoc¢iva v tom, Ze z nékteré rovnice vyjadiime jednu neznamou a dosadime
ji do ostatnich rovnic tak, aby soustava po eliminaci byla snédze feSitelna neZ soustava pti-
vodni. Zakladni algoritmus tohoto typu je Gaussova eliminacni metoda. V maticovém zapisu
ji odpovida LU-rozklad matice. Charakteristickym rysem pfimych metod je vypocet (pres-
ného) feSeni po kone¢ném poctu eliminaci, tj. po kone¢ném poctu aritmetickych operaci.

V pfedchozich odstavcich jsme fesili rovnici f(x) = 0. Nejjednodussim pfikladem je
linedrn{ rovnice ax = b. Je-li a # 0, mtiZeme feSeni zapsat ve tvaru x = a~'b. Nyni se
budeme zabyvat zobecnénim této tlohy:

Necht' A = (a;j) je dana ¢tvercova matice ¥adu n s prvky a;; a necht' b = (b;) je
dany sloupcovy vektor s n prvky b;,i = 1,...,n,j = 1,...,n; hleddame sloup-
covy vektor x takovy, Ze

Ax =b. (3.1)
Oznacime-li x; prvky vektoru x, pak mtiZeme rovnici (3.1) zapsat jako soustavu linear-

nich rovnic:

a11x1 + apxy + - - +apx, = by, )

Ap1X1 + axnxy + - - - + ax,xy = by,

Ap1X1 + Ap2X2 + -+ - + ApnXy = by.
)

Pro existenci jediného feSeni rovnice ax = b musi byt a # 0. Analogicky pfedpoklad je
potfeba i pti feSeni rovnice (3.1). Timto pfedpokladem je nenulovost determinantu matice
A, tj. det A # 0. Matice A, kterda ma nenulovy determinant se nazyva requldrni, v opatném
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pfipadé se nazyva singuldrni. Ke kazdé regularni matici A existuje jedind inverzni matice
A1, proniz plati AA™! = A7'A = I, kde I je matice jednotkova. Je-li matice A regularni,
pak mtizeme obé strany rovnice (3.1) vynésobit inverzni matici A~ tj. A"} (Ax) = A~ 'b.
Protoze A"!1(Ax) = (A7'A)x = Ix = x, dostdvame

x=A"'b. (3.2)

Tento vzorec dava ndvod jak vypocitat feSeni.

( )

Ptiklad 3.1.1 Pomoci vzorce (3.2) vyfeste soustavu linedrnich rovnic:

X1+x24+x3 = 6,

2x1 +4x +2x3 = 16, (3.3)
—X1+5xp) —4x3 = 3.
Reseni: ProtoZe
13 3 1
1 1 3 T3 03
A= 2 2 |, At=[ -1 1 o
_ _ 7 1
15 —4 -z 1 -3
(stadi ovetit A~1A = I), dostdvame fedeni
13 3 1
3 T2 3 6
— 1 —
7 1 _
-5 1 —3 3

Poznamka

U rozsahlejSich soustav linedrnich rovnic je pouZiti vzorce (3.2) neekonomické, protoZe
nalezeni inverzni matice vyZaduje velké mnoZzstvi vypoctt.

~ Kontrolni otiazky

Otéazka 1. Kdy je matice regularni a kdy je singularni?
Otéazka 2. Pripomerite si metody vypoctu determinantu a inverzni matice.

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. UvaZujme soustavu linedrnich rovnic

—x1 —3xp +2x3 = -9,
—6x17 — 19x + 10x3 —59,
3X1 + 9x2 — 5£>C3 = 28.

Vypoctéte inverzni matici a soustavu vyteste pomoci vzorce (3.2).
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Vysledky tloh k samostatnému fesSeni

1.
-1 -3 2 5 3 8 2

A=| -6 =19 10|, A'=|0 -1 =2 |, x=1| 3

3 9 -5 3 0 1 1

3.2 Gaussova elimina¢ni metoda

Pro jednoduchost budeme uvaZovat soustavy linearnich rovnic s reguldrni matici. Nejdfive
si Gaussovu elimina¢ni metodu pfipomeneme na pfikladu. Soustavu linedrnich rovnic
(3.3) miZzeme zapsat ve tvaru:

11 1 X1 6
Ax =Db, ftj. 2 4 2 x | = 16 |. (3.4)
-1 5 —4 X3 -3
V prvni fazi eliminujeme v prvnim sloupci. Prvni rovnici vyndsobime &islem mp; = —2

resp. m3; = 1 a pficteme ke druhé resp. tfeti rovnici. Dostaneme:

11 1 X1
A1X = bl, t] 0 2 0 X2 = 4
0 6 -3 X3

Ve druhé fazi eliminujeme ve druhém sloupci. Druhou rovnici vyndsobime ¢islem m3zp; =
—3 a pfic¢teme ke tfeti rovnici. Dostaneme:

11 1 X
A2X:b2, ‘Lj 0 2 0 X2 =
0 0 -3 X3 -9

Posledni soustavu s horni trojithelnikovou matici budeme zapisovat jako Ux =y, tj. U = Ay,
y = by. Pro lep$i nazornost pouZzijeme zapis po rovnicich:
X1 +x24+x3 = 6,
—3x3 = —9.
Odtud x3 =3,xp =2ax; = 1.

V pfikladu jsme vidéli, Ze vypocet Gaussovy elimina¢ni metody lze rozdélit na dvé
odlisné casti:

e doprednyj chod je Gprava vychozi soustavy Ax = b na soustavu Ux = y s horni troja-
helnikovou matici U;

o zpétny chod je vypocet feSeni ze soustavy Ux = y.
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3.2.1 Zpétny chod

UvaZujme soustavu linedrnich rovnic Ux = y s horni trojahelnikovou matici U = (u;;),
ujj = 0,1 > j, a vektorem pravé strany y = (y;). ZapiSeme-li tuto soustavu po jednotlivych
rovnicich, dostaneme

U11X1 + URX + -+ U Xy = Y1,

UpXp + + -+ + UuXy = Y2,

Vypocet feSeni x = (x;) se provadi postupnym dosazovanim "od konce".
1

Algoritmus: Zpétny chod

Vstup: U = (ui]-), y = (v;).

Xy = Yn/ Unn.

Proi =n—1,...,1 pocitej i-tou nezndmou:
Xi = (Yi — WinXn — . — Ujip1Xi41) / Uij.-

Vystup: x = (x;).

Vsimnéme si poctu operaci. Pfi vypoctu i-té neznamé potfebujeme provést jedno déleni
a n — i od¢itani a ndsobeni. Celkovy pocet operaci je

1
;[1—1—2(71—1')] = n? = O(n?).

3.2.2 Dopfedny chod

Dopfedny chod Gaussovy elimina¢ni metody méd n — 1 fdzi. V k-té fazi, 1 < k < n -1,
se provadi eliminace v k-tém sloupci matice. Pro jednoduchost budeme pfedpokladat, Ze
neni potieba ménit poradi fadkt tak, jak tomu bylo v naSem tvodnim piikladu. Na tomto
pfikladu by si mél ¢tenat také ilustrovat vSechny niZe uvedené pojmy:.

(k)

Prvky matice na zac¢atku k—té fdze oznacime a;;’ a prvky vektoru pravé strany a

7
(1) (1)

i Ayl = b;). Eliminace provadime v k-tém sloupci matice pod

(k)

jejim diagonalnim prvkem a;,’, kterému fikdme hlavni proek k-té fize. Nejdiive pocitdme
multiplikdtory k-té fize

(k)

in+1 (na

zacatku 1. faze je a

40

mwz—{%,i=k+L”qn (3.6)
Ak

a pak pfi¢teme m;-ndsobek k-tého fadku k fadku i-tému, ;.
(k+1)

LZZ»]

k)

= ”5] —l—m,-kal(;), j=k+1,...,n+1,

proi=k+1,...,n+1.
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Algoritmus: Dopfedny chod
Vstup: A = (a;;), b = (b;).

. g 0
ij = Gijr Ay -
Prok=1,...,n —1proved k-tou fazi:

Proi =k+1,...,n pfic¢ti m;-ndsobek k-tého ¥adku k i-tému rfadku:

a :bi,i,j:1,...,1’l.

= — g% /0.
Mi 2= — @i [ Ay s
Proj=k+1,...,n+1 proved’ pficitani v j-tém sloupci:
k+1 k k
“z(ﬁ )= azgj) + Mk “i(q)-

Poloz u;; := ag].") proi < j,uj:=0proi>jy;:=a

Vystup: U = (ui]-), y = (¥i)-

(n)

in+l’i’j:1""’n'

Ze vzorce (3.6) je vidét, Ze hlavni prvek musi byt nenulovy. Pokud neni, provedeme na
zacatku k-té faze vybér hlavniho proku. Tomu se budeme vénovat v dal$im odstavci. VSim-
néme si jesté poctu operaci. V k-té fadzi musime provést n — k déleni pfi vypoctu multiplika-

tort. Kromé toho pocitame (n — k)(n —k+ 1) prvka agcﬂ) pomoci dvou operaci (ndsobeni
a scitani). Celkovy pocet operaci je proto
n—1
2 1 1
Y ln—k)+2(n—k)(n—k+1)] = §n3 - §”2+ 3

k=1

Pro velké n pfevazuje v poslednim vyrazu ¢len $n°. Rikdme, Ze doptedny chod Gaussovy
elimina¢ni metody vyZzaduje O(3n3) operaci.

3.2.3 Vybér hlavniho prvku

Cilem je vybrat hlavni prvek tak, aby jeho absolutni hodnota byla maximalni. V prvni fazi
dopredného chodu se za hlavni prvek vybere v absolutni hodnoté nejvétsi ¢islo z prv-
niho sloupce matice. Eliminace se pak provedou ve vSech fadcich neobsahujicich hlavni
prvek. V k-té fazi se cely vypocet omezi na fadky, v nichz dosud hlavni prvek nebyl vybran.
Nejprve se jako hlavni prvek vybere v absolutni hodnoté nejvétsi z ¢isel lezicich v k-tém
sloupci a pfisludnych fadcich a pak se provedou eliminace ve zbyvajicich fadcich.

Tento postup lze prehledné provadét pomoci prehazovani fadkd. Do algoritmu do-
pfedného chodu sta¢i na zacatek k-té faze vsunout nésledujici doplnék:

Najdi p, p > k, takové, Ze \ag;()] = max{|a§,f)|, i>k};
Prohod’ p-ty a k-ty fadek matice v k-té fazi.

Algoritmus dopfedného chodu s vybérem hlavniho prvku lze provést pro kazdou regu-
larni matici. Poznamenejme jesté, Ze piehazovani fadkii neni nutné a v efektivnich poci-
tacovych implementacich se neprovadi. Je jen potfeba uchovavat informaci o tom, ktery
fadek obsahoval hlavni prvek v k-té fazi. Tato informace umoZziiuje definovat permutaéni
matici, o které budeme mluvit pozdéji.

Piiklad 3.2.1 Soustavu linedrnich rovnic (3.4) feSte pomoci Gaussovy elimina¢ni me-
tody s vybérem hlavniho prvku. Pfehazujte pfitom fadky.
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ReSeni: Vybér hlavniho prvku a eliminace v prvni fazi:

2 4 2 X 16 2 4 2 X 16
11 1 v | = 6 1,10 -1 o n | = -2
15 —4 X3 -3 0 7 -3 X3 5

Vybér hlavniho prvku a eliminace ve druhé fazi:

2 4 2 x1 16 2 4 2 x1 16
0 7 -3 xn |=| 5|,]07 -3 n |=| 5
0 -1 0 X3 —2 00 -3 X3 -2

Zpétnym chodem vypocitdime x3 =3, xp =2ax; = 1.

~ Kontrolni otazky
Otéazka 1. Z jakych ¢asti se sklada algoritmus GEM a jak jsou vypocetné narocné?
Otéazka 2. Proc¢ se provadi vybér hlavniho prvku?

~ Ulohy k samostatnému fe$eni
1. Soustavu linedrnich rovnic
—x1—3x2+2x3 = -9,
—6x1 —19x2 +10x3 = -59,
3x1+9xp) —b5x3 = 28

feSte pomoci GEM bez vybéru a s vybérem hlavniho prvku.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Resenim je vektor x = (2,3,1) .

3.3 LU-rozklad

UkéaZeme, Ze Gaussovu elimina¢ni metodu lze na maticové trovni zapsat jako LU-rozklad.
K reguldrni ¢tvercové matici A budeme hledat dolni trojihelnikovou matici L a horni troj-

thelnikovou matici U takové, aby platilo
A=LU.

Zatneme piikladem s matici soustavy (3.4). NavdZeme pfitom na piiklad ze zacatku
Odstavce 3.2, kdy jsme pomoci dopfedného chodu vytvofili z A v prvni fazi A; a ve druhé

fazi Az:

11 1 11 1 11 1
A= 24 2|, Aq=102 01|, A= 02 O
-1 5 —4 0 6 -3 00 -3
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ProtoZe A; je horni trojihelnikovd matice, polozime U = A,. Zbyva ukézat, jak vypada
dolni trojuhelnikovd matice L. Prvni fazi zapiSeme jako ndsobeni matici M;, kterou sesta-
vime z multiplikatorta mp; = —2amgz; = 1:

1 00 100
A1 = MlA, kde M1 = maq 10 = -2 10
ms3y 01 1 01

Podobné druhou fazi zapiSeme jako ndsobeni matici My, kterd je ur¢ena multiplikatorem
mszp = —3:

1 0 0 1 00
Ay = MA;, kdeMp=[ 0 1 O0]=10 10
0 msp 1 0 -3 1

Dosazenim dostaneme U = A, = M)M;A a odtud A = M7 1M2_ lU. 7d4 se, 7e matice L
by mohl byt soucin My’ M, 1. Musime ale je3té ovéfit, Ze se jedna o dolni trojihelnikovou
matici. Nejdfive si vSimnéme, Ze inverzni matice M; la M, ! maji tvar

1 00 100

Mil=| -my 10]|=( 210],
—m3101 -1 0 1
1 0 0 100

My'=|0 1 0]=|010
O—m321 0 31

(staci oveétit, ze plati My M; =1a M, M, =1). Vynédsobenim dostaneme

1 0 0 1 00
M;M,'=( -my 1 0]=( 2 10
—m31 —MN3zp 1 -1 3 1

Proto mtzeme polozit L = M} ™M, ! aplati

1 00 11 1
A= 2 10 02 0
-1 31 00 -3

Uvedeny postup lze zobecnit pro matici libovolného fadu n.

e N

Véta 3.3.1 Necht’ A je matice fadu 7, kterou lze dopfednym chodem bez vybéru hlav-
niho prvku upravit na horni trojihelnikovou matici U. Necht my, k = 1,...,n —1,
i = k+1,...,n jsou multiplikdtory k-té faze, z nichz vytvofime dolni trojihelnikovou
matici L = (Ij) tak, ze [y = —my, i >k, l; =1alyx =0, i < k. Potom plati

A=LU

| J

Z predchoziho odstavce vime, Ze dopfedny chod bez vybéru hlavniho prvku nelze pro-
vést pro kazdou matici A. Obecny tvar LU-rozkladu proto obsahuje jesté permuta¢ni ma-
tici, kterd popisuje prehazovani fadkt, k nimZ dochézi pfi vybéru hlavniho prvku.
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Véta 3.3.2 Necht’ A je regularni matice fddu n. Pak existuji dolni trojihelnikovd matice
L, horni trojihelnikovd matice U a permutacni matice P fddu n takové, Ze

PA = LU. (3.7)

Dtikaz: Princip diikazu je nasledujici. Pfehazovani fadki v priibéhu dopfedného chodu
se zaznamend v permuta¢ni matici P. Jestlize se vratime na zacatek a vytvorime PA (4.
pfehodime fadky matice A tak, jak to vyZaduje pribéh vypoctu), pak miizeme pro tuto
matici najit jeji LU-rozklad podle Véty 3.3.1, protoZe pfitom piehazovani fddku jiz nebude
potteba. O

Pti praktickém vypoctu LU-rozkladu (3.7) postupujeme napiiklad takto:
e vytvoiime pomocné matice U =A,P=Tal=1;

e v matici U provadime dopfedny chod s vybérem hlavniho prvku;

e v matici P pfehazujeme fadky stejné jako v matici U;

e do matice L zapiSeme v kazdé fazi multipliktory (s opaénymi znaménky) a pii pte-
hozeni fadka v U pfehodime v L fadky i sloupce;

e nakonec dostdvéime P =P, L=LaU="U.

Priklad 3.3.1 Vypoctéte LU-rozklad (3.7) pro matici
11 1
A= 2 4 2.
-1 5 —4
Reseni
1 1 1 100 100
U= 2 4 2 |, P=|010],L=]010
-1 5 —4 0 01 01
Vybér hlavniho prvku v prvni f4zi:
2 4 2 010 100
U=| 1 1 1 |, P=]100(, L=]0
-1 5 —4 0 01 0
Eliminace v prvni fazi s multiplikatory mp; = —% amg = %:
2 4 2 010 100
U=|0-1 0 |, P=|100]|, L= 110
0 7 -3 001 —3 01
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Vybér hlavniho prvku ve druhé fazi:

2 4 2 010 100
U=|0 7 3|, P=|001|, L=| 310
0 -1 0 100 101
Eliminace ve druhé f4zi s multiplikdtorem m3, = %:
2 4 2 010 1 00
U=(07 3|, P=|001]|, L=(-% 10
3 1 1
0 0 —= 100 5 —% 1
VysledekjeP=P,L=LaU="0. m
~ Kontrolni otazky
Otazka 1. Jak souvisi LU-rozklad s GEM?
Otéazka 2. Jak se provadi vypocet LU-rozkladu?
~ Ulohy k samostatnému fe$eni
1. Pro matici
-1 -3 2
A= -6 =19 10
3 9 -5
vypoctéte LU-rozklad A = LU.
2. Pro matici z pfedchozi tilohy vypoctéte LU-rozklad PA = LU.
3. Jakéd je vypocetni naro¢nost LU-rozkladu?
Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1.
100 -1 -3 2
L= 6 10|, U= 0 -1 -2
-3 01 0 0 1
010 1 00 -6 —19 10
P=|001]|, L=| -3 10|, U= 0 —3 0
1 1 1
100 : —3 1 0 0 3

3. Vypocetni naro¢nost je zhruba stejnd jako u dopfedného chodu GEM. Objem vypoctu
se zmensil o tpravu vektoru pravé strany, coz predstavuje O(n?) operaci. Plat{ O(3n%) —

O(n?) = O(3n®).
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3.4 Pouziti LU-rozkladu

Pomoci LU-rozkladu lze fesit tradi¢ni dlohy linedrni algebry: feSeni soustavy linedrnich
rovnic, vypocet inverzni matice, vypocet determinantu a fadu dalsich dloh. V podstaté jde
jen o pouziti Gaussovy elimina¢ni metody, takZe na prvni pohled se mtZe zdat, zZe tim
neziskame nic nového. Ve skutecnosti je pouziti matic L, U a P velmi vyznamné z meto-
dického hlediska. Vypocty 1ze prehledné uspotfddavat tak, aby vysledna podoba urcitého
algoritmu byla optimdlni z pohledu minimalizace vypocetnich ndrokt. Dalsi pfednosti
je fakt, Ze manipulace s LU-rozkladem pfedstavuje procedurdlni programovani zapsané
v terminologii matic. Algoritmy, které uvedeme niZe, jsou kostry pocitatovych programii,
kde stac¢i operace s maticemi nahradit pfisluSnou programovou procedurou.

3.4.1 ReSeni soustav linearnich rovnic

UvaZzujme soustavu linedrnich rovnic
Ax=Db

s reguldrni ¢tvercovou matici fadu n a pfedpokladejme, Ze P, L a U jsou matice, které tvofi
LU-rozklad PA = LU. Plati ndsledujici ekvivalence:

Ax=b & PAx=Pb <& LUx=Pb.
Posledni rovnici rozloZime s vyuZitim pomocné proménné y na dvé rovnice
Ly =Pb, Ux=y

a dostdvame néasledujici algoritmus.

Algoritmus: Reseni soustav linedrnich rovnic

Vstup: A, b.

Krok 1: Vypocti matice P, L a U, které tvofi LU-rozklad PA = LU.
Krok 2: Vytes soustavu linedrnich rovnic Ly = Pb.

Krok 3: Vytes soustavu linedrnich rovnic Ux = y.

Vystup: x.

ProtoZe matice L a U jsou trojihelnikové, stati u krokt 2 a 3 provést 20 (n?) operaci.
Krok 1 je podstatné pracnéjsi, vyZaduje totiz O(%ng’ ) operaci. Podrobnym rozborem se dé
ukdzat, Ze pracnost celého algoritmu je naprosto stejna jako pracnost Gaussovy elimina¢ni
metody.

\

Pi¥iklad 3.4.1 Pomoci LU-rozkladu PA = LU feSte soustavu

11 1 X 6
2 4 2 n | =] 16
~15 —4 X -3

Reseni: LU-rozklad pro matici této soustavy jsme vypo&itali v P¥ikladu 3.3.1:

010 1 00 2 4 2
P=(001]|,L=| -3 10|, U=|07 =3 |. (3.8)
1 1 3
100 1 -1 00 —3
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Pro druhy krok algoritmu potfebujeme pfipravit pravou stranu pomoci permutace

010 6 16
Pb=| 0 0 1 16 | =| -3
100 -3 6
Mame tedy fesit soustavu
1 00 731 16
-3 10 v | = -3
2 -7 1)\ 6
Odtud postupné vypocitdme y; = 16,2 = Say3 = —%. Soustava ve tfetim kroku algo-
ritmu ma tvar
2 4 2 X1 16
07 -3 Xy | = 5
3 9
00 -7 X3 -7
Z ni postupné vypocitame feSeni x3 =3, xp =2ax; = 1. O

3.4.2 Vypocet inverzni matice

Pfipometime, Ze pro inverzni matici plati AA~! = I. Oznac¢ime-li al!) i-ty sloupec matice
inverznf A~! a e(!) i-ty sloupec matice jednotkové I, pak mtizeme uvedenou rovnost zapsat
jako A(a(V,...,aM) = (e(V),. .., e(™) a po roznasobeni jako

I
—~
(¢)
—
—
—
~
~
(¢)
—
=
=
~—

(AaV, ..., AaM)

ProtoZe matice je u v8ech soustav stejnd, staci pfijejich feSeni vypocitat LU-rozklad jenom
jednou.

Algoritmus: Vypocet inverzni matice
Vstup: A.
Krok 1: Vypocti matice P, L a U, které tvofi LU-rozklad PA = LU.
Proi =1,...,n vypocti i-ty sloupec inverzni matice:
Krok 2: Vyies soustavu linearnich rovnic Ly = Pb, kde b = e(?;
Krok 3: Vyfes soustavu linedrnich rovnic Ux = y a poloz al) = x.
Vystup: A~! = (aV),...,a(").

Vypocetni ndroénost je O(3n3) v kroku 1 a n-krat 20 (n?) v krocich 2 a 3. Celkem tedy
vyZaduje algoritmus O(§n3 ) operaci, coz je zhruba ¢tytikrat vic nez pfi feSeni soustavy
linedrnich rovnic.
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~

Priklad 3.4.2 Vypottéte inverzni matici A~! k matici

11 1
A= 2 4 2
-1 5 —4

J

|

Reseni: LU-rozklad tvoii matice (3.8). Podle algoritmu dale pocitdme postupné jednotlivé

sloupce inverzni matice.
Pro i = 1 v kroku druhém fesime Ly = P(1,0,0) ':

-3 10 v |=|10]| = y=|0
3 -7 1 Y 1 1

Pro i = 1 v kroku tfetim feSime Ux = y:

2 4 2 x1 0 2

07 -3 xn | =10 — x=| -1 [ =aW.
3

00 -3 X3 1 -1

Pro i = 2 v kroku druhém fesime Ly = P(0,1,0) ":

1 00 i 1 1
-1 10 v |=1]0 = y=| 3
1 1 -3
7 7 1 Y3 0 7

Pro i = 2 v kroku tfetim feSime Ux = y:

2.4 2 X1 1 —3
07 -3 x, | = : — x= 1= a?.
00 -3 X3 =3 1
Pro i = 3 v kroku druhém fesime Ly = P(0,0,1) "
1 00 v1 0 0
-3 10 w | =1 — y=|1
5 =7 1) \us 0 7
Pro i = 3 v kroku tfetim fesime Ux = y:
2 X1 0 %
-3 x | =11 = x= 0 | =a®.
3)\s) 3 =

48



3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC: PRIME METODY

Vypocitali jsme inverzni matici:

B3 _3 1

3 T2 3

A l=(@W,a® bty =] 1 I 0
7 1

-3 1 =3

3.4.3 Vypocet determinantu

Pouzijeme jedno ze zédkladnich pravidel pro poc¢itdni s determinanty, které fikd, Ze determi-
nant ze soucinu (¢tvercovych) matic se rovnd soucinu jejich determinantt. JestliZe matice
P, L a U tvofi LU-rozklad PA = LU, pak miiZeme psét

detA = (detP)"!-detL-detU.

Determinanty trojihelnikovych matic vypocitame snadno jako souciny jejich diagonalnich
prvka. Determinant permutacni matice je +1, resp. —1 podle toho, jestli vznikla z jednot-
kové matice sudym, resp. lichym poctem pfehozeni fadki.

[ Ptiklad 3.4.3 Vypocitejte determinant matice A z Ptikladu 3.3.1 ]

Reseni: Pomoci vysledku Piikladu 3.3.1 dostdvame

detL = 1-1-1 =1,

detU = 2-7-_—3 = —6.
7
ProtoZe pfi vypoctu LU-rozkladu doslo ke dvéma zdméndm fadkd, bude detP = 1. Cel-
kemijedetA=1-1-(—6) = —6. O

~ Kontrolni otiazky

Otéazka 1. Jak se pomoci LU-rozkladu fesi soustava linedrnich rovnic?
Otézka 2. Jak se pomoci LU-rozkladu po¢ita inverzni matice?
Otdzka 3. Jak se pomoci LU-rozkladu po¢itd determinant?

~ Ulohy k samostatnému fe$eni
1. Soustavu linedrnich rovnic
—x1 —3x+2x3 = -9,
—6x17 — 19x5 + 10x3 —59,
3x1+9xp, —5x3 = 28

feSte pomoci LU-rozkladu A = LU.
2. Soustavu linedrnich rovnic z prvni tlohy feste pomoci LU-rozkladu PA = LU.
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3. Pro matici

-1 -3 2
A= -6 —-19 10
3 9 -5

vypoctéte inverzni matici pomoci LU-rozkladu A = LU.

4. K pfedchozi matici vypoctéte inverzni matici pomoci LU-rozkladu PA = LU.

5. Vypoctéte determinant matice z 3. tllohy pomoci LU-rozkladu A = LU.

6. Vypoctéte determinant matice z 3. tlohy pomoci LU-rozkladu PA = LU.

7. Kolik operaci je potfeba pfi vypoctu determinantu matice pomoci LU-rozkladu?

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Dostaneme 'y = (—9,-5,1) " ax = (2,3,1) .

2. Dostanemey = (—59,—3,1)Tax=(2,3,1) .

3.Proi = ljey = (1,6,-3)T,proi = 2jey = (0,1,0)" aproi = 3jey = (0,0,1)".
Inverzni matice ma tvar

5 3 8
Al=[0 -1 2
3 0 1

4. Proi=1jey = (0,0,1)7,proi =2jey = (1,3,0) " aproi = 3jey = (0,1,1) ". Inverzni
matice je stejnd jako v pfedchozi tloze.

5.detL=1,detU =1adetA = 1.

6.detP =1,detL =1,detU =1adetA =1.

7. Zhruba O(3n3) operaci.

3.5 Maticové normy a podminénost matic

V prvni kapitole jsme Definici 1.2.3 zavedli ¢islo podminénosti vyjadiujici citlivost tlohy
na rizné typy poruch (chyby). ProtoZe jsme uvaZovali velmi jednoduché tlohy, stacilo
posuzovat velikost chyby pomoci absolutni hodnoty. Nyni ukdZeme jak se ¢islo podminé-
nosti pocitd u soustav linedrnich rovnic. Budeme pfitom potiebovat zobecnéni absolutni
hodnoty pro matice a vektory, které zavadi nasledujici definice.

Definice 3.5.1 Norma matice je zobrazeni, které kaZzdé matici A = (a;;) typu m x n pfi-
fadi ¢islo ||A|| tak, ze plati:

(i) J|A|| > 0apfitom ||A|| = 0, pravé kdyZ A je matice nulovd;

(i) ||«A|l = |«| - [|A]] pro kazdé redlné ¢islo «;

(iii) ||A+B| < ||Al|| + ||B|| pro kazdou matici B stejného typu jako je matice A.

Zakladni maticové normy jsou:

n
e Fddkovd norma: ||Al|g = max ‘aij|r'
i=1,...m

j=1
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m
e sloupcovd norma: ||Allg = Jmax Y lal;
=1,....,n i=1

e Frobeniova norma: ||Al|p =

Ptiklad 3.5.1 Vypocitejte fddkovou, sloupcovou a Frobeniovu normu pro matici
11 1
A= 2 4 2
-1 5 —4
a pro matici inverzni A",

Reseni: Dostavame
|Allg = max{1+1+1,2+4+2,1+5+4} = 10,
|Alls = max{1+2+1,1+4+51+2+4} = 10,

|AlF = V1+14+14+4+16+4+14+254+16 = V69 = 8.3066.
Matici inverznf A~! zndme z P¥ikladu 3.4.2. Pomoci tohoto vysledku dostaneme:

37 23

Al ==, A Y s=%, [[A7r=538
A r =" A s =2, A7
a
Véta 3.5.1 Necht’ A je matice typu m X n a B je matice typu n x p. Pro fddkovou, sloup-
covou a Frobeniovu normu plati:
IAB|[ < [[A[|[B]| (39)

Dtikaz: Platnost tvrzeni ukdZeme pouze pro fddkovou normu, ostatni pfipady ponechdme
jako cviteni. Prvky matice sou¢inu C = AB jsou uréeny pfedpisem c;; = Y ¢, ajby;. Proto

p p n
|AB[[r = max } [cj| = max ) |} ayby| <
i=1,....m i1 i=1,....m i=1 k=1
j j
P n n 4
< max Yo ) laullby| = _max Y lail Y 1Byl
i= ,...,m]-:1 =1 i=1,..,m— j=1

n p
< iinlf?fm];\azﬂ zf}?fn];| ijl = [|Allr[[Bl[&
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e N

Definice 3.5.2 Cislo podminénosti reguldrni &tvercové matice A je definovano piedpi-

sem
x(A) = |All[lATH).

~\

Priklad 3.5.2 Vypoctéte c¢islo podminénosti matice z Pfikladu 3.5.1 pomoci fadkové,
sloupcové a Frobeniovy normy.

| J

ReSeni: S vyuZitim vysledkti Piikladu 3.5.1 dostaneme: kg (A) = 61.67, ks(A) = 76.67,
Kp(A) = 44.69. 0

Véta 3.5.2 Necht' A je reguldrni ¢tvercovd matice fadu n a necht’ b a x jsou nenulové
n-slozkové vektory takové, Ze plati:
Ax =Db.

Déle necht b a % jsou n-slozkové vektory takové, Ze plati

Ax=Db
roem x—%| __, [b-B]
X —X b—b
< Kk(A) (3.10)
x| Ib]]
Ditikaz: Ziejmé plati
b=Ax resp. x—%x=A"!(b—-b)
a pomoci (3.9) odtud dostaneme
x|~ < [[Alll[p] ™" resp. [x— x| < [A7b—b].

Vyndsobenim téchto nerovnosti odvodime tvrzeni (3.10). a

Nerovnost (3.10) fika, Ze p¥i velké hodnoté x(A) mtize mald porucha ve vektoru b vy-
volat velkou zménu v feSeni. Vypocty s matici, kterd mé velké ¢islo podminénosti, jsou
zpravidla znehodnoceny kumulaci zaokrouhlovacich chyb, jak ukazuje nasledujici p¥iklad.

~\

Priklad 3.5.3 Vypocteme cisla podminénosti Hilbertovy matice

1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4

b = 1/3 1/4 1/5

rada n = 5,10, 15, 20,25 a pokusime se vypocitat inverzni matici.

| J
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n K(A) |AA~T — 1|
5| 48x10° 14x10 1
10 | 1.6 x 10¥ 3.3 x 1073
15| 1.1 x 10 2.8 x10°
20 | 25x10%8 2.6 x 10!
25 1.0x10% 1.3 x 10"

Tabulka 3.1: Podminénost Hilbertovy matice A.

Regeni: Cisla podminénosti jsou zaznamenéna v Tabulce 3.1. Posledni sloupec tabulky
ukazuje, jak se (na pocitaci) podafilo vypocitat inverzni matice. Je vidét, ze pro fad n = 15

a vyssi jsou vysledky naprosto nesmysIné.

Kontrolni otazky

Otdzka 1. Jak se definuje norma matice?
Otdazka 2. Co vyjadfuje ¢islo podminénosti matice?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Pro matici

-1 -3 2
A=| -6 =19 10
3 9 -5

vypoctéte ¢islo podminénosti pomoci fadkové, sloupcové a Frobeniovy normy.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. ||Allg = 35, |[A7Y|r = 16, kr(A) = 560; ||A|ls = 31, |[A7Y|s = 11, ks(A) = 341;

|A||F = 25.02, ||A7Y|F = 10.63, kp(A) = 265.96.
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KAPITOLA

4

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC:
ITERACNI METODY

4.1 Ptiklad iteracniho vypoctu

s N Vv

Itera¢ni metody umozZnuji fesit soustavy linedrnich rovnic pomoci postupného pfibliZo-
véani k pfesnému fedeni. Pocita se posloupnost vektorti aproximaci {x(¥)} takova, ze
k)

lim x(

=X, kde xjefeSenim Ax = b.
k—o0

Vyhody itera¢nich metod jsou tyto:

o V kaZdé iteraci zname aproximaci feseni x\¥). Pokud je tato aproximace dostatetné piesn,
pak vypocet ukoncéime.

o V kaZdé iteraci je nejpracnéjsi operaci ndsobeni matice a vektoru. Jednd se o operaci, ktera je
algoritmicky podstatné jednodussi nez Gaussova elimina¢ni metoda a Ize ji snadno
provést i pro rozsidhlé ¥idké matice, tj. pro matice s velkym poctem (neuloZenych)
nulovych prvka.

/////

raci mtiZeme nahliZet jako na pocatecni. Zaokrouhlovaci chyby z pfedchozich iteraci
proto vymizi, pokud v dal$im vypoctu dojde ke konvergenci. Nékteré specidlni ite-
ra¢ni metody byly navrzeny pro zpiesnéni vysledkh vypocitanych pomoci pfimych
metod.

Zhruba plati nasledujici déleni: pfimé metody se pouZzivaji, je-li matice soustavy mala
(1 < n < 100000), plnd a dobfe podminénd; itera¢ni metody se pouZzivaji pro velké sou-
stavy (n > 100000) s fidkou matici.
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4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC: ITERACNI METODY

Nejdfive si ukdZeme dva ptiklady itera¢niho feSeni soustavy linedrnich rovnic, v nichz
uvidime, Ze vypocet miiZe konvergovat i divergovat. Budeme fesit soustavu:

11x1 +2x +x3 = 15, 11 2 1 X1 15
x1+10x2 +2x3 = 16, resp. 1 10 2 x | =116 |. 4.1)
2x1+3x) —8x3 = 1, 2 3 -8 X3 1

Soustavu pfevedeme na tvar vhodny pro vypocet iteraci, tzv. iteracni tvar. Provadi se to
napiiklad tak, Ze z kazdé rovnice vyjadfime jednu neznamou:

xp = #(15—2x —x3),
X = 15(16 —x1 — 2x3), (4.2)
X3 = %(—1+2x1+3x2),
tj.
X1 0 —12—1 —% X1 %
n |=] —% 0 -—i xo |+ 8
X3 20 X3 -1
N a,] . T/
Jind moZnost:
xy = 15—10x7 —2xp — x3,
xp = 16 —x1 —9xp — 2x3, (4.3)
x3 = —142x1+3xy—7x3,
tj.
X1 -10 -2 -1 X1 15
X | = -1 -9 -2 X | + 16
X3 . 2 v3 -7 o\ 7 _;1_/

Cs dg

Takovych prevodii existuje zfejmé nekone¢né mnoho, ale jenom nékteré povedou ke kon-
vergentnimu vypoctu.

Z rovnic (4.2) a (4.3) dostaneme rekurentni vzorce pfipsdnim itera¢niho indexu k + 1
k nezndmym na levé strané a k k nezndmym na pravé strané. Dostdvame

x§k+l) ~ 1(15 —2x§k) _ xék))’
xékﬂ) = Z(-1+ 2x§k) + 3x§k)),
a
A = g5 00 240 0
= 16— 2 —oxl) 02l g xD = Cpx® 4 dp. (45)
xékH) = -1+ 2x§k) + 3x£k) — 7X§k),
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4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC: ITERACNI METODY

Nyni zvolime pocdte¢ni aproximaci x(0) = (xgo),xgo) ,xéo) ), napf. x(0) = (0,0,0)". Tyto
hodnoty dosadime do pravé strany rekurentnich vzorcii (4.4) a dostaneme

1 T
XW=(3 1 —5)"

JestliZe takto pokracujeme dal, dostavame
x(2) = (1.0841,1.4886,0.81591) T,
x(®) = (1.0188,1.3284,0.70426) T,

Provedeme-li nékolik dalsich iteraci, zjistime, Ze se &islice na prvnich desetinnych mistech
za¢nou po chvili opakovat. Dostaneme pfitom vektor

x = (1.0564,1.3642,0.65069) ',

o némz se miiZzeme domnivat, Ze je aproximaci pfesného feSeni soustavy (4.1).
JestliZze analogicky pocitdme podle rekurentnich vzorcti (4.5), dostaneme

x? = (—166,—141,84) ",
x®) = (1873,1283,-1344) T,

Zde zadnou tendenci ke konvergenci nevidime a je proto pravdépodobné, zZe posloupnost
iteraci diverguje.

~ Kontrolni otazky

Otdzka 1. V ¢em spocivd zdkladni rozdil mezi pfimymi a iteraénimi metodami?
Otézka 2. Jaké jsou vyhody a nevyhody pfimych a itera¢nich metod?

~ Ulohy k samostatnému fe$eni
1. Pro soustavu linearnich rovnic
—x1 —3xp +2x3 = -9,
—6x1 —19xp +10x3 = —-59,
3x1 +9xy —bxz = 28

navrhnéte dva itera¢ni tvary pomoci postupti z odstavce 4.1.
2. U kterého z navrZenych itera¢nich tvart vypocet konverguje?

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Rekurentni vzorce pro prvni itera¢ni tvar:

A =9 3x) 4 oxb),
A = 59 —6x +10x1),
xék“) - %(—28 + 3x§k) + 9x£k));
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4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC: ITERACNI METODY

rekurentni vzorce pro druhy itera¢ni tvar:

xikﬂ) = 9-— 3x§k) + 2x§k) ,
Y= 59 —6xl) — 182 1049,
xgkﬂ) = —28+ 3x§k> + 9x§k) — 4x§k>,

2. Jestlize zkusime vypocet provést, zjistime, Ze dochdzi k divergenci v obou p¥ipadech.
Rozpoznanim konvergentniho vypoctu z vlastnosti matice soustavy se budeme zabyvat
v dal$ich odstavcich.

4.2 Obecna iteracni metoda

Ukazeme si obecny (linedrni) itera¢ni postup feSeni soustav linedrnich rovnic a uvedeme
jeho dvé zakladni varianty nazyvané Jacobiho a Gauss-Seidelova itera¢ni metoda.
Uvazujme soustavu linedrnich rovnic

Ax=b (4.6)

s reguldrni ¢tvercovou matici A = (a;;) fddu n, vektorem pravé strany b = (b;) a vektorem
nezndmych x = (x;). Soustavu (4.6) pfevedeme na ekvivalentni soustavu v iteracnim tvaru:

x = Cx+d, (4.7)

kde C je iteracni matice ¥ddu n a d je sloupcovy vektor. Musi pfitom platit, Ze rovnice (4.6)
a (4.7) maji stejna feSend.
Necht' x(0) je dan potatetni aproximace. Iteraéni vypocet provadime podle rekurent-

niho vzorce
xkD = cx® 14, k=0,1,2,... (4.8)

Jestlize posloupnost vektorti {x(¥)} konverguje k vektoru X, pak limitnim p¥echodem v (4.8)
dostaneme, Ze X je feSenim rovnice (4.7) a také (4.6).

Jak uvidime pozdéji, volba pocéate¢ni aproximace neovlivni konvergenci, takze vektor
x(0) miizeme zvolit libovolné. Vypocet ukon&ime, jestlize dvé posledni aproximace se od
sebe 1i8i ne vice, nez kolik udava pozadovana presnost, tj. jestliZe je splnéno ukoncovaci
kritérium

0)

I —x B < e, (4.9)

7z Mz

kde € > 0 je vhodné malé &islo a || - || je zvolend norma. V nasich pfikladech pouzijeme
ukoncovaci kritérium s fddkovou normou.

Algoritmus: Obecn4 itera¢ni metoda
Vstup: C, d, x(0) e.
Prok =1,2,... opaku;:
xk+1) .= cx0) 4 g;
dokud ||x*D) —x®) ||z > e.
Vystup: X = xK) +e.
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4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC: ITERACNI METODY

4.2.1 Jacobiho iteracni metoda

Jacobiho metodu jsme si jiz ukdzali pfi feSeni soustavy (4.1) v Odstavci 4.1. Jsou to reku-
rentni vzorce (4.4). Nyni je zapiSeme obecné.
Budeme pfedpoklddat, zZe diagondlni prvky matice soustavy (4.6) jsou nenulové, tj.
a;; # 0. Z i-té rovnice
apxi1+apxy+---+apux, =b;, i=1,...,n,

vyjadiime i-tou neznamou

Jacobiho iteracni metoda je uréena rekurentnimi vzorci

1 i—1 n '
xl(kﬂ) =— b — Zaijx(.k) - Y a,-]'x(k) L, i=1,...,n, (4.10)
i [ e R
prok=0,1,2,....
Vsimnéme si jeste, Ze vzorce (4.10) miZeme zapsat v obecném maticovém tvaru (4.8),
jestlize polozime C = C;ad = dj, kde

0 _—m2 _m _ 1 b

ai app a11 a1

_41 g _93 _ by

a2 ap U a22 a2

_an _ap _ by
C = e - Y Ve (4.11)

SV Y N} b
Ann Ann nn "7 0 annn
Pomoci aditivntho rozkladu matice A = (a;;),

A=L+D+0U, (4.12)

kde L = (ll]), 11] = ajj, i > j, 11] =0,i < j, je dolni trojflhelnikové ¢ast, D = (dl]), d; = aj;,
dij = 0,1 # j, je diagondlni ¢asta U = (ui]'), uj = 0,1 > j,ujj = a5, i < j, je horni
trojahelnikova ¢ast, miiZeme stru¢né psat

C;=-D'(L+U), d;=D"b.

Piiklad 4.2.1 Soustavu linedrnich rovnic (4.1) feSte pomoci Jacobiho itera¢ni metody
s presnosti € = 1074,

=3«

eSeni: Vypocet se provadi podle rekurentnich vzorcti (4.4). Zacatek vypoctu jsme nazna-
ili v odstavci 4.1. Nyni vSe shrneme v Tabulce 4.1, kde kromé aproximaci x*) uvadime
adkové normy |x®) — x(k=1)||z. Nazna¢me jests vypocet prvnich dvou norem:

=< X

Ix) = x|z = max{|3; — 0|, 1§ — 0], | — § — 0} = 1.6,
1x®) — x| g = max{|1.0841 — 13|, |1.4886 — 18|,10.8159 + §|} = 0.9409,
atd.
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4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC: ITERACNI METODY

Vypocet jsme ukontili po desaté iteraci, protoze ||x(19) — x|z = 0.00005 < 10~*, a vysle-

dekje X = 1.0564 + 1074, ¥, = 1.3642 £ 10~%, ¥3 = 0.6507 & 10~4. O
k xgk) xék) xék) ”X(k) _ x(k=1) I
0 0 0 0 —

1 |1.3636 1.6000 —0.1250 1.60000
2 | 1.0841 1.4886 0.8159 0.94091
3 | 1.0188 1.3284 0.7043 0.16023
4 |1.0581 1.3573 0.6279 0.07641
5 | 1.0598 1.3686 0.6485 0.02064
6 | 1.0558 1.3643 0.6532 0.00468
7 11.0562 1.3638 0.6506 0.00260
8 | 1.0565 1.3643 0.6505 0.00048
9 | 1.0565 1.3643 0.6507 0.00027
10 | 1.0564 1.3642 0.6507 0.00005

Tabulka 4.1: Iterace Jacobiho itera¢ni metody.

4.2.2 Gauss-Seidelova itera¢ni metoda

Zatneme piikladem. Pro feSeni soustavy linedrnich rovnic (4.1) jsme pouZili Jacobiho me-

todu, ktera je urcena rekurentnimi vzorci (4.4). Podle téchto vzorcti se po¢itaji v k-té iteraci

slozky nové aproximace x**1) postupng, tj. nejd¥ive xng) pak xékﬂ) a nakonec xékﬂ).

(k) (k) (k)

Pfitom se stale pouZivaji slozky z pfedchozi aproximace, tj. x;’, x, ' a x5 . Tento postup

O v v N . b4 . v M 4 A (k—"_l) O v N 7 A Yev s
muZeme snadno vylepsit. Staci si uvédomit, Ze p¥i vypoctu x, muzeme pouZzit presnejsi
. o (k1 . fn % Yacrd v (K Yoy v k+1 Yo
aproximaci xg ™ namisto mén presne xg ). Podobné miizme pT1 vypoctu xé ) pouzit

v vy . k+1 k+1 p Ax oy . k k o . ;
pfesnéjsi aproximace xg M a xé ™) hamisto méné pfesnych x% ) a xé ). Pévodni rekurentni

vzorce (4.1) se tak zméni na tvar:

x%k-l—l) — %(15 _ 2X§k) _ x:(%k)),
x£k+1) _ 11—0(16 B xgkﬂ) - 2x§k)), (4.13)
xékﬂ) = 3(-1+ 2x§k+1) + 3x§k+1)),

coz je Gauss-Seidelova itera¢ni metoda.

Piiklad 4.2.2 Soustavu linedrnich rovnic (4.1) feSte pomoci Gauss-Seidelovy itera¢ni me-
tody s pfesnosti € = 10~%.

Reseni: Vypocet podle vzorct (4.13) je zaznamenén v Tabulce 4.2. Vypocet jsme ukon-
¢ili uz po sedmé iteraci, protoze ||x7) — x(®)||g = 0.00001 < 1074, a vysledek je % =
1.0564 + 1074, ¥, = 1.3642 + 1074, ¥3 = 0.6507 = 10~4. O
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4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC: ITERACNI METODY

k xgk) xék) xék) Ix®) — xk=1)|
0 0 0 0 —
1113636 1.4636 0.7648 1.46364

21 1.0280 1.3442 0.6361 0.33564

3| 1.0614 1.3666 0.6528 0.03341

4| 1.0558 1.3639 0.6504 0.00559

5] 1.0565 1.3643 0.6507 0.00073

6| 1.0564 1.3642 0.6507 0.00011

7 | 1.0564 1.3642 0.6507 0.00001

Tabulka 4.2: Iterace Gauss-Seidelovy itera¢ni metody.

Poznamka

Z Ptikladi 4.2.1 a 4.2.2 je vidét, Ze Gauss-Seidelova itera¢ni metoda je rychlejsi neZ me-
toda Jacobiho. Existuji ale pfiklady, kdy Jacobiho itera¢ni metoda konverguje, zatimco
Gauss-Seidelova itera¢ni metoda diverguje.

Pro obecnou soustavu (4.6), kde a;; # 0, je Gauss-Seidelova iteracni metoda uréena reku-
rentnimi vzorci

, i1 n _
KD = = (bi — Zﬂijx](k+1) - ) “ijx;k)) , i=1,...,n (4.14)

ajj

j=1 j=i+1

prok =0,1,2,....Na prvni pohled ale neni vidét, jak tyto vzorce zapsat v maticovém tvaru
(4.8). Podivejme se proto jesté jednou na nas pifiklad. Jestlize v (4.13) pfevedeme na levou
stranu v8echny ¢leny obsahujici slozky nové aproximace, dostaneme

112 = 1522 — 2V,
A q0x (Y — 16—2xY,
—2x§k+1) — 3x§k+1) + 8x§k+1) = -1

Odtud vidime, ze x**1) vznikne z x(¥) fedenfm soustavy linearnich rovnic s dolni trojuhel-

nikovou matici L 4+ D. Pomoci aditivniho rozkladu (4.12) matice A to zapiSeme jako
(L+D)x* D = —ux® + b

a po uprave

x5 = —(L+ D) 'ux® + (L+ D) 'b.
Obecné rekurentni vzorce (4.8) pfedstavuji Gauss-Seidelovu itera¢ni metodu, kdyz v nich
poloZzime C = Cgs ad = dgg, kde

Cos = —(L+D)'U, dgs= (L+D)'b.

Kontrolni otazky

Otéazka 1. Jak vypada obecné schéma itera¢niho feSeni soustav linedrnich rovnic?
Otdzka 2. Jak se provadi vypocet u Jacobiho a Gauss-Seidelovy itera¢ni metody? Kterd
z nich je rychlejsi?
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~ Ulohy k samostatnému fe$eni

1. Soustavu linedrnich rovnic
4x1 —xp +2x3 = —12,
2x1+5x,+x3 = 5,

X1+xp—3x3 = —4

feste pomoci Jacobiho iteraéni metody s pfesnosti € = 1072.

2. V pfedchozi tiloze pouZijte pii feSeni Gauss-Seidelovu metodu.

3. Upravte obecny algoritmus pro iteracni feSeni soustav linedrnich rovnic tak, aby vy-
jadfoval Jacobiho resp. Gauss-Seidelovu itera¢ni metodu.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Rekurentni vzorce pro Jacobiho itera¢ni metodu maji tvar

x%kﬂ) (=12 + xék) — 2x§k)),
xng) (5-— 2x§k) — xék)),
xék—i—l

) = (4 + x%k) + xgk)).

Wi—= QiR =

Pfi nulové pocate¢ni aproximaci dojdeme na pozadovanou presnost v jedenacté iteraci;
xp = —2.9955+1072, x, = 20019 £107%, x3 = 1.0011 £ 102,
2. Rekurentni vzorce pro Gauss-Seidelovu metodu maji tvar

xgkﬂ) = %(—12 + xgk) — 2x§k)),
x§k+1) _ %(5 . 2x§k+1) o xék)),
N RN VR o N ()

Pfi nulové pocéate¢ni aproximaci dojdeme na poZadovanou presnost ve ¢tvrté iteraci; x; =
—2.9991+1072, x; = 1.9998 £ 1072, x3 = 1.0002 + 102
3. Vstupni parametry C a d u ptivodniho algoritmu nahradime za A = (a;;) ab = (b;).

Maticovy vypotet nové iterace x*+1) zapigeme rekurentnimi vzorci (4.10) resp. (4.14).

4.3 Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

Pro analyzu konvergence itera¢nich metod potfebujeme nékteré informace o vlastnich &is-
lech a vlastnich vektorech. Na rozdil od pfedchozich odstavc(i, zde musime nutné pracovat
s maticemi, které jsou singularni. Ulohu na vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti pii-
pomeneme nejdiive pomoci ptikladu.
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4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC: ITERACNI METODY

Ptiklad 4.3.1 UvazZujme matici

2 00
A=]221|. (4.15)
112

Urcete takova ¢isla A, pro kterd ma soustava linedrnich rovnic Av = Av nenulové feSeni
v a tato feSeni vypoctéte.

| J

ReSeni: Soustavu Av = Av piepiseme do tvaru (A — AI)v = 0:

2—-A 0 0 U1 0
2 2-A 1 n | =120
1 1 2-A U3 0

Odtud je vidét, Ze jednim z feSeni je nulovy vektor. Nas vSak zajimaji feSeni nenulova.
Matice soustavy musi tedy mit vice neZ jedno feSeni, takZe jeji determinant je nulovy, tj.
det(A — AI) = 0. Pomoci tohoto vztahu mtiZeme urdit vlastni ¢isla A. Snadnym vypocétem
zjistime, Ze plati

det(A — AI) = —A% 4612 — 111+ 6 = 0.

Dostali jsme algebraickou rovnici tfetiho stupné. Pouze pro jeji tii kofeny Ay = 3, A, = 2
a A3 = 1 bude matice A — Al singuldrni a odpovidajici soustavy linedrnich rovnic budou
mit nenulova feSeni. Jednd se o tyto soustavy:

(A=3I)v=0, (A—2I)v=0, (A—1I)v=0,

’ -1 0 0 01 0 000 01
2 -1 1 ml=l0]|, [201 v | =101,
1 1 -1 03 0 110 03 0
100 01
2 1 1 v | =
111 s 0

VyfeSenim téchto soustav dostaneme
vi=(0,7,7)", va=(s,—s,—25)", v3=(0,t,—t)",

kde r,s a t jsou libovolna nenulova ¢isla. Vidime, Ze kazda soustava ma nekone¢né mnoho
feSeni. Konkrétni volbou r, s a t dostaneme naptiklad

vi=(0,1,1)", voa=(1,-1,-2)", v3=(0,1,-1)".

linedrné nezavislé. O
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e N

Definice 4.3.1 Necht A je ¢tvercova matice ¥adu n. Cislo A (obecné komplexni), pro
které ma soustava
Av =Av, resp. (A—AI)v=0

nenulové feSeni, se nazyva vlastni ¢islo matice A a jemu odpovidajici nenulové feSeni
v = (v1,0,...,0,) " senazyva vlastni vektor matice A.

(. J

Je ziejmé, Ze ¢islo A je vlastnim ¢islem matice A praveé tehdy, kdyz je kofenem charakte-
ristického polynomu

pa(A) = det(A —AI) = (=1)"A" +c A" Lo e 1A +cp

Odtud plyne, Ze kazda ¢tvercova matice fadu n mé pravé n vlastnich ¢isel, pokud kazdé

vlastni ¢islo pocitdme tolikrat, kolik ¢ini ndsobnost pfislusného korene, a pokud bereme
do uvahy i kofeny komplexni.

~ Pozndmka N

Vlastni ¢isla muzeme hledat jako feSeni rovnice pa(A) = 0 metodami z Kapitoly 2.
Tento postup je vSak prakticky neproveditelny pro vétsi hodnoty n, protoZze vypocet
koeficient(i charakteristického polynomu ¢; zaloZeny na determinantech vyZzaduje velky
pocet aritmetickych operaci.

| J

Snadno lze ur¢it vlastni ¢isla u horni trojthelnikové matice U = (u;j), u;; = 0 pro
i > j.]Jsou to vSechny diagondlni prvky u;;, protoZe z definice determinantu plyne, Ze
charakteristicky polynom ma tvar

pu(A) = (w11 — A)(uz2 — A) ... (s — A).

Analogické tvrzeni plati i pro dolni trojahelnikovou matici.
Pti vySetfovani konvergence itera¢nich metod budeme vyuzivat nasledujici vétu

Véta 4.3.1 Necht' A je vlastni ¢islo matice A, které odpovida vlastnimu vektoru v, c je

z Mz

dané redlné &islo a k je &islo piirozené. Potom cAX je vlastni &islo matice cA*, kterému
odpovida vlastni vektor v.

Diikaz: Jestlize Av = Av, potom cA*v = cAAF 1y = ... = cAky, 0

Nyni si vS§imneme vlastnich vektort. V ttvodnim piikladu jsme vidéli, Ze vlastni vek-
tory odpovidajici riznym vlastnim ¢isltm jsou linedrné nezavislé. Toto tvrzeni plati obecné,
takZe matice fadu n, mliZe mit (nejvyse) n linedrné nezavislych vektort. Tyto vektory pak
tvofi bazi v prostoru n-sloZkovych aritmetickych vektort. Nasledujici priklad ukazuje, Ze
matice nemusi mit vzdy plny pocet linedrné nezavislych vlastnich vektor.
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( A

Piiklad 4.3.2 Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matice

10
A=|1020 |, B=| 020 |,

2 0 210
C=1]10 2 , D= 2 1
00 2 00 2

=3«

eSeni: VSechny matice jsou trojahelnikové a maji stejny charakteristicky polynom

pa(A) = pB(A) = pc(A) = pp(A) = (2—7)°.

Cislo A = 2 je tedy (trojnasobnym) vlastnim &islem viech &tyi matic. Postupem z Pii-
kladu 4.3.1 zjistime, Ze matice A ma tfi linedrné nezavislé vlastni vektory

vi=(1,0,0)", v»=(0,1,0)", v3=(0,0,1)"

(kazda nenulova linearni kombinace téchto vektorti je také vlastnim vektorem matice A).
Pro matici B se podafi najit pouze dva linearné nezavislé vlastni vektory v; a v3. Matice
C mé opét dva vlastni vektory, nyni to jsou vektory v; a vo. Kone¢né matice D m4 jediny
vlastni vektor v;. O

V aplikacich se ¢asto vyskytuji symetrické matice, pro néz plati nasledujici tvrzeni.

Véta 4.3.2 Necht’ A je symetrickd ¢tvercovéa matice, tj. A = AT, Potom plati:
(i) vSechna vlastni ¢isla jsou redln4;

(ii) vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢isltim jsou ortogondlni;
(iii) k-ndsobnému vlastnimu ¢islu odpovidd k linedrné nezavislych vlastnich
vektord, které 1ze zvolit tak, aby byly ortogondlni.

| J

Poznamka

Z véty plyne, Ze pro symetrickou matici fddu n mtZeme vZdy najit n ortogonalnich
vlastnich vektorti. ProtoZe ortogondlni vektory jsou linedrné nezavislé, budou tvorit bazi
v prostoru n-slozkovych aritmetickych vektoru.

4.3.1 Vypocet vlastnich ¢isel metodou LU-rozkladu

Ukéazeme itera¢ni metodu vypoctu vlastnich ¢&isel, kterd se v literatute nazyva také LR-
algoritmus. Jejim zdkladem jsou vlastnosti podobnych matic.

Definice 4.3.2 Dvé ¢tvercové matice A a B fadu n se nazyvaji podobné, jestlize existuje
reguldrni ¢tvercova matice C takovd, Ze plati A = C™'BC.
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[ Véta 4.3.3 Podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. ]

Dtikaz: Necht' A je vlastni ¢islo matice A odpovidajici vlastnimu vektoru v, tj. plati Av =
Av. Potom
C'ACC ly=ClAv=AClv.
~—

——
B v v
Odtud plyne, Ze A je vlastni ¢islo matice B odpovidajici vlastnimu vektoru v. 0

Metoda LU-rozkladu je zaloZena na ndsledujicim pozorovani. Necht' L a U tvoii LU-
rozklad matice A podle Véty 3.3.1, tj. plati A = LU. Definujme matici A; = UL. Protoze

A;=UL=L"'LUL =L'AL,

vidime, Ze matice A a A; jsou podobné a maji proto stejnd vlastni ¢isla. Analogicky mi-
Zeme k matici A; vytvofit podobnou matici A, atd. Dostaneme tak posloupnost podob-

7 M7z

nych matic a budeme se zajimat o vlastni ¢isla limitni matice.

Algoritmus: Metoda LU-rozkladu

PoloZime Ag = Aaprok =1,2,... dokud nezaznamendme konvergenci opakujeme:
Krok 1: LU-rozklad matice Aj_1, tj. uréime Ly a Uy tak, Ze A1 = Ly Uy;

Krok 2: Vypocitdme soucin Ay := UiLy.

Vsimnéme si posloupnosti {A;} a {U}. Za jistych predpokladu 1ze dokazat, Ze tyto
posloupnosti konverguji ke stejné limitni matici M; viz [1]. Tato matice je nutné horni troj-
thelnikové a ma stejnd vlastni ¢isla jako A. Hledana vlastni ¢isla proto urc¢ime jako diago-
nalni prvky matice M.

Ptiklad 4.3.3 Pomoci metody LU-rozkladu vypoctéte vlastni ¢isla matice
2 -1 0
A= -1 2 -1 (4.16)
0o -1 2
s presnosti na dvé desetinnd mista.
Reseni: Pro Ayg = A ur¢ime LU-rozklad
1 00 2.00 —1.00 0
Lo=| —0.50 1 0|, U= 0 150 —1.00
0 —0.67 1 0 0 133
a vyndsobenim dostaneme
2,50 —1.00 0
A =Ulp=| —-075 217 —-1.00

0 —-089 133
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Podobné pro A; vypocitdime LU-rozklad

1 0 0 250 —1.00 0
L= | —030 10/, U= 0 187 —1.00
0 —048 1 0 0 086

a opét vyndsobenim dostaneme

2.80 —1.00 0
Ay=UL;=| —-056 234 —1.00
0 —041 0.6

Cisla pod diagondlou u matic Ay se za&inaji p¥iblizovat k nule, coZ naznacuje, Ze vypocet
bude pravdépodobné konvergovat. Jestlize takto pokracujeme dale, dostaneme

341 —1.00 0
A= | 000 200 —1.00 | ~M.
0 000 0.58

V dalsich iteracich se ¢isla na diagondle (na prvnich dvou desetinnych mistech) neméni.
PribliZné hodnoty vlastnich ¢isel jsou A1 = 3.41, A, = 2.00a A1 = 0.58.

Kontrolni otazky

Otézka 1. Jak se definuji vlastni ¢isla a vlastni vektory matic?
Otézka 2. Kolik vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti ma matice fadu n?
Otazka 3. Na jaké vlastnosti je zaloZena metoda LU-rozkladu?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Pomoci charakteristického polynomu vypoctéte vlastni ¢isla matice (4.16). Vypoctéte
také vlastni vektory.
2. Metodou LU-rozkladu vypoctéte vlastni ¢isla matice

1 -1 O
A= -1 2 -1
0 -1 3

s pfesnosti na ¢tyfi desetinna mista.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. pa(A) = A3 —6A%2 +10A — 4, Ay = 3.414214, A, = 2, A3 = 0.585786. Vlastni vektory jsou
naptiklad vi = (—=1,v2,-1)T,vo = (=v/2,0,v/2)7,v3 = (1,v/2,1) .

2. Vlastni ¢isla s poZadovanou piesnosti jsou na diagondle matice Ayp; A1 = 3.7320, Ap =
2.0000, A3 = 0.2679.
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4.4 Konvergence iteracnich metod

Nyni odvodime podminky, které zarucuji konvergenci itera¢nich metod z Odstavce 4.2.
Pfipomernime, Ze pii iteratnim feSeni pfevadime soustavu linedrnich rovnic Ax = b na
(ekvivalentni) soustavu v itera¢nim tvaru

x = Cx + d. (4.17)

Redeni se pak snazime ur¢it jako limitu posloupnosti {x)}, kterou potitame podle reku-
rentniho vzorce
xk+1) = ox®) 4 q. (4.18)

JestliZze odecteme (4.17) a (4.18) a oznac¢ime pfitom elt) = x(k) — x, dostaneme

e(k+1) — Ce(k).

Tento vzorec ukazuje jak se chova iteracni chyba e). Opakovanym pouZitim vzorce dosta-
neme ekt = Ce®) = C2e(k-1) = ... = CF*1e(®), Proto

el = Ckel0, (4.19)

kde e(%) je pocdtecni chyba, kterd je déna volbou potateéni aproximace x(%).

Tteralni vypocet bude konvergovat, jestlize limy_,, e¥) = 0, tj. kdy?Z se iteraéni chyba
bude bliZit k nulovému vektoru. Tuto limitu budeme vy3etfovat pomoci vzorce (4.19). Bu-
deme pritom piedpokladat, Ze itera¢ni matice C ma vlastni ¢isla Aq, ..., A, kterym od-
povidaji vlastni vektory vy, ..., v, a ty tvofi bazi. Pfipomernime, Ze takova situace nastane
podle Véty 4.3.2 naptiklad tehdy, je-li C symetrick4 matice. Vektor e(?) pak mtizeme zapsat
jako linedrni kombinaci vlastnich vektort, tj. existuji konstanty cy, ..., ¢, pro néz plati

0)

e = v+ + cuvi (4.20)

Jestlize dosadime (4.20) do (4.19) dostaneme s pomoci Véty 4.3.1 vztah
el — c1Ckv1 + -+ chkvn
I L (4.21)
Odtud je vidét, ze pro kazdou volbu potate¢ni aproximace x(%) bude

lim e®) =0 «— lim Af =0 pro i=1,...,n
k—o0 k—c0

Uvedené limity budou nulové, pravé kdyz [A;| < 1 proi = 1,...,n. Dokdzali jsme nésle-
dujici tvrzeni.

Véta 4.4.1 Necht' Cje itera¢ni matice, kterd méa n linedrné nezavislych vlastnich vektord.
Tteraéni metoda dand vzorcem (4.18) konverguje pro kazdou potate¢ni aproximaci x(?),
praveé kdyZ vSechna vlastni ¢isla matice C jsou v absolutni hodnoté mensi nez jedna.
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Pfiklad 4.4.1 Urcete vlastni ¢isla iteracnich matic C; a Cp z Odstavce 4.1 a porovnejte
prubéhy itera¢nich vypocti s tvrzenim posledni véty.

2 M7

Reseni: Z charakteristického polynomu pc [(A) = A3+ %/\ — % ur¢ime vlastni ¢isla matice
Cr: A = 01297, A, = —0.0649 + i0.3036, A3 = —0.0649 — i0.3036. Z absolutnich hodnot
|A1] = Aq, |A2] = |A3] = 0.3104 vidime, Ze iteralni vypocet musi byt konvergentni, coz je
v souladu s nasim pozorovanim z Odstavce 4.1. Podobné z charakteristického polynomu
pcy(A) = A%+ 26A% + 2291 + 683 uréime vlastni ¢isla matice Cp. Stali si povSimnout, Ze
jedno z vlastnich ¢&isel je Ay = —8.7373. Protoze |A1]| > 1, nemuZe iteralni vypocet (obecné)
konvergovat, coZ je rovnéz v souladu s pozorovanim z Odstavce 4.1. O

Vidéli jsme, Ze o konvergenci itera¢nich metod 1ze rozhodnout pomoci vlastnich &isel.
Vypocet vlastnich ¢isel je ale obvykle mnohem naro¢néjsi tiloha nez feseni soustavy linear-
nich rovnic. V dalsi vété proto ukazeme jednodussi, i kdyz slabsi konvergencni podminku.

Véta 4.4.2 Necht’ Cjeitera¢ni matice, kterd ma n linearné nezavislych vlastnich vektoru.
Iteratni metoda dana vzorcem (4.18) konverguje pro kazdou potateéni aproximaci x(©),
jestlize pro nékterou normu plati ||C|| < 1.

Dukaz: Necht' ||C|| < 1anecht’ Ajelibovolné vlastni ¢islo matice C odpovidajici vlastnimu

vektoru v, tj. Cv = Av. ProtoZe |A|||v]| = ||Av]] = ||Cv| < [|C||||v||, plati [A] < ||C|| < 1,
takZe vSechna vlastni ¢isla matice C jsou v absolutni hodnoté mensi nez jedna. Itera¢ni me-
toda proto konverguje podle Véty 4.4.1 O

U Jacobiho a Gauss-Seidelovy itera¢ni metody Ize konvergenc¢ni podminku z posledni
véty formulovat pomoci matice soustavy A. PouZziva se pfitom terminologie z nasledujici
definice.

Definice 4.4.1 Rekneme, Ze ¢tvercova matice A = (a;j) ¥adu n je ostie diagondlné domi-
nantni, jestlize plati

lai| + - - -+ |aii—1| + |aiipa| + - + |ain| < lai] pro i=1,...,n. (4.22)

( A

Piiklad 4.4.2 Rozhodnéte, kterd z nasledujicich matic je ostfe diagondlné dominantni:

1 2 1 -8 2 1
A= 110 2|, B=| -2 1 -3
2 3 -8 11 3

Reseni: Matice A je ostfe diagonalné dominantni, protoZe plati 2 +1 < 11, 1+2 < 10
a 2+ 3 < 8. Matice B neni ostfe diagondlné dominantni, protoZe ve druhém fadku je
2+3>1 O
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Véta 4.4.3 Necht’ Ax = b je dand soustava linearnich rovnic. Jacobiho itera¢ni metoda
konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci x(0), jestlize matice A je ostfe diagondlné
dominantni.

Dtikaz: Necht' A je ostie diagondlné dominantni. Podminku (4.22) mtZe pfepsat do tvaru

|ain|

|aiz‘|

|aii+1|
|aii|

|aji_1]
|ﬂz‘i|

|ﬂi1|
|aii|

et + + 4 <1 pro i=1,...,n

Pro itera¢ni matici Cj (viz (4.11)) to znamena, Ze soucet absolutnich hodnot prvki v kaz-
dém radku je mensi neZ jedna. V fadkové normeé proto plati ||Cj||r < 1, takZe konvergence
Jacobiho itera¢ni metody tak plyne z Véty 4.4.2 0

~ Poznamka N

Také Gauss-Seidelova itera¢ni metoda konverguje, je-li matice soustavy ostte diago-

nélné dominantni. Dtikaz je vSak o néco slozitéjsi; viz [1].

| J

~ Poznamka N

Konvergenci Jacobiho i Gauss-Seidelovy itera¢ni metody zajistime tak, Ze feSenou sou-
stavu pfedem upravime na ekvivalentni soustavu s ostie diagonalné dominantni matici.

. J

( )

Piiklad 4.4.3 Soustavu linearnich rovnic
—8x1+2x+x3 = -1,
—2x1+x —3x3 = -9,
x1+x+3x3 = 12

upravte na tvar s ostfe diagonalné dominantni matici.

. J

Reseni: Upravy, které neméni feseni, jsou tfi: ziména poradi rovnic, vynasobeni rovnice
nenulovym ¢islem a pri¢teni nenulového nasobku rovnice k jiné rovnici. V nasem piipadé
staci pricist tfeti rovnici k rovnici druhé:
—8x1+2x0+x3 = -1,
—X1 + 2x2 - _31
X1+ x2+3x3 = 12.

Provedeme-li vypocet podle Jacobiho nebo Gauss-Seidelovy itera¢ni metody pro tuto sou-
stavu, budeme mit zaru¢enu konvergenci. O
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Kontrolni otazky

Otdzka 1. Jaké podminky zarucuji konvergenci obecné itera¢ni metody?
Otazka 2. Jak Ize zajistit konvergenci u Jacobiho a Gauss-Seidelovy itera¢ni metody?

~ Ulohy k samostatnému feSeni

1. Soustavu linedrnich rovnic
4x1+x2+x3 = 6,
X1 +4x, +x3 = 6,
6x1 + 6xp +6x3 = 18

upravte na tvar s ostfe diagonalné dominantni matici.
2. Napiste itera¢ni matici pro Jacobiho itera¢ni metodu a vypoctéte jeji vlastni cisla.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Od tfeti rovnice odec¢teme rovnici prvni i druhou. Dostaneme:

4x1+xp+x3 = 6,
X1 +4x, +x3 = 6,
X1 +x2+4x3 = 6.

2. Itera¢ni matice ma tvar:

0 -1/4 -1/4
C=| —-1/4 0 —-1/4
-1/4 -1/4 0
Z charakteristického polynomu pc,(A) = A3 — %/\ + % uré¢ime kofeny Ay = —%, Ay =
Az =1
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KAPITOLA

5

INTERPOLACE A APROXIMACE
FUNKCI

Casto vznikd potieba k dané funkci f : (a,b) + R najit jiny funkéni ptedpis ¢ : (a,b) — R
tak, aby se funkce f a ¢ od sebe pfili§ neliSily. Napiiklad vzorec popisujici funkci f mtze
byt ,sloZity” a vzorec pro ¢ miize byt jeho ,jednodussi ndhrada”. Casto se také objevuje
situace, kdy u funkce f zndme jen jeji funkéni hodnoty v urcitych bodech (tfeba jako vy-
sledek méfeni). Sestavenim funkce ¢ pak ptvodni funkci f dodefinujeme na zbyvajicich
tastech intervalu (a, b).

V této kapitole budeme piedpoklddat, Ze jsou zadany uzly x; € (a,b) a v nich jsou
pfedepsany funkéni hodnoty f; = f(x;) proi = 0,. .., n. Budeme rozliSovat dvé tlohy.

Interpola¢ni dloha: Hleddme funkci ¢, pro niz plati

p(x;))=fi, i=0,...,n. (5.1)
Aproximace metodou nejmensich ¢tvercti: Hleddme funkci ¢, pro niz je
p(x;))~f;, i=0,...,n, (5.2)

kde pfibliZna rovnost ,~* je urcena tak, aby soucet druhych mocnin odchylek mezi prede-
psanymi hodnotami f; a pfedpoklddanymi hodnotami ¢(x;) byl minimdlni (zapis vzorcem
uvedeme pozdéji).

Jestlize tyto tilohy zndzornime graficky, bude graf funkce ¢ pfifeSeni interpolacni tllohy
prochazet skrze body (x;, f;), i = 0,...,n, zatimco pfi feSeni aproxima¢ni tlohy bude
(obecné) prochézet jejich blizkym okolim. Formulace obou tloh je ale zatim p#ili§ obecn4,
protoze jsme nefekli jakého typu ma byt funkce ¢. UkdZeme tfi volby: polynom, splajn
(spline-funkce) a linedrni kombinace obecnych funkci. Polynom je jednoduchy z hlediska
provadéni matematickych operaci (snadno se derivuje, integruje atp.), jeho graf vsak casto
osciluje. Lepsi tvary grafu dostaneme pro splajny. Kombinace obecnych funkci se pouziva
zpravidla v situacich, kdy je zndmo, jakou zdvislost dana data popisuji (pro periodickou
zavislost je dobré pouzit funkce goniometrické, pro strmé rostouci data se hodi funkce
exponencidlni atp.).
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5.1 Interpolacni polynom

Funkci ¢ v dloze (5.1) budeme hledat jako interpolacni polynom stupné nejvyse n, tj. polo-
Zime ¢ = py, kde
pn(xX) = ag + arx + apx® + - -+ ayx". (5.3)

Zac¢neme piikladem.

Piiklad 5.1.1 Jsou dany uzly x9 = —2, x; = —1, x = 1, x3 = 2 a funkéni hodnoty
fo =10, f1 =4, fo = 6, f3 = 3. Urcete interpola¢ni polynom ps.

Regeni: Hledany polynom m4 obecny tvar

p3(x) = ag + arx + axx® + azx’.

Koeficienty ag, a1, az, a3 uréime tak, aby platilo (5.1). Kazd4 interpola¢ni rovnost urcuje
jednu rovnici:

p3(—2) =10 = a9 — 2ay + 4a, — 8az = 10,
p3s(-1) =4 = ay — a4 + a — a3 = 4,
pg(l) =6 = a + a1 + a + a3 = 6,
P3(2) =3 = a + 2a1 + 4a, + 8az = 3.
Dostali jsme soustavu linedrnich rovnic

1 -2 4 -8 ao 10

1 -1 1 -1 ap | 4

1 11 1 a | | 6|’

1 4 as 3

jejimZ feSenim (na tfi desetinnd mista) jsou koeficienty agp = 4.500, a; = 1.917, a, = 0.500
aaz = —0.917. Interpola¢ni polynom ma tvar

p3(x) = 4.500 + 1.917x + 0.500x2 — 0.917x°.

Jeho graf je na Obrdzku 5.1. O

Rozborem postupu z pfikladu dokdzeme nasledujici vétu.

Véta 5.1.1 Necht jsou dany vzdjemné razné uzly x; a funkéni hodnoty f;,i = 0,...,n.
Existuje praveé jeden interpola¢ni polynom stupné nejvyse n.

Dtikaz: Dosazenim obecného tvaru polynomu (5.3) do interpola¢nich rovnosti (5.1) dosta-
neme soustavu linedrnich rovnic

ao+a1xi+a2x?+--.+anx?:fi, i=0,...,n,
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12

10t

2 0 1 2
Obrazek 5.1: Graf interpolaé¢niho polynomu ps.

kterou Ize zapsat pomoci matice jako

2 n
1 x x5 ... xp ag fo
1 x x% . & a; fi
2 n
1 xp x5 ... x} a | =1 fo
1 x, x2 ... xI ap fn

Matice této soustavy md nenulovy (Vandermodiv) determinant. Odtud plyne existence
jediného feSeni soustavy linedrnich rovnic a také existence jediného interpola¢niho poly-
nomu. O

Tento zptlisob vytvoreni interpola¢niho polynomu umoZziiuje snadno analyzovat fesi-
telnost tlohy. Nevyhodou je potieba fesit soustavu linearnich rovnic s (Vandermondovou)
matici, kterd je pfi vétsim poctu interpolovanych hodnot velmi $patné podminéna.

5.1.1 Lagrangeuv tvar interpola¢niho polynomu

Ukéazeme postup, pfi némz se obejdeme bez feSeni soustavy linearnich rovnic. Interpola¢ni
polynom budeme hledat ve tvaru

pu(x) = fopo(x) + fie1(x) + - + fugn(x). (5.4)
Rovnosti p,(x;) = f;,i = 0,1,...,n budou splnény, jestlize bude platit
(x:) 1 proi=j,
i\Xj) =
P 0 pro i#j.

Z Véty 5.1.1 vime, Ze interpola¢ni polonom je stupneé nejvyse n, takZe také vSechny funkce
@; musi byt polynomy stupné nejvyse n. Uvedenym poZadavkim vyhovuje ndsledujici
definice:

(x —x0)... (x—x;1)(x —xi41) ... (x — xy)
X; — XO) e (xi — xl;l)(xi — xi+1) e (xi — xn)

@i(x) = ( (5.5)
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

proi=0,1,...,n. Citatel je totiz polynom, ktery nabyva nulovych hodnot ve viech uzlech
kromé uzlu x;. V tomto uzlu pak nabyva nenulové hodnoty, ktera je obsaZena ve jmenova-
teli zZlomku, takZze plati ¢;(x;) = 1.

Polynomtm ¢;, i = 0,1, ...,n se fika Lagrangeova bdze interpola¢ni tlohy a vzorec (5.4)
se nazyva Lagrangeiiv tvar inteprola¢niho polynomu.

Ptiklad 5.1.2 Mé&jme dany uzly xg = —2, x; = —1, xp = 1, x3 = 2 a funkéni hodnoty
fo =10, fi =4, f» =6, f3 = 3. Napiste Lagrangetiv tvar interpola¢niho polynomu.

Reseni: Nejdfive sestavime Lagrangeovu bazi. Podle (5.5) je

0 = S =~ D - )5 -2)
) = BT L)) - 1)(x-2)
pa() = SEREEIED LD -2),
ps(x) = gi;ggigg:g = D)1,

Dosazenim do (5.4) dostaneme vysledek

N

pa() = —o(xHD(x—1)(x—2)+2(x+2)(x—1)(x~2) -

DD (x =)+ (42 (x+ D) (x - 1)

Poznamka

Interpolaéni polynom je podle Véty 5.1.1 uréen jednozna¢né. Upravou Lagrangeova
tvaru interpola¢niho polynomu proto musime nutné odvodit vzorec, ktery jsme vypoci-
tali v Pfikladu 5.1.1 (ovéfte).

5.1.2 Newtonuv tvar interpola¢niho polynomu

Newtontv tvar interpola¢niho polynomu je jistym kompromisem mezi pfedchozimi dvéma

postupy. VyzZaduje sice feSeni soustavy linedrnich rovnic, ta ma ale trojihelnikovou struk-

turu. Jeji feSeni se pievede na vypocet pomérnych diferenci. Zapis interpola¢niho poly-

nomu pomoci pomérnych diferenci je pak analogie Taylorova polynomu, kdy informace

o vytvarené funkci je rozprostfena do funkénich hodnot v rtiznych uzlech (Taylortv poly-

nom pouZzivd informaci z jednoho uzlu, kde jsou pfedepsany derivace rtiznych fada).
UvaZujme zapis polynomu ve tvaru:

pn(x) = ag +a1(x —x0) +a2(x — x0) (x —x1) + -+ +an(x —x0) ... (x —x4-1).  (5.6)
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

Jestlize dosadime do interpola¢nich rovnosti p,(x;) = f;,i = 0,1,...,n, dostaneme sou-
stavu linedrnich rovnic s dolni trojihelnikovou matici:

1 O O e O LZO fO
1 (x1 = x0) 0 .. 0 am | | A
1 (x2—2x0) (x2—x0)(x2—2x1) ... O w | = £ | (5.7)

Odud mtiZzeme postupné vyjadrit koeficienty ay:

_a p—
a = fo ¢11=f1 o _ A fO,
X1 — XQ X1 — Xo
f—fH  f-—fo
i f2 —a1(x2 — xp) —ao _ X—x X1 —Xo
(x2 — x0)(x2 — x7) X2 — X0
atd..

Vyrazy na pravych strandch jsou pomérné diference, pro néZ zavadime znaceni v na-
sledujici definici.

e N

Definice 5.1.1 Necht' jsou dany vzajemné rtizné uzly x; a funkéni hodnoty f;,i =0, ..., n.
Pomérné diference k-tého ¥adu f[x; k,...,x;], i =0,1,...,n—kdefinujeme rekurentné:

eprok=0: Pl = i
eprok=1: flxivr, xi] = —fi:f,
| = fikr - Xip1] — flXidk—1,-- .,xi].

eprok<mn: flXig -, X

Xitk — Xi

Porovndnim pomérnych diferenci s koeficienty a; vidime, Ze
ay = flxg, ..., x0], k=0,1,...,n.
Dosazenim do (5.6) dostaneme Newtoniiv tvar interpola¢niho polynomu:
pn(x) = fo+ flx1,x0](x —x0) + - 4 flxn, ..., x0] (x = X0) ... (x — xp—1). (5.8)

Pti jeho sestavovani potfebujeme vypocitat pomérné diference. VSe ukdZeme v nésleduji-
cim ptikladu.

Piiklad 5.1.3 Mé&me dany uzly xo = —2, x; = —1, x = 1, x3 = 2 a funk¢ni hodnoty
fo =10, f1 =4, f» = 6, f3 = 3. Napiste Newtontv tvar interpola¢niho polynomu.

ReSeni: Potfebujeme vypocitat pomérné diference:

f[xl, XO], f[X2, X1, XQ], f[x3, X2, X1, xo].
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

Podle definice je
4—10
= = —6’
f[x1,x0] _1_,[_2
6—4
flramx) = [Pzl fxl_ Fre 7
2/ 41,70 X2 — X0 142 3I
-
_ flxaxo, ] = flxoxx] - o —3 . 1
f[x3/ X2, xl/xO] - X3 — X0 — 242 - 12°

Dosazenim do (5.8) dostaneme vysledek

po(x) =10~ 6(x+2) + L (x +2)(x +1) — 15 (x +2)(x+1)(x - ).

Piehledné mtiZeme vypocet pomérnych diferenci provést v tabulce (Tabulka 5.1), kde do
prvnich dvou sloupcti zapiSeme zadané uzly a funkéni hodnoty a v kazdém dalsim sloupci
pak vypocitdme vSechny pomérné diference postupné se zvysujicich fadd. Pro napsani in-
terpola¢niho polynomu potfebujeme z této tabulky hodnoty diferenci z prvniho ¥ddku. O

Poxi fi| flxie,xi] flXivo, Xiea, xi] f[xs, X2, %1, X0]
0}—-2 10 —6 7/3 —-11/12

1] -1 4 1 —4/3

2 1 6 -3

3 2 3

Tabulka 5.1: Vypocet pomérnych diferenci.

5.1.3 Interpolacni chyba

Predpoklddejme, Zze hodnoty f; jsou funkénimi hodnotami funkce f v uzlech x;, tj. f; =
f(x;). Bude nds zajimat interpola¢ni chyba

f(x) = pul(x).

V uzlech x; je interpola¢ni chyba nulov4, ale mimo uzly mtze byt velka.

Véta 5.1.2 Necht' uzly x;,i = 0,1,...,n, jsou vzdjemné rtzné a lezi na intervalu (a, b).
Necht' funkce f md na tomto intervalu n + 1 spojitych derivaci. Pak pro kazdé x € (a,b)
existuje § = ¢(x) v (a,b) tak, Ze plati

fotD(g)

f(x) = pn(x) = mﬂnﬂ(x), (5.9)

kde 7t 11(x) = (x — x0) ... (x — xn).

. J

Dtikaz: Pro x = x; je rovnost (5.9) splnéna, protoZe obé jeji strany jsou nulové. Pro pevné
zvolené x # x; definujme funkci

g(0) = £(8) — put) — 21D (1)~ p()), (5.10)

TTh+1 (x)
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5. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

kde t je proménna a x je parametr. Funkce ¢ ma zfejmé n + 2 kofenti, kterymi jsou vSechny
uzly xp, ..., x, a x. Kazdd derivace funkce ¢ ma o jeden kofen méné, takze (n + 1)-ni
derivace méd jediny kofen v né&akém bodé { € (a,b). Derivujeme-li (n + 1)-krat vyraz

(5.10) (podle t) a pouzijeme p¥itom p,(fﬂ) (t)=0a nﬁlr_ﬁl) (t) = (n+1)!, dostaneme
(n+1)!

0=g"* () = f"I(g) - (f(x) = palx)) -

7Tn+1(x)

Jestlize odtud vyjadfime interpola¢ni chybu, odvodime rovnost (5.9). O

Na prtibéh interpola¢ni chyby v intervalu (a, b) ma podstatny vliv tvar polynomu 77,1,
jak ukazuje nasledujici ptiklad.

[ Priklad 5.1.4 (Rungeho priklad) Nakreslime graf funkce

1
fO=1ra
a graf interpola¢niho polynomu odpovidajicitho uzltm x; = -54i,7 = 0,1,...,10.

Vysledek porovname s grafem polynomu

mp(x) = (x+5)(x+4)...(x—=5).

| J

Reseni: Obrazek 5.2.a ukazuje graf polynomu 7711. Z jeho pritbéhu lze usoudit, Ze nejvétsi
interpolacni chyby budou pobliz krajnich uzlt xg = —5a x19 = 5. Na obrazku 5.2.b vidime,
Ze graf interpola¢niho polynomu osciluje kolem grafu funkce f a Ze oscilace jsou nejvétsi
pravé na krajich intervalu (—5,5). Poznamenejme jesté, ze pii zvétSeni poctu interpolad-
nich uzlt nemusi dojit ke zmen3eni interpola¢ni chyby, ale naopak k jejimu zvétSeni. O

x 10

-5 0 5
(a)
Obrazek 5.2: (a) Graf 7113; (b) grafy f (neoscilujici) a p1o (oscilujici).

Kontrolni otazky
(Otézka 1. Jaké znate metody pro sestaveni interpola¢niho polynomu?
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Otézka 2. Jakého stupné je interpola¢ni polynom?
Otézka 3. Jak se chova interpola¢ni chyba?

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Prouzly xo = —1,x; =0, xp = 2, x3 = 3, x4 = 5 a funkéni hodnoty fp = -2, f1 =1,
f2 =0, f3 =2, f4 = —1 vypoctéte interpolacni polynom ve tvaru (5.3).

2. Pro predchozi data vypoctéte Lagrangetiv a Newtontv tvar interpola¢niho poly-
nomu.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1ps(x) = —gxt + 1525 — 0x2 — Sx 4+ 1.

2. Lagrangetiv tvar: ps(x) = —gx(x —2)(x —3)(x — 5) — 55(x + 1) (x — 2)(x — 3)
(x=5) — H(x+1Dx(x —2)(x = 5) — 155 (x + D)x(x — 2)(x — 3);

Newtontv tvar: py(x) = —2+3(x +1) — %(x +Dx+ 2 (x+Dx(x —2) — (x+1)
x(x —2)(x —3).

5.2 Interpolacni splajny

Vidéli jsme, Ze graf interpola¢niho polynomu miiZe oscilovat, coZ je pro mnohé praktické
aplikace nepfijatelné. Tato situace nastdva zpravidla pfi pfedepsani vétsiho poctu dat, pro-
toZe interpola¢ni polynom je pak vysokého stupné. Zd4 se proto rozumné fesit interpola¢ni
tlohu pouzitim funkci, kterd jsou po cdstech polynomy nizkého stupné, a jejichZ jednot-
livé polynomické ¢asti na sebe navazuji dostate¢né hladce. Takovym funkcim se fika splajn
(z angl. ,spline”). UkaZeme dva nejcastéji pouZivané splajny: linedrni a kubicky.

Abychom se vyhnuli zbyte¢nym komplikacim v zdpisu, budeme predpokladat, Ze uzly
interpolace tvofi rostouci posloupnost, tzn. Ze plati xg < x1 < - -+ < x,. Vzdalenost dvou
sousednich uzlt ozna¢ime h;, tj. h; = x; —x;_1, i=1,...,n.

5.2.1 Linearni splajn

Definice 5.2.1 Linedrnim splajnem nazyvame funkci s;, kterd je spojitd na intervalu
(x0, xn) ana kazdém podintervalu (x;_1,x;),i =1,...,n,je polynomem prvniho stupné.

Linedrni interpolacni splajn bude feSenim interpola¢ni dlohy (5.1), polozime-li s1(x;) =
fi,i = 0,...,n. Zapis tohoto splajnu provedeme ,po ¢astech”, kdy na kazdém intervalu
(x;_1,x;) zavedeme lokalni proménou ¢:

si(x) = fiit(L=t)+ fit, t=(x—xi-1)/h;, x€{xi1,%) (5.11)

proi = 1,...,n. Vyraz s lokdlni proménnou ¢t pfedstavuje Lagrangetiv tvar linedrniho
interpola¢niho polynomu. Spojitost je zarucena tim, Ze pro interval (x;_1,x;) a (x;, xi+1) je
v bodé x; pfedepsand stejnd funkéni hodnota f;. Grafem linedrniho splajnu je lomend cdra.
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Piiklad 5.2.1 Mé&me dany uzly xo = —2, x; = —1, xp = 1, x3 = 2 a funkéni hodnoty
fo =10, fi =4, f» = 6, f3 = 3. Napiste linedrni interpola¢ni splajn.

Reseni: Zapis provedeme podle ptedpisu (5.11):

10¢o(t) +4@1(t), t=x+2 prox € (—2,—1),
s1(x) =< 4po(t) +6¢1(t), t=(x+1)/2 proxe (—1,1),
6¢o(t) +3¢1(t), t=x-1 prox € (1,2),
kde ¢o(t) =1 —t, ¢1(t) = t. Graf je zndzornén na Obrazku 5.3. O

5.2.2 Kubicky splajn

Definice 5.2.2 Kubickym splajnem nazyvdme funkci s3, kterd mda na intervalu (xg, x,)
dvé spojité derivace a na kazdém podintervalu (x;_1,%;), i = 1,...,n je polynomem
tretitho stupné.

Kubicky interpolacni splajn, ktery fesi interpolacni tlohu (5.1), zapiSeme opét ,po cas-
tech”:

s3(x) = fi_1(1—3t242t%) + f;(3t> — 2°)
+m_qhi(t — 282 + £3) + mihi(— 12 + 13), (5.12)

kdet = (x —xj_1)/hi, x € (xj_1,x;) proi = 1,...,n. Tento pfedpis je navrzen tak, aby
platilo

s3(xi—1) = fi—1, s3(xi) = fi, (5.13)
sy(xi1) =mi1, s5(x;) = m;. (5.14)
O splnéni vztahti (5.13) se miZeme snadno presvédcit dosazenim x;_; a x;. Tyto vztahy

také zarucuji spojitost. Prvni derivaci s vyjadfime z (5.12) pomoci pravidla o derivovani
sloZené funkce:

s5(x) = fii1(—6t+6t%)/h;+ fi(6t — 61°) /Iy
i1 (1 — 4t 4 3t%) + m;(—2t + 3t2). (5.15)
Dosazenim x;_; a x; se miizeme pfesvédcit o splnéni vztahti (5.14). Tim je zarucena také
spojitost prvni derivace s} na celém intervalu (xo, x,) pro libovolné hodnoty m;, které maji

vyznam prvnich derivaci v uzlech x;. Spojitost druhé derivace vynutime specidlni volbou
hodnot m;. Budeme pozadovat

lim s§(x) = lim sj(x) (5.16)

X—x;— X=X+

ve vnitinich uzlech x;, i = 1,...,n — 1. Potfebny vyraz pro druhou derivaci vypocteme
z (5.15) opét podle pravidla o derivovani sloZzené funkce:

H(x) = fia(—6+120)/R2 + fi(6—12¢) /1
+mi,1(—4 + 6t>/h1 + mi(—Z + 6t)/l’11 (517)
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Levou stranu v (5.16) vyjadiime z (5.17) pro t = 1:
lim s§(x) = 6f;_1/h? — 6f;/h? +2m;_1/h; +4m;/h;. (5.18)

X—X;—

Pravou stranu v (5.16) vyjadiime z (5.17) pro t = 0, kdyZ soucasné posuneme indexovani:

lim s"(x) = —6fi/hf 4+ 6fip1/hi g —4mi/hipy — 2migq/hijq. (5.19)

xX—x;+
Dosadime-li (5.18) a (5.19) do (5.16), dostaneme po jednoduché tpraveé

hizimi_q +2(hipq + hi)m; + himiq =

h h; h; .
3[ z+1fl 1+( zh+1 'z >ﬂ+'_lﬁ+1:|’ i=1,...,n—1. (5.20)
1

Tyto rovnosti tvoii soustavu n — 1 rovnic pro n + 1 nezndmych m;, i = 0,1, ... .n. Abychom
dostali jediné feSeni, pfedepiSeme m a m, napfiklad takto (jako pfiblizné derivace):
mg= 11210y = I (5.21)
hy hy

fo =10, fi =4, f» = 6, f3 = 3. Napiste kubicky interpolac¢ni splajn.

Piiklad 5.2.2 Méjme dany uzly xo = —2, x; = —1, xp = 1, x3 = 2 a funkéni hodnoty}

4

ReSeni: Nejdfive vypocitame parametry m;, i = 0,1,2,3. Podle (5.21) je

4-10 3—-6
R I T S
Soustava (5.20) ma dveé rovnice:
h hy h h
2l +h)my+himy = 3|—fo+ (72— )| i+ fa| — hamo,
h hy hy hy
h hs h h
hamq + 2(h3 + hz)ﬂlz = 3 {——3](1 + <—3 - —2> f2 + —2][3] — hyms,
hy 2 h3 h3
které mtizeme psét jako
6 1 my —21
1 6 my B -9 |
VyfeSenim dostaneme m; = 273(?, my = —%. Vysledny splajn zapiSeme podle (5.12) po

Castech:
1091 (t) +4ga(t) — 6¢3(t) — W pa(t), t=x+2prox € (-2,-1),
s3(x) = { 4@1(t) +692(t) — FF@a(t) — Roa(t), t=(x+1)/2proxe (~1,1),
691(t) +3¢2(t) — Fs(t) —3¢a(t), t=x—1proxe (1,2),

kde @1(t) = 1 =312 + 283, o (t) = 312 — 213, p3(t) = t — 21> + 3, @4(t) = —t* + 13. Graf je
zndzornén na Obrazku 5.3. O
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10t
8-
6-
S1
4+
S3
2 1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2

Obréazek 5.3: Graf linedrniho (s1) a kubického interpolaéniho (s3) splajnu.

Ptiklad 5.2.3 (Rungeho priklad - pokracovdni) Nakreslime graf interpola¢niho kubického
splajnu pro funkci f a uzly x; z Pfikladu 5.1.4 a porovname ho s grafem interpola¢niho
polynomu.

Reseni: Na Obrazku 5.4 vidime, Ze splajn s3 neosciluje a je z tohoto pohledu mnohem ro-

Yev s

zumnéjsi aproximaci interpolované funkce f nez interpola¢ni polynom p;; porovnej s Ob-
razkem 5.2.b. O

0.8}
0.6}
0.4}

0.2r-

(b)
Obrazek 5.4: (a) funkce f; (b) Funkce f a kubicky interpolaé¢ni splajn s3.

~ Kontrolni otazky

Otazka 1. Co je to splajn? Jak se definuje a pocitd splajn linedrni a kubicky?
Otézka 2. Jak se chovaji pfi interpolaci splajny v porovnani s polynomy?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Prouzly xg = —1,x; =0, xp = 2, x3 = 3, x4 = 5 a funkéni hodnoty fp = -2, f1 =1,
f2 =0, f3 =2, f4 = —1 sestavte linedrni interpola¢ni splajn.
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2. Pro stejnd data sestavte kubicky interpolac¢ni splajn.

Vysledky tloh k samostatnému fesSeni
1.

—2¢1(t) + @2(t), t=x+1 prox € (—1,0),

P1(t), t=x/2 prox € (0,2),
s1(x) =

2¢5(t), t=x—2 prox € (2,3),

291(t) —1¢a(t), t=(x—3)/2 prox € (3,5),

kde qn(t) =1- t, (Pz(t) =t.

2. Krajni parametry jsou mg = 3, my = —%, ostatni dostaneme ze soustavy
6 10 my 2
1 6 2 my | = 22—1 ,
0 26 m3 9

takze m; = %, my = %, mz = % a konetné

(

—2¢1(t) + @2(t) +393(t) + gpa(t), t=x+1proxe (~1,0),
P1(t) + 5 3(t) + S a(t), t =x/2prox € (0,2),
202(t) + Ss(t) + L3¢4(t), t=x—2prox € (2,3),

L 201(t) — @2(t) + g—(l)q)g(t) —3¢4(t), t=(x—3)/2prox € (3,5),
kde @1(t) =1 =312+ 213, go(t) = 3t> — 213, @3 (t) = t — 282 + 13, @y(t) = — > + 2.

s3(x) =

5.3 Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu

V mnoha situacich, kdy je potfeba danou funkci f nahradit funkci ,jednodussi”, je ne-
vhodné nebo viibec nelze pouZit interpolaci. Jsou-li napfiklad funkéni hodnoty nepiesné,
pienese se tato nepiesnost i na cely interpolant. Casto se také objevuje tloha, kdy se mé
velky pocet naméfenych dat ,prolozit” pfimkou nebo jinou jednoduchou funkci. V téchto
a v fadé dalsich pfipadli je rozumné pouzit metodu nejmensich ¢tvercti.

Zaénéme piikladem.

[ Priklad 5.3.1 Méjme dény uzly xo = -2, x; = —1, x = 1, x3 = 2 a funkéni hodnoty
fo =10, f1 =4, fo =6, f3 = 3. Najdéte pfimku

¢(x) = c1 + 2x, (5.22)

ktera je ,blizko” pfedepsanym hodnotam.

| J

ReSeni: Nejdiive musime urcit, co znamena ,blizko”. V zédpisu tlohy (5.2) jsme pouZili
pfiblizné rovnosti ,,~* a fekli jsme, jak jim budeme rozumét. Vyjaddfeno vzorcem to zna-
mend, Ze funkci ¢ chceme ur¢it tak, aby minimalizovala vyraz

3
;}(fp(xi) — fi)*.
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Dosadime-li sem jako ¢ predpis (5.22), dostaneme tlohu na vypocet minima funkce dvou
proménnych:
3
¥(c1,02) = Y (1 +coxi — i)
i=0

To uz je ale tuloha, kterou umime feSit pomoci standardnich postupti z diferencidlniho po-
¢tu. Hodnoty cj, ¢5, pro néZ funkce ¥ nabyva svého minima, vyhovuji rovnicim

Y, . . oY

—(cf,c5) =0, =—(ci,c3) =0.

aC1(1 2) aC2( 1 2)

Vypoctem parcidlnich derivaci odvodime

3 3
2Y (cf+esxi—fi) =0, 2) (cf +c3x; — fi)x; =0,
i=0 i=0

coZ je soustava linedrnich rovnic
3 3
21 Y
i=0  i=0 €1 ) =
3 3., c -
DRI
i=0 =0

3

Y fi
i§0

Z fixi
i=0

(5 ) (4)=(%)

N %= %

Znivypocitdme ¢ = 23/4 a c; = —6/5. Pfimka ¢*, kterd fesi nasi tilohu, ma tvar:
23 6

(x) =——< 5.23

¢'(x) = 5 — g (523)

a jeji graf je zndzornén na Obrazku 5.5. Podrobnéji si tento postup rozebereme v dal$im

textu, z ¢ehoZ mimo jiné vyplyne, Ze jsme opravdu nasli minimum. O
T
101 O

Obrazek 5.5: Aproximace metodou nejmensich ¢tverct; pfimka (5.23) pln€; funkce (5.29)
¢arkovane.

Postup z ptikladu je jddrem obecné metody nejmensich ¢tvercti pro dlohy (5.2). Budeme
ptfedpoklddat, Ze je dan systém funkci ¢; = @;(x),j = 1,...,m abudeme uvaZzovat véechny
funkce ve tvaru

P(x) =c191(x) + -+ cmpm(x) = ) _ cjg;(x), (5.24)
j=1
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kde koeficienty cy, . .., ¢;; jsou libovolna redlna ¢isla. Funkci ¢*, pro niz plati

n

Y (97 ( Z —fi)* Ve (5.25)

i=0
nazyvame aproximaci podle metody nejmensich ctvercii. Jeji koeficienty c7, ..., ¢, uréime jako
minimum funkce

n m
Y(ct,...,om) = Y_(Y cigj(xi) — fi)? (5.26)
i=0 j=1
které vyhovuje rovnicim
oY
—(c1,.... ) =0, k=1,...,m. (5.27)
aCk

Vyjadiime-li parcialni derivace

i i ](P] xi) = fi) or(xi)

ack

a dosadime je do (5.27), dostaneme po jednoduché tpraveé soustavu linedrnich rovnic

Y (Z(P; Xi) @i (xi ) Zfz(Pk X)), k=1,...,m (5.28)

j=1 \i=0

pro vypocet koeficientti cJ, . .., cj,,. Soustava (5.28) se nazyva soustava normdlnich rovnic.

Véta 5.3.1 Necht jsou dany vzdjemné razné uzly x; a funkéni hodnoty f;,i = 0,...,n.
Necht' je dan systém funkci ¢;, j = 1,...,m, které jsou linedrné nezévislé na mnoziné
uzlh. Potom existuje jedind funkce ¢*, kterd splniuje (5.25) a jeji koeficienty cj, ..., cj,

jsou feSenim soustavy normalnich rovnic (5.28).

Diikaz: Vbodécj, ..., ¢y, ktery vyhovuje rovnicim (5.27), nabyva funkce ¥ minima, jestliZe
matice druhych derivaci je symetricka a pozitivné definitni (kladna). Druhé derivace jsou
urceny vzorci
o*¥ 2
=2 - ), kl1=1,...,m,
dcoc; i_zoq)l(xz)(l)k(xz) m

z nich? je symetrie vidét na prvni pohled (prohozenim indexti k a I se nic nezméni). Necht’
dy,...,dn jsou Cisla ne vSechna soucasné nulova. Potom

vy s e =22 (L) (L deoix)) =2 07 > 0,

=1l=1

kde ¢(x) = Y j1; drgi(x), takZe matice druhych derivaci je pozitivné definitni. Odtud také
plyne, Ze matice soustavy normélnich rovnic je konstantni vzhledem k cj, ..., ¢y a regu-
larni. Proto ma (5.28) jediné feSeni cJ, ..., c;,, které definuje jedinou funkci ¢* fesici nasi
ulohu (5.25). O

Pfi aproximaci metodou nejmensich ¢tvercti se musime nejdfive rozhodnout pro néjaky
linedrné nezévisly systém funkci ¢;, j = 1,...,m. Poté stadi sestavit a vyfesit soustavu
normadlnich rovnic (5.28).
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( A

Piiklad 5.3.2 Napiste normalni soustavu linedrnich rovnic odpovidajici systému funkci

—X

p1(x) =eF, @a(x) =sinx.

Aproximujte data z P¥ikladu 5.3.1

Reseni: Soustava normélnich rovnic md v tomto pfipadé tvar
n n n
Y e Y e Yisinx; . Y fie "
i=0 i=0 ( 1 ) _ i=0
n n C* - n
Z e Yisin x; Z sin? x; 2 Z fisin x;
i=0 i=0 i=0
Po dosazeni dostaneme
62.1409 —8.5736 ( ct ) 87.3770
—8.5736 3.0698 ¢; )\ —4.6821
a odtud vypocitdme c] = 1.9452, c; = 3.9076, tj.

¢*(x) = 1.9452¢™* 4+ 3.9076 sin x. (5.29)

Graf je zndzornén na Obrédzku 5.5.

~ Kontrolni otazky

Otazka 1. Kdy je vhodné pouzit metodu nejmensich ¢tverca?
Otézka 2. Graficky zndzornéte smysl vyrazu pro soucet druhych mocnin odchylek?
Otéazka 3. Co je to soustava normélnich rovnic a jak vznikne?
Otéazka 4. Co se stane, kdyz v (5.24) a (5.25) bude m = n 4 1?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Napiste soustavu normélnich linedrnich rovnic pro systém funkci @1 (x) = 1, 2(x) =

x, p3(x) = x2.

2. Dataxg = —1,x1 =0, xp =2,x3 =3, x4 = 5af0 = —2,f1 = 1,f2 = 0,f3 =2,
fa = —1 aproximujte metodou nejmensich ¢tverci pomoci systému funkci z predchozi
ulohy.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Normdlni soustava ma tvar:

n n n n
Y1 Y Y ) fi
i?() iio iio i?O
Fo v e |6 ) 2| S
1?0 1?0 1?0 1?0
I 5
=0 i=0 i=0 i=0

2. *(x) = —0.2835x2 + 1.2359x — 0.0130.

85



KAPITOLA

6

NUMERICKE INTEGROVANI A
DERIVOVANI

Pri feSeni fady praktickych tloh je potieba urcit hodnotu urcitého integrélu z néjaké funkce.
V mnoha piipadech Ize integraci provést pomoci analytickych postupti, které se uci v za-
kladech integrdlniho poctu. Tak napiiklad snadno zjistime, Ze integraly

1 7T
/ e“dx a / cos x dx
0 0

maji hodnotu e — 1 a 0. Sta¢i vSak mald zména u integrované funkce a analyticky vypocet
se stane sloZitym nebo dokonce neproveditelnym. Pokuste se vypocitat integraly

1 2 7T 5
/ X dx a / cos x“ dx
0 0

a uvidite jak daleko se vam podari dojit! Je-li integrovand funkce zaddna tabulkou - napii-
klad jako vysledek méfeni - pak se o analytickou integraci nelze ani pokusit.

V této kapitole se budeme nejprve zabyvat numerickym integrovanim. Uloha bude for-
mulovéna obecné. Budeme piedpokladat, Ze je déna spojita funkce f : (4,b) — R a mame
aspon priblizné urcit ¢iselnou hodnotu urcitého integralu

1= /bf(x) dx. ©.1)

Numerické integracni vzorce lze zndzornit geometricky, jako pfibliznou velikost plochy
urcenou integralem I (nakreslete si obrdzek). Tyto vzorce pouZzivaji jen n€kolik funkénich
hodnot, takZe je 1ze pouzit téméf pro jakoukoliv funkci f, dokonce i pro funkce zadané
tabulkou.

Pfi numerickém vypoctu derivace f’(x) budeme ptedpokladat, Ze funkce f je na né&ja-
kém ,rozumném” okoli bodu x spojité diferencovatelnd. UZite¢ny bude opét geometricky
vyznam derivace jakoZto smérnice te¢ny ke grafu funkce f v bodé x. Vzorce pro nume-
rické derivovani pocitaji tuto smérnici pfiblizné z nékolika okolnich funkénich hodnot. Jak
uvidime, narozdil od numerického integrovani pfitom nelze dosdhnout pfilis malé celkové
chyby.
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6.1 Newton-Cotesovy vzorce

Ze zakladniho kurzu integrdlniho poctu vime, Ze je velmi jednoduché integrovat poly-
nomy. Integra¢ni vzorce pro obecnou funkci f zde proto odvodime tak, Ze namisto ni bu-
deme integrovat jeji interpolacni polynom p;:

I = /ﬂb f(x)dx ~ /ab pn(x)dx. (6.2)

Pro jednoduchost sestavime polynom p, pomoci uzlii x; rozlozenych na intervalu (a, b)
rovnomerne:
x;=a+it, i=0,1,...,n,

kde T = (b — a)/n. Interpolatni polynom zapiSeme v Lagrangeové tvaru (viz Odsta-
vec 5.1.1):
1 X —x
pulx) = Y- F(x)@i(x), kde gi(x) =[[——2.
i=0 j=0 " J
j#i

Dosazenim p, (x) do pravé strany ptiblizné rovnosti (6.2) dostaneme Newton-Cotesovy vzorce:

/abf(x) dx ~ éwif(xi), 6.3)

kde )
wi:/ pi(x)dx, i=0,1,...,n (6.4)
a
jsou integracni vihy. V dalsi textu si podrobné odvodime ¢asto pouzivané Newton-Cotesovy

vzorce pro interpola¢ni polynomy nizkého stupné n = 0,1 a 2 (zkuste si pak tyto vzorce
nakreslit).

a) Obdélnikové pravidlo. PoloZzime n = 0, xo = (a + b)/2 a integrujeme konstantni poly-

nom po(x) = f <aq2Lb) '

Dostaneme:

[ = e-af (“52) = fow 65)

b) LichobéZnikové pravidlo. Polozime n = 1, xo = 4, x; = b a integrujeme linearni poly-

nom
x—D> xX—a

pr(x) = —— fla) + 7

f(b).

Dostaneme: ) ) .
| F) s~ 5 (@) + £0)) = T ©6)

¢) Simpsonovo pravidlo. Polozime n = 2, xg = a, x; = (a+b)/2, x = b a integrujeme
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6. NUMERICKE INTEGROVANI A DERIVOVANT{

kvadraticky polynom p,(x). Integra¢ni vahy zde snadno vypot&itime pomoci substituce
x=(b—a)t/2+(a+b)/2:

wy = /ab(PO(x)dx — /ab ((x—m)(x—m) dx

xo — x1)(x0 — x2)

b—a [1 b—a
= /_1t(t—1)dt_ .

podobné dostaneme w; = 4(b —a)/6, w, = (b —a)/6 a dohromady méme:

/abf(X) dx ~ b;” (f(a) +4f (a;b> +f(b)) = ISimps- 6.7)

V piistich odstavcich budeme vzorce (6.5)-(6.7) nazyvat jako jednoduché, protoZe z nich
budeme vytvaret vzorce sloZené.

Ptiklad 6.1.1 Pomoci Newton-Cotesovych vzorcti (6.5), (6.6) a (6.7) vypoctéte ptiblizné
hodnoty integréalu
1
I = / e’ dx.
1l

Reeni: Mamea = —1,b = 1 a f(x) = e*. Pomoci obdélnikového pravidla (6.5) je

IObd = 260 = 2.

Lichobéznikové pravidlo (6.6) dava
Lo = = (e7 +e') = 3.086161
Lich 2 . .
Simpsonovym pravidlem (6.7) vypocteme
_ 2/ 0, ,1) _
Isimps = = (e 14l 1 ) — 2.362054.

Pfesna hodnota integréluje I = e! —e~! = 2.350402. O

~ Pozndmka N

Nejpresnéjsi hodnoty jsme dosdhli pomoci Simpsonova pravidla. To nas mtze vést k do-
mnénce, Ze jesté pfesnéjsich hodnot dosdhneme, pouzijeme-li Newton-Cotesovy vzorce
odvozené z interpolacnich polynomu vyssich stupni. Obecné to vsak neplati. V Pii-
kladu 5.1.4 jsme vidéli, Ze interpola¢ni polynom vysokého stupné mtize byt velmi Spat-
nou aproximaci funkce. Newton-Cotesovy vzorce ddvaji v takovém pfipadé nesmysIné
vysledky.

Nésledujici véta se tyka vyjadfeni integraéni chyby.
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N

Véta 6.1.1 (i) Necht' funkce f mé na intervalu (a, b) spojitou druhou derivaci. Pak plati:

I[—Iopg = fﬁz(f) (b —a)’,

1/
I-Iyg = 2@ 0 ap. 6.8)
12
(ii) Necht funkce f ma na intervalu (a, b) spojitou ¢tvrtou derivaci. Pak plati:

(4)
I— ISimps = _f 9(5‘:) (b - a)3'

Ve vsech pfipadech je ¢ bliZze neurceny bod z intervalu (a, ).

- J

Dtikaz: Dikaz ukaZeme pouze pro lichobéznikové pravidlo (6.6). Vyjadieni interpolaéni
chyby z Véty 5.1.2 mé pro interpolacni polynom p; s uzly xo = a, x; = b tvar:

£ i) = L (e — gy (x -,

Integraci a uzitim véty o stfedni hodnoté integralniho po¢tu dostaneme

1" b
=t = 58 - aa-par
2 Ja
_ /'@ /b“ var = L©)
= 5= Ht+a—b)dt = ——>>(b—a)’,
kde jsme pro zjednoduseni vypoctu pouZili substituci x = t + a. 0

~ Kontrolni otazky

Otazka 1. Jak vzniknou Newton-Cotesovy vzorce?

Otéazka 2. Jaké jsou zdkladni pravidla pro numericky vypocet integralu?

Otéazka 3. Znazornéte graficky smysl obdélnikového a lichobéZznikového pravidla.
Otédzka 4. Pro¢ neni rozumné pouZzivat Newton-Cotesovy vzorce odvozené z interpolac-
nich polynomt vysokého stupné?

~ Ulohy k samostatnému feseni

YNV,

1. Pomoci obdélnikového, lichobéZnikového a Simpsonova pravidla vypoctéte ptiblizné
hodnoty integréla

1, T
a) / e dx;  b) / cos x2 dx.
0 0

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. a) Iopg = 1.284025, Ip;cp, = 1.859141, Isiyps = 1.475731; b) Iopg = 1.961189, I1;c, =
—0.675916, Isjyps = 1.082154.
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6.2 SloZené vzorce a dvojny pfepocet

V predchozim odstavci jsme odvodili tfi jednoduché vzorce: jednoduché obdélnikové pra-
vidlo (6.5), jednoduché lichobéznikové pravidlo (6.6) a jednoduché Simpsonovo pravidlo
(6.7). Pro pfesnéjsi vypocty se z téchto vzorch vytvareji vzorce sloZené. Nyni si pfedvedeme
jejich odvozeni.

Interval (a, b) rozdélime pomoci uzlt x; = a+ih,i =0,1,...mskrokemh = (b—a)/m
na m rovnomeérnych tsekd. Toto déleni pouZzijeme pro nésledujic rozklad integrélu I:

I_/f dx—2x1fx)dx 6.9)

Jestlize kazdy dil¢i integrdl za sumaci nahradime vZzdy jednoduchym obdélnikovym nebo
jednoduchym lichobéZnikovym pravidlem, dostaneme odpovidajici pravidlo sloZené.

a) SloZené obdélnikové pravidlo. Jednoduché obdélnikové pravidlo (6.5) pouZijeme takto:

/ flx .'X,'Nhf(xl 12+x1>.

Dosazenim do (6.9) dostavame:
=z Xi_1+ x;
lso=h)_f (%) . (6.10)

Toto pravidlo jsme si uz odvodili a vyzkousSeli v Odstavci 1.1, viz vzorec (1.1).

b) SloZené lichobéZnikové pravidlo. Jednoduché lichobéZnikové pravidlo (6.6) pouzijeme
takto:

[ Fedr 5 (Fls) + £5)),

Dosazenim do (6.9) dostavame:

i = o (Fx0) +26(0) + -+ 2f (tuc) + £ ()

m—1

= g (f(xo) +2) flx) +f(xm)> : (6.11)

i=1

¢) SloZzené Simpsonovo pravidlo. ProtoZe jednoduché Simpsonovo pravidlo obsahuje tfi
funkéni hodnoty, pozménime rozklad integrélu I z (6.9). Interval (a, b) nyni rozdélime na
2m rovnomérnych usek (sudy pocet), pficemzije h = (b —a)/(2m) a uzly jsou x; = a +ih,
i=0,1,...2m. Pak miiZeme psat:

I_/f dx_Z/xm 6.12)

Jednoduché Simpsonovo pravidlo (6.7) pouZijeme takto:

x f( ) dx = % (f(x2i-2) +4f (x2i-1) + f(x21)) -

X2i-2
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Dosazenim do (6.12) dostavame:

Iss = 3 (f(x0) +4f(x1) +2f(x2) +4f(x3) +2f (xa) + -+ f(x2m))

W W=

m m—1
(f(xo) +4) flxim1)+2 Y f(x) +f(x2m)> : (6.13)
i=1

i=1

[ Ptiklad 6.2.1 Pomoci sloZzenych pravidel (6.10), (6.11) a (6.13) vypoctéte ptiblizné hod- |

noty integralu
1
I = / e’ dx.
-1

Interval (—1,1) ptitom rozdélte na ¢tyfi ¢asti.

| J

Reseni: (a) PoloZzime m = 4, takZe krok bude i = 0.5 a dostaneme uzly xo = =1, x1 =
—0.5, xp = 0, x3 = 0.5 a x4 = 1. SloZené obdélnikového pravidlo (6.10) ma tvar:

ISO — 0.5[3_0'75 + 6—0.25 + 80.25 + 60.75] - 2326096

(b) Slozené lichobéznikového pravidlo (6.11) pouZijeme takto:

Isp = 02;5[e—1 + 2679 4269 42600 4 €] = 2.399166.

(c) U slozeného Simpsonova pravidla (6.13) vezmeme m = 2, coZ znamena, Ze pouZijeme
stejné déleni intervalu jako v pfedchozich ptipadech (protoze h = 2/(2m) = 0.5). Dosta-

neme:

Iss = ?[e—l + 46797 +2¢% + 4e%° 4 ¢'] = 2.351195.

Pfipomenime, Ze pfesna hodnota integralu je I = 2.350402. O

V nasledujici vété uvadime fad sloZenych integra¢nich pravidel.

e N

Véta 6.2.1 (i) Necht’ funkce f md na intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci. Slozené
obdélnikové a sloZené lichobéZnikové pravidlo jsou druhého fadu, takZe plati:

I-Isol < CiI?,
’I_ISL| < Czhz.

(i) Necht' funkce f ma na intervalu (a, b) spojitou ¢tvrtou derivaci. SloZzené Simpsonovo
pravidlo je ¢tvrtého fadu, takze plati:

II—Iss|] < Csht,

Kladné konstanty C;, C; a C3 jsou bliZe neurc¢end nezaporna cisla, kterd nezavisi na ve-
likosti kroku h.

N

Ditikaz: Omezime se opét jen na lichobé&znikové pravidlo. Staci si uvédomit, Ze sloZzené

YNV,

lichobé&znikové pravidlo obsahuje m-krat jednoduché lichobéZnikové pravidlo Vyraz pro
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chybu tedy odhadneme tak, Ze m-krat se¢teme znamy vyraz pro chybu jednoduchého pra-
vidla (6.8). Oznagime M = max;c ) |f” ()| a postupné dostavame:

m J—
h2 Y h= th = Gl?,
i=1

f// él h3

;f( SZ

kde C; = M(b —a)/12. O

I —Isp| =

Piiklad 6.2.2 Pomoci sloZenych integra¢nich pravidel (6.10), (6.11) a (6.13) vypoctéte
pfiblizné hodnoty integralu
1
I = / e“dx
—1l

s krokem h = 0.5, h = 0.25, h = 0.125 a h = 0.0625 a porovnejte je s pfesnou hodnotou.

| J

Reseni: Pfesna hodnota je I = 2.350402387. Priblizné hodnoty a jejich porovnani s ptes-
nou hodnotou uvadime v Tabulce 6.1. Z tabulky je vidét, Ze sloZené obdélnikové a sloZené
lichobéznikové pravidlo se chovaji podobné, zatimco sloZené Simpsonovo pravidlo dava
vysledky o nékolik fadi pfesnéjsi. O

h Iso |1 —Iso| Ist |1 —Igy | Iss |I — Iss|
0.5 2.326096 0.024306 | 2.399166 0.048764 | 2.351195 (0.000792

0.25 | 2.344293 0.006110 | 2.362631 0.012229 | 2.350453 0.000051
0.125 | 2.348873 0.001530 | 2.353462 0.003060 | 2.350406 0.000003
0.0625 | 2.350020 0.000383 | 2.351167 0.000765 | 2.350402 0.000000

Tabulka 6.1: SloZené integra¢ni vzorce.

Pti vypoctu priblizné hodnoty integrélu se obvykle poZaduje, aby chyba mezi pfesnou
hodnotou I a jeji aproximaci I(h) vypocitanou nékterym sloZenym integranim pravidlem
s krokem h byla nejvyse rovna odhadu € > 0. Pfesnou hodnotu I ale nezndme. Situace
je podobna jako u itera¢nich metod, kdy jsme takovouto chybu posuzovali ukon¢ovacim
kritériem. Zde si itera¢ni vypocet musime nejdfive zavést. Postupujeme tak, Ze pocitdme
stdle pfesnéjsi hodnoty integralt pro zmensujici se kroky & a zjist'ujeme, jak se od sebe lisi.
Z praktickych dtivodt pouziva ptileni kroku /. O dosaZeni pozadované piesnosti mtZzeme
rozhodnout podle ,,ukon¢ovaciho kritéria“:

[I(h) — 1(2h)] <e. (6.14)
Této metodé se fika dvojny prepocet.
Algoritmus: Dvojny pfepocet

Vstup: f,a,b, m, €.
Poloz h := (b —a)/m avypocti I(h).

Opakuyj
poloz h :=h/2;
vypocti I(h);
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dokud |I(h) — I(2h)| > €.

Vystup: I = I(h) te.

-

Ptiklad 6.2.3 Pomoci dvojného pfepoctu vypoctéte piibliznou hodnotu integralu

1
I:/ eXdx
-1

s pfesnosti € = 0.0001. PouZijte sloZené lichobéznikové pravidlo a zacnéte s délenim
integracniho intervalu na 4 tseky.

J

ReSeni: Pritbéh vypoctu je uveden v Tabulce 6.2. Jeho vysledkem je I = 2.3504 4+ 0.0001. O

m h I(h)  |1(2k) — 1(h)|

4 05000000 2.3991662 —

8 0.2500000 2.3626313 0.0365349

16 0.1250000 2.3534620 0.0091693

32  0.0625000 2.3511674 0.0022945

64 0.0312500 2.3505936 0.0005737

128 00156250 2.3504502 0.0001434

256 0.0078125 2.3504143 0.0000358 < 0.0001

Tabulka 6.2: Dvojny piepocet.

~ Kontrolni otazky

~ Ulohy k samostatnému feseni

Otdzka 1. Jak se odvozuji sloZzené integra¢ni vzorce?
Otézka 2. Jakého fadu jsou zdkladni sloZend integra¢ni pravidla?
Otézka 3. Vysvétlete princip dvojného prepoctu. Nakreslete k tomu obrazek.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. a) Iso = 1.460393, Is; = 1.467175, Iss = 1.462681; b) Isp = 0.553752, Is; = 0.588876,

Iss = 0.566030.

2. Pozadované presnosti dosahneme: a) pro m
m = 512, kdy I = 0.565702 & 10~*.

1. Pomoci sloZeného obdélnikového, lichobéZznikového a Simpsonova pravidla vypoctéte
pfiblizné hodnotu integralt

1 T
a) / e dx proh =01, b) / cos x% dx pro h = 7t/10.
0 0

2. Pomoci dvojného prepoctu vypoctéte hodnoty integralt z predchozi tlohy s pfesnosti

e = 0.0001 a pouzijte pfitom sloZené lichobéZznikové pravidlo.

= 128, kdy I = 1.462679 4+ 10~%; b) pro
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6.3 Extrapolace pfi vypoctu integralu

Efektivnéjsi pouziti dvojného prepoctu s opira o extrapola¢ni vzorce, které pomoci jedno-
duché pocetni operace umoziuji zvysit fad pouzité integracni metody. Tyto vzorce nejdiive
odvodime. Na hodnotu I (/) 1ze nahliZet jako na funkci v proménné h. Pro tyto funkce mii-
Zeme napsat Taylortv rozvoj. Odhad chyby podle Véty 6.2.1 ukazuje, Ze v tomto rozvoji
se budou vyskytovat mocniny h odpovidajici fddu piislusného integra¢niho pravidla p
a vyssi, tj.

I(h) =1+ChP +O(N), (6.15)

kde r > p. JestliZe vzorec (6.15) napiSeme pro 2/ dostaneme

I(2h) = I+ 2°PChP + O(K"), (6.16)
protoze O((2h)") = O(h"). Vyeliminujeme-li z rovnosti (6.15) a (6.16) vyraz Ch? dostdvame
I(h) — I(2h)

I=1(h) + ==+ O(I). (6.17)
Odtud vidime Ze:
(i) hodnota 3
I(h) —I(2h
) 10+ 10120 -

je lepsi aproximaci I nez I(h), protoZe je vy$siho fadu r;

(ii) vyraz

I(h) — 1(2h)
2P —1

je aproximace chyby fadu p ptiblizné hodnoty integrélu I(/), kterou mtiZzeme pouzit také

jako (pesimisticky) odhad chyby aproximace I; (). Postup zvySovani pfesnosti podle vzorce

(6.17) se nazyva Richardsonova extrapolace. Pomoci extrapola¢nich vzorct (6.17) a (6.18) jed-

noduse upravime algoritmus dvojného prepoctu z Odstavce 6.2. Pfedposledni fadek bude

obsahovat zapis ,dokud |E(h)| > € a na poslednim bude , Vystup: I := I;(h) £ €”.

E(h) = (6.19)

~ Poznamka N

V algoritmu pottebujeme znat ¥dd p integra¢niho pravidla. Podle Véty 6.2.1 je p = 2

pro sloZené obdélnikové a lichobéznikové pravidlo a p = 4 pro sloZené Simpsonovo
pravidlo.

| J

( )

Ptiklad 6.3.1 Pomoci dvojného pfepoctu s extrapolaci vypocitejte ptibliznou hodnotu

integralu
1
I = / e’ dx
-1

s pfesnosti € = 10~%. PouZijete sloZené lichobéZnikové pravidlo a za¢néte pro m = 4.

| J

ReSeni: Pro p = 2 maji extrapolacni vzorce tvar

n(h) = 1) + LB 120
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Prabéh vypoctu je zaznamendan v Tabulce 6.3, kde jsou prvni tfi sloupce stejné jako v Ta-
bulce 6.2. Tteti sloupec obsahuje tfetinové hodnoty, takZe k ukonceni dojde o jeden fadek
diive, coz ale znamend usetfeni zhruba poloviny vypoctti (proc?). Vypocet dokoncime tak,
ze z poslednich dvou hodnot ve sloupci I(h) vypocitdme zpfesnénou aproximaci

2.3504502 — 2.3505936

I (h) = 2.3504502 + 3 = 2.3504024.
Dostali jsme vysledek I = 2.3504024 4 0.0001. Porovndnim s pfesnou hodnotou integrélu
I = 2.350402387... vidime, Ze dosazend presnost je velmi vysoka. 0
m h I(h) [E(h)]
4 0.5000000 2.3991662 —
8 0.2500000 2.3626313 0.0121783
16  0.1250000 2.3534620 0.0030564
32 0.0625000 2.3511674 0.0007649
64 0.0312500 2.3505936 0.0001913
128 0.0156250 2.3504502 0.0000478

YN~ s

Tabulka 6.3: Dvojny piepocet s extrapolaci pomoci lichobéZnikového pravidla.

[ Ptiklad 6.3.2 V pfedchozim piikladu pouZijte sloZené Simpsonovo pravidlo. ]

ReSeni: PouZijeme extrapola¢ni vzorce

I(h) — 1(2h)
15

a E(n) = L =10

Ii(h) = I(h) + =

Prabéh vypoctu je zaznamenan v Tabulce 6.4. Pomoci extrapolace vypocitdme zpfesnénou

aproximaci
2.3504530 — 2.3511948

15

PoZadované pfesnosti jsme doséhli, i kdyz celkova pfesnost je o néco mensi nez v predcho-
zim vypoctu. Dilezitd je ale celkova vypocetni efektivita vypoctu, potfebovali jsem jenom
devét funkénich hodnot integrované funkce. O

= 2.350403.

I (h) = 2.3504530 +

m h [(h) [E(h)]
4 05000000 2.3511948  —

8 0.2500000 2.3504530 0.000049

Tabulka 6.4: Dvojny pfepocet s extrapolaci pomoci Simpsonova pravidla.
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Kontrolni otazky
Otdzka 1. Jak vzniknou extrapolaéni vzorce a jak se pouZzivaji?
Otazka 2. Kolik funkénich hodnot bylo potfeba pro pfibliZzny vypocet integralu v Pikla-
dech 6.2.3-6.3.2.

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Pomoci extrapolace a sloZeného Simpsonovo pravidla vypoctéte pfibliznou hodnotu
integralt

1, T
a) / e’ dx; b) / cos x% dx
0 0

s pfesnosti € = 0.0001.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Pozadované pfesnosti dosdhneme: a) pro m = 8, kdy I = 1.462658 - 10~%; b) prom = 32,
kdy I = 0.565689 4 104

6.4 Numerické derivovani

UkaZeme, jak pfiblizné pocitat hodnoty derivaci f’(x) a f”/(x) ze zndmych funkénich hod-
not f(x —h), f(x) a f(x+h), kde h > 0 je zadany (maly) krok. Budeme postupovat po-
dobné jako pfi odvozovani Newton-Cotesovych vzorcti v Odstavci 6.1. K funkci f sesta-
vime interpola¢ni polynom p;, a ten pak derivujeme misto této funkce. PouZzijeme pfitom
Newtontv tvar interpola¢niho polynomu (5.8).

1) Pro uzly xp = x a x; = x + h sestavime linedrni interpola¢ni polynom a vyjadiime
jeho prvni derivaci:

pr(t) = fO) + flx+hxl(t—x) = pi(t) = flx+ha].

Z definice pomérnych diferenci dostaneme

pi(e) = LA ZIE) oy, (620)

2) Prouzly xg = x — h, x; = xaxy = x + h sestavime kvadraticky interpola¢ni polynom:
p2(t) = f(x —h)+ flx,x —h|(t =x+h) + f[x+h,x,x —h|(t —x+ h)(t — x).
Prvni a druha derivace maji tvar
py(t) = flx,x —h]+ flx+h,x,x —h](2t —2x+h),
py(t) = 2f[x+h,x,x—h.
Dosazenim t = x a Gpravou dostdvdme

ph(x) = f(X)—i(x—h)+f(x+h)—2/2‘}(l§)+f(x—h)h

= ~ f'(x) (6:21)
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phix) = LEERZZLIETEEN o (622)

Nasledujici ptiklad ukazuje, Ze pouZiti téchto vzorct je snadné - sta¢i do nich dosadit.

Piiklad 6.4.1 Vypoctéte ptiblizné hodnoty prvni a druhé derivace pro funkci f(x) =
sinx v bodé x = 1 s krokem /h = 0.01 pomoci vzorcti (6.20), (6.21) a (6.22). Porovnejte je
s pfesnymi hodnotami. Zaokrouhlujte pfitom na Sest desetinnych mist.

Reseni: Budeme potfebovat funkéni hodnoty sin 1 = 0.841471, sin 1.01 = 0.846832asin 0.99 =
0.836026. Podle vzorec (6.20), resp. (6.21) dostaneme:

846832 — 0.841471
(1) = pi(1) = 083685 0'010 8 — 0.536100,

resp.

0.846832 — 0.836026
f1) = p(1) = > 001 = 0.540300.

Pfesnd hodnota je f'(1) = cos1 = 0.540302, takze druha piibliznd hodnota je pfesné&jsi.
Podle vzorce (6.22) vypocitame druhou derivaci:

~0.846832 — 2 - 0.841471 + 0.836026

1" R/, _ _
(1) = py(1) e 0.840000.
Nyni je pfesnd hodnota /(1) = —sin1 = —0.841471. O

Nésledujici véta ukazuje fad jednotlivych vzorcu.

N\

Véta 6.4.1 Necht' je funkce f dostatecné hladkd (md v okoli bodu x spojitou druhou,
tfeti, resp. ¢tvrtou derivaci). Pak plati:

P £ = w8, 623)
i —fe) = w28,
)

(4
P~ =

Ve vsech pfipadech je ¢ bliZze neurceny bod z okoli x.

(& J

e

Dtikaz: Nejjednodussi zptisob jak ziskat tato tvrzeni je pouzit Taylortiv rozvoj. Napiiklad
pro odvozeni (6.23) staci vyjadrit prvni derivaci z

fla+h) = fx) +hf(x) + hsz(g)

O

Vypocet pribliznych hodnot derivaci mohou podstatné ovlivnit zaokrouhlovaci chyby.
Jmenovatele vzorcii totiz obsahuji parametr h, ktery musi byt maly, abychom dostali do-
statecné pfesnou aproximaci derivace s malou diskretiza¢ni chybou. Soucasné ovSem malé
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¢islo ve jmenovateli zlomku zvétSuje zaokrouhlovaci chyby v Citateli. Nejvétsi dosaZitelna
presnost je proto jistym kompromisem mezi chybou diskretiza¢ni, kterd pfi zmensujicim se
h klesd, a zaokrouhlovaci, kterd pfitom roste. Na piikladu vzorce (6.20) si ukdZeme analyzu
tohoto problému.

Oznalme E.j;(h) horni odhad celkové chyby, ktery vznikne jako soutet odhadu chyby
diskretiza¢ni e(h) a chyby zaokrouhlovaci z(h):

Ecelk(h) = e(h) + Z(h)

Podle (6.23) je e(h) = Ch, kde C > 0. Dale budeme p¥edpoklddat, Ze pti vypoctu kazdé
funkni hodnoty f(x) dostaneme vlivem zaokrouhleni porusenou hodnotu f*(x) a ze veli-
kost této poruchy lze odhadnou kontantou «, kterd souvisi s trovni zaokrouhlovani (hod-

notou pocitacovym epsilon):
f7(x) = f)] < %

Pro vzorec (6.20) tak dostdvame ndsledujici odhad:

flath) —flx)  frleth) = ()]
h h =

(If* () = f+ 1 (e 1) = fla+h)]) <
Odhad celkové chyby ma tedy tvar:

<

2K
v = z(h).

| =

2K
Ecelk(h) =Ch+ 71
viz Obrézek 6.1. Snadno 1ze odvodit (derivovanim podle h), ze funkce E .k (h) ma jediné
minimum v bodé

2x

a odpovidajici hodnota E.ji (hopt) pfedstavuje nejmensi horni odhad celkové chyby. Pii vy-
poctu derivace podle (6.20) tedy dojde pro & mensi neZ h,,; paradoxné ke ztraté piesnosti.

Piiklad 6.4.2 Vypoctéte ptibliznou hodnotu prvni derivace funkce f(x) = sinx v bodé
x = 1 skrokem h = 0.01 a h = 0.001 pomoci vzorce (6.20). Zaokrouhlujte pfitom na ¢tyfti
desetinna mista. Vysledky pak diskutujte vzhledem k hodnoté optimélniho kroku .

ReSeni: V nasem pifpadéjex = 0.5-10"*a

)
2

<05=C.

—sing
2

Dosazenim do vzorce (6.24) vypocitdme h,p; = 0.014142. Oba nase kroky h = 0.01i h =
0.001 spadaji do intervalu (0, hopt>, v némZ dominuje zaokrouhlovaci chyba. Z priibéhu
odhadu celkové chyby na tomto intervalu plyne, Ze pfiblizna hodnot derivace vypocitana
pro mensi krok & = 0.001 bude méné presnd. Vypoctem dostdvame tyto hodnoty:

in(1.01) —sin(1) . 0.8468 — 0.8415
1) A sin( B _
f) 0.01 0.01 0.3,
in(1.001) —sin(1) . 0.8420 — 0.8415
(1) ~ sin( - — 0.50.
f(1) 5,001 001 0.50
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Obrézek 6.1: Odhad celkové chyby E. . (h).

Jejich porovnani s pfesnou hodnotou f/(1) = cos1 = 0.540302 potvrzuje pfedchozi ana-
lyzu. O

~ Kontrolni otdazky

Otézka 1. Jak se odvozuji vzorce pro piibliZzny vypocet derivace?
Otdzka 2. Znazornéte graficky smysl vzorct pro vypocet prvni derivace.
Otdzka 3. Jak ovliviiuji vypocet derivaci zaokrouhlovaci chyby?

Otdzka 4. Odvod'te podrobné vztah (6.24).

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypottéte piiblizné prvni a druhou derivaci funkce f(x) = cosx v bodé x = 1.5
s krokem h = 0.01.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. f/(1.5) ~ —0.997832 podle vzorce (6.20); f'(1.5) ~ —0.997478 podle vzorce (6.21);
f"(1.5) ~ —0.070737 podle vzorce (6.22).
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KAPITOLA

7

OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE:
POCATECNI ULOHY

Diferencialni rovnice jsou nédstrojem modelovani ve fyzice, chemii, biologii, technickych
i socidlnich védach a v mnoha dal$ich oblastech. Jen velmi mélo diferencidlnich rovnic lze
feSit analyticky, takZe numerické metody jsou vétSinou jedinou moznosti jak vypocitat fe-
Seni. Vyvoj vykonnych numerickych algoritmti spojeny s masivnim vyuzitim pocitaci se
u mnoha typt diferencidlnich rovnic stal v poslednich desetiletich pfedmétem intenziv-
niho vyzkumu.

V této kapitole se budeme vénovat poc¢ate¢nim tlohdm pro obycejné diferencialni rov-
nice prvniho ¥adu, tzv. Cauchyové tloze. Nejdfive si pfipomeneme nékteré analytické me-
tody na feSenti jisté konkrétni tlohy, kterou budeme pouZivat jako testovaci priklad. Pak
postupné projdeme jednotlivé numerické metody a na feSeni testovactho ptikladu si bu-
deme demonstrovat jejich vlastnosti - zejména dosaZeni co nejvétsi pfesnosti pfi co nejmen-
$im objemu vypocth. Ve standardnich pocitacovych knihovnéch (napfiklad v MATLABu)
1ze mnohé z téchto metod nalézt s dalsim vylepSenim, jako je adaptivni kontrola pfesnosti
nebo oSetfeni numerické nestability. Tato problematika ale pfekracuje rdmec naseho textu.

7.1 Formulace ulohy

Budeme se zabyvat numerickym vypoctem spojité diferencovatelné funkce y = y(x), kterd
na intervalu (4, b) vyhovuje rovnici

y'(x) = flx,y(x)), (7.1)

kde f = f(x,y) je dand prava strana. Rovnice (7.1) je obycejnd diferencidlni rovnice proniho
adu. K této rovnici pfipojujeme pocdtecni podminku, coZ je rovnice ve tvaru

y(a) =¢ (7.2)

kde c je pfedepsané realné ¢islo. Dvojice rovnic (7.1), (7.2) se nazyva Cauchyouva iiloha. Exis-
tence feSeni zavisi na vlastnostech pravé strany f. O této funkci budeme v celé kapitole
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pfedpoklddat, Ze je spojitd v prvni proménné a splriuje Lipschitzovu podminku ve druhé
promeénné, tj. existuje konstanta L > 0 (nezavisld na x a y) takové, Ze plati

|f(x,y) — f(x,z)| <Lly —z| Vx € (a,b) Vy,zeR. (7.3)

Za téchto pfedpokladi@t ma Cauchyova tloha jediné feSeni.

( )

Pfiklad 7.1.1 Prozkoumejte otazku existence a jednozna¢nosti u Cauchyovy tlohy

na intervalu (0, 2).

| J

ReSeni: Pravd strana diferencidlni rovnice je dana funkci f(x,y) = y2. V prvni proménné
je funkce f konstantni, takze i spojita. Pro druhou proménou dostavame:

foy) = floz) _y =2 _

y—z y—z

ProtoZe vyraz y 4+ z mtZe nabyvat libovolné velké hodnoty, nemtzZe existovat konstanta L
vyhovujici vztahu (7.3). Funkce f proto nespliiuje Lipschitzovu podminku ve druhé pro-
meénné, a proto nemusi existovat jediné feSeni. Snadnym vypoctem lze zjistit, Ze funkce
y(x) =1/(1 — x) je feSenim ale jen na intervalu (0, 1), na celém intervalu (0, 2) feSeni nee-
xistuje (nakreslete si y(x)). O

Ve druhém piikladu si pfipomeneme nékteré analytické postupy feseni. Ulohu z tohoto
prikladu pouZijeme jako modelovy pfiklad pfi testovani numerickych metod.

Ptiklad 7.1.2 Ovéite, Ze Cauchyova tloha

Y =x>-02y, y(-2)=-1 (7.4)

ma jediné feSeni na intervalu (—2, 3). Toto FeSeni vypoctéte pomoci analytickych metod.

| J

Re$eni: Pravd strana f(x,y) = x> — 0.2y je kvadratickou funkci v prvni proménné, takZe
je v této proménné spojitd. Pro druhou proménou dostdvame:

floy)—f(x,z)  x>—02y—x*+02z
y—z y—z N

—0.2.

Odtud vidime, Ze (7.3) je splnéno napiiklad pro konstantu L = 0.2. ReSeni zadané Cau-
chyovy tlohy je proto jediné. Pfi jeho vypoctu nejdiive vyfesime homogenni diferencidlni
rovnici ' = —0.2u pomoci separace proménnych. Postup je nasledujici:

du

L S L Y M /d—” :/—O.2dx N
dx u u

Injul = -02x+C; = |u| = p—02x+C1
u(x) = Ce %2, C>0.

101



7. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE: POCATECNI ULOHY

Pro vypocet partikularniho feSeni y, rovnice (7.4) pouzijeme metodu variace konstant.
Ptedpoklédame, Ze feSeni bude ve tvaru y,(x) = C(x)e *?*. Dosazenim do diferenciélni
rovnice (7.4) dostaneme:

C'(x)e7 0% —0.2C(x)e %% = x — 0.2C(x)e "% = (C'(x) = x2e"*

a odtud integraci per partes vypocitdme:
C(x) = /xzeo'zx dx = e%?*(5x% — 50x + 250),

takze y,(x) = 5x* — 50x + 250. Obecné feseni dané diferencidlni rovnice lze zapsat ve
tvaru y(x) = yp(x) + u(x), tedy y(x) = 5x* — 50x + 250 + Ce~%2*. Nakonec z potatetni
podminky uréime konstantu C:

—1=y(—2) =20+ 100 + 250 + Ce®* = C = —248.688737.
Regeni nasi vychozi tdlohy ma tvar:

y(x) = 5x% — 50x + 250 — 248.018417¢ 02", (7.5)

~ Poznamka N

Cauchyovu tlohu (7.1), (7.2) mGZeme chdpat vektorové tak, Ze hledame vektorovou
funkei y(x) = (y1(x),...,yn(x))" pro pravou stranu f(x,y) = (fi(x,y),..., fa(x,y)) "
a potate¢ni vektor ¢ = (cy,...,c,) . V8echny numerické metody, s nimiZ se sezndmime
v této kapitole, 1ze pouZit i pro soustavy bycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu.

| J

~ Poznamka N

Ani omezeni na rovnice prvniho fddu neni p#ili§ podstatné. Z teorie diferencialnich rov-
nic je totiZ zndmo, Ze pocéatecni tllohu pro rovnici vyssiho fadu lze substituci pfevést na
soustavu rovnic prvniho fadu.

| J

Kontrolni otazky

Otazka 1. Jak vypada obecnd formulace Cauchyovy tlohy a kdy ma tato tloha jediné
feSeni?
Otdzka 2. Zopakujte si analytické metody vypoctu feSeni u Cauchyovy tlohy.

7.2 Eulerova metoda

Odvozeni numerickych metod pro feSeni Cauchyovy tlohy je zaloZeno na diskretizaci.
Postupné se vytvari rostouci posloupnost uzli xo = a, x1, X2, ... a pro né se rovnéz po-
stupneé pocitaji hodnoty yo = ¢, y1, 2, . . . aproximujici pfesné feseni y(xp), y(x1),y(x2), .. ..
Vzorce pro tyto vypocty maji rekurentni charakter. Pro jednoduchost budeme predpokla-
dat, ze uzly jsou rozlozeny rovnomeérné s krokem / a plati x, = b, takze h = (b—a)/n

ax;j=a+ihproi=0,1,...,n.
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Pfi odvozovani vzorcti miiZeme postupovat napiiklad tak, Ze diferencidlni rovnici (7.1)
zapiSeme pro uzel x; a nahradime p¥esnou hodnotu feseni y(x;) jeji aproximaci y;. Derivaci
na levé strané pak vyjadiime pomoci vzorce numerického derivovani (6.20):

v(x) = fly(x) ~ FLI =y,

Odtud jsme schopni pfi zndmych hodnotach x; a y; vypocitat y; 1. Timto jednoduchym
postupem jsme odvodili rekurentni vzorce pro Eulerovu metodu:

Yo = ¢

Yier = Yithf(x,y), i=01,...,n—1 } 7:0)

Piiklad 7.2.1 Pocéte¢ni tlohu (7.4) feSte pomoci Eulerovy metody s krokem i = 1a 0.5.
Vysledky porovnejte s pfesnym feSenim.

Reseni: V nagem piipadéje xo = —2,y(—2) = yo = —1la f(x,y) = x> —02y.Proh = 1
dostavame:
y1 = —1+1-((=2)2-02-(-1)) = 32,

yo = 32+4+1-((-1)2-02-32) = 3.56,
y3 = 2.848, yys = 32784, y5 = 6.6227.
Podobné pro h = 0.5 vypocitdme:

y1 = —1+05-((=2)>-02-(-1)) = 1.1,
y» = 11405 ((—-15)2-02-11) = 2.115,
y3 = 24035, ..., yjo = 7.4988.

Obé pfiblizna feSeni jsou uvedena v Tabulce 7.1, kde porovndvdme s pfesnym feSenim
y(x) danym vzorcem (7.5). Z tabulky je vidét, Ze feSeni vypocitané s mensim krokem F je
pfesnéjsi. Tento zavér potvrzuje i Obrédzek 7.1, kde jsou pfiblizné feSeni zndzornéna jako
lomené ¢ary. Presné feSeni y(x) je zde zndzornéno te¢kované. Budeme-li postupné zmen-
Sovat krok h (zvétSovat n), bude dochdzet k ,vyhlazovani” lomenych ¢ar a k jejich ptibli-
zovani k feSeni pfesnému y(x). O

Poznamka

Eulerova metoda je proniho #ddu, konverguje proto velmi pomalu. Chceme-li dosdhnout
malé diskretiza¢ni chyby, musime pouZit velmi maly krok /. Metody vys$siho fddu vypo-
Citaji stejné kvalitni feSeni s vétsim krokem /i, coz podstatné snizuje vypocetni naroky.

( Kontrolni otazky

Otézka 1. Odvod’te Eulerovu metodu. Jakého je fadu?
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h=1 h=05
i X vi lyi—y(x)|| i X; vi |yi—y(x)]
0 —2 1 0 ) 1 0

1
0
1 15 1.1 0.5447
1 -1 3.2 1.9491 2 -1 21150 0.8641
3 —05 24035 0.9971
2 0 3.56 2.2487 4 0 22882 0.9769
5 0.5 2.0593 0.8322
6 1 19784 0.5875
7 1.5 2.2806 0.2637
8 2 3.1775 0.1214
9 2.5 4.8598 0.5529

5 3 6.6227 1.8940 10 3 7.4988 1.0179

3 1 2848 1.4571

4 2 32784 0.0206

Tabulka 7.1: Eulerova metoda proh = 1,0.5.

Obrézek 7.1: Ptiblizna feSeni vypocitand Eulerovou metodou s & = 1,0.5 a piesné feSeni
y(x) (te¢kované).

104



7. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE: POCATECNI ULOHY

Ulohy k samostatnému feSeni

1. Eulerovou metodou feste diferencidlni rovnici y’ = 1/(x* + 1) — 0.1y s pocateeni
podminkou y(—2) = —1 na intervalu (—2,3) s krokem h = 0.5.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1.yo=—1,y; = —0.85,y, = —0.6537, y3 = —0.3710, y4 = 0.0476, y5 = 0.5452, ys = 0.9179,
y7 = 1.1220, yg = 1.2198, y9 = 1.2588, y19 = 1.2648.

7.3 Jednokrokové metody vyssiho fadu

Rekurentni vzorce pro feSeni Cauchyovy tlohy uvedené v tomto odstavci jsou fadu vys-
$tho nez jedna. Pii jejich pouziti vypocitdme srovnatelné piesné feSeni jako u Eulerovy
metody mnohem rychleji.

Heunova metoda je druhého fadu. Je urc¢ena rekurentnimi vzorci:

Yo = &
ki = hf(x;,v;),
1 f( irYi) 7.7)
ko = hf(xi+hyi+k),
YVir1 = y1+%(kl+k2)/ i:0/---/n_1-
Rungeova-Kuttova metoda (RK4) je ¢tvrtého fddu. Je ur¢ena rekurentnimi vzorci:

Yo = ¢ )
ki = hf(xi,yi),
ko = hf(xi+ 3hyi+ 3ki), 78)
ks = hf(xi+3hyi+ 3k), '

ks = hf(xi+hyi+ks),
Yiyl = yi+%(k1+2k2+2k3+k4), i=0,...,n—-1.

Obé tyto metody jsou jednokrokové. Mdme tim na mysli, Ze pfi vypoctu y; ;1 potfebu-
jeme pouZit hodnotu pfibliZného feSeni y; jen z jednoho predchoziho rekurentniho kroku.
Ze vzorcl je také vidét, Ze zvySeni faddu je spojeno s vétsim objemem vypocth v jednom
kroku: u metody druhého fadu se pocita hodnota pravé strany f ve dvou bodech, u me-
tody ¢tvrtého fadu pak ve ¢tyfech bodech.

Ptiklad 7.3.1 Cauchyovu tlohu (7.4) feSte pomoci Heunovy metody a pomoci metody
RK4 s krokem h = 1. Vysledky porovnejte s pfesnym feSenim a s feSenim vypocitanym
Eulerovou metodou.

Reseni: Opét vyjdeme z xg = —2, y(—2) = yo = —1 a f(x,y) = x*> — 0.2y. Naznatime
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prvni dva kroky Heunovy metody:

((—2)2—02-(-1)) = 42,
((—2+1)2—02-(=1+42)) = 0.36,

ki = 1-
ky = 1-
y1 = —1+1(42+036) = 1.28,
ki = 1-((=1)>2-0.2-1.28) = 0.744,
ky = 1-

((-14+1)>—0.2- (1.28 4 0.744))

ya = 128+ 1(0.744 + (—0.4048)) = 1.449,
atd.

= —0.4048,

Obe piiblizna feSeni zapiSeme do Tabulky 7.2 a porovndme je s pfesnym feSenim y(x) ur-
¢enym vzorcem (7.5). Porovndnim se sloupcem h = 1 v Tabulce 7.1 vidime, Ze dosaZené
vysledky jsou pfesnéjsi nez u Eulerovy metody, pfi¢emZ nejpiesnéjsi vysledky dava me-
toda RK4, viz také Obrazek 7.2.

O

Heunova metoda Metoda RK4

iox yi lyi—yGx)l [ i x vi lyi—y(xi)]
0 -2 -1 0 0 -2 -1 0

1 —1 1.2800 0.0291 1 —1 1.2508 0.0001

2 0 1.44% 0.1383 2 0 13112 0.0001

3 1 1.6887 0.2978 3 1 1.3910 0.0001

4 2 3.7847 0.4858 4 2 3.2994 0.0004

5 3 9.2035 0.6867 5 3 85175 0.0008

Tabulka 7.2: Jedokrokové metody vyssiho fadu.

~ Kontrolni otdzky

~ Ulohy k samostatnému feseni

Otéazka 1. Jaké znate jednokrokové metody vyssiho fadu? Co je jejich vyhodou oproti
metoddm prvniho faddu?
Otdzka 2. Jaky je vztah mezi fddem metody a vypocetni ndro¢nosti jednoho kroku?

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Heunova metoda: yp = 0, y; = —0.3114, y» = —0.9732, y3 = —2.2320, y4 = —4.4495,
ys = —8.1186; metoda RK4: yp = 0, y; = —0.3210, y, = —1.0087, y3 = —2.3257, y4 =

—4.6586, y5 = —8.5351.

1. Diferencidlni rovnici y’ = y(1 +sinx) — x>, y(1) = 0 feste na intervalu (1,2) Heuno-
vou metodou a metodou RK4 s krokem h = 0.2.
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10

-2 . . . .
-2 -1 0 1 2 3

Obréazek 7.2: Priblizné feSeni vypocitané metodou RK4 (pIné), Heunovou metodou (¢ér-
kované) a presné feSeni (teckované).

7.4 Vicekrokové metody

V tomto odstavci si ukdZeme odvozeni nékterych vicekrokovych metod. Zavedeme také
pojmy, pomoci nichZ lze vyjadtit vztah mezi fddem metody a sloZitosti vypoctu.

e N

Definice 7.4.1 Rekurentni metoda pro feSeni Cauchyovy tlohy se nazyva k-krokova,
jestlize pii vypoctu y;11 potiebujeme v jednom rekurentnim kroku pouZit hodnoty pfi-
bliZzného fesSeni z k pfedchézejicich krokd, tj. hodnoty

VieYi—1s+-+, Yi—k+1-

(& J

Je ziejmé, Ze u k-krokové metody potfebujeme pro zahdjeni vypoctu pouZit hodnoty

pfiblizného feSeni
Yo Y1, s Yk—1s

kterym se tika pocdtecni iisek délky k. Jeho vypocet se provadi vhodnou jednokrokovou me-
todou, kterd by méla byt aspon stejného fadu, jako je pouzivand k-krokova metoda, aby
nedoslo ke zbytecné ztraté presnosti.

Vsechny dosud uvedené metody byly jednokrokové. Pfikladem dvoukrokové metody
je metoda skdkajici Zdby:

Yiv1 = Yi—1 +2hf (xi, i), (7.9)

kterou lze odvodit podobné jako Eulerovu metodu ze vzorce numerického derivovéani
(6.21). Tato metoda je druhého fadu, protoZe stejného fadu je vzorec numerického deri-
vovani (6.21).

Definice 7.4.2 Rekurentni metoda pro feSeni Cauchyovy tlohy se nazyva I[-bodova, po-
kud pfi vypoctu y;, 1 potfebujeme v jednom rekurentnim kroku vypocitat hodnoty pravé
strany f v [ riznych bodech.
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Z rekurentnich vzorct vyplyvéa, Ze Eulerova metoda (7.6) je jednobodovd, Heunova
metoda (7.7) je dvoubodova a RK4 metoda (7.8) je ¢tyfbodova. U jednokrokovych metod
je tedy dosazeni vyssiho fadu spojeno se zvétSenim objemu vypoctii v jednom rekurent-
nim kroku. U vicekrokovych metod lze dosdhnout vyssiho fadu, ackoliv metoda ziistane
jednobodova. Naptiklad metoda skékajici Zaby (7.9) je jednobodové a druhého fadu.

Vsechny dosud uvedené metody byly explicitni. Znamena to, Ze v jejich rekurentnich
vzorcich se ;11 vyskytovalo pouze na levé strané vzorce. Z vypocetniho hlediska to pred-
stavuje pfiznivou situaci, kdy ,sta¢i dosadit”. U vicekrokovych metod se ¢asto pouZivaji
vzorce, které jsou implicitni, u nichZ se y; ;1 vyskytuje i na pravé strané vzorce jako argu-

vvvvvv

je potfeba ,fesit rovnici”.

7.4.1 Adamsovy-Bashforthovy metody

Timto ndzvem rozumime skupinu explicitnich vicekrokovych rekurentnich vzorct rtz-
nych fadd, které 1ze odvodit integraci interpola¢niho polynomu sestaveného pro derivaci
feSeni diferencidlni rovnice. UkdZeme si odvozeni tfikrokového vzorce.
7 . ¥ ¥ z 2 4 / / . . : / o v
Necht' y(x) je feSenim Cauchyovy tlohy a ozna¢me y; = y'(x;). Derivaci y’(x) mtizeme
vyjadfit ve tvaru

y'(x) = p2(x) +e(x), (7.10)

kde pa(x) je Newtontv tvar interpola¢niho polynomu pro uzly x;, x;_1, x;_» a e(x) je inter-
polaéni chyba (viz (5.8) a (5.9)):

pa(x) = y; + ' [xi—1, xi] (x — x3) 4+ ¥/ [xioo, X1, ] (2 — x3) (x — x-1),
yW (@)

e(x) = 31 (x = x) (x — x3-1) (x — xi-2).

V (7.10) budeme integrovat ptes interval (x;, xj1):

[ @ =y -y,

i

Xit1 h2 5h3
/ px)dx = yi-h+y[xiax]- 5+ Yo xia,x] =
X;
o YitYia B Vi Y, 5h
= Vihr T 212 6
h
= 15(28yi = 16yi_1 +5yi»),
Xit1 (4) 9 3
/xi e(x)dx = Y 3!(5)-1-h4:§-h4-y<4>(¢).
Dohromady dostdvame:
h / / / 3 4 (4)
y(xivr) —y(xi) = 5 (23y; — 16yi1 +5yi ) + gh'y 7 (Q). (7.11)

Vynechanim posledniho ¢lenu vznikne rekurentni vzorec, ktery lze pouZit pro priblizny
vypocet y(x;;1). Stati si uvédomit, Ze p¥iblizné hodnoty derivaci v, y; ,y;_, lze vypocitat
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dosazenim do pravé strany f diferencidlni rovnice (7.1). Oznacime-li y; ~ y(x;) a f; =
f(xi,yi) = y., obdrzime tento rekurentni vzorec:

h
Yir1n =Yi+ E(23fi —16fi 1 +5fi2).

Jedna se o tfikrokovou metodu tfetiho fadu a soucasné je to metoda jednobodova! Staci si
uvédomit, Ze pii vypoctu y; 1 neni nutné pocitat hodnoty f;_; a f;_, protoze k tomu jiz do-
8lo v pfedchozich krocich. VSimnéme si jesté fadu diskretiza¢ni chyby této metody. Lokdlni
chyba, které se dopoustime v kazdém rekurentni kroku je étvrtého ¥adu, viz h* v poslednim
¢lenu v (7.11). Pro posouzeni celkové pfesnosti je ale dileZit€jsi globdlni chyba, kterd je fadu
o jedna mensiho, protoZe v pribéhu rekurentniho vypoctu dochédzi ke kumulaci lokélnich
chyb (v diikazu této vlastnosti se jedno h ztrati v rovnosti nh = b — a, podobné jako tomu
bylo v diikazu Véty 6.2.1 pfi numerické integraci). Ztrata pfesnosti o jeden fad je typicka
pro numerické feseni pocatecnich dloh.

Analogickym postupem Ize odvodit dalsi Adamsovy-Bashforthovy vzorce lisici se po-
¢tem krokt a fadem. Obvykle se pouZivaji vzorce nejvyse ¢tyikrokové. Zde je jejich pfe-
hled:

vis1 = Yyithf; (7.12)
Visr = Yit+ ;(3ﬁ — fi-1), (7.13)
Vit1 = Yi+ %(23fi —16f; 1 +5fi-2), (7.14)
Vil = Yi+ %(55 fi —59fi_1+37fi_o — 9fi_3). (7.15)

Piiklad 7.4.1 Pocatecni tlohu (7.4) feSte pomoci tiikrokové Adamsovy-Bashforthovy
metody s krokem h = 1. Vysledky porovnejte s pfesnym feSenim.

Reseni: Pocatetni tsek vypocitdme metodou RK4. Jsou to prvni tfi hodnoty x; a y; z druhé
¢asti Tabulky 7.2, tj. xo = =2, x1 = —1,x2 = 0ayp = —1, y; = 1.2508, y» = 1.3112. ProtoZze
je f(x,y) = x*> — 0.2y, vypotitdme fy = (—2)> —0.2-(—=1) = 4.2000, f; = (—=1)>-0.2-
1.2508 = 0.7498 a f, = (0)? — 0.2 - 1.3112 = —0.2622. Pomoci vzorce (7.14) pak provedeme
vSechny dalsi vypocty:
y3 = —13112+ 1(23f, — 16f; +5fy) = 1.5588,
f3 = 12-0.2-1.5588 = 0.6882,
ya = 15588+ [L(23f; —16f, +5f) = 3.5400,
fi = 22-0.2-3.5400 = 3.2920,

ys = 3.5400 + £ (23f, — 16f; +5f) = 8.8227.

Vysledky jsou uvedeny v prvni ¢asti Tabulky 7.3. 0
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7.4.2 Adamsovy-Moultonovvy metody

Jedna se o skupinu rekurentnich vicekrokovych vzorcti, které jsou implicitni. Odvodi se
podobné jako vzorce pro Adamsovy-Bashforthovy metody - integruje se interpola¢ni po-
lynom pro derivaci FeSeni diferencidlni rovnice, nyni na intervalu (x;_1, x;) a pak se posune
indexovéni. Uved'me zde pouze piehled vzorctii:

Vi1 = VYit+hfin, (7.16)
h

YVigr = Yi+ E(ﬁ“ + fi), (7.17)
h

YVigr = Yi+ E(5ﬁ+1 +8fi — fi-1), (7.18)
h

Vis1 = Yi+ ﬂ(9fz’+1 +19f; = 5fi1 + fi—2). (7.19)

Naptiklad (7.18) predstavuje dvoukrokovou metodu tiettho ¥ddu. O tom, kolika je bodova,
je predc¢asné hovofit, protoze zélezi na zplisobu pouZiti vzorce. Jak uz jsme zminili, tyto
vzorce vyZaduji v kazdém rekurentnim kroku feSit rovnici pro nezndmou y;. Itera¢ni
zpusob feSeni si ukdZeme v dalS$im odstavci. Zde si pfedvedeme jednodussi pouziti, kdy
se do implicitniho vzorce dosadi prava strana diferencidlni rovnice f a vyjadfenim y;,1 se
vzorec pievede na explicitni tvar. Tento postup lze pouZzit napiiklad, je-li prava strana f
linedrni ve druhé proménné.

Piiklad 7.4.2 Pocéte¢ni dlohu (7.4) feSte pomoci dvoukrokové Adamsova-Moultonovy
metody pro h = 1. Vysledky porovnejte s pfesnym feSenim.

Reseni: Do pravé strany vzorce (7.18) dosadime f; 1 = f(x;11,Yir1) = xZZH —0.2y;41:

h
Yig1 = i + E(S(xl‘z+1 —0.2y;11) +8fi — fi—1)

a vyjadfime y;1:

h
Yier = 12(yi + E(Sxinrl +8fi — fi-1))/(12+h).

Tento pfepis Adamsova-Moultonova vzorce je dvoukrokova metoda tfetiho fadu. Pro po-
¢ate¢ni tsek vezmeme hodnotu z metody RK4, tj. pouZijeme x; a y; z prvnich dvou fadka
Tabulky 7.2. Vysledky jsou uvedeny ve druhé ¢asti Tabulky 7.3. O

7.4.3 Metody prediktor-korektor

Princip odvozeni metod typu prediktor-korektor si ukdZeme na dvoukrokovém Adamsové-
Moultonové vzorci:

h
Yiv1 =Yi + E(5f(xi+1ryi+1) +8fi — fi-1)-

Predpoklddejme, Ze zndme hodnoty y;, y;_1, yi_» a chceme vypocitat y; 1. Na uvedeny vzo-
rec mtZeme nahliZet jako na rovnici v itera¢nim tvaru (2.11), pro jejiz vyfeSeni je pfirozené
pouZzit metodu prostych iteraci (2.13). Tato tivaha vede na néasledujici vypocetni postup:
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Ad.-Bash. 3. ¥4du Ad.-Moul. 3. ¥4du
X; vi lyi—y(xi)l| i x vi |yi—y(x)|
-2 —1 0 0o -2 —1 0

—1 1.2508 0.0001 1 —1 1.2508 0.0001
1.3112 0.0001 1.2929 0.0183
1.5588 0.1679 1.3613 0.0296
3.5400 0.2411 3.2628 0.0362
8.8227 0.3060 8.4773 0.0394

G W N P Ol
W N = O
Ul W N
W N~ O

Tabulka 7.3: Adamsova-Bashforthova a Adamsova-Moultonova metoda.

Proi=1,...,n—1vypocti y; 1 takto:
(a) urti pocdtecni odhad y?, ,,
(b) pocitecni odhad zptestiuj pomoci iteract:

]/i{j__ll =Y+ 1’1—2(5f(xi+1,y5-‘+1) + 8f; _fi—l)/ k=0,1,2,....

Krok (a) je prediktor, krok (b) je korektor. Metoda prediktor-korektor uvedend nize pouziva
explicitni Adamstv-Bashforthiiv vzorec tfettho ¥ddu (7.14) jako prediktor. V korektoru se
pocitd jen jedno iteraéni zpfesnéni. Pro struény zdpis pouZijeme symbol pfifazeni ,,:=" pro
zménu hodnoty proménné, coZ umozni vynechat itera¢ni index k. Dostdvdme nésledujici
algoritmus:

. \
5(1), Y2 Cz;ypoéti pomoci jednokrokové metody;
Proi=2,...,n—1uvypocti y; 1 takto:

(P) yis1:=yi+ 15(23f; — 16fi_1 +5f;_2), (7.20)

(E) fis1:= f(Xiy1,¥isr),

(C) Yir1:=Yi+ {5(5fir1+8fi— fi-1),

(E) fir1 = f(Xis1, Yisr)- )

Uvedeny algoritmus je tfikrokovd, dvoubodovd metoda tfettho ¥ddu ozna¢ovana jako PECE.
Podobné se pouziva oznaceni PE(CE)*, P(EC)* nebo P(EC)XE, pro varianty algoritmt prediktor-
korektor s k vnitfnimi kroky a s rtiznou organizaci doprovodnych vypoctt.

Piiklad 7.4.3 Pocéte¢ni tlohu (7.4) feSte pomoci PECE metody (7.20) s krokem h = 1.
Vysledky porovnejte s pfesnym feSenim.

Reseni: Pocatetni tisek vypotitime metodou RK4. Jsou to prvni tfi hodnoty x; a y; z druhé
¢asti Tabulky 7.2, . xo = —2,x1 = =1, xp = 0ayo = —1, y; = 1.2508, y» = 1.3112. Pomoci
téchto hodnot vypocitdime fy = 4.2000, f; = 0.7498 a f, = —0.2622. U dal$ich vypocta
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podle (7.20) uvddime pouze poradi, v jakém vznikaji jednotlivé hodnoty:

y3 := 15588, f3:=0.6882, y3 := 13607, f3:= 0.7279,
Yy := 34178, f4:= 33164, y, := 3.2496, f4 := 3.3501,
Y5 := 8.5908, f5:=7.2818, ys5 := 8.4564, f5:=7.3087.

Vysledky jsou uvedeny v Tabulce 7.4. O

Poznamka

Porovnanim vysledkti v Tabulkdch 7.3 a 7.4 je vidét, Ze implicitni metoda je podstatné
presné&jsi neZ explicitni metoda stejného fadu. Algoritmus prediktor-korektor pfedsta-
vuje ,nepresnou” implicitni metodu, takZe pfesnost je o néco mensi.

ix vi i —y(x)]
0o -2 —1 0.0000

1 -1 1.2508 0.0001
1.3112 0.0001
1.3607 0.0302
3.2496 0.0493
8.4564 0.0603

Q1 &= W DN
W N = O

Tabulka 7.4: Metoda PECE zaloZend na Adamsovych-Bashforthovych a Adamsovych-
Moultonovych vzorcich tfettho fadu.

~ Kontrolni otazky

Otédzka 1. V ¢em spociva hlavni pfinos vicekrokovych metod oproti metoddm jednokro-
kovym?

Otéazka 2. Jak se odvozuji Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy vzorce?
Otdzka 3. Na ¢em je zaloZena konstrukce algoritmu prediktor-korektor?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Diferencidlni rovnici y’ = y(1 +sinx) — x3, y(1) = 0 feste na intervalu (1,2) s krokem
h = 0.2 pomoci Adamsovy-Bashforthovy metody ¢tvrtého fadu.

2. Vzorec Adamsovy-Moultonovvy metody ¢tvrtého fadu pfepiste na explicitni tvar pro
diferencialni rovnici z pfedchozi tlohy a proved'te vypocet.

3. Sestavte algoritmy prediktor korektor PECE a PECEC zaloZené na Adamsovych-
Bashforthovych a Adamsovych-Moultonovych vzorcich ¢tvrtého fadu a vyfeste dife-
rencidlni rovnici z prvni tlohy.
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Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Pocate¢ni tsek Vypoéitéme metodou RK4, pak y4 = —4.6497, y5 = —8.5164.

2. Odvodime y; 1 = 8(y; + ( 9ler1 +19f; = 5fi_1+ fi—2))/(8 = 3h(1 +sinx;;1)). Po-
moci Yo, y1,y2 z RK4 Vypoc1tame y3 = —2.3270, y4 = —4.6615, y5 = —8.5396.

3. Algoritmus PECEC m4 nésledujici podobu:

5(1), :l/zf]l/g vypocti pomoci jednokrokové metody (RK4);
Proi=3,...,n—1ovypocti y; 1 takto:

(P) yis1:=yi+ 5 (55f; —59fi_1 +37fi_2 — 9fi_3),
(E) fir1 = f(Xis1, Yiv1),

(C) Yir1:=yi+ 25(9fiy1 +19fi = 5fi 1+ fi2),
(E) fir1:= f(xi+1/yi+1)r

(C) is1:=Yi+ 25(9fi1 +19fi —5fii1 + fi2)- )

Algoritmus PECE dostaneme vynechanim posledniho kroku (C). Pocéte¢ni tsek vypoci-
tdme opét metodou RK4. Vysledky podle PECE: y4; = —4.6581, y5 = —8.5342; vysledky
podle PECEC: y4 = —4.6594, y5 = —8.5360.
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KAPITOLA

8
DODATKY

V této kapitole budeme postupné pfidavat néktera nova témata. Vyklad latky mtze byt
o tato témata rozsifen nebo mohou byt ponechdna k samostudiu.

8.1 Kofeny polynomu
Budeme ze zabyvat hledanim kofenti polynomiui
pn(z) = a9+ ayz +apz® + - -+ a,z" (8.1)

s obecné komplexnimi koeficienty a; € C proi = 1,...,n. Pro polynomy je zndmo, jaky
maji pocet kofentt v komplexnim oboru. Proto proménou znacime z € C a polynom uva-
Zujeme jako funkci p,, : C — C. Plati nasledujici véta, kterd se dokazuje napiiklad pomoci
prosttedkti komplexni analyzy.

Véta 8.1.1 (Zdkladni véta algebry) Pro polynom p,(z), a, # 0stupnén > 1 existuje takové
z1 € C, ze pu(z1) = 0.

Véta hovofi o existenci aspori jednoho kofene. Snadno z ni vyplyne, Ze existuje pravé
n kofent. Pro n > 2 mutZzeme polynom p,(z) vydélit z — z;, ¢imz dostaneme polynom
pn—1(z) takovy, zZe plati
pn(z) = (2 = 21)pn-1(2)-
Pro polynom p,,_1(z) opét plati Véta 8.1.1 (protoze n — 1 > 1 a koeficient u z"~! je ay),
takZze ma koten z; € C. Polynom p,_1(z) mazeme vydélit z — z,, ¢imZ dostaneme

pn(z) = (2 = 21)(2 — 22) Pn-2(2)
Je-lin = 2, pak p,—2(z) = ap a posledni rovnost ma tvar

p2(z) = ax(z — z1)(z — z2).
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Pro polynom stupné dva jsme dokézali existenci pravé dvou kofent (pozor, tyto kofeny
mohou pfedstavovat stejnou ¢iselnou hodnotu, viz niZe). Pro obecné n > 1 dostdvame
timto postupem

pn(z) =an(z—21)(z —22) ... (2 — zp),

kdez; € Cproi =1,...,njsou kofeny polynomu p,(z). Kofeny se mohou opakovat, takze
tvrzeni o jejich poc¢tu musime formulovat nésledovné.

Véta 8.1.2 Pro polynom p,(z), a, # 0 stupné n > 1 existuje v komplexnim oboru praveé
n kofent, pocitdme-li ndsobné koteny tolikrét, kolik ¢ini jejich ndsobnost.

Provedené tivahy nefikaji nic o poloze ani o vypoctu kofenti. Pro tyto tcely byla vy-
pracovana fada metod, s nimiZ se Ize sezndmit naptiklad v [7], str. 105-123. UvaZujeme-li
polynomy s redlnymi koeficienty a hledame-li jejich redlné kofeny, mtizeme pro vypocet
pouZit metody z Kapitoly 2. Redlny kofen vSak nemusi existovat. Je-li néjaké komplexni
¢islo kofenem takového polynomu, pak musi byt jeho kofenem také ¢islo komplexné sdru-
zené.

Vypocet kofenti polynomu v MATLABu provadi funkce roots, kterd pouZziva tento tvar
polynomu

pn(z) = a1z" + -+ an—lzz +anz + ap41

a polynom se reprezentuje jako vektor jeho koeficientti: a = (ay,...,a,+1).

Ptiklad 8.1.1 Vypocitejte kofeny téchto polynomfi:

p3(z) = —5411z +322 —22°,

pa(z) = 324 —224+13224+z2-3.

| J

Reseni: Pfi vypoctu postupujeme takto:

>> a=[-2 3 11 -5];
>> koreny=roots(a)
koreny = 3.0391
-1.9590

0.4199

Vysledek muzeme zapsat ve tvaru p3(z) = —2(z —3.0391)(z 4+ 1.9590) (z — 0.4199), kde
jsem pouzili pfesnost na ¢tyfi desetinnd mista. Podobné vypocitdme:

>> a=[3 -1 13 1 -3];
>> koreny=roots(a)
koreny = 0.1938 + 2.12971
0.1938 - 2.12971i
-0.4956
0.4412

Vidime, ze prvni dva koteny jsou komplexni (komplexné sdruzené). Muzeme psét p4(z) =
3(z —0.1938 — 2.1297i)(z — 0.1938 + 2.1297i)(z + 0.4956) (z — 0.4412) a to opét na Ctyfi de-
setinnd mista. O
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~ Kontrolni otazky

Otazka 1. Mé&me polynomy ps(z), p4(z) stupniti 3, resp. 4. Kolik nejvice raznych kofenti
mohou mit polynomy p3(2), ps(z) -+ pa(z), pa(z)pa(z) a pa(pa(z))?

Otédzka 2. Mé&me polynom py(z) stupné 2, ktery ma kofen z = 1 a jehoZz derivace p}(z)
ma také kofen z = 1. Najdéte alespori jeden polynom s témito vlastnostmi.

Otéazka 3. MtiZe mit polynom lichého stupné vSechny kofeny komplexni?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. py(z) = 2z* — 523 — 822 + 17z — 6.
2. p5(z) = 2° — 7z* + 1923 — 2522 + 16z — 4.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1.z1=-2,20=1/2,z3 =1,2z4 = 3.
2.21 = 1,22 = 1,23 = 1,Z4 :2,25 = 2.

8.2 Newtonova metoda pro soustavy nelinearnich rovnic

UvaZujme soustavu n nelinedrnich rovnic pro n nezndmych:

fl(xl,. . .,xn) = 0,
: (8.2)

fn(xll---lxn) - 0/

kde f; : QO — R, i = 1,...,n, jsou funkce n-proménnych a O C R” je jejich defini¢ni
obor. Ozna¢ime-li vektor proménnych x = (x1,...,x,)" € R" a vektorovou funkci f(x) =
(A(X), ..., fa(x)) 7", £: Q — R", mtZzeme tlohu (8.2) zapsat ve vektorové podobé jako:

£(x) = 0, (8.3)

kde 0 je nulovy vektor. ProtoZe formalné jsou tlohy (8.3) a (2.1) stejné, Ize ocekévat, Ze
i odvozeni Newtonovy metody bude podobné jako v Odstavci 2.3. PouZijeme pfitom Tay-
lortiv rozvoj pro vektorové funkce. Také lokdIni ¥dd metody bude stejny, coz si ukdZzeme na
pfikladech. Zaméfime se pfedevsim na algoritmicky popis metody. Konvergenéni analyza
str. 286-288).

Nejdiive metodu odvodime. Linearizovand rovnice tvofena prvnimi dvéma ¢leny Tay-
lorova rozvoje v bodé x*~1, z niz uréime novou aproximaci x*, ma tvar:

£f(x 1) + 7 (k= xF1) =0, (8.4)

kde J¢(x¥=1) € R™ " je Jacobiho matice k funkci f v bodé x*~! (srovnej s (2.8)). Jacobiho
matice J¢(x) v bodé x je sestavena z parcidlnich derivaci slozek vektorové funkce f:

%(x) %(x)
]f(x): :
L . P
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Pokud je Jacobiho matice J¢(x*~1) regularni, mtizeme z (8.4) vyjadiit x*:
X = XK1 () T (), (8.5)

Tento vzorec je analogii (2.9) pro jednu rovnici, takze pomoci ného mtizeme napsat po-
dobny algoritmus jako v Odstavci 2.3. Ve vypoctech se vzorec (8.5) pouziva zfidka. Ob-
sahuje totiZ inverzni matici, jejiZ sestaveni je u rozsahlejsich tloh znacné zdlouhavé. Vy-
pocet 1ze upravit tak, Ze misto ndsobeni inverzni matici se fesi soustava linedrnich rovnic.
Ozna¢me tzv. Newtoniiv smér:

dk = x* — X1,

Vzorec (8.5) ted’ miiZeme prepsat jako
Je(xFHdk = —f(x 1), (8.6)

coZ je zminénd soustava linedrnich rovnic. Pro ukoncovaci kritérium budeme jesté potie-
bovat jisté zobecnéni absolutni hodnoty, které si definujeme jako tuto vektorovou normu:

lIx]| =  max |xi|, x€R" (8.7)

)

Promyslete si smysl ukon¢ovaciho kritéria v nédsledujicim zapisu algoritmu Newtonovy
metody pro soustavy nelinedrnich rovnic. Definice norem pro matice a vektory je uvedena
v Odstavci 3.5.

Algoritmus: Newtonova metoda pro soustavy

Vstup: £, Js, XY, €.

Prok =1,2,... opaku;j:
Je(xXk"1)d* = —£(x*~1); % feseni linedrni soustavy
xk = xk—1 + dk,'

dokud ||d¥|| > e.

Vystup: x = xk + €.

Nyni vypocet vyzkousime pro soustavu dvou nelinedrnich rovnic. Pfiklad musime
nejdfive pfipravit, protoZe — jak jsme uZ zminili - Newtonova metoda konverguje lokaIné,
takZe potfebujeme dobrou pocatecni aproximaci.

( )

Ptiklad 8.2.1 Je dana soustava dvou nelinearnich rovnic pro dvé nezndmé:

2x1 +x3xp —2xp—2 = 0
X2-3x = 0

Urcete pocet kofent a zjistéte, kde se tyto kofeny nachézeji.

| J

Reseni: KaZdou rovnici je urcena rovinna kfivka, kterou mtZeme znazornit jako graf
funkce. Vyjadfenim x, dostaneme dveé funkce v proménné x; které oznacime g a go:

2(1 —x1) xz

gl(xl) = (xl—\/i)(x1+\/§)’ gZ(xl) = 3
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Graf funkce g1 ma tfi vétve oddélené singularnimi body —+/2 a v/2, grafem funkce ¢ je
parabola. Obé funkce nakreslime na intervalu (—3,3) témito pfikazy (nastaveni os bylo
treba chvili hledat):

>> x1=-3:0.01:3;

>> g1=2%(1-x1) ./((x1-sqrt(2)) .*x(xl+sqrt(2)));

>> g2=x1."2/3;

>> plot(xl,gl,’g’,x1,g2,°r’)

>> axis([-3 3 -4 5])

V Obrazku 8.1 je graf g1 zndzornén zelené a graf g, Cervené. Z prisecika grafi uréime dva
kofeny X1, X, € IR?. Pomoci Zoom in lze uréit jejich p¥ibliznou polohu takto:

%1 € O = (—2.4,-2.3) x (1.8,1.9),
%o € Oy = (1.1,1.2) x (0.4,0.5).

Poznamenejme jesté, Ze svislé pfimky v pozicich singuldrnich bodt jsou vytvoreny grafic-
kou procedurou nadbytecné a nejsou soucdsti grafu funkce. O

Obrazek 8.1: Separace kofenti soustavy nelinedrnich rovnic z Pfikladu 8.2.1.

Piiklad 8.2.2 Newtonovou metodou vypocitejte kofen X; soustavy rovnic z P¥ikladu 8.2.1
—6
proe = 107°.

Re$eni: V tomto piikladu je x = (x1,x2) " a vektorova funkce f(x) = (f1(x), f2(x)) " ma
slozky f1(x) = 2x1 + x3x2 — 2% — 2 a fo(x) = x7 — 3x7. Jacobiho matice ma tvar (vypocte
ho derivovanim):
24 2x1x0 x2—2
Je(x) = ' -
2X1 -3

Vzorec (8.5) zapiSeme rozepsanim sloZek. ProtoZe zapis je ponékud nepfehledny, oddélime
sloZky vektorti a matic pomoci ¢ar:

k=1 k-1 k—1y2 _ -1
(x§> B x?ﬂ B 2+2x X ‘Ql) 2 hf4+(ﬁ_ﬂ%§4—2ﬂ_y—2
4\ e S BRI

V MATLABu to bude piehlednéjsi. Nejprve zadame vektorovou funkci, Jacobiho matici

s N 2

a pocatecni aproximaci zvolime jako stfed ¢tverce (1. Na jeden pfikazovy fadek zapiSeme
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vzorec (8.5), vypocet hodnoty pro ukoncovaci kritérium a zdménu aproximace v itera¢ni
promeénné.

>> f=0(x) [2*x(1)+x (1) "2%x(2) -2%x(2) -2;x(1)~2-3xx(2)1];
>> Jf=0(x) [2+2*x(1)*x(2),x(1)"2-2;2%xx(1),-3];

>> x0=[-2.35;1.85];

>> x1=x0-inv (Jf(x0))*f(x0), pres=max(abs(x1-x0)), x0=x1;

Posledni fddek opakujeme, ¢imZ provddime poZadovany vypocet, ktery je zaznamendn

v Tabulce 8.1. Dostali jsme vysledek x; = (—2.367458 +107°,1.868287 =107°) . O
I % x|
1 -2.367657765 1.868497165 0.018497165
2 -2.367458996 1.868287352 (.000209813
3 -2.367458970 1.868287325 0.000000027 < 107 =¢

Tabulka 8.1: ITterace Newtonovy metody.

I pro soustavy nelinearnich rovnic plati, Ze Newtonova metoda je (v idedlnim p¥ipadé)
druhého fadu, jak je vidét z posledniho sloupce Tabulky 8.1. Linearizovany vzorec (8.4)
totiZ opét vznikl z Taylorova rozvoje vynechanim ¢lent druhého a vyssich fada

Ptiklad 8.2.3 Zapiste algoritmus Newtonovy metody pro soustavy nelinedrnich rovnic

z2 M 2

v MATLABu jako funkci newton2. Spust'te ji z pfikazové fadky a poté vygenerujte data
pro Tabulku 8.1.

Re$eni: Zapis funkce newton2 vypad4 takto:

function [x1,k]=newton2(f,Jf,x0,epsilon,maxk)
for k=1:maxk

=-Jf (x0)\f(x0);

x1=x0+d;

pres=max (abs (d));

if pres <=epsilon, break , end

x0=x1;
end

Funkci f a Jacobiho matici Jf zaddme stejné jako v predchozim piikladu. Spusténi funkce
newton2 vypada takto:

>> [x,k]=newton2(f,Jf,[-2.35;1.85],1e-6,100)

X = -2.367458970387554
1.868287325489498
k =3
Data pro Tabulku 8.1 ziskdme odmazanim dvou stfednikti pfed spusténim newton2. O
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~ Kontrolni otazky

Otdzka 1. Co je to Jacobiho matice?
Otézka 2. Jak se odvozuje Newtonova metoda pro soustavy a jakého je fadu?
Otéazka 3. Co je to Newtoniv smér a jak se pocita?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypotitejte kofen X, z P¥ikladu 8.2.1 pro e = 107°.
2. Urcete pfibliZnou polohu kofenti nasledujici soustavy nelinedrnich rovnic a vypodi-
tejte je Newtonovou metodou pro € = 107°:

2cosx+y2—4x = 0,
x> +2xy —5y = 0.

Vysledky tloh k samostatnému I‘eéeni

1. Pro x° = (1.15,0.45) " dostaneme x> = (1.1494644,0.4404228) .
2. Existuji dva kofeny, které lze separovat takto: x; € (1 = (0.4503,0.451) x (0.04,0.06),
X3 € O = (1.8,1.9) x (2.8,2.9). Jacobiho matice m4 tvar:

[ —2sinx—-4 2y
]f(x)_< 2x + 2y 2x—5>'

Pro xy = (0.4507,0.05) " dostaneme x3 = (O 45068785, 0.04955798) T, pro x3 = (1.85,2.85) "
dostaneme x3 = (0.04955798,2.85118739) .

8.3 Metoda prosté iterace pro soustavy nelinearnich rovnic

UvaZujme soustavu n nelinedrnich rovnic pro n nezndmych zapsanou ve tvaru:

x1 = g1(x1,...,%n),
: (8.8)

Xn = gn(x1/~~~/xn)/

kdeg; : O — R,i =1,...,n, jsou funkce n-proménnych a (2 C IR" je jejich spole¢ny de-
fini¢ni obor. Ozna¢ime-li vektor proménnych x = (x, ..., xn)T € R" a vektorovou funkci
g(x) = (g1(x),...,g:(x)) T, g : QO — R", mtizeme tlohu (8.8) zapsat ve vektorovém tvaru
jako rovnici:
x = g(x). (8.9)

Formdlné jsou dlohy (8.9) a (2.11) stejné, takZe mtiZzeme zavést stejnou terminologii a na-
vrhnout stejny zptisob feSeni. Vektor X, ktery je feSenim rovnice (8.9), nazveme pevnijjm
bodem vektorové funkce g.

Necht' x? € Q) je potate¢ni aproximace. Metodou prosté iterace pro soustavy nelinedrnich
rovnic nazyvame vypocet podle vektorového itera¢niho predpisu:

X =g(xk1), k=1,2,... (8.10)
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Jestlize posloupnost {x*} potitana timto postupem konverguje k vektoru x, pak limitnim
pfechodem v (8.10) dostaneme, Ze X je pevnym bodem funkce g. V zapisu algoritmu pou-
zivame ukoncovaci kritérium s normu definovanou vztahem (8.7).

Algoritmus: Metoda prosté iterace pro soustavy
Vstup: g, x, €.
Prok =1,2,... opaku;:
X =g(x1);
dokud ||x* — x| > e.
Vystup: x = x* +e.

Vypocet nejdiive vyzkousime.

Ptiklad 8.3.1 Metodou prosté iterace vypoctéte kofeny X; a X, pro soustavu rovnic z P¥i-
kladu 8.2.1 pro e = 1073,

Reseni: Pfipometime, Ze kofeny se podafilo lokalizovat do &tverci:
x1€ O = (—2.4,-23) x (1.8,1.9), X € Oy = (1.1,1.2) x (0.4,0.5).

Soustava rovnic v Pfikladu 8.2.1 je zapsana jako f(x) = 0, my vSak potfebujeme zdpis
x = g(x). Pouzijeme proto (napiiklad) pfepis x; = 1+ xp — x3x2/2 a x» = x3/3, coz
zapséano vektorové predstavuje rovnici

x1) [ 14+x—x3x/2
x )\ x3/3 ’

kde vyraz na pravé strané je funkce g. Rekurentni vztahy pro vypocet maji tvar:

xk _ T+ a8t — (A 212
X (21273 .

Vypotet provedeme v podobném duchu jako v Piikladu 8.2.2, p¥i¢emZ za x° zvolime nej-
prve stfed ¢tverce ()1:

>> g=0(x) [1+x(2)-x(1)~2*x(2)/2;x(1)~2/3];
>> x0=[-2.35;1.85];
>> x1=g(x0), pres=max(abs(x1-x0)), x0=x1;

Zaznam vypoctu v Tabulce 8.2 naznacuje, Ze metoda prosté iterace v tomto piipadé nekon-
verguje. Zvolme nyni za po¢ate¢ni aproximaci x° stied &tverce )y, .

>> x0=[1.15;0.45];

V tomto ptipadé je vypocet konvergentni, jak ukazuje Tabulka 8.3. Podafilo se vypocitat
pouze druhy kotfen: X, = (1.1498 +1073,0.4400 £ 1073) . m

Analyza konvergence metody prosté iterace pro soustavy rovnic je podobné jako pro
jednu rovnici, zejména se opird o pojem kontrakce. Absolutni hodnotu je vSak pfitom nutné
nahradit normou, viz Odstavec 3.5. Také ovéfeni kontraktivity pro konkrétni vektorovou
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k k
k X1 Xy

Ix = x|

1 -2.25831250000000 1.84083333333333 0.09168750000000
2 -1.85326897623861 1.69999178255208 0.40504352376139
3 -0.21940911914561 1.14486863276284 1.63385985709300

Tabulka 8.2: Metoda prosté iterace nekonverguje.

x] 5 x

k__xk—1H

1.1524 0.4408 0.0092
1.1481 0.4427 0.0043
1.1509 0.4393 0.0033
1.1484 0.4416 0.0026
1.1504 0.4396 0.0020
1.1487 0.4411 0.0017
1.1500 0.4398 0.0014
1.1489 0.4409 0.0011
1.1499 0.4400 0.0009

O OO WDN PR

Tabulka 8.3: Metoda prosté iterace konverguje (pomalu).

funkci g byva zpravidla pfedmétem rozsahlé analyzy. Slavné tvrzeni, které shrnuje pred-
poklady pro konvergenci, se obvykle formuluje v Banachovych prostorech a nazyva se

Banachovou vétou o pevném bodé.

Na zavér tohoto odstavce si jesté ukdZeme implementaci v MATLABu.

Priklad 8.3.2 Zapiste algoritmus metody prosté iterace pro soustavy nelinedrnich rov-
nic v MATLABu jako funkci mpi2 a vypocitejte kofen X, pro soustavu rovnic z Pfi-

kladu 8.2.1 pro € = 10-°.

ReSeni: Zapis funkce mpi2 je téméf stejny jako u funkce mpi, lisf se pouze vypoctem hod-

noty pro ukoncovaci kritérium.

function [x1,k]=mpi2(g,x0,epsilon,maxk)
for k=1:maxk

x1=g(x0);

pres=max (abs(x1-x0));

if pres<=epsilon, break, end

x0=x1;
end

Funkci g zaddame stejné jako v Prikladu 8.3.1, tj.

>> g=0(x) [1+x(2)-x(1)"2*x(2)/2;x(1)"~2/3];
PouZiti funkce mpi2 vypada takto:

>> [x,k]=mpi2(g,[1.15;0.45] ,1e-6,100)
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x = 1.149464802074542
0.440422475521703
k™= 45

Dostali jsme vysledek X, = (1.1494648 4 10°,0.4404225 +107°) . O

Kontrolni otazky

Otézka 1. Zapiste tlohu na pevny bod pro soustavy rovnic. Jak se provadi vypocet?
Otéazka 2. Vysvétlete rozdily oproti situaci pro jednu rovnici.
Otézka 3. Jaky pojem hraje diilezitou roli pfi analyze konvergence?

~ Ulohy k samostatnému fe$eni
1. Nésledujici soustavu nelinedrnich rovnic pfepiste alespori dvéma zptisoby do podoby
ulohy na vypocet pevného bodu:
2cosx +y*—4x = 0,
x> +2xy—5y = 0.

2. Pfiblizné polohy kofenti uvedené soustavy rovnic Ize nalézt ve vysledcich tloh v Od-
stavci 2.4. Pokuste se je vypotitat metodou prosté iterace s presnosti € = 107°.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Ulohy na vypocet pevného bodu mohou vypadat napiiklad takto:

x\ [ cosx/2+y%/4 b x\ _ ( /By—2xy
) (y>_((x2+2xy)/5 )' ) (y>_(\/4x—2cosx :

2. Kofeny jsou dva Xy, X a pocateéni aproximace volime takto: x! = (0.4507,0.05) " a x =
(1.85,2.85) ". Dostaneme: a) x; = (0.4506878,0.0495581) ", x3° = (0.4506878,0.0495580) T,
takZe kofen X, se vypocitat nepodaftilo, v obou pfipadech vypocet konverguje ke kofenu
X1, v jehoz okoli je pravdépodobné splnéna podminka kontraktivity; b) funkce g je pro
metodu prosté iterace nevhodnd, pod odmocninou se objevi zdporna cisla.

8.4 LU-rozklady specialnich matic

LU-rozklad jsme uvedli v Odstavci 3.3 jako maticové vyjaddieni Gaussovy elimina¢ni me-
tody pro reguldrni matice. PfestoZe pfedpoklad regularity neni potfeba, budeme ho pou-
zivatinadale, protoZe podstatné zjednodusuje vyklad. Problematiky singuldrnich matic se
dotkneme jen okrajové.

Tvar LU-rozkladu miiZe ovlivnit specidlni vlastnost rozklddané matice (symetrie, defi-
nitnost, pasovost, fidkost atp.). Obvykle se pfitom snazime redukovat pamét'ovy prostor
nebo zmensit vypocetni néroky.
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8.4.1 LDM '-rozklad a LDL'-rozklad
Pfipometime, Ze LU-rozklad matice A bez vybéru hlavniho prvku m4 tvar:
A=1U, (8.11)

kde L je unitni dolni trojihelnikova matice a U je horni trojithelnikova matice. Pojem unitni
znamend, Ze se jedna o trojuhelnikovou matici, jejiZ vSechny diagonalni prvky jsou rovny
jedné. VSimnéme si, Ze LU-rozklad neni urc¢en jednozna¢né, pokud nepoZadujeme unitnost
matice L. Pro libovolnou reguldrni diagonalni matici D m{iZeme psét

A=LU=1DD 'U=LU,
¢imz dostavame LU-rozklad tvofeny maticemi L = LD a U = D~!U. JestliZe zvolime
D = diag(U), M= (D'U)", (8.12)
muZeme rovnost (8.11) zapsat jako
A=LDM', (8.13)

kde L a M jsou unitni doln{ trojihelnikové matice. Vztah (8.13) pfedstavuje LDM " -rozklad
matice A, je to vSak jen jind forma zapisu LU-rozkladu (8.11). Vyhodou je, Ze matice D
obsahuje na diagonale hlavni prvky dopfedného chodu Gaussovy elimina¢ni metody. Je-li
néktery z téchto digondlnich prvki nulovy, znamena to, Ze rozklddand matice je singu-
larni.

~

Ptiklad 8.4.1 Vypoctéte LDM '-rozklad matice

11 1
A= 2 4 2
-1 5 —4

| J

Regeni: V MATLABu provedeme vypocet funkci 1u, u niZ je poteba zakdzat vybér hlav-
niho prvku parametrem 0. V tomto pfipadé je funkce 1u implementovéna pouze pro fidké
matice, takZe vypocet doplnime o pfislusné konverze:

>> A=[1 1 1; 2 4 2, -1 5 -47];

>> [L,U]=lu(sparse(A),0); L=full(L), U=£full(U)

Pro zadanou matici tvofi jeji LU-rozklad (8.11) matice

1 00 11 1
L= 210}, U=|02 o0
-1 3 1 0 0 -3
Podle (8.12) dostaneme:
10 O 100
0 0 -3 1 01
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O

V dal$im budeme predpokladat, Ze matice A je symetricka, tj. plati A = A" Lze ukézat,
7e L = M a tedy jeji LDM ' -rozklad mtiZeme zapsat ve tvaru

A=LDL". (8.14)

Vztah (8.14) se nazyva LDL -rozklad matice A a umoZiiuje usetfit zhruba polovinu pamé-
tového prostoru, protoZe obsahuje jen jednu trojihelnikovou matici. Také jeho vypocet
vyZaduje jen polovinu aritmetickych operaci. V nésledujicim piikladu vytvotime LDL'-
rozklad z LU-rozkladu (8.11).

Ptiklad 8.4.2 Vypottéte LDL " -rozklad matice

-1 1 2
A= 1 0 -1
2 -1 -5

| J

Reseni: PouZijeme MATLABovsky vypocetjako v pfedchozim p¥ikladu. LU-rozklad (8.11)
zadané matice tvoii

100 -1 1 2
L=| -1 10|, U= o1 1|,
-2 11 0 0 -2
takze matice D ma tvar
-1 0 O
D= 01 0
00 -2

Kontrolni otazky

Otézka 1. Vysvétlete smysl LDM " -rozkladu.
Otédzka 2. Vysvétlete smysl LDL " -rozkladu.
Otézka 3. Které z probiranych rozkladi jsou urc¢eny jednoznacéné?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Vypoctem provéite platnost vztahti (8.14) a (8.13) pro matice z Pfikladt 8.4.1 a 8.4.2.
2. Pro matici A vypo¢téte LDM "-rozklad a pro matici B vypoctéte LDL "-rozklad:

12 1 -1 12 1 -1
A=| -2 0 -3|, B=| -2 0 -3
1 -2 1 1 -2 1
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Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Vypoctem A-L*D+M’ resp. A-L*D+L’> dostaneme nulové matice.
2. Postupem z Pfikladu 8.4.1 vypotitdmet LDM " -rozklad matice A ve tvaru:

1 0 0 12 0 0 1 0 0
L=]| —1/6 1 0], D= 0 1/6 0 , M= 1/12 1 0 |;
1/12 -25/2 1 0o 0 -=77/2 -1/12 =19 1

Podobné vypotitdme LDL "-rozklad matice B:

1 0 O 2 0 0
L=]| -3/2 1 0], D=] 0 9/2 0
1/2 -7/9 1 0 0 -11/9

8.4.2 Choleského rozklad

Choleského rozklad je varianta LU-rozkladu (8.11) pro symetrickou pozitivné definitni ma-
tici A. Pfipomerime, Ze matice A je pozitivné definitni, jestliZe plati

x Ax > 0 (8.15)
pro kazdy nenulovy vektor x. JestliZze do (8.15) dosadime z (8.14), dostaneme
x'Ax =x'LDL'x =y ' Dy > 0, (8.16)

kde y = L' x. ProtoZe L je regularni (je unitni), mtizeme vhodnou volbou vektorti x docilit
toho, Ze jako y ziskdme postupné vsechny jednotkové vektory e; = (0,...,0,1,0,..., O)T,
i=1,...,n,sjednickou na i-té pozici. Ze vztahu (8.16) proto plyne, Ze vSechny diagondlni
prvky matice D jsou kladné. ProtoZe se jednd o hlavni prvky dopfedného chodu Gaus-
sovy elimina¢ni metody, nemusime pro pozitivné definitni matice provadét vybér hlavniho
prvku. Pro matici D mtizeme definovat jeji odmocninu D'/?, tak Ze viechny (diagonalnf)
prvky odmocnime. Je ziejmé, Ze plati D = D'/?2D!/2, Jestlize posledni rovnost dosadime
do LDL " -rozkladu (8.14) dostaneme

A=GG', (8.17)

kde G = LD'2. Vztah (8.17) se nazyva Choleského rozklad matice A.
V nésledujicim pfikladu vypocitdme Choleského rozklad pomoci LU-rozkladu (8.11).
Zadand matice bude pozitivné definitni, coZ obvykle vyplyva z pozadi feSené tlohy.

[ Ptiklad 8.4.3 Vypoctéte Choleského rozklad matice

1 -2 -1
A=| -2 5 4
-1 4 7
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Reseni: LU-rozklad (8.11) tvo¥i matice

100 1 -2 -1
L= -210{, U=(0 1 2
-1 21 0O 0 2

Jako matici D a jeji odmocninu dostaneme

100 10 O
D=(010], D/?=]01 0
00 2 00 v2
Choleského rozklad je ur¢en matici
10 O
G=| 21 0
-1 2 V2

O

Algoritmy pro vypocet Choleského rozkladu (existuje nejméné pét riznych implemen-
taci) se odvozuji tak, Ze interpretujeme maticové nasobeni v (8.17). Jedno z moZznych odvo-
zeni si ukdZeme. Nejdfive vypocet naznacime pro matici tfettho ¥adu, kdy (8.17) zapiSeme
jako

aj1 a1 asy gn 0 0 g11 8§21 8§31
ap1 axp azx | =| &1 82 O 0 92 g
az) azp 4as3 831 832 833 0 0 g33

Odtud dostdvame pozadavky na splnéni Sesti rovnosti:

ap; = g%l = 811 = 401

ay1 = §21811 = g1 = an/8n

ap = g5 +8% = g = \/an—g%

a31 = 31811 = g31 = a31/8n

a3 = §31821 +808» = g = (an —g31821)/92

a3 = g T8 teh = gm = \/”33_g§1_g§2

Rovnosti v pravém sloupci predstavuji algoritmus, ktery obsahuje vypocty dvojtho typu:
odmocniny a podily. Pfejdéme nyni k maticim A = (a;;) a G = (gj;) fddu n. Rovnosti
z levého sloupce zapiSeme jako

j
aij: Zgikgjk/ i:l,...,?’l, ]:1”1 (t_JlZ])
k=1

Tyto vztah upravime, pficemz definujeme pomocnou proménnou s;;:

j—1
8ii8ij = @ij — Y Sikjk = Sij, 1> ]
k=1
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Vypocet prvki g;; probiha jednim ze dvou zptisobti:

Y SZ]/g]], i> ]

Algoritmus zapiSeme jako funkci v MATLABu.

function G=CholRozkl (A)
n=size(A,1); G=sparse(n,n);
for i=1:n 7 Vypocet G(i,1:1)
for j=1:1
s=A(i,]);
for k=1:j-1, s=s-G(i,k)*G(j,k); end
if i==j, G(i,i)=sqrt(s);
else G(i,3j)=s/G(j,j);
end
end
end

Kontrolni otazky

Otédzka 1. Jaké vlastnosti matice jsou podstatné pro existenci Choleského rozkladu?
Otéazka 2. MtZe byt pozitivné definitni matice singuldrni a pro¢?
Otdzka 3. Vysvétlete odvozeni algoritmu z funkce CholRozk1.

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Pro matici A vypoctéte Choleského rozklad:

2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2

Vétsi varianty této matice se vyskytuji velmi ¢asto pfi numerickém feSeni diferencidlnich
rovnic.
2. Pouzijte funkci CholRozkl v MATLABu a porovnejte ji se standardni funkci chol.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Choleského rozklad A je uréen matici:

1.4142 0 0
G=| —-07071 1.2247 0
0 —0.8165 1.1547

2. Funkce CholRozkl a chol generuji vystupni trojihelnikové matice jiného typu.

128



8. DODATKY

8.4.3 Ridké matice

V mnoha aplikacich vznikaji velké 7idké matice, v nichZ pfevladaji nulové prvky. U téchto
matic mizeme uSetfit pamét'ovy prostor, jestlize neukladame nulové prvky. Ukladame
pouze prvky nenulové spolu s informaci o jejich fddkovém a sloupcovém indexu. Soft-
warové prosttedi, které pfitom pouzivdme, musi préci s fidkymi maticemi podporovat, tj.
musi mit implementovany operace a funkce pro fidké matice. Pomérné snadné je napro-
gramovat s¢itdni, od¢itani nebo ndsobeni fidkych matic. Zajimavéjsi jsou rozklady, u nichz
je potteba identifikovat pozice nenulovych prvké v maticich tvoricich dany rozklad.

Nejdiive se podivame na matice pdsové, u nichZ nenulové prvky lezi na hlavni diagonale
a nékolika diagonalach sousednich. Pocet nenulovych diagonal se nazyva $itka pdsu. Pro
jednoduchost uvazujme nejdiive tfidiagonalni matici A = (a;j), kdy a;; = 0 pro [i —j| > 1.
Obrézek 8.2 schematicky zndzornuje rozloZeni nenulovych prvki v LU-rozkladu A = LU,
coZ plyne z definice ndsobeni matic. U matice L = (I;;) sta¢i vypocitat subdiagondlni prvky
lii—1, protoZe l;; = 1 (viz Véta 3.3.1) a zbyvajici prvky jsou nulové. U matice U = (u;;)
staci vypocitat diagonalni prvky u;;, protoZe u; ;1 = a;;+1 a zbyvajici prvky jsou nulové.
Vypocet vyzaduje O(2n) aritmetickych operaci. Analogickou tvahou pro matici s sitkou
pasu k zjistime, Ze jeji LU-rozklad vyzaduje O((k — 1)n) aritmetickych operaci.

Obrazek 8.2: Nenulové diagondly u LU-rozkladu tfidiagonalni matice.

Obecné fidkd matice se ukladd jako tfislozkové pole, kde prvni a druhou sloZkou je
radkovy a sloupcovy index a tfeti sloZkou je hodnota prvku matice:

(i, ], aij)-

Tomuto zptsobu uloZeni budeme fikat sparse-matice, zatimco uloZeni ,v tabulce” budeme
nazyvat full-matice. V MATLABu umoziuje funkce sparse vytvofit sparse-matici vklada-
nim nenulovych prvki na piislusné pozice. Funkce sparse také konvertuje full-matici na
sparse-matici. Zpétnou transformaci provadi funkce full. Je-li alespori jednim operandem
néjaké operace sparse-matice, pak i vysledkem bude sparse-matice. Obvykle také zadani
sparse-matice na vstup néjaké funkce vede k vystupu v této formé, pricemz se aktivuji
rychlé algoritmy pro sparse-matice. Nékteré funkce vyzaduji, aby na vstupu byla vyhradné
bud’ full-matice nebo sparse-matice.

Jako sparse-matice se uklddaji také pasové matice, které dostaneme pfi numerickém
feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic, protoZe jejich pas obsahuje velké mnoZstvi nu-
lovych prvku. Na jednoduchém piikladé si vysvétlime pravidlo pro uréeni nenulovych
prvki v rozkladu. UvaZujme symetrickou téméf tfidiagondlni matici A obsahujici nenu-
lovy prvek a;; = aj;, 1 > j v urdité vzdélenosti od pasu, viz Obrazek 8.3 vlevo. Budeme

se snazit zjistit, kde se objevi nenulové prvky v Choleského rozkladu A = GG . ProtoZe
se jednd o variantu Gaussovy elimina¢ni metody, mtZeme pouzit Vétu 3.3.1, ktera ik,

eV s

faddku vhodny nasobek fadku j-tého, ¢imz vlozime nenulové ¢&islo napravo od prvku a;;, .
na pozici (i,j + 1). Tento novy prvek pak musime také eliminovat s podobnymi dusledky.
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V G tak budou pozice (i), (i,j + 1),..., (i,i — 1) nenulové v dusledku nenulovosti odpo-
vidajicich multiplikatord. Jinymi slovy nenulovy bude prvek g;; a vSechny prvky smérem
doprava az na hlavni diagonalu, viz Obrazek 8.3 vpravo. Tomuto jevu se fikd zaplnéni (fill-
in effect). Bude-li ,, vzdalenych” prvkii mnoho, miize dojit vyraznému zvétSeni narokt na
pamét’. V MATLABu jsou k dispozici funkce amd a symamd, které umi urcit permutaci ma-
tice tak, aby Choleského rozklad (funkce chol) permutované matice vedl k minimalnimu
zaplnéni.

Obrézek 8.3: Fill-in efekt pro téméf tfidiagonalni matici.

~ Kontrolni otazky

Otéazka 1. Vysvétlete rozloZeni nenulovych prvki v rozkladech pasovych matic?
Otéazka 2. Vysvétlete jev zaplnéni v rozkladech fidkych matic?

Otdzka 3. Jaké vypocetni ndroky maji rozklady pasovych matic?

Otdazka 4. Prostudujte si funkci spy v MATLAbu. Zkuste nap¥. A=bucky; [L,U]=1u(A,0);
spy(A), pause, spy(L), pause, spy(U).

Otazka 5. Prostudujte a vyzkousSejte si funkce amd a symamd.

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Napiste efektivni implementaci funkce pro pasovy LU-rozklad tfidiagondlni matice
bez vybéru hlavniho prvku. Funkce bude mit hlavi¢ku function [1,u]=tridiag(a,b,c),
kde a je hlavni diagonéla, b je prvni spodni diagonadla a c je prvni horni diagondla ma-
tice A. Dale 1 je prvni spodni diagonéla matice L a u je hlavni diagonala matice U. Na-
piste i funkci, kterd pouzije tento rozklad k feSeni linedrni soustavy.

2. Pfedchozi tlohu zpracujete i pro Choleského rozklad (tfidiagondlni matice).

Vysledky tloh k samostatnému feSeni
1. Navod: implementace obsahuje pouze jeden cyklus, neobsahuje zddné cykly vnofené.
2. Plati stejny navod.

8.5 Spektralni a singularni rozklad

Nyni uvedeme rozklady matic, které souvisi s vlastnimi ¢isly a s jejich zobecnénim, tzv.
singuldrnimi &isly. Vytsténim bude zavedeni zobecnénych inverzich matic.

8.5.1 Spektralni rozklad

Spektralni rozklad existuje pro kazdou symetrickou (¢tvercovou) matici A a obsahuje tpl-
nou informaci o vlastnich ¢islech a vlastnich vektorech. Podle Véty 4.3.2 ma symetrickd
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matice fddu n pravé n redlnych vlastnich ¢isel A; a n vlastnich vektort v; odpovidajicich
témto vlastnim ¢islim, které 1ze zvolit jako jednotkové a ortogondlni. Vlastni ¢isla umis-
time na diagonalu matice D a z vlastnich vektor vytvofime sloupce matice V v potadi
odpovidajicim vlastnim ¢fslim:

D:diag()\l,...,An), V:(Vl,...,Vn).

Rovnosti Av; = Ajv;, i =1,...,n, zapiSeme jedinym vztahem AV = VD. Protoze matice V
je ortogonalni, 4. plati VV T = I, mtizeme psat

A=VDV'. (8.18)
Vztah (8.18) se nazyva spektrdlni rozklad matice A.

~ Poznamka

Je-li A symetricka pozitivné definitni, pak D m4 kladné diagondlni prvky (vlastni ¢isla).

J

Priklad 8.5.1 Vypoctéte spektralni rozklad nésledujici matice:

32 2
A=1]120 1
21 -2

Reseni: V MATLABu mfiZeme pouZit funkci eig:

>> A=[3 2 2; 2 0 1; 2 1 -2];
>> [V,D]=eig(A)

Dostaneme
0.2816  0.4472 0.8489 —2.7417 0 0
V = 0.1408 —0.8944 04245 |, D= 0 —1.0000 0
—0.9492 —0.0000 0.3148 0 0 4.7417
Naésobenim lze provéfit ortogonalitu V i platnost vztahu (8.18). O

Nesymetrickd ¢tvercova matice A fadu n miize mit n vlastnich vektort, které jsou line-
arné nezavislé ale nikoliv ortogondlni. Pokud sestavime D a V vyse popsanym zptisobem,
bude matice V pouze regularni a namisto (8.18) dostaneme rozklad

A=VDV L (8.19)

Matice A, kterou lze zapsat ve tvaru (8.19), se nazyva diagonalizovatelnd. Jinymi slovy: ¢tver-
cova matice A je diagonalizovateln4, je-li podobna diagonalni matici (viz Definice 4.3.2).
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( A

Piiklad 8.5.2 UkaZte, Ze nésledujici matice je diagonalizovatelna:

3 2 2
A=]111 1
21 =2

| J

Re$eni: Podobné jako v pfedchozim piikladu pouZijeme funkci eig. Dostaneme

0.8818 0.2661  0.5342 4.5121 0 0
V=] 03432 0.1813 —-0.8391 |, D= 0 —2.7536 0
0.3235 —0.9467 0.1023 0 0 0.2415

Matice V ortogondlni neni, protoze VVT # L Je vSak reguldrni, jak ukazuje nenulovost
jejtho determinantu: det V = —0.9707. O platnosti (8.19) se 1ze pfesvédcit vypoctem. 0

Matice mtize mit méné nez n linedrné nezavislych vektort. V takovém piipadé neni
diagonalizovatelna.

Piiklad 8.5.3 UkaZte, Ze nédsledujici matice neni diagonalizovatelna:
300
A=|[130
2 01
Reseni: Pomoci funkce eig dostaneme
00 O 100
V=101 -1], D=|030
10 0 003

Druhy a tfeti sloupec matice V, jsou linedrné zavislé, takZe (ndsobnému) vlastnimu ¢islu 3
odpovida jen jeden linedrné nezavisly vlastni vektor (viz také Ptiklad 4.3.2). 0

Kazda ¢tvercova matice je podobnd matici v Jordanové kanonickém tvaru; v MATLABu
viz funkci jordan.

~ Kontrolni otazky

Otédzka 1. Co je to spektrdlni rozklad matice a za jakych pfedpokladii existuje?

Otéazka 2. Co predstavuje diagonalizovatelnost matice, a kdy je matice diagonalizaova-
telna?

Otdzka 3. Jaka podobnostni transformace existuje pro kazdou ¢tvercovou matici?
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~ Ulohy k samostatnému feSeni

1. Dokazte, Ze pozitivné definitni matice A ma kladna vlastni ¢isla.

2. Vypoctem provéite platnost vztahti (8.18) a (8.19) pro matice z Ptiklad 8.5.1 a 8.5.2.
Dale provéite platnost vztahu AV = VD pro matice z Pfikladu 8.5.3.

3. Pro matici A vypoctéte jeji spektrdlni rozklad, matici B diagonalizujte a pro matici C
ukaZte, Ze diagonalizovatelnd neni:

-2 3 -1 2 53 1 3 2
A= 3 0-2}|,B=111]|, C=]0 320
-1 -2 1 1 23 2 -1 1

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Vyndsobenim a tpravou rovnosti Av; = A;v; dostaneme A; = viTAvi / VZ-TVZ' > 0.
2. Vypoctem A-V*DxV’, A-V*Dxinv (V) a A*V-V*D dostaneme nulové matice.

3. Pro matici A dostaneme

—0.7919 0.4232  0.4402 —4.1913 0 0
V= 0.6053 0.4488 0.6574 |, D = 0 —0.6782 01,
0.0807 0.7870 —0.6116 0 0 3.8695

kde VVT = I; pro matici B dostaneme

1.8826 —0.0139 —-0.0115 5.6679 0 0
V=1 —-00139 04104 —-0.0556 |, D= 0 —-0.7878 01,
—0.0115 -0.0556  0.7071 0 0 1.1198

kde VV'T # I, ale vvl=rp, pro matici C dostaneme

0.7071 -0.7071 -0.7071 3 00
V= 0 0 0O, b=]10 -1 0 |,
0.7071  0.7071 —-0.7071 0 03

kde V ma linedrné zavislé sloupce; o spravnosti vysledkh se 1ze presvédcit stejné jako
v tloze 2.

8.5.2 Singularni rozklad

Singuldrni rozklad existuje pro kaZdou obdélnikovou matici a poskytuje detailni informaci
o linedrnim zobrazeni, které tato matice reprezentuje.

Necht' A € R™*", pak existuji ortogondIni matice U € R"*", V € R"*" a diagondlni
matice D € R™*" s nezdpornymi diagonalnimi prvky d;; takové, Ze plati

A=UDV'. (8.20)

Vztah (8.20) se nazyva singuldrni rozklad matice A a 0; = d;;, i = 1,...,min{m, n} jsou jeji
singuldrni ¢isla. Matice D je ur¢ena jednoznaéné az na usporadani diagondlnich prvkd. Je
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zvykem tyto prvky uspofddat nerostoucim zptisobem, takze p¥ipadnd nulovd singuldrni
¢isla jsou na konci. Necht nenulovych singulérnich ¢isel je k, kde k < min{m, n}. Hodnota
k je hodnost matice A. Singuldrni rozklad (8.20) zapiSeme blokové takto:

A= (U, Uy) ( P 2 ) ( :’% ) (821)

kde U; € R"™*k, U, € R™*(m=k) v; € R"™k vV, € R™("=K) a Dy, € RF*k,
Matici A ztotoZnime s linedrnim zobrazenim

A:R" - R", y=Ax (8.22)
Definujeme nulovy prostor (nebo-li jddro) matice A jako
N(A)={xeR": Ax=0}
a obor hodnot matice A jako
R(A)={yeR": y=Ax, xe R"}.
Je ztejmé, ze N'(A) i R(A) jsou vektorové prostory a Ze zobrazeni (8.22) je prosté, resp. na,
jestlize N'(A) = {0}, resp. R(A) = R™. Podobné mtizeme definovat adjungované lineérni
zobrazeni
AT:R" - R", x=A'"y

a vektorové prostory N(A') a R(A"). Nyni shrneme nejdtilezitéjsi informace, které 1ze
urcit z rozkladu (8.21):

e sloupce V; tvofi bazi N (A) adim N (A) =n —k;

e sloupce Uj tvoii bazi R(A) adimR(A) =k;

e sloupce U, tvoti bazi N (AT) adim N (AT) = m — k;

e sloupce V tvotibazi R(A") adimR(A") = k;

e vektorové prostory N'(AT) a R(A) tvoii ortogonalni rozklad R", 4.
R" = N(AT)®R(A), N(AT)LR(A);

e vektorové prostory AN'(A) a R(A") tvoti ortogonalni rozklad R”, 4.

R"=N(A)®&R(A"), NALRAT);

e (islo podminénosti matice A se definuje jako podil nejvétsiho singularniho ¢isla a nejmen-
Stho singuldrniho ¢isla, je-li nenulové:

K(A) =0 /Umin{m,n}/ Umin{m,n} # 0.
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Zatim jsme predpoklddali, Ze singuldrni rozklad (8.20) existuje, ale nefekli jsme proc.
Hlavni myslenku diikazu ukdZeme pro ¢tvercovou reguldrni matici A € R"*", kdy existuje
A~!. Diikaz vyuziva spektralni rozklad (8.18) symetrické pozitivné definitni matici M =
ATA € R™". Tento rozklad mé tvar M = VDV, kde matice D m4 kladné diagondlni

prvky (vlastni ¢isla) a mtGiZzeme ji proto odmocnit. Matice Va D = D'/’ jsou matice ze
singularniho rozkladu (8.20). Zbyva ukazat konstrukci matice U. Polozme U = AVD 1,
Matice U je ortogondlni, protoze

UUT =AVD D 'VTAT =AVD 'VTAT =AM AT = AA1(AT)IAT = 1.
Nakonec ovéfime splnéni vztahu (8.20):

UDV' = AVD DV’ = A.

Poznamka

Z postupu plyne, Ze pro pozitivné (semi)definitni matici je spektralni rozklad také sin-
gularnim rozkladem.

Pro vypocet singuldrniho rozkladu v MATLABu budeme pouZivat funkci svd.

( )

Ptiklad 8.5.4 Vypoctéte singularni rozklad nasledujici matice:

11000

12100
A =

012120

01210

Identifikujte vSechny informace, které singuldrni rozklad poskytuje o linedrnich zobra-
zenich.

| J

Reseni: Vypocet provedeme v MATLABu funkci svd:

> A=[1 100 0; 1 2100; 01 210; 0121 0];
>> [U,D,V]=svd(A)

Dostaneme
—0.1972 0.5760 0.7933 | —0.0000

—0.5285  0.6191 —0.5809 | —0.0000
—0.5839 —-0.3775  0.1289 | —0.7071
—-0.5839 —-0.3775 0.1289 | 0.7071

3.9948 0 0 00
0 1.9783 0 00
b= 0 0 0.3579 00
0 0 010.0000 0
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—-0.1817  0.6041  0.5933 | 0.5000 0
—0.6063  0.5354 —0.3094 | —0.5000 0

V=] -07169 —-0.4503 —-0.1824| 0.5000 0
—0.2923 —-0.3816  0.7204 | —0.5000 0

0 0 0 0 1.0000

Plati m = 4, n = 5, rank A = 3. Rozdéleni U na Uy, Uy a V na Vy, V;, vyznacuji svislé
piimky. Také matice Dy je vyznatena pomoci piimek. Vypoitem provéite UUT = 1,
VV' =1,AV; = 0a AU, = 0. P¥i vypoctech pouZijte dvojndsobnou aritmetiku a v&im-
néte si, Ze ocekdvané vysledky budou v nékterych pfipadech ovlivnény zaokrouhlovaci
chybou na tirovni po¢itacového epsilon. Co se ovéfuje vypoctem rank ([A,U1]) arank([A’,V1]),
ktery vyjde 3 v obou piipadech? O

~ Kontrolni otazky

Otézka 1. Vysvétlete singuldrni rozklad a uved'te pfehled informaci, které poskytuje o li-
nearnich zobrazenich.

Otazka 2. Vysvétlete ditkaz singuldrniho rozkladu pro symetrickou reguldrni ¢tverco-
vou matici.

Otéazka 3. Vysvétlete vztah mezi spektralnim a singuldrnim rozkladem pro obecnou
¢tvercovou symetrickou matici.

Otdzka 4. Zodpovézte otazku poloZenou na konci feSeni posledniho pfikladu.

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Pro matici A vypoctéte jeji singuldrni rozklad:

S O = =
S = N =
_ N = O
_ = O O

2. Diskutujte vysledek ptikladu 1.
3. Zjistéte, kdy je matice semidefinitni a indefinitni.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Dostaneme
—0.2706 0.5000 —0.6533 —0.5000

—0.6533  0.5000 0.2706  0.5000
—0.6533 —0.5000  0.2706 —0.5000
—0.2706 —0.5000 —0.6533  0.5000
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3.4142 0 0 0
0 2.0000 0 0
D = ,
0 0 0.5858 0
0 0 0 0.0000

—-0.2706  0.5000 —0.6533 —0.5000
—0.6533  0.5000 0.2706  0.5000
—0.6533 —0.5000 0.2706 —0.5000
—0.2706 —0.5000 —0.6533  0.5000

V =

2. Névod: Jaka je hodnost matice A? Pro¢ plati U = V? Co tvofi bazi vektorovych prostorii
N(A) aR(A)? Colze Fici o vektorovych prostorech N (AT) a R(AT)? Lze v tomto pifpadé
zapsat ortogondlni rozklad vektorového prostoru IR"” bez pouziti transpozice?

3. Ndvod: pouzijte vhodnou literaturu nebo internetové informaéni zdroje.

8.5.3 Zobecnéné inverze matic

Pripometime, Ze klasickéd inverze A~! (k reguldrni étvercové matici A) umoziiuje vyjadiit
fedeni soustavy linedrnich rovnic Ax = b ve tvaru x = A~ 'b. V tomto piipadé jsou Fe-
Seni i inverze urceny jednoznacné. Podobny vyznam mé zobecnéna inverze, vztahuje se
vSak k soustavam, které maji vice nez jedno feSeni, nebo naopak feSeni nemaji. V prvnim
pfipadé zobecnénd inverze vybere jedno z moZnych feSeni, ve druhém pripadé urci jeho
,rozumnou” aproximaci.

Definice 8.5.1 Necht A € R™*" je dand matice. Zobecnénou inverzi k A nazyvdme
matici AT € R™*™, pro niZ plati
AATA = A. (8.23)

Nésledujici véta objastiuje smysl této definice.

Véta 8.5.1 Necht A € R™*", x € R", b € R" a uvazujme soustavu linedrnich rovnic
Ax = b. Rovnost (8.23) plati, pravé kdyZ x = A™'b je jednim z feSeni uvedené linearni
soustavy pro kazdé b € R(A).

Diikaz: (=) Necht plati (8.23), X = ATb ab = Axg (protoZze b € R(A)). UkdZeme, Ze X
fesi Ax = b. Platt:
AX = AA b = AATAx) = Axg = b.
(<) Necht X = A™b fesi Ax = b pro kazdé b = Axg (potaZmo pro kazdé xy € R"). Potom
Axg =b = AXx = AATb = AATAx,.

Za xp muZeme postupné volit jednotkové vektory e; € R",i = 1,...,n. Pro konkrétni e;
dostdvame, Ze v maticich A a AAT A se sobé& rovnaji i-té sloupce. Dokézali jsme spInéni
rovnosti (8.23). O
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[ Poznamka

Soustava linedrnich rovnic Ax = b, pro kterou plati b € R(A) se nazyva konzistentni.

Jednou z moZnosti, jak urcit zobecnénou inverzi, je pouZiti singuldrniho rozkladu (8.21).
Zobecnéna inverze je ddna vztahem:

D! E U/
AT = (V,Vy) ( - > ( Uir ) (8.24)

kde E, F a G jsou libovolné matice o vhodné velikosti. Sta¢i provéfit, Ze (8.24) spliiuje rov-
nost (8.23). Je tedy zfejmé, Ze zobecnéna inverze nemusi byt urcena jednoznacné. Jedno-
znac¢nost nastane pouze v pfipadé, kdy existuje klasickd inverze, kterd je pfirozené i zobec-
nénou inverzi.

V nasledujicim pfikladé vypocitdme riznd feSeni konzistentni soustavy linearnich rov-
nic s obdélnikovou matici pfi m < n. Splnéni podminky konzistence obvykle zajist'uje
pozadi feSené tlohy.

- \

Ptiklad 8.5.5 Pomoci singuldrniho rozkladu vypoctéte nékolik rtiznych feSeni soustavy
linedrnich rovnic Ax = b, ktera je zadédna takto:

X1
110 2
X2 | = o
01 2 4
X3

| J

ReSeni: Pro urceni zobecnénych inverzi pouZijeme singuldrni rozklad. Budeme zapisovat
pouze praci s matici D, protoze matice U a V se neméni. Pomoci vypoctu

>> A=[1 1 0; 0 1 2];
>> [U,D,V]=svd(A)

dostaneme
2.3028 00
D= .
0 1.3028 0

Pro vytvoreni zobecnénych inverzi potfebujeme pievracené hodnoty singuldrnich ¢isel:
dil = 04343 a d;zl = 0.7676. Navrhneme tfi prostfedni matice pro pravou stranu (8.24):

0.4343 0 0.4343 0 0.4343 0
D, = 0 07676 |, Dy = 0 07676 |, D3 = 0 0.7676
0 0 1 1 -2 3

Posledni fadky téchto matic jsme zvolili libovolné. Dostdvame tfi rizné zobecnéné inverze
Al =VDU",A] = VD,U', A] = VD;U', kterym odpovidaji tfi rtizna fegent:

0.6667 4.1087 —3.7005
X] = Afb =1 13333 |, xx=AJb= | —21087 |, x3= Agrb = 57005 |,
1.3333 3.0543 —0.8502
kdeb = (2,4)". Vypottem mtizeme ovéfit, Ze plati Ax; = b, Ax, = b, Ax3 = b, O
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~ Kontrolni otazky

Otdzka 1. Definujte zobecnénou inverzi matice a vysvétlete smysl této definice.

Otazka 2. Kolik existuje zobecnénych inverzi a kdy je zobecnénd inverze urcena jedno-
znacné.

Otéazka 3. Co znamend, Ze je soustava linearnich rovnic konzistentni?

Otézka 4. Kolik feSeni méa konzistentni soustava linedrnich rovnic, jestlize m > n?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Dokazte, Ze klasicka inverze A~ je také zobecnénou inverzi podle Definice 8.5.1.
2. Pomoci zobecnénych inverzi vytvorenych ze singularniho rozkladu vypocitejte néko-
lik feSeni konzistentni soustavy linearnich rovnic:

X1
-1 2 0 1
X2 = .
111 3
X3

3. Pomoci zobecnéné inverze vytvofené ze singularniho rozkladu vypocitejte feSeni
konzistentni soustavy linedrnich rovnic:

12
X

10 (1):
X

11 2

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Navod: A~ ! stadi dosadit do (8.23) za A™.

2. Podobné jako v Pfikladu 8.5.5 vytvofime tfi matice D1, D; a D3, jejichZ posledni fadky
budou naptiklad (0,0), (0,1) a (1,0). Vypotitdme tfi riznd feseni: x; = (1,1,1)7, xp =
(—0.2770,0.3615,2.9154) " ax3 = (2.1075,1.5537, —0.6612) .

3. Vytvoiime dvé matice D1, Dy, jejichZ posledni sloupce budou naptiklad (0,0) " a (10,100) .
Dojdeme ke stejnému feseni: x; = xp = (2,1) 7. Pro¢?

8.5.4 Pseudoinverze

Pseudoinverze je specidlnim pfipadem zobecnéné inverze. Nazyva se také Moore-Penrosova
zobecnénd inverze.

N\

Definice 8.5.2 Necht A € R"*" je dand matice. Pseudoinverzi k A nazyvame matici
A" € R™™", pro niz plati
AATA = A, ATAAT=AT, (AAT)T = AAT, (ATA)T = ATA. (8.25)
Poznamka \
[Véimnérne si zmény ve znaceni: A" misto AT,
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Pseudoinverze je ur¢ena jednozna¢né. Pomoci singuldrniho rozkladu ji vytvofime tak,
Ze bloky E, F a G ve vztahu (8.24) zvolime jako nulové, ;.

-1 T
At = (V,Vy) ( D(l)ck g ) ( Eir ) . (8.26)

Staci ovéfit platnost vSech rovnosti v (8.25).
Jestlize pro libovolnou soustavu linedrnich rovnic Ax = b vypotitime x = A'b, budou
splnény nasledujici dvé dilezité vlastnosti:

e norma |/X|| je minimélni vzhledem k pouZiti jakékoliv jiné zobecnéné inverze,
e norma ||AX — b|| je minimadlni, j. X je FeSenim ve smyslu metody nejmensich ¢tverct,

kde uvazujeme Euklidovskou normu (kterd je pro pfipad vektorti shodné s Frobeniovou
normou z Odstavce 3.5). Vlastnosti provéfime v nasledujicim pfikladu.

( )

Ptiklad 8.5.6 UvaZujme soustavu linedrnich rovnic Ax = b ve tvaru:

-1 21 X1
1 01 xo | =
112 X3 5

Prox; = A'b,x, = A; baxz = A;rb, kde A;’ , A;r jsounéjaké (rtizné) zobecnéné inverze,
vypoctéte:

Ixcll, ||Axx —b||, k=1,2,3.

| J

ReSeni: Budeme postupovat podobné jako v Piikladu 8.5.5. V singuldrnim rozkladu A
dostaneme tuto diagondlni matici:

3.1058 00
D = 0 20867 0
0 00

Pseudoinverzi A" vytvofime pomoci (8.26). Pro sestaveni zobecnénych inverzi Aj = VD,U "
AT = VD;U' pouZijeme:

0.3220 0 3 0.3220 01
D; = 0 04792 3 |, D3 = 0 04792 1
1 1 2 3 3 2
Dostaneme
0.7143 —0.0897 —15.6383
x1= | 14286 |, xo=]| —6.0389 |, x3=| —17.1452
2.1429 18.9102 23.8166
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a vypocteme poZzadované normy:
|x1]| = 2.6726, ||x2|| = 19.8512, ||x3|| = 33.2527,
|Ax; — b|| =2.6726, |Ax; —b| =30.1188, ||Ax3 —b|| = 10.3510.

~ Kontrolni otazky

Otdzka 1. Jak se definuje pseudoinverze?
Otdzka 2. Jaké vlastnosti mé pseudoinverze?
Otézka 3. Jak Ize pseudoinverzi vytvofit pomoci singuldrniho rozkladu dané matice?

~ Ulohy k samostatnému feSeni

1. Ovétte, ze AT zavedend vztahem (8.26) vyhovuje vSem rovnostem (8.25).
2. Pro soustavu linearnich rovnic

-2 10 X1 3
2 03 X2 =
013 X3 2

vypoctéte ||x¢||, [|Axx — b||, k = 1,2,3 podobné jako v Piikladu 8.5.6.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Navod: rovnosti se ovéfi blokovym ndsobenim matic.

2. Dostaneme hodnoty: ||x1|| = 1.2581, ||xz|| = 6.8874, ||x3|| = 7.7192 a || Ax; — b|| = 1.1547,
|Ax; — b|| = 18.3666, || Ax3 — b|| = 6.2183.

8.6 Ortogonalni rozklad

Ortogondlni rozklad reguldrni matice A € R"*" m4 tento tvar:
A = QR, (8.27)

kde Q € R™"*" je ortogondlni matice a R € IR"*" je horni trojihelnikovd matice. Ortogo-
nalni rozklad pfedstavuje transformaci baze vektorového prostoru R", kterou tvofi sloupce
matice A, na ortonormadlni bazi tvofenou sloupci matice Q. Tento rozklad reprezentuje na
maticové arovni algoritmus, ktery se nazyva Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci.

Ozna¢me sloupce matice A jako vektory a; a sloupce matice Q jako vektory q; tak,
7e A = (aj,...,a;,) aQ = (qq,---,q,)- Z podminky ortogonality Q' Q = I dostaneme,
ze vektory q; jsou jednotkové, 4. ||q,/|> = q/q; = 1, a na sebe kolmé, tj. qiTq]- =0
pro i # j. Gramova-Schmidtova ortogonalizace postupné vytvéii vektory q; z vektort
a;,q;_1,---,9q;- Vypocet si naznac¢ime pro matici tfetiho fddu, kdy méa ortogonalni rozklad
tvar:

' T2 T3

(a1, a2,a3) = (qy, 9y, q3) 0 rp 13
O 0 33
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Po fadé projdeme v tomto vztahu rovnosti sloupcti, coZ ndm umozni odvodit algoritmus.
Z rovnosti prvnich sloupcti a; = r11q; a jednotkové velikosti vektoru q; dostaneme

= llaill, q =rijar (8.28)

Rovnost druhych sloupcti ay = r12q; + 229,, podminka na kolmost q; q, = 0 a pozadavek
jednotkové velikosti vektoru q,, vedou na

r12 = q;l—az. (829)

Pro s = ap — r12q; zapiSeme rovnost druhych sloupcti jako s; = rq,. Z jednotkové
velikosti vektoru q, pak dostaneme

o = [ls2ll, 9y =750 (8.30)
Podobné postupujeme s rovnosti tfetich sloupcti az = r13q; + r23q, + 33q5. Nejdfive od-
vodime

s = q1T33, 123 = quas, (8.31)
a nasledné

r3 = [[sall, q3 = 733's3, (8.32)
kde s3 = a3 — r13q; — r23q,. Algoritmus pfedstavuji vztahy (8.28)-(8.32), které 1ze snadno

zobecnit pro matice fadu n.
Algoritmus zapiSeme jako funkci v MATLABu.

function [Q,R]=0rtRozkl (A)
n=size(A,1); Q=sparse(n,n); R=sparse(n,n);
for i=1:n
S=A(:,1);
for j=1:i-1
R(j,i)=QC:,j) *A(:,1);
S=S-R(j,1)*Q(:,j);
end
R(i,i)=sqrt(8’*8); Q(:,i)=S./R(i,1);
end

Ptiklad 8.6.1 Vypoctéte ortogondlni rozklad matice

1 21
A=1]12 31
312

Regeni: Pomoci funkce OrtRozkl vypoditdme

0.2673  0.5246  0.8083 3.7417 29399  2.4054
Q= | 05345 0.6172 —-05774 |, R = 0 23146 —0.0309
0.8018 —0.5864  0.1155 0 0 04619

O

V MATLABu pocita ortogondlni rozklad standardni funkce qr, kterd je zde implemen-
tovana obecné pro obdélnikové matice A.
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~ Kontrolni otazky

Otdzka 1. Jaky tvar mé ortogonalni rozklad?
Otézka 2. Jaky algoritmus ortogondlni rozklad reprezentuje?
Otézka 3. Jaké podminky se pouziji pfi odvozovani vztahi (8.31) a (8.32)?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Graficky zndzornéte ortogondlni rozklad pro matici tfetiho fadu.
2. Zvolte si regularni matici a porovnejte ortogondlni rozklady vypocitané funkcemi
OrtRozkl a qr.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Navod: nakreslime vektory aj, a; a a3 s pocatkem ve stejném bod¢; postupné upravujeme
jejich velikosti a ota¢ime je tak, abychom dostali ortonormalni vektory q;, q, a qs.

2. MtZete dostat odliSnd znaménka u sloupcti matice Q a u nékterych prvk matice R.

8.7 Relaxa¢ni metoda

Vv 2

V Kapitole 4 jsme se sezndmili s nejjednodussimi itera¢nimi metodami pro feSeni soustav
linedrnich rovnic, kterymi byly Jacobiho a Gauss-Seidelova itera¢ni metoda. Jejich modi-
fikaci vytvorime dveé varianty relaxacni metody, ktera vétsinou konverguje rychleji nez vy-
chozi metody. Princip je jednoduchy: iterac¢ni vypocet budeme ovliviiovat relaxacnim pa-
rametrem w > 0, jehoZ vhodnou volbou miZeme pfiznivé ovlivnit rychlost konvergence.
Iteracni vypocet ma tvar:

xD = x®0) + o™ k=0,1,2,..., (8.33)
kde r(Y) je reziduum, které navrhneme pomoci Jacobiho nebo Gauss-Seidelovy iterani me-

tody.

8.7.1 Jacobiho relaxa¢ni metoda

Reziduum definujeme takto:
) = Db — AxK)). (8.34)

Dosadime-li (8.34) do (8.33) dostaneme
xK+D = x0) 4 wD (b — AXxW), k=0,1,2,..., (8.35)
coz lze upravit do tvaru
xKD) = (1= w)I—wD HL+U)x® +wD™ b, k=0,1,2,..., (8.36)

kde jsme pouzili (4.12). Plati nasledujici tvrzeni.

Véta 8.7.1 Konverguje-li Jacobiho itera¢ni metoda (4.10), pak Jacobiho relaxa¢ni metoda
konverguje pro kazdé w € (0,1).
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8. DODATKY

~ Pozndmka

Pro w = 1 je Jacobiho relaxa¢ni metoda shodna s Jacobiho itera¢ni metodou (4.10).

| J

( )

P¥iklad 8.7.2 Reste soustavu linedrnich rovnic
11x1 +2xp +x3 = 15,
x1+10x, +2x3 = 16,
2x1+3xp —8xz3 = 1,

pomoci Jacobiho relaxaéni metody s ptesnosti € = 10~ pro rtizné hodnoty relaxaéniho
parametru w a posud’te rychlost konvergence.

Regeni: Iteratni vzorce zapsané podle (8.35) maji tento tvar:

x§k+1) _ xik) +w(15— 11x§k) _ 2x§k) _ xék))/n,

x§k+1) _ xék) +w(16 - xgk) _ 10x£k) _ 2x:-(sk))/10'
x?m _ %”+wu2—ﬁ”—3é”+&gbﬂ_&'

Pro vypocet v MATLABu napiSeme funkci:

function [x1,k]=RelaxJacobi(A,b,omega,x0,epsilon,maxk)
diagD=diag (A);
for k=1:maxk

x1=x0+omega*(b-A*x0)./diagD;

pres=max (abs (x1-x0)) ;

if pres<=epsilon, break, end

x0=x1;
end

k xgk) xgk) x:gk) x®) — x(k=1) || ¢
0 0 0 0 —
1]1.2273 1.4400 —-0.1125 1.44000
2111236 1.4938 0.6384 0.75089
31 1.0430 1.3733 0.7083 0.12045
4 11.0489 1.3560 0.6565 0.05180
511.0566 1.3630 0.6468 0.00971
6 | 1.0570 1.3648 0.6499 0.00314
7 11.0565 1.3644 0.6509 0.00100
8| 1.0564 1.3642 0.6508 0.00018
9] 1.0564 1.3642 0.6507 0.00009

Tabulka 8.4: Iterace Jacobiho relaxa¢ni metody pro w = 0.9.

Zadanou soustavu jsme fesili Jacobiho itera¢ni metodou v Pfikladu 4.2.1. Pribéh vypoctu
je uveden v Tabulce 4.1, kterd odpovidd hodnoté w = 1. Pro w = 0.9 zobrazuje vypocet
Tabulka 8.4, z niZ je patrné, Ze k dosazeni pozadované piesnosti doslo o jednu iteraci dfive.
Experimentalné 1ze provéfit, Ze k vyrazné&jsimu urychleni v tomto piikladé nedojde. O
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Kontrolni otazky

Otazka 1. Jak se odvodi Jacobiho relaxaéni metoda?
Otézka 2. Za jakych predpokladii Jacobiho relaxa¢ni metoda konverguje?

~ Ulohy k samostatnému feSeni

1. DokaZte tvrzeni z Poznamky.
2. Soustavu linedrnich rovnic

4x1 —xp +2x3 = —12,
2x1+5xp+x3 = 5,

X1+x2—3x3 = —4

feste pomoci Jacobiho relaxaéni metody s presnosti € = 1072 pro nékolik hodnot w.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Navod: (8.36) pro w = 1 porovname se vzorci z Odstavce 4.2.1.

2. Pfi nulové pocatecni aproximaci vypocitdme pro w = 1 v jedenacté iteraci hodnoty x; =
—2.9955 41072, x, = 2.0019 £10"2, x3 = 1.0011 £ 10~ 2. Pro w = 0.8 dostaneme v osmé
iteraci hodnoty x; = —3.0027 1072, x, = 2.0017 £ 102, x3 = 0.9957 & 10~ 2. Mensi pocet
iteraci nebyl dosaZen pro Zddnou hodnotu w. Vypocet konverguje i pro hodnoty w, které
jsou vétsi jedné.
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8.7.2 Gauss-Seidelova relaxaéni metoda
Nyni definujeme reziduum nasledovné:

) = D1(b — Lx**V) — (D + U)xV); (8.37)

ProtoZe toto reziduum obsahuje aproximaci x**1), je potieba pii vypoctu kombinovat

(k)

vzorce (8.34) a (8.33). Nejdiive vypocitdime r; ’, pficemZ x(k+1) vtibec nepotiebujeme, a poté

uréime xgkﬂ). S pomoci xgkﬂ) pak vypocitame rgk) anésledné xgkﬂ). Timto zptisobem po-

stupujeme déle. Vidime, Ze postup vypoctu x*1) odpovida feSeni soustavy linearnich
rovnic s dolni trojihelnikovou matici podobné jako u Gauss-Seidelovy metody. Skute¢né,
dosadime-li (8.37) do (8.33) dostaneme
xK+D) = x®) 4 wD (b — Lx*V) — (D 4+ U)x), (8.38)
coz lze upravit do tvaru
(D + wL)x* = —((w—1)D + wU)x® + wb. (8.39)
Iteracni vypocet 1ze zapsat také takto:

x5 = (D +wL) " ((w—1)D + wU)x® + w(D+wL)" b, k=0,1,2,.... (8.40)

Plati toto tvrzeni.

Véta 8.7.2 Pro konvergenci itera¢niho predpisu (8.40) je nutné, aby relaxa¢ni parametr
byl z intervalu w € (0,2).

Rychlost konvergence z4visi na w velmi citlivé. Je-li w > 1 hovofime o superrelaxaci, pii
w < 1 o subrelaxaci.

~ Poznamka

Pro w = 1 je Gauss-Seidelova relaxa¢ni metoda shodnd s Gauss-Seidelovou itera¢ni
metodou (4.14).

( A

Priklad 8.7.3 Reste soustavu linedrnich rovnic z P¥ikladu 8.7.2 pomoci Gauss-Seidelovy
relaxaéni metody s ptesnosti € = 108 pro rizné hodnoty relaxaéniho parametru w
a posud'’te rychlost konvergence.

| J

Reseni: Iteratni vzorce zapsané podle (8.38) maji tento tvar:

x§k+1) _ xgk) +w(15— 11x§k> _ 2x§k) _ xék))/ﬂ,
= 16— 2 102 — 220 /10,
x:(;kJrl) _ xék) +w(12— x§k+l) _ 3x£k+1) I 8x§k))/(_8)_

Vypocet v MATLABu budeme provadét funkci, kterd pouziva vzorec (8.40):
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function [x1,k]=RelaxGS(A,b,omega,x0,epsilon,maxk)
D=diag(diag(A)); L=tril(A,-1); U=triu(A,1);
invDoL=inv (D+omega*L) ;
C=-invDoL*((omega-1)*D+omega*U); d=omega*(invDoL*b) ;
for k=1:maxk

x1=C*xx0+d;

pres=max (abs (x1-x0)) ;

if pres<=epsilon, break, end

x0=x1;
end

Vsechny vypocty zahajujeme nulovou pocate¢ni aproximaci. Poznamenejme, Ze pfesnym
feSeni jsou hodnoty x; = —3, xp = 2 a x3 = 1. Pro w = 1 dochézi k ukonceni vypoctu ve
dvanécté iteraci, zatimco pro w = 0.95 v iteraci devéaté, coz je nejmensi zjisténd hodnota.

100

90+

80+

70

60+

50+

40

posledni iterace

30

20

Obrazek 8.4: Celkovy pocet iteraci jako funkce relaxa¢niho parametru.

Obrazek 8.4 ukazuje zavislost poctu iteraci na w € (0.5,1.5). Z obrdzku je dobfe patrné,
Ze v naSem piikladé dosahujeme nejmensiho poctu iteraci v situacich, které jsou blizké
Gauss-Seidelové itera¢ni metodé (tj. pro w ~ 1). O

~ Pozndmka N

s

Nase implementace funkce RelaxGs je pro rozsahlejsi tlohy nepouzitelna. Vytvari nové
(pIné) matice, ndsobi je mezi sebou a dokonce pocitd i inverzi, coZ je zcela proti duchu
iteracnich metod! Navod na efektivni implementaci byl diskutovdn na zac¢atku tohoto
odstavce a snadno si ho 1ze promyslet na itera¢nich vzorcich uvedenych v Pfikladu 8.7.3.

. J

~ Pozndmka N

Iteraéni matice z (8.40) méa tvar Cgsr(w) = —(D + wL) ! ((w — 1)D + wU). Analyza
z Odstavce 4.4 ukazuje, Ze rychlost konvergence je urc¢ena vlastnim ¢islem této matice
s nejveétsi absolutni hodnotou. Oznadime-li toto vlastni &islo Amax(Cgsr(w)) a definu-
jeme funkci f(w) = [Amax(Cgsr(w))|, miZeme optimalni hodnotu parametru w urdit
pomoci minima funkce f(w). Jedna se oviem o netrividlni problém.
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~ Kontrolni otazky

Otazka 1. Jak se odvodi Gauss-Seidelova relaxaéni metoda?.
Otézka 2. Co je nutnou podminkou konvergence a jaka terminologie se v této souvislosti
pouziva?

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. DokaZte tvrzeni z prvni Poznamky.

2. Napiste efektivni implementaci Gauss-Seidelova relaxa¢ni metody podle druhé po-
zndmky.

3. Soustavu linedrnich rovnic ze druhé dlohy v Odstavci 8.7.1 feSte pomoci Gauss-
Seidelovy relaxa¢ni metody s ptesnosti € = 10~2 pro nékolik hodnot w.

Vysledky tloh k samostatnému feSeni

1. Navod: (8.40) pro w = 1 porovname se vzorci z Odstavce 4.2.2.

2. Navod: implementace bude obsahovat tfi do sebe vnofené cykly. Vnéjsi cyklus bude ite-
racni (s itera¢nim indexem k). Prostfedni cyklus zajisti priichod pfes vSechny komponenty
nové aproximace (pomoci fddkového indexu ). Vnitfni cyklus (vyjaddfeny sloupcovym in-
dexem j) zajisti prtichod pres sloupce matic A a bude rozdélen na dvé casti: pfed diago-

nalnim prvkem (tj. pro j < i) se budou dosazovat hodnoty x](kﬂ), od diagondlniho prvku

dale (tj. pro i < j) se budou dosazovat hodnoty x](-k)

3. Pfi nulové pocate¢ni aproximaci vypocitdme pro w = 1 ve ¢tvrté iteraci hodnoty x; =
—2.9991 4+ 1072, x, = 1.9998 =102, x3 = 1.0002 + 10~2. Pro w = 0.95 dostaneme ve &tvrté
iteraci presn&jsf vysledek x; = —2.9999 + 1072, x; = 2.0000 + 1072, x3 = 1.0000 £+ 10~2.
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Vlastni ¢isla a vlastni vektory - ptiklady

~ NefeSené tulohy

1. Pomoci charakteristického polynomu vypoctéte vlastni ¢isla a vektory matice

150
A=]|1510
00 4

7 M7z

2. Pomoci charakteristického polynomu vypoctéte vlastni ¢isla a vektory matice

6 -1 1
A= -1 8 -1
1 -1 6

3. Pomoci charakteristického polynomu vypoctéte vlastni ¢isla a vektory matice

6 -2 0
A=| -2 8 -2
0 -2 6

7z ¥z

4. Pomoci charakteristického polynomu vypoctéte vlastni ¢isla a vektory matice

5 -1 0
A= -1 6 -1
0 -1 5




Vysledky nefeSenych tloh
1. pA(/\) (4—A)(A2 =21 — 24) A= —4 Az 4, A3 = 6. Vlastni vektory jsou naptiklad

=(-1,1,0)", v, =(0,0,1)7,v3 = (1,1,0) .
2. pa(A) = (6 — A) (A2 — 14A +45), A; = 5, Ay = 6, A3 = 9. Vlastni vektory jsou naptiklad
Vi = (_11011)T/ V) = (1/ 1/ 1)T, V3 = (1, —2,1)T.
3. pa(A) = (6 — A) (A2 — 141 +40), A; = 4, A, = 6, A3 = 10. Vlastni vektory jsou naptiklad
vi=(LL1)T,vp=(-1,01)7,vs=(1,-2,1)".
4.pa(A) = (5—A)(A2 =111 +28), Ay = 4, Ay = 5, A3 = 7. Vlastni vektory jsou napiiklad
vi=(1,1,1)7,vo=(-1,0,1)",v3=(1,-2,1)".

. = (3—A)(A2 =81+ 12), A1 =2, Ay = 3, A3 = 6. Vlastni vektory jsou naptiklad
vi=(-1,01)", v =(1,1,1)7,v3=(1,-2,1)".



Kofeny polynomu - pfiklady

~ NefeSené tulohy

1. pa(z) = z* + 42% + 22 — 62; p5(z) = 2° + 5z* +52% — 522 — 62.

2. p4(z) = z* — 52% — 2522 4+ 125z; p5(z) = 62° — 132* — 223 + 722 + 2z.
3. py(z) = 25z* — 12523 — 22 + 5z; p5(z) = z° — 102° + 9z.

4. py(z) = z* +32% — 4z; ps(z) = 2° + 52* + 528 — 522 — 62

5. p4(z) = 62* — 523 + 22; ps5(z) = z° — 182° + 81z.

Vysledky nefeSenych tloh

Ui b= WO N =

.21:—3,22:—2,23:0,24:1;21:—3,22:—2,23:—1,24:0,25:1.
.z21=-5,20=0,z3=5,24 =5;,21 = —1/2,2p = —1/3,23=0,z24 = 1, z5 = 2.
.z21=-1/5,20=0,23=1/5,24 =5;,21 = -3,z = —1,23=0,z24 = 1, z5 = 3.
21 =-2,220=-2,23=0,z4 =1,21 = 3,20 = —-2,z3 = —1,24 = 0,z5 = 1.
.21:O,Z2:0,Z3:1/2,Z4:1/3;Zl :—3,22:—3,23:0,24:3,25:3.



Newtonova metoda pro soustavy - p¥iklady

~ NefeSené tlohy

1. Urcete pfibliznou polohu kofenti ndsledujici soustavy nelinedrnich rovnic a vypoci-
tejte je Newtonovou metodou pro € = 107°;

xr—1-Z =y,
X

xy —sinx = 0.

2. Urcete pfibliznou polohu kofenti ndsledujici soustavy nelinedrnich rovnic a vypoci-
tejte je Newtonovou metodou pro € = 107°:

yx? =2y —x+3=0,
e —y+1=0.

3. Urcete pfibliZznou polohu kofenti ndsledujici soustavy nelinedrnich rovnic a vypoci-
tejte je Newtonovou metodou pro € = 107°;

4yt —1=0,
y — 1.5cos(2x) = 0.

4. Urcete pfibliznou polohu kofenti nésledujici soustavy nelinedrnich rovnic a vypoci-
tejte je Newtonovou metodou pro € = 107

x2+y2—8=0,
xsin(1/x) —y = 0.

5. Urcete pfibliznou polohu kofenti ndsledujici soustavy nelinedrnich rovnic a vypoci-
tejte je Newtonovou metodou pro € = 107°:

2+y 0
x
y —xcos(x) =0.

x—1-—




Vysledky nefeSenych tloh

1. Existuji 2 koteny, které lze separovat takto: x; € (1 = (—0.6,—0.5) x (0.9,1.0), X, €
0O, = (1.4,1.5) x (0.6,0.7). Jacobiho matice ma tvar:

O el

y—cosx Xx

Pro x1 (—0.55,0.95) " dostaneme x1 (—0.5920591 +10%,0.9425931 +106) T,
pro x5 = (1.45,0.65) " dostaneme x5 = (1.4639450 & 10~%,0.6791900 +1076) .

2. Existuji dva koteny, které 1ze separovat takto: X, € (1 = (0.6,0.7) x (1.5,1.6), %2 € )y =
(—=1,-0.9) x (3.5,3.6). Jacobiho matice mé tvar:

_ 2 _
oo = (245 ).

Pro x1 = (0.65,1.55) " dostaneme x3 = (0.6781251 +107°,1.5075677 £ 107°) T,
pro x3 = (—0.95,3.55) " dostaneme x5 = (—0.9470361 + 107%,3.5780571 + 107°¢) .

3. Existuji ¢tyfi kofeny, z nichZ dva a dva jsou symetrické podle osy y. Budeme separovat
a pocitat ty z nich, které maji kladnou x-ovou soufadnici: X; € O = (0.4,0.5) x (0.8,0.9),
Xp € ) = (0.9,1) x (—0.4, —0.3). Jacobiho matice ma tvar:

Je(x) = ( 3sii§2x) 21y )

Pro x1 (0.45,0.85) " dostaneme x3 = (0.4710657 + 107°,0.8820981 +107%) T,
pro x5 = (0.95,—0.35) " dostaneme x5 = (0.9186562 + 10~¢, —0.3950581 + 107°) .

4. Existuji dva koteny, které jsou symetrické podle osy y. Budeme separovat a pocitat ten,
ktery ma zdpornou x-ovou soufadnici: X; € () = (—2.7,—2.6) x (0.9,1), Jacobiho matice

ma tvar: ) 2
B x Y
Je(x) = ( sin(1/x) —1cos(1/x) —1 )

Pro xj = (—2.65, 0.95)" dostaneme x = (—2.6545092 & 107°,0.9765146 = 107°) .

5. Existuji ¢tyfi kofeny, které 1ze separovat takto: x; € (3 = (—0.85, —0.75) x (—0.6, —0.5),
Xy € () = (1.8,1.9) x (0.45,0.55), Jacobiho matice ma4 tvar:

- 1+ 2 —3
Je(x) = ( — cos(x )-I—xsm(x) 1 )

Pro x1 = (—0.8,—0.55) " dostaneme xj = (—0.800968 + 10, —0.557483 +107°) T,
pro x) = (1.85,0.5) " dostaneme x5 = (1.832570 & 107, —0.474258 £ 107°) .



Metoda prosté iterace pro soustavy - ptiklady

~ NefeSené tlohy

1. Prepiste nésledujici soustavu nelinearnich rovnic do podoby tlohy na vypocet pev-
ného bodu alespor dvéma zptisoby. Vypocitejte kofeny soustavy metodou prosté iterace
s pfresnosti € = 107°:

x—1-4 =,
X

xy —sinx = 0.

2. Prepiste nésledujici soustavu nelinedrnich rovnic do podoby tlohy na vypocet pev-
ného bodu alespori dvéma zptisoby. Vypocitejte kofeny soustavy metodou prosté iterace
s presnosti € = 107

yx2—2y—x—|—3:O,
e *—y+1=0.
3. Pfepiste ndasledujici soustavu nelinedrnich rovnic do podoby tdlohy na vypocet pev-

ného bodu alesporn dvéma zptsoby. Vypocitejte kofeny soustavy metodou prosté iterace
s presnosti € = 107

xy+1=20
x+y—1=0.

4. Pfepiste nasledujici soustavu nelinedrnich rovnic do podoby tlohy na vypocet pev-
ného bodu alespor dvéma zptsoby. Vypocitejte kofeny soustavy metodou prosté iterace
s pfresnosti € = 107°:

x2+y2—8:0,
xsin(1/x) —y =0.

5. PiepiSte nédsledujici soustavu nelinearnich rovnic do podoby tlohy na vypocet pev-
ného bodu alesporn dvéma zptsoby. Vypocitejte kofeny soustavy metodou prosté iterace
s pfresnosti € = 107°:

=
o O

y — xcos(x) = 0.




Vysledky nefeSenych tloh
1. Ulohy na vypocet pevného bodu mohou vypadat naptiklad takto:

X 142 X y — x?
0 (3)-(m) v (5)-(ad)
y smx(x) y smx(x)
Kofeny jsou dva X1, X2 a po¢ate¢ni aproximace volime takto: x) = (—0.55,0.95)" a xJ =
(1.45,0.65) ". Dostaneme: a) x3° = (1.4639450,0.679190) ', x3® = (1.4639450,0.6791900) ',
takZe kofen X; se vypocitat nepodarilo, v obou pfipadech vypocet konverguje ke kofenu

X2, v jehoz okoli je pravdépodobné splnéna podminka kontraktivity; b)funkce g je pro me-
todu prosté iterace nevhodna.

2. Ulohy na vypocet pevného bodu mohou vypadat naptiklad takto:

2 ()-(LF) » G)-0m)

y e ¥ 11 y e " +1

Kofeny j ]sou dva x1, X a pocatecm aproximace volime takto: x1 = (—0.95,355)T ax) =

(0.65;1.55)". Dostaneme: a) x3° = (0.678126,1.507567) ", x3> = (0.678126,1.507568) ",
takZe kofen X; se vypocitat nepodafilo, v obou pfipadech V}’Ipoéet konverguje ke kofenu
X, v jehoz okoli je pravdépodobné splnéna podminka kontraktivity; b) funkce g je pro me-
todu prosté iterace nevhodna.

3. Uloha na vypotet pevného bodu mtiZe vypadat napiiklad takto:

_1
S - v .
()=
Kofeny jsou dva X1, X; a po¢ate¢ni aproximace volime takto: x! = (—0.6,1.6)" a xJ =
(1.6, —0.6) ". Dostaneme x> = (—0.618034,1.618034) T, x3> = (—0.618034,1.618034) T, takze

kofen X, se vypocitat nepodaftilo, v obou pfipadech vypocet konverguje ke kofenu X1, v je-
hoZ okoli je pravdépodobné splnéna podminka kontraktivity.

4. Ulohy na vypocet pevného bodu mohou vypadat naptiklad takto:

X V8 —y? X ¥4yt —8+x
a) ( ): <1> , b) ( ): (l) .
y xsin { ¢ y xsin ( ¢
Existuji dva kofeny, které jsou symetrické podle osy y. Budeme separovat a pocitat ten,
ktery ma kladnou x-ovou soufadnici. Po¢dte¢ni aproximace volime takto: x{ = (2.65,0.95) .
Dostaneme: ad a) x; = (2.654509,0.976515) ", vypocet konverguje ke kofenu X;, v jehoz

okoli je pravdépodobné splnéna podminka kontraktivity; ad b) funkce g je pro metodu
prosté iterace nevhodna.

5. Ulohy na vypocet pevného bodu mohou vypadat napiiklad takto:

Y (;):(xc%isz(x)) ) <;):(Jﬁszx1))

—_



Kofeny jsou dva X1, X2 a po¢ate¢ni aproximace volime takto: x{ = (—0.8,—0.55)" a xJ =
(1.85,0.5) ". Dostaneme: a) x{ = (—0.800967, —0.557483) T, x3? = (—0.800967, —0.557483) ',
takZe kofen X, se vypocitat nepodafilo, v obou piipadech vypocet konverguje ke kofenu
X1, v jehoz okoli je pravdépodobné splnéna podminka kontraktivity; b) funkce g je pro
metodu prosté iterace nevhodnd.



LU-rozklady specidlnich matic - pfiklady

~ NefeSené tlohy

Pro matice A vypoctéte LDM ' -rozklad a pro matice B vypoctéte LDL " -rozklad.
' -1 6 —4 3 15 -3
A= 1 -3 4|, B=| 15 68 —-15
3 -6 13 -3 —15 1
2.
1 1 9 3 -15 12
A=]|3 8 =13 |, B=| -15 73 =56
8 18 1 12 -56 31
3.
-1 -1 4 2 4 —12
A=| -2 -7 =22 |, B= 4 12 -28
8 28 86 —-12 -28 82
4.
-4 20 4 2 -4 =2
A= 20 =97 =20 |, B=| -4 7 1
-4 11 7 -2 1 -13
5.
-3 -24 -6 -1 0 1
A= 9 76 30 |, B= 0o -2 -12
6 68 77 1 —-12 —67




Vysledky nefeSenych tloh
1. LDM "-rozklad A tvo¥i matice:

100 -1 0 0 1 00
L= -110], D= 030}, M=| =610 |;
-3 41 0 01 4 01

LDL " -rozklad B tvo¥i matice:

100 3 0 O
L= 510, b=]10 -7 0
-1 01 0 0 -2

2. LDM "-rozklad A tvo¥i matice:

100 100 1 00
L=1310|, D=1 050}, M=|(1 10 |;
8 21 009 9 -8 1

LDL " -rozklad B tvo¥i matice:

1 00 3 0 0
L=| -5 10}, D=0 -2 0
4 -2 1 0O 0 -9
3. LDM "-rozklad A tvoii matice:
1 00 -1 0 O 100
L= 2 10|, D= 0 -5 0|, M= 110 |;
-8 —4 1 0O 0 -2 -4 6 1
LDL "-rozklad B tvoi{ matice:
1 00 2 00
L= 2 10|, D=|1040
-6 —1 1 0 06
4. LDM " -rozklad A tvoi{ matice:
1 00 —4 0 0 100
L=| -5 10|, D= 030|, M=]| -5 10 |;
1 -3 1 0 0 3 -1 0 1
LDL "-rozklad B tvofi matice:
100 2 0 0
L=| -210])], D=0 -1 0

-1 31 0 0 -6



5. LDM " -rozklad A tvo¥i matice:

100 -3 00 100
L= -310]|, D= 0401, M=|810 |,
-2 51 0 05 2 31

LDL "-rozklad B tvoii matice:
100 -1 00
L= 010, D= 0 -2 0
-1 6 1 0 0 6



~ Nefesené tdlohy

Pro matice A vypoctéte Choleského rozklad.
1.

4 12 2
A= 12 52 -14
2 14 27
2.
16 4 -4
A= 4 17 -17
-4 -17 21
3.
81 —45 18
A= —45 89 -58
18 —58 56
4.
1 7 -1
A= 7 65 —7
-1 -7 17
5.
9 0 3
A= 0 25 -35

3 -35 86



Vysledky nefeSenych tloh

Choleského rozklad A je uréen maticemi G.
1.

2 00
G=|6 40
1 -5 1
2.
4 00
G = 1 40
-1 —4 2
3.
9 00
G=| -5 80
2 —6 4
4.
1 00
G = 740
-1 0 4
5.
G = 5



Spektralni rozklad - p¥iklady

~ NefeSené tulohy

Pro matice A vypoctéte jejich spektrdlni rozklad, matice B diagonalizujte a pro matice C
ukaZte, Ze diagonalizovatelné nejsou.

1.
-3 1 8 -3 7 2 2 -1 4
A=| 12 3|,B=| 1 -5 3|, c=|-6 6 -3
8 3 —8 4 -9 1 6 —7 2
2.
-9 4 -5 7 —4 -2 2 5 6
A=| 4 8 6|, B=| -1 9 6|, c=| -2 =2 =5
-5 —6 —3 1 -7 —4 2 6 9
3.
-4 1 =2 7 5 =2 7 -3 1
A= 1 1 3|, B=| 98 5|, c=| 2 1 3
—2 -3 4 -8 1 -3 —2 -2 —4
4.
4 32 —6 0 —7 —2 -1 0
A=[3 -18]|,B=| 26 4|, c=| 1 0 o0
2 8 6 14 3 1 -6 —3
5.
-2 2 -5 —5 2 9 —4 -8 -7
A=l 2 -9 7|, B=| -1 5 7], c=| 6 2 -1




Vysledky nefeSenych tloh

1. Pro matici A dostaneme

—0.5741  0.5891 0.5686 —14.0936 0 0
V=| —-01154 -0.7457 0.6562 |, D = 0 —0.0415 0
0.8106  0.3111 0.4962 0 0 5.1351

Pro matici B dostaneme

0.6338 —0.9063 —0.0573 —10.1781 0 0
V=| -04757 —-03619 —-03258 |, D= 0 —0.6864 0
—0.6099  0.2183  0.9437 0 0 3.8645

Pro matici C dostaneme

—0.7625 —0.3333 —0.7625 -1 0 O
V=| —-04575 0.6667 —04575 |, D= 0 12 0
0.4575 —0.6667  0.4575 0 0 -1

2. Pro matici A dostaneme

—0.6714 0.5977 —0.4380 —12.5556 0 0
V= 0.7330 0.4488 —0.5111 |, D= 0 —11.5531 0
0.1089 0.6643  0.7395 0 0 4.1087

Pro matici B dostaneme

04621 —0.9730 0.2399 12.3532 0 0
V=] —-08047 —-0.2234 03628 |, D= 0 6.2006 0
0.3727  0.0579 0.9005 0 0 —6.5538

Pro matici C dostaneme

—-0.5774 —0.3333 —0.3333 100
V=| 05774 0.6667 06667 |, D= 0 4 0
0.5774 —0.6667 —0.6667 00 4

3. Pro matici A dostaneme

09762 —0.0515 —0.2108 —4.4905 0 0
V=1 —-00646 08584 —0.5089 |, D= 0 —0.8438 0
0.2071  0.5104  0.8346 0 0 6.3343

Pro matici B dostaneme
0.6543 —0.3703  0.2888 —12.2540 0 0
V=] —04422 —-0.1569 09518 |, D= 0 0.0641 0
0.6134  0.9156 —0.1030 0 0 10.1899



Pro matici C dostaneme

0.9428 —0.3333 0.3333 6 0 O
V= 0.2357 —0.6667 06667 |, D= 0 -1 O
—0.2357  0.6667 —0.6667 0 0 -1

4. Pro matici A dostaneme

—0.1428  0.9196 0.3659 —6.4364 0 0
V= 0.8427 —0.0810 0.5323 |, D= 0 2.9000 0
—0.5191 —-0.3843 0.7634 0 0 12.5364

Pro matici B dostaneme

09871  0.2756 —0.7103 —5.6981 0 0
V=1 —-01542 —-0.7837 —-0.2284 |, D= 0 8.1374 0
—0.0426 —0.5566  0.6658 0 0 0.5607

Pro matici C dostaneme

0 —0.2649 0.2649 -3 0 O
V= 0 02649 —-02649 |, D= 0 -1 0
1.0000 —0.9272  0.9272 0 0 -1

5. Pro matici A dostaneme

—0.3126 0.5790  0.7530 —17.1226 0 0
V= 0.6631 0.7006 —0.2634 |, D = 0 —3.1810 0
—0.6801 0.4170 —0.6029 0 0 1.3035

Pro matici B dostaneme

—0.8659 —0.2442 0.2401 —10.2953 0 0
V= 0.1603  0.7629 09700 |, D= 0 10.8127 0
0.4739 —0.5986 0.0374 0 0 4.4826

Pro matici C dostaneme

—-0.5774 —-0.1170 —-0.1170 -3 0 0
V = 05774 07022 0.7022 |, D= 020
—-0.5774 —-0.7022 —0.7022 00 2



Singularni rozklad - p¥iklady

~ NefeSené tulohy

Vypoctéte singularni rozklady néasledujicich matic.
1.

4 6 0 —6
2 4 -5 -9
A=
6 —3 —7 —4
-1 3 1 =2
2.
8 8 —2 -5
-2 -2 7
A —
1 1 —6
-2 -2 -9
3.
4 -9 77
8 5 50
A —
-7 3 -15
0 4 46
4.
4 7 —4
-3 5
A=
—6 —4
5 1 -1 1
5.
2 -1 -2 -3
7 —4 1
A =
-3 8 4 8




Vysledky nefeSenych tloh

Dostaneme nasledujici singuldrni rozklady.

v 04149  0.6339  0.5855
0.7745  0.0370 —0.3208
U=\ oas92 07171 02154
0.1311 02874 —0.7126
14.4737 0 0
0 11.3077 0
D=
0 0 1.2840
0 0 0
0.1737 —0.6236 —0.7622
03180 0.6159 —0.4315
" | —04806 04530 —0.4801
—0.7986 —0.1629 —0.0486
= —0.6034 —0.6103 0.4492
0.0896  0.5467 0.8304
| 03015 —0.4100 0.2950
0.7328 —0.4007 0.1469
15.1125 0 0
o 0 13.6397 0
0 0 47511
0 0 0
—0.4083 —0.4094 0.4070
—0.4083 —0.4094 0.4070
| —04347 08148 0.3835
0.6911  0.0288 0.7222
> ~0.8705 04196  0.2108
~0.3669 —0.7159 —0.3978
| 02310 05483 —0.5477
~02327  0.1034 —0.7052

0.2885
—0.5440
0.4780
0.6264

0
0
0
0.0000

—0.5774
0.5774
—0.5774

0.2484
0.0592
—0.8087
0.5300

0
0
0
0.0000

—0.7071
0.7071
0.0000

—0.0000

—0.1470
—0.4411
—0.5882

0.6617

7



14.8502 0

0 11.4263

0 0

0 0
—0.5410 —0.6903
0.3880 —0.4637
—0.6121 —0.0680
—0.4266  0.5513
—0.6919 —-0.5111
0.3164 —0.8321
0.5834 —0.0533
—0.2842  0.2086

12.5676 0

0 6.5589

0 0

0 0
—0.6873  0.2767
—0.5937 —0.4812
—0.0419 —-0.7731
0.4163 —0.3071
—0.2114 —-0.2021
0.1468 —0.9658
0.7026 —0.0119
0.6634  0.1620

17.5984 0

0 9.5078

0 0

0 0

0 0
0 0
10.4839 0
0 0.0000
0.1426  0.4588
—0.7965  0.0076
—0.2658 —0.7416
—0.5241  0.4893
—-0.3692  0.3517
0.4372 —0.1279
—0.3038  0.7514
0.7617  0.5435
0 0
0 0
4.7996 0
0 0.0000
0.5924 —0.3162
—0.1265  0.6325
—0.0251 —0.6325
0.7952  0.3162
—0.7233 —0.6255
0.0466  0.2085
0.3390 —0.6255
—0.5998  0.4170
0 0
0 0
0.9480 0
0 0.0000

4

7

7



—0.2529
0.6537
0.3388
0.6277

—0.6148
—0.5806
0.5290
0.0714

0.1777
—0.4613
—0.4037

0.7699

—0.7256

0.1512
—0.6651
—0.0907



Zobecnéné inverze - piiklady

~ NefeSené tlohy

1. Pomoci zobecnénych inverzi vytvofenych ze singuldrniho rozkladu vypocitejte néko-
lik feSeni konzistentni soustavy linedrnich rovnic:

X1
4 0 -1 -2
X2 = .
21 =2 -5
X3

2. Pomoci zobecnénych inverzi vytvofenych ze singuldrniho rozkladu vypocitejte néko-
lik feSeni konzistentni soustavy linedrnich rovnic:

X1
1 -2 3 3
X2 = .
0 -1 1 6
X3

3. Pomoci zobecnénych inverzi vytvofenych ze singuldrniho rozkladu vypocitejte néko-
lik feSeni konzistentni soustavy linedrnich rovnic:

1 -2 3 X1 4
0 —1 1 X2 =
1 -3 4 X3 5

4. Pomoci zobecnénych inverzi vytvofenych ze singuldrniho rozkladu vypocitejte néko-
lik feSeni konzistentni soustavy linedrnich rovnic:

12 4 -5 X1 1
31 -1 X2 = 3
6 2 -3 X3 -5

5. Pomoci zobecnéné inverze vytvorené ze singuldrniho rozkladu vypocitejte feSeni kon-
zistentni soustavy linedrnich rovnic:

2 3




Vysledky nefeSenych tloh

1. Vytvotime t¥i matice D1, D; a D3, jejichZ posledni fadky budou napiiklad (0,0), (1,1) a
(1,0). Vypogitdme t¥i rizné feseni: x; = (—0.0377, —1.2264,1.8491) 7,

x; = (0.1601, —0.0395,2.6404) " a x5 = (0.5748,2.4488,4.2992) .

2. Vytvotime t¥i matice D1, D; a D3, jejichZ posledni fadky budou napiiklad (0,0), (0,1) a
(1,0). Vypotitdme tfi riznd fedeni: x; = (—8,-7,—1)7,

x; = (—10.6676, —4.3324,1.6676) " a x3 = (—5.1921, —9.8079, —3.80792) .

3. Vytvofime dvé matice D; a Dy:

0.1547 01 0.1547 01
D, = 0 21547 1 D; = 0 21547 1
1 11 1 2 0

Vypotitdme dvé riiznd fefeni: x; = (—2.4641,3.4641,4.4641)" a
xy = (—2.1962,3.1962,4.1962) .

4. Vytvofime dvé matice D; a Dy:

0.0639 01 0.0639 0 2
D, = 0 2.0197 1 D; = 0 2.0197 1
1 -1 1 1 00

Vypocitdme dveé riizné fedent: x; = (2.1125,7.6624,11.0000) " a

x2 = (3.9690,2.0929,11.0000) .

5. Vytvoiime dvé matice Dy, Dy, jejich posledni sloupce budou naptiklad (0,0) " a (1,1) .
Dojdeme ke stejnému feeni: x; = x, = (3, —2) . Pro¢?



Pseudoinverze - p¥iklady

~ NefeSené tulohy

1. Pomoci pseudoinverze spoéitejte x, ||x|| a || Ax — b|| pro soustavu linedrnich rovnic

1 -2 3 X1 4
0 -1 1 X2 =
1 -3 4 X3 1

2. Pomoci pseudoinverze spoditejte x, ||x|| a || Ax — b|| pro soustavu linedrnich rovnic

12 4 -5 X 1
31 -1 n|=1]1
6 2 -3 X3 0

3. Pomoci pseudoinverze spoéitejte x, ||x|| a ||Ax — b|| pro soustavu linedrnich rovnic

2 3 0

4. Pomoci pseudoinverze spocitejte x, ||x|| a || Ax — b|| pro soustavu linedrnich rovnic

2 311 X 6
1 112 || x 4
1 324 w | | 1
1 11 X4 1

5. Pomoci pseudoinverze spocitejte x, ||x|| a ||Ax — b|| pro soustavu linedrnich rovnic

X1
4 0 -1 —2
X2 = .
21 -2 2

X3




Vysledky nefeSenych tloh

1. Dostaneme: x = (2.3333,1.3333,1) T, ||x|| = 2.8674 a ||Ax — b|| = 2.3094.

2. Dostaneme: x = (0.65,0.2167,1.5) T, ||x|| = 1.6491 a ||Ax — b|| = 0.4082.

3. Dostaneme: x = (2.2, —0.8) ', ||x|| = 2.3409 a ||Ax — b|| = 3.4641.

4. Dostaneme: x = (2.1168,0.2234,0.0863, —0.9898) T, ||x|| = 2.3490 a | Ax — b|| = 5.2915.
5. Dostaneme: x = (—0.8302,1.0189, —1.3208) T, ||x|| = 1.8632 a ||[Ax — b|| = 4.4-1071¢,



Ortogonalni rozklad - p¥iklady

~ NefeSené tlohy

1.

Vypoctéte ortogondlni rozklady nasledujicich matic.

| | |
W L ~ =~ oo



Vysledky nefeSenych tloh

Pomoci funkce OrtRozkl ziskdme nésledujici ortogondlni rozklady.
1.

0.1690 —0.3156 0.9337 59161 —-0.3381 —3.8877
Q= 05071  0.8402 0.1922 |, R= 0 6.1551  3.3607
—-0.8452  0.4410 0.3021 0 0 0.7689
2.
0.8701  0.4560 —0.1872 10.3441 —-2.7069  0.8701
Q= 04834 —0.7148 05054 |, R= 0 51646 —4.9655
—0.0967  0.5302  0.8423 0 0 79741
3.
—0.5232 —0.8510  0.0454 13.3791 6.8764 —1.4201
Q= | —-06727 03797 —-0.6351 |, R= 0 1.6478  5.9265
0.5232 —-0.3628 —0.7711 0 0 6.6227
4.
—0.3333 0.0286 —0.9424 6.0000 3.6667 4.3333
Q= 0.6667 0.7139 —0.2142 |, R = 0 7.7817 5.5400
—0.6667 0.6996  0.2570 0 0 3.9408
5.
—0.8182 —0.5143 —-0.2571 11.0000 8.0000 —6.1818
Q= | 05455 0.8357 0.0643 |, R= 0 2.8284 —0.9000

0.1818  0.1928 —0.9642 0 0 59140
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