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Predmluva

Skriptum "Diferencialni rovnice", které vzniklo na Institutu matematiky a deskriptivni
geometrie jako soucast inovované fady ucebnich textii zakladniho kurzu matematiky v inze-
nyrském studiu, je uréeno pro studenty viech fakult VSB-TU s vyjimkou ekonomické. Pii
vybéru a zpracovani zatazenych témat jsme vychdzeli z uCebnich pland a osnov platnych ve
Skolnim roce 1995/96 pro predméty Matematika Il a Matematika Il na FS, FMMI a HGF a
dale z naplné¢ predmétd Matematicka analyza Il a Matematickd analyza III na Fakulté
elektrotechniky a informatiky. Predpoklddame také kompatibilitu s kurzem matematiky na
nove vzniklé Fakulté stavebni.

Pro studium tohoto skripta se ptedpoklada zvladnuti matematické analyzy a algebry
v rozsahu zékladniho kurzu inzenyrského studia. Jmenovité se jednd o soustavy linearnich
algebraickych rovnic a maticovy pocet, diferencialni pocet funkci jedné a vice proménnych a
integralni pocet funkci jedné proménné.

Jsme si védomi toho, Ze uspésnost studijniho textu je mimo jiné zavisla na vyvazenosti
mezi teorii a priklady. Kladli jsme proto diiraz na dostate¢ny pocet fesenych uloh, kterymi je
doplnén teoreticky vyklad. Ptiklady k samostatnému procviceni, které dopliuji kazdy vétsi
tématicky celek, jsou uvedeny v mifte, ktera odpovida vymezenému rozsahu skripta. Pouzita
oznaceni veli¢in jsou standardni a odpovidaji knize [Re]. Symbol ,,

| je pouzivén jednak pro
absolutni hodnotu ¢isla, jednak jako eukleidovskéd norma, pficemz vyznam je vSude zfej-my z
kontextu. Ve druhé kapitole, kde jsou ukazovany postupy fteSeni jednotlivych typi
diferencidlnich rovnic 1. fadu, zapisujeme v tad¢ piipadi v souladu se zavedenou praxi
rovnici jako vztah mezi diferencialy. Cinime tak s védomim, Ze tento piistup neni zcela
korektni. Ve ¢tvrté kapitole je ve vykladu o soustavach diferencialnich rovnic pouzivan aparat
vektorovych funkci, ktery mize méné obeznamenym studentlim ¢init potize. Domnivame se
ovSem, Ze potfebné informace k této problematice lze nalézt v tfad¢ jinych dostupnych
publikaci, a proto jsme v tomto sméru neusilovali o detailnéjsi pohled.

Autorem prvni a ¢tvrté kapitoly je Jaroslav Vicek, druhou kapitolu napsal Jiti Vrbicky,
treti kapitola vznikla spole¢né. Piali bychom si, aby tato publikace byla také pfipomenutim
kolegy RNDr. MiloSe Sedlacka, jehoz spoluprace byla bohuzel jiz v ivodu tragicky pierusena.

Nezanedbatelnym podilem pfispéla ke konecnému vysledku také naSe kolegyné¢ Mgr.
Marcela Kahankova, a to jak peclivym pfectenim, tak cennymi vécnymi piipominkami.

Viely dik patfi také recenzentim doc. RNDr. Kvétomilu Stachovi, CSc. a doc. RNDr.
Juraji Kostrovi, CSc., jejichz kritické pfipominky jsme vyuzili ke zvySeni kvality a srozu-
mitelnosti textu.
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1. Uvod

1.1. Zakladni pojmy

V inzenyrské praxi se velmi Casto setkdvame s tulohami, které vznikaji odvozenim
z fyzikalnich zakonl, geometrickych vztahti ¢i jinych zavislosti tak, ze ve svém dusledku
predstavuji rovnici nebo soustavu rovnic pro neznamou funkci a jeji derivace. Hovotfime pak
o diferencialnich rovnicich, popiipadé o soustavach diferencialnich rovnic. Nékolik nasle-
dujicich ptikladi je ukazkou takto formulovanych aloh.

1.1.1. Priklad. Najdéme rovnici, jejimz feSenim je jednoparametrickd soustava soustiednych
kruznic x*+y? =C? (C>0 je polomér).

ReSeni. Obé strany rovnice derivujeme: 2x +2y.y’ =0 ; dale vyjadiime derivaci y podle X,
takZe hledana rovnice ma jeden z téchto tvart:

y'=—5 nebo y.y'+x=0.
y

1.1.2. Piiklad. Vyjadrete ¢asovou zavislost elektrického proudu i(t) v sériovém RLC obvodu
se soustfedénymi parametry pii vstupnim napéti u(t) (obr.1.1).

Reseni. Vyjadiime napéti na kazdém prvku obvodu:
I : di 1. S .
Uur =I1R, u =L—, u;.=-—=|i(t).dt; aplikujeme-li
. =Ly e =—Jidt aplikyj
Kirchhoffiiv zédkon, obdrzime tzv. integrodiferencialni
rovnici ve tvaru

di . 1.
La+R.|+EJ.|(t).dt:uo(t).

t) L

—— )

Jejim derivovanim podle nezavisle proménné t ziskame
diferencialni rovnici znamou z teorie obvodi:

Obr i dZi(t) di(t) 1 i(t) = u(t).

L +R +

dt? d C

1.1.3. Priklad. Sestavte jednoduchy model uzavieného ekologického systému "kofist-
dravec" z hlediska ¢asového vyvoje poctu jedincii obou populaci.

Reseni. Ozna¢ime x(t) podet jedincti v populaci kofisti, tj. potravy pro populaci dravei, v niz
pocet jedinct bude y(t); dale budou A,B,C,D nezaporné konstanty, s jejichz pomoci vyjadiime
(pro jednoduchost linearnim modelem) zakladni faktory zmén poctu jedinci v populaci:

AX, C.y ..... reprodukéni schopnost prislusné populace,

BY oo ubytek kofisti piisobenim dravcet,

DX e pririistek populace dravct jako dasledek dostatku potravy.
Chovani systému v zavislosti na ¢ase t vyjadiuje tato soustava diferencialnich rovnic:



dx dy
—=A.x— B.y, —=D.x+C.y.
di 7w 4

1.1.4. Priklad. Vytvoite ulohu pro stanoveni teplotni bilance konvektivniho ohfevu kapaliny
pii prutoku dlouhym uzkym potrubim (obr.1.2) rychlosti v.

Reseni.  Teplotu kapaliny uvaZzujeme zavislou na
soufadnici X a na Case t, to znamena jako funkci T(Xt);
teplota okolniho prostiedi je konstantni o hodnoté
Tx,t) T; > T(x,t). Protoze jde o uzké potrubi, muizeme
+ predpokladat okamzity ohiev v celém pratoéném
profilu.  Bilan¢ni  rovnice  vyjadfuje = rovnost
akumulovaného vykonu v objemové jednotce kapaliny
a vykonu pii piestupu tepla sténou potrubi:

c.p.dl=o.(I; —T).dt,

Obr 1.2,

kde c [J/(kg.K)] je mérna tepelna kapacita kapaliny,
p [kg/m®] jeji hustota a o [W/(K.m®)] objemovy souginitel pfestupu tepla. Diferencial teploty
na levé strang je tieba rozepsat, takze dostdvame

oT oT
cp| —dx —dtj =o(T, =T)dt;
p(@x + ot o 1 )

na zavér vydélime rovnici dt a uvazime, ze dx/dt = v je rychlost proudéni kapaliny. Teplotni
bilance konvektivniho ohfevu je tedy popséna touto diferencialni rovnici:

oT oT
—tcep—=a(T,-T).
cpv TP (L-T)

1.1.5. Zobecnéni. Uvedené piiklady predstavuji zakladni typy uloh s diferencidlnimi
rovnicemi, se kterymi se Ize setkat. V prvnich tfech hledame funkce jedné nezavisle
proménné; v takovém ptipadé hovotime o oby¢ejnych diferencialnich rovnicich nebo

0 soustavach obycejnych diferencialnich rovnic (ptiklad 1.1.3). Posledni ptiklad je ukazkou
parcialni diferencidlni rovnice 1. faddu pro funkci dvou proménnych. Studium tohoto typu
rovnic je naplni specialnich kurzii matematiky a v tomto u¢ebnim textu se jimi nezabyvame.

1.1.6. Definice. Obycejnou diferencialni rovnici nazyvame rovnici, v niz se vyskytuje
derivace (vyjadiend ptipadné pouzitim diferencidlli) hledané funkce jedné proménné.
Parcidlni diferencidlni rovnici nazyvame rovnici, v niz se vyskytuji parcidlni derivace
hledané funkce dvou nebo vice proménnych.

Radem diferencialni rovnice oznatujeme ¥ad nejvy3si derivace neznamé funkce, ktery se
Vv rovnici vyskytuje.

Diferencidlni rovnici (v dal$im textu piSeme zkracen¢ DR) budeme nadale rozumcét
obycejnou DR, kterou budeme obecné zapisovat ve tvaru

F(x,y,y')=0 nebo »' =f(x,y) pro DR I.tadu, (1.1)

FOX,YY,...y™)=0 nebo y™ =1f(x,y,...,y"?) proDR n-tého fadu. (1.2)

1.1.7. Poznamka. V piikladu 1.1.1 se jedna o rovnici prvniho fadu a v ptikladu 1.1.2 jsme
odvodili diferencidlni rovnici 2.fadu.




1.2. Druhy reSeni diferencialnich rovnic

1.2.1. Definice. ReSenim DR n-tého Fadu na mnoziné M nazyvame kazdou n-krat spojité
diferencovatelnou funkci na této mnoziné, ktera dané rovnici vyhovuje.
Ktivku, ktera zndzornuje nékteré feSeni rovnice, nazyvame integralni krivkou této DR.

1.2.2. Druhy feSeni DR. Rovnici povazujeme za vyfeSenou, zname-li vSechna jeji feseni. Pro
jejich nalezeni slouzi fada postupti, jejichz zakladni piehled chceme v tomto ucebnim textu
ukazat. Druhy feSeni DR obvykle klasifikujeme z hlediska obecnosti a z hlediska regularity.

Chceme-li se zaméfit na prvni z nich, provedeme generalizaci postupu z piikladu 1.1.1,
ktery vedl k ziskani diferencialni rovnice pro jednoparametricky systém rovinnych kiivek.
Libovolny takovyto systém zapiSeme rovnici

d(x,y,C)=0, (1.33) resp. y=o(x,C), (1.3b)

kde C je parametr. Derivaci podle X obdrzime

O (x,y,0)+ D@ (x,y,0).y" =0, (1.4a) resp. y' =0 (x,0). (1.4b)

Vylou¢ime-li parametr C z dvojic rovnic (1.3a), (1.4a) nebo (1.3b), (1.4b), ziskame
diferencidlni rovnici prvniho fadu ve tvaru (1.1), pficemz funkce (1.3a,b) pfedstavuji dva
mozné tvary jejiho feSeni.

Obdobny postup 1ze pouzit pro systém kfivek s n parametry C,,C,,...,C, 0 rovnici

o(x,y,C,,...,C)=0. (1.5)

K vylouceni parametrii potiebujeme nyni dalSich n rovnic, které ziskdme postupnym
derivovanim vychoziho vztahu. Vysledkem bude DR n-tého fadu v nékterém z tvart (1.2) a
vyraz (1.5), poptipad¢ jeho explicitni tvar

y=0(x,C,---,C,), (1.6)
bude jejim feSenim.
Nyni miizeme definovat nasledujici druhy feSeni z hlediska obecnosti. Reseni DR n-tého
fadu dle definice 1.2.1. nazyvame
- obecnym FeSenim, jestlize obsahuje n konstant C,,C,,...,C.;
- partikularnim (neboli ¢asteénym) feSenim, lze-li je ziskat z obecného pro konkrétni
hodnoty konstant, které vypocteme nebo zvolime;
- vyjimeénym FeSenim nelze-li je ziskat z obecného feseni pro zadny vybér konstant
C,,C,,...,C, (existuje pouze u n€kterych diferencidlnich rovnic).

1.2.3. Priklad. Ov¢éite, ze funkce y = x.sin(Inx + C) je obecnym feSenim rovnice
x.y’—y—\/x2 —y2 =0.

Ukazte dale, Ze linearni funkce y = X je rovnéz jejim feSenim, avsak vyjimecénym.

Reseni. Ovéfeni spoéiva v obou piipadech ve vypoétu derivaci a dosazeni do zadané rovnice

(proved’te samostatn¢); dale je videét, ze funkci y = X nelze vytvofit z obecného feseni zadnou
volbou konstanty C, coz znamena, ze jde o vyjimecné feseni.

Hledisku regularnosti FeSeni se budeme vénovat v nasledujici kapitole.



1.3. Cauchvyho uloha, existence a jednoznac¢nost reseni

1.3.1. Motivace. Vratme se opét k piikladu 1.1.1, v némz byla obecnym feSenim
diferencialni rovnice y.y’+ x = 0 soustava kruznic x> + y2 = C2. Jeji zadani mizeme doplnit
pozadavkem nalézt pravé tu kruznici (obecné: integralni kiivku), kterd prochazi konkrétnim
bodem, naptiklad [-1,2]. Dosazenim hodnot X = -1, y =2 do obecného feSeni vypoclteme
C=+/5. Kiivka x? + y2 =5 je pak partikularnim feSenim zadané rovnice pro bod urceny
pocate¢ni podminkou y(-1) = 2.

Pravé popsana tloha patii v aplikacich k velmi ¢astym a budeme ji formulovat obecné,
zatim pro DR 1. fadu.

1.3.2. Definice. Cauchyho tlohou pro diferencialni rovnici 1.Fadu F(x,y,y) = 0
rozumime urceni partikularniho feSeni této rovnice, které vyhovuje podmince y(X,) =Y, .

Jinymi slovy: mezi integralnimi kiivkami rovnice hleddme pravé tu, kterd prochézi bodem
[X,,Y,]- Je ziejmé, ze s Cauchyho tlohou je spojeno ne¢kolik zasadnich otazek: zda a na jaké
mnoziné feSeni existuje, jak vypada a jak se urci, kdy je jednoznacné. Odpovédi poskytne
nasledujici vyklad.

1.3.3. Picardovy aproximace. Abychom mohli stanovit postacujici podminky existence
feSeni Cauchyho ulohy y'= f{X\y), Y(X,)=Y,, ukdzeme jeden z klasickych postupi jeho
konstrukce. Piedpokladejme, Ze funkce f(X,y) je spojita na oblasti D, ktera obsahuje bod
[X,,Y,]. Picardovy aproximace hledaného feSeni y(x) definujeme jako posloupnost funkci

Yo(X) =0
Yo () = Yo + [ F(ty, (D).t (L.7)

Xo

AGES +f f(t,Y,.(0).dt  atd.

Xo
Je na misté poznamenat, ze v praxi neni tento algoritmus pfili§ vyhodny, nebot’ i v ptipade,

ze posloupnost {yn(X)} konverguje k feseni y(x), je konvergence velmi pomala, a navic jsou
k dispozici efektivn€js$i numerické metody. Pro ilustraci ptfipojujeme jednoduchou tlohu.



1.3.4. Piriklad. Aproximujte feSeni rovnice y’ =x+y s podminkou y(0)=1 pron=2.

Reseni. V prvé fadé je f(x,y)=x+y spojita v libovolné oblasti obsahujici bod o sou-
fadnicich Xo =0, Yo = 1. Podle (1.7) dale vypocteme:

2

Y, (x) =1+ [ (t+1).dt =1+x+"7 ,
0

2 3
yz(x)=1+J{t+(l+t+%ﬂdt: :l+x+x2+%.
0

Ziskana funkce je ovSem aproximaci presného feseni, které ma tvar
y(x)=2.e"—x-1

neboli - po vyjadieni exponencialni funkce Maclaurinovym rozvojem

2 3 4 3 4
y(x)=2.(1+x+x—+—+x—+...j—x—1=1+x+x2 2L
2! 3t 4l 3 12

Vidime, Ze druhy ¢len posloupnosti Picardovych aproximaci vyjadiuje vysledek s dostate¢nou
piesnosti pouze v malém okoli bodu Xp = 0.

1.3.5. Definice. Rikame, ze funkce f(X,y) spliiuje na oblasti D Lipschitzovu podminku
vzhledem k proménné y, existuje-li konstanta L > 0 takova, zZe plati:

|f (XO'yl)_ f(xo'y2)| < L-|y1 _y2| V[xo,yl],[xo,yz] eD.

1.3.6. Geometricka interpretace Lipschitzovy podminky je patrna z obr.1.5. Plati-li tato
podminka, pak pro kazdou dvojici bodi je rozdil funkénich hodnot nejvySe roven L-nasobku
jejich vzdalenosti (na obr.1.5 je L ~ 0,5).

1.3.7. Véta (existence FeSeni Cauchyho ilohy). Necht je funkce f(X,y) spojita a ohrani¢ena
na dvojrozmérné oblasti D = (X, —a, X, +a) x (Y, —b,y, +b), takze plati

f(x,y))sM, M>0 V [x,y]eD.

Pak diferencialni rovnice y’'= f(X,y) ma alespon jedno feseni Y(X), které prochazi bodem
[X,,Yo] €D aje definovano na obdélniku (X, —h, X, +h) x(y, —b,y, +b), pfi¢emz
h=min{a, b/M }. (obr.1.3)

F
yth
Fa
Yob :
: x
Kpa xﬂ-h X, xa+Pz e
b i3



Dutkaz. 7 ptedpokladl véty lze odvodit, Ze posloupnost Picardovych aproximaci (1.7) kon-
verguje k feseni Cauchyho ulohy v bod¢ [X,,Y,] €D, tj.

Tim , (x) = y(x).

Podrobny postup lze nalézt v doporucené literatute, napt. [Ku], str. 20.

1.3.8. Priklad. Je déna diferencilni rovnice y' = %(x X 4y) |

a) Urcete mnozinu vSech bodl, na niz existuje feSeni této rovnice a ukazte, ze funkce
y=0((x,C)= %Cx — % C? je jejim obecnym fesenim.

b) Ovéite, Ze rovnice ma vyjimecné feSeni y = %xz, pficemz kazdym bodem této kiivky
prochéazeji nejméné dvé feseni.

ReSeni. a) Do zadané rovnice dosadime zadanou funkci y=¢(x,C) a jeji derivaci
y'=C/2, ¢imz se snadno piesvéd¢ime o tom, ze funkce rovnici vyhovuje. Toto obecné
feSeni je jednoparametrickd soustava piimek, jak ukazuje obr.1.4. Funkce

f(x,y) =%(x—1/x2 —4y)

neni definovand (a tudiz ani spojitd) pro y > X*/4, a proto feSeni rovnice existuje pouze na
uzaviené oblasti ohranic¢ené parabolou y = %xz (viz obr. 1.4).

b) Funkce y= %xz rovnéz rovnici vyhovuje, jak se muzeme presvédCit analogickym
postupem, avsak zjevné neni soucasti obecného feseni. Zvolme na této kiivce libovolny bod

o soufadnicich X =c;, y =+cZ; rovnice te¢ny k parabole v tomto bodé pak bude

1A~2 _ 1 H _ 1 1 A2
y_Zco —Eco(x_co)’ tJ- y—ECoX_ZCo )

coz je pravé jedna piimka ze systému obecného feSeni. Kazdym bodem paraboly
(vyjimecného feseni) tedy soucasné prochdzi dalsi feSeni, které je te€nou.

x

Obr.1.4

10



1.3.9. Poznamky. a) V uvedeném piipadé nazyvame vyjimecné feSeni obalkou systému
integralnich krivek obecného FeSeni. Zaroven konstatujeme poruSeni jednoznacnosti
Cauchyho tlohy na parabole (obalce) i v oblasti y < x*/4, kde kazdym bodem prochazi obecnd
nekonecné¢ mnoho feSeni rovnice. Ta muzeme vytvorit naptiklad jako sjednoceni ¢asti teCny
jdouci zvolenym bodem az po bod dotyku, navazujici ¢asti paraboly a ¢asti dalsi teCny v jiném
bodé¢.

b) Vidéli jsme, Ze k zaji$téni existence feSeni Cauchyho ulohy sta¢i pozadovat podle véty
1.3.7 spojitost funkce f(x,y); jednozna¢nost feSeni bude nutno zajistit siln¢jsi podminkou.

1.3.10. Véta. Ma-li funkce f(x,y) na oblasti D ohraniCenou parcialni derivaci f7/(x,y), pak

spliuje na D Lipschitzovu podminku.

Diikaz. Protoze je f(x,y) ohrani¢ena, existuje realn¢ &islo L tak, ze ‘ Sy (x, y)‘ <L naD.
Uvazujme dva libovolné body [X,,Y;].[X,,Y,] €D; podle Lagrangeovy véty o stiedni
hodnot¢ pro n¢ existuje n €(yy,),) tak, ze

f (%o, Y1) — £ (%, Y,) = fyI(XO'U)'(yl —Y2),
tj. v dsledku ohranicenosti derivace
(X0 Y1) = (%6, ¥2)| = |, (X0 Y1 = Yo S LY = Y|

coz je Lipschitzova podminka.
It

SO0,

Sy =fc,po)

1
1

1

1
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Obr. 1.5

1.3.11. Véta (jednoznaénost Cauchyho iilohy). Necht' funkce f(X,y) je spojita a ohranic¢ena
na oblasti D s vnitinim bodem [X,,Y,] €D. Spliuje-li f(x,y) na D Lipschitzovu podminku,

pak existuje prave jedno feseni Cauchyho tlohy y "= f(Xy), Y(X,) = Y,-

Dukaz. Existence feSeni plyne z véty 1.3.7., jednoznac¢nost dokazeme sporem. Uvazujme dvé
rizna feseni ¥, (x), ¥, (x) Cauchyho tlohy y'=f(xy), Y(X,) =Y,, takze plati

W=f0n) 4 =/f(x)),
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piicemz Y (x,) =y,, Y, (x,)=y,. Integraci obou rovnic v mezich od x, do x dostdvame
jm) dt = Jf LY, (1)) d IY (r) dt = jf Y, (1)) d

neboli

() =y + [ FK0)dt, V() =yo+ [ £ %0 de

Rozdil téchto feSeni vyjadiime v absolutni hodnoté a aplikujeme Lipschitzovu podminku:

JX-|Y1 (1) =Y, (t).dt|.

Xo

f|f (t.Y,) - f(t,Y,)].dt

Xo

Y.(%) =Y, (x)] = <L.

Oznacme K = max |Yl(x) —Yz(x)| pro x €{x, —h,x, +h), kde h je zavedeno ve vété 1.3.7.

Pokud by bylo K 0, dosli bychom ke sporu, nebot pro h.L < 1 by podle vySe uvedeného
vztahu platilo:

o

Xo

K<L <LK|x=x|=LKh<K,

(pro piislusné L Ize takové h vzdy najit). Proto musi byt K = 0 a tudiz ¥ (x) = ¥, (x), coz jsme
meli dokézat.

1.3.12. Reguldrni a singuldrni FeSeni diferencidlni rovnice. ReSeni diferencialni rovnice se
nazyva regularni, jestlize v zddném jeho bod¢ neni porusena jednozna¢nost. Singularnim
FeSenim nazyvame takové feseni, v jehoz kazdém bod¢ je jednoznacnost porusena.

1.3.13. Poznamky. a) Singularni feSeni se tedy vyznacuje tim, Ze kazdym jeho bodem
prochazeji alespont dv€ integralni kiivky dané diferencidlni rovnice. Je tomu tak v piikladu
1 2

1.3.8 ve vsech bodech paraboly y =

b) Vyjimecné feSeni byva Casto smgularni. Je tomu tak vzdy u feSeni, kterd predstavuji
obalku obecného feseni.

c) Obvykle se Lipschitzova podminka jednoznaénosti feSeni Cauchyho ulohy nahrazuje po-
zadavkem spojitosti derivace f7 (x,), ktery je siln€jsi nez predpoklad ohraniCenosti derivace

ve véteé 1.3.10, avSak v praxi se mnohem sndze provétuje.

1.3.14. Piiklad. Vysetiete diferencialni rovnici y' =1+%/(y — x)2 z hlediska existence
a jednoznacnosti jejiho feSeni. Ovéite, Ze jeji obecné feseni je systém kubickych kiivek

y—x+(x+0)3
3

a dale Ze jejim singularnim feSenim je pfimka y = X. Zjistéte, v jakém vztahu je tato pfimka

k systému kiivek obecného feSeni.

Reseni. V zadané rovnici je f(x,y) =1+ (v - x)2 . Tato funkce je spojita a ohrani¢ena

v kazdém bod¢ [X,y], a proto feSeni rovnice podle véty 1.3.5 vSude existuje. Protoze vSak
derivace

12



of 1
o 33y—x’
neni spojitd pro Yy = X, pfedstavuje tato pfimka mnozinu, na niz by podle vét 1.3.10, 1.3.11
mohla byt poruSena jednoznacnost feSeni. Dosazenim do rovnice snadno zjistime, ze praveé
funkce y =x je jejim singularnim fesenim.
Ve vsech ostatnich bodech roviny je feSeni jednoznacné a je reprezentovdno uvedenym
systémem kubickych kiivek (pfesvédcte se sami dosazenim). Kiivky

y—x+(X+C)3
3

2
3

maji inflexni bod o soutadnicich [-C,C], protoze je

2
=1+M
9

Smérnice tecny v tomto bod¢ bude y’(—C) =1 a rovnice teny je pravé y = X pro kazdou

!

2
, "=Z(x+C).
y g(x )

kfivku obecného systému. V bodech této piimky neni z uvedenych divodl feSeni
jednoznacné.

Priklady k procviceni.

P1.1. Najdéte diferencidlni rovnice pro zadany systém rovinnych ktivek:
a) kruznice (x+C)% +y? =C?, b) logaritmické kiivky y = In(Cx+1),
c) paraboly y =x2 —2Cx.
P1.2. Presvédcte se, Ze uvedena funkce je feSenim dané diferencialni rovnice (na vhodném
intervalu).
a) x2—xy+y?=0C?; (x=2y).y'=2x-y,

b) y:x.{Je—dx+C}; xy' —y=x.e",
X

C) x=t.e, yze_t; (1+xy).y'+y2:0,
2

d) x=C.cosot + C,.sinwt; —;+co2x:0.
dt
P1.3. Stefantiv-Boltzmanntiv zdkon vyjadiuje ¢asovou zménu teploty T télesa pfi vyzafovani
tepla:
dT 4 4
e —k.(T* =T5),

kde T, [K] je teplota okolniho prostiedi a k je konstanta. Ukazte, Ze obecnym feSenim
této rovnice je zavislost

T T+T
2.arctg| — | +1 01=4.T3.(kt+C).
arcg(_l_j+ n(_l_ Tj o -(kt+C)

0 —lo

13



P1.4.

P1.5.

P1.6.

P1.7.

P1.8.

Sestavte Cauchyho tlohu pro urceni kiivky, jdouci bodem [2,3] a majici tu vlastnost, Ze
usek kterékoli jeji teCny vytaty soufadnymi osami je ptilen bodem dotyku.

Vypoctéte prvni dvé Picardovy aproximace feSeni ulohy y’' =x-—y.Inx, y(1) =-1.

Pro Cauchyho ulohu Yy’ =2xy* —y®, y(0) =1 uréete Picardovou metodou prvnich pét
aproximaci jejiho feSeni v bod¢ x = 0,5.

Urcete oblast, ve které maji zadané DR jediné feseni:
a) y'=xy+e”, b) y'=arctg(y—x),

C) y=4x—-y, d) y’=§/y7.sinx.

V nadobg¢, ktera ma tvar télesa vytvoieného rotaci kiivky s(x) kolem osy X, saha hladina
vody do vysky h. U dna nadoby je kruhovy otvor o poloméru r, kterym voda vytéka
rychlosti v = k.,/2gx (K je konstanta, jejiz hodnota pro vodu je asi 0,6).

a) Sestavte Cauchyho ulohu, jejimz feSenim muzete vypocitat dobu, za kterou se nadoba
vypréazdni.

b) Zkuste odvodit takovy tvar nadoby, pii némz bude hladina klesat rovnomérné (jde o
princip tzv. vodnich hodin).

Vysledky:
PLL a) 29 =—x2+1%, b) x'=1l-e”, ¢) xp'—x2—y=0
PlL4. y=—x.y",y(2)=3
2 2 3 2 3 2
S T L e [
2 2 36 2 4 18 (2 2 6 2
P1.6. y; =0.750, y, =0.930, y;=0.814, y, =0.896, y5=0.841
P1.7. a) cela rovina, b) cela rovina, C) pouze body spliujici podminku y<x, d) rovina bez
oSy X.
52 (x)dx 2
P1.8. a) uloha ma vyjadieni =o.dt piipodmince X(0)=h, kde a=k.r<,/2g.

Ix

b) rychlost poklesu hladiny je dx/dt = konst., pro tvar nadoby vychazi s(x) ~ Yx.
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2. Metody reseni diferencialnich rovnic
prvniho radu

V této kapitole se seznamime s nékterymi zdkladnimi typy DR prvniho fadu a uvedeme
metody, které vedou k nalezeni jejich feseni.

2.1. DR se separovanymi proménnymi

2.1.1. Definice. Diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi rozumime kazdou
rovnici, kterou Ize zapsat ve tvaru

P(x)+Q(y)y' =0. (2.1)

2.1.2. Véta. Necht funkce P(x) a Q(y) jsou spojité pro vSechna x e{a,b),y €{c,d).
Potom lze na oblasti {(a,b) x {c,d) obecné feSeni rovnice (2.1) vyjadiit ve tvaru

[P(x)dx+[Q(y)dy=C . (2.2)

Diikaz. Staci ukazat, ze vyloucenim konstanty C z rovnice (2.2) dostaneme rovnici (2.1),
pficemz y povazujeme za funkci proménné x, tedy y=y(X) .
Lze tedy (2.2) zapsat ve tvaru
[ P(x)dx +JQ(y(x))y'(x)dx =C,
kde derivujeme podle proménné X a dostaneme vyraz
P(x)+Q(y)y' =0,

coZ je rovnice (2.1) .

2.1.3. Poznamky. a) Schematicky lze postup feSeni rovnice (2.1) zapsat takto: Nahradime-li

derivaci y' podilem diferencialt d_y , potom tuto rovnici miizeme zapsat ve tvaru
X

P(x)dx+Q(y)dy =0,

a odtud integraci dostaneme obecné feseni (2.2).

b) Casto se miizeme setkat s DR v tzv. separovatelném tvaru :
P(x)R( y) + Q(x)S( y) y' =0. (2.3)
Tuto rovnici Ize za predpokladéi Q(x) =0, R(y) =0 upravit na tvar
Pw,S6)
o(x) R()

coz je DR se separovanymi proménnymi.
Jeji obecné feSeni lze za danych predpokladi zapsat ve tvaru

mdx + dey =C
Q(x) R(Y)
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Rovnice (2.3) mize mit i vyjime¢na feseni tvaru y =y, , kde ¢isla y, jsou kofeny rovnice
R(y)=0.

2.1.4. Pfiklad. Reste DR 4x?ydx +(2xy —y)dy =0 .

Resent., 4x2ydx + y(2x—1)dy =0
4x?
2x-1

dx+dy=0, pro x=1,y=0
4x*
dx+|dy=C
JZx—l +J‘ y

1
2X+1+ de+ dy=C
J( 2X — jy

X +x+3In2x-1+y=C,

tedy
y=C—x*—x—2%In2x-1
je obecné feSeni dané rovnice pro X # 3,y # 0.
Nyni dosazenim Yy =0 do dané rovnice zjistime, ze pro tuto hodnotu je rovnice identicky
splnéna. Neni mozno ji ovSem ziskat zddnou volbou konstanty C z obecného feSeni, a proto
y=0
je vyjimecéné feSeni dané rovnice.

2.1.5. Véta. Diferencialni rovnici tvaru y'= f(ax+by+c) , kde b=0, ptevedeme

substituci u(x) = ax+by+c narovnici se separovanymi proménnymi.

Diikaz. Rovnost u(x) =ax+by+c zderivujeme podle proménné X, tedy

u'—a
u=a+by' =y = -

Dosazenim do dané DR obdrzime rovnici

TR ()= w—ashi(u)
apo tpravé (pro a+bf(u)=0)
1
——u'-1=0,
a+bf(u)u

coZ je DR se separovanymi proménnymi pro funkei u=u(x) .

2.1.6. Poznamka. Pro b =0 mame DR y’ = f(ax+c), kterou Ize jednoduse pievést na tvar

y’—f(ax+c):0,
coZ je DR se separovanymi proménnymi.

2.1.7. Piiklad. Najdéte feseni DRy’ =sin’(x—y) pro y(0)=m/4.

Reseni. Zavedeme substituci u=x—y=u'=1-y’' =y’ =1-u’ adosadime do dané DR
1-u’=sin‘u
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u’'=1-sin’u

du )
— =C0S" U
dx

du—dx=0 pro cosu=0

1
du—|dx=C
Jcoszu J.

tgu—x=C =u= arctg(x+C),tedy x—y= arctg(x+C).
Obecné feSeni dané rovnice lze psat ve tvaru
y = X— arctg (X+C).
Dosazenim pocate¢ni podminky ur¢ime hodnotu konstanty C :
n/4=0- arctg (0+C) = arctgC=-n/4 = C=-1.
Hledané fesenti je tedy

cos® u

y = X— arctg (X—l).

2.2. _Homogenni diferencialni rovnice

2.2.1. Definice. Diferencialni rovnice F(x,y,y’) =0 se nazyva homogenni, lze-li ji pro

X # 0 upravit na tvar
o))
X

2.2.2. Véta. Homogenni DR pievedeme substituci y = ux , kde u = u(x), na DR se
separovanymi proménnymi pro novou neznamou funkei u(x).

Diikaz. Je dana homogenni DR ve tvaru y' = (p(z) ,kde x#0.
X

Ze substituce y=ux,tj. u= 4 , plyne po derivovani Yy’ =u’X+ U . Dosazenim do zadané
X

homogenni DR dostaneme
u'x+u= (p(u)

u_(lp(u)u’+%:o pro u—o(u)#0,

coz je DR se separovanymi proménnymi pro funkci u = u(Xx).

2.2.3. Piiklad. Reste DR xp' —y = xtg?
X
ReSeni. Dana DR ma smysl pro Xx=0AYy=(2k +1)§X, k e Z . Po vydéleni rovnice

proménnou X a po upraveé obdrzime tuto DR ve tvaru

y=te gk
X X

tedy homogenni DR.
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Substituci y = ux (tj =2 A V' =u'x+ u) dostaneme rovnici
X

1
U'X+u=u+ tgu = cotgudu——dx=0 pro u=zkr, k eZ.
X

Po integraci mame

cosu 1 . .

——du- | =dx=K = In[sinu-Inlx=InK,,K, >0 = [sinu=K,x,

sinu X
tedy

tsinu=+Kx, K, >0,
coz lze zapsat jednoduseji
sinu=Cx, C=0.

y

Dosazenim za U = = dostaneme obecné feSeni
X

sin =Cx , C#0.
X
Toto feSeni jsme obdrzeli za predpokladu u=#kxz,k € Z .Ovéfme dosazenim, zda funkce
u=kz ,tj. y=kzx,k € Z, vyhovuji dané rovnici .
L=xy —y=x(knx) —kmx=xkn—knx =0

Y
X
Tedy funkce y =knx,k € Z, jsou také feSenimi dané DR. Tato feSeni lze ovSem obdrzet z

krtx
P=xtg th—=xtg(kn)=0
X
obecného feseni pro C =0, to znamena, Ze vSechna feSeni dané DR 1ze zapsat ve tvaru

sinX:Cx ,CeR.
X

2.2.4. Definice. Funkce f(x,y) se nazyva homogenni funkce stupné k, keN , na oblasti Q
prave tehdy, kdyz v kazdém bod¢ [x,y] e plati pro libovolné t = 0 identicky

f(tx,ly) = tkf(x,y) .

2.2.5. V&ta. Jsou-li funkce P(x,y),Q(X,y) homogenni stejného stupn& k , potom rovnice
P(x, y) + Q(x, y) y" =0 je homogenni diferencialni rovnici.

Diikaz. P(tx,ty) =t“P(x,y) ~ Q(tx,ty)=t*Q(x,y)
P(tx,ty) t“P(x,y) - P(x,y)  P(tx,ty)

Qtxty) tQ(xy)  Qxy) Qtxty)
Rovnici P(x,y)+O(x,y)y" =0 lze pro Q(x,y) = 0 upravit na tvar
. P(x,y) , P(txty)

y ,
Q(x,y) Q(tx, ty)
a z této rovnice pro t = E , X # 0 dostaneme
X

P(L)

QL2)

y'= (p(xj , coz je homogenni DR.
X

y'=-

18



2.2.6. Piiklad. Reste DR y? + x2y’ = xyy'.
Reseni. Danou rovnici upravime na tvar
y2dx + (x2 — xy)dy =0,
tedy
P(x,y)=y*, Q(x,y)=x*—xy .

Protoze ob¢ tyto funkce jsou homogenni stupné¢ k = 2 , je dand DR homogenni .Vyjadieme
nyni z dané rovnice y’ jako funkci proménnych X,y .

y' = y prox=0,y#X.

. < o . , 1 < . 1
Zlomek na pravé strané této rovnice rozsifime vyrazem —- ( obecné vyrazem —-) a
X X

dostaneme

-1
Do této rovnice dosadime y =ux, tj. u = Z, y'=u'x+u, adostaneme
X
2
u u—-1 1
u'x+u= = du——dx=0,u=0.
u-1 u X

Obecné feseni hledame ve tvaru
u-1 1
J—du—f—dx =K = u-Inju-Inx=K = u=Inux+K
u X
a po zpétném dosazeni substituce
Y 2K z -K
==InHl+K = [|y=e* = |y =Ke*, kde K, = ¢ * >0.
X
y y
y:iKleX = y:CeX ,C=0.
Toto obecné feSeni jsme dostali za predpokladd X =0,y # X, U= 0. Dosazenim do dan¢ DR
zjistime, ze vyrazy X =0a Yy = X danou rovnici nespliuji.
Z podminky u=0 plyne y=0 a tato funkce vyhovuje dané rovnici. Toto feSeni lze ale

obdrzet z obecného feSeni pro C=0.
Vsechna feSeni zadané DR lze tedy zapsat ve tvaru

y
y=Cex,CeR.

: : . +by+
2.2.7.Véta. Diferencialni rovnici tvaru y' = f] (M) , kde ab, —a,b, #0, lze

a,x+b,y+c,
substituci x=X+x,,y=y+y, pievést na homogenni DR pro funkci ¥ =y(X). Pfitom
a,Xx+by+c, =0

usporadana dvojice [XO, yo] je jediné feSeni soustavy rovnic
a,X+b,y+c,=0.

Duikaz. Podle predpokladii je
aX, +by,+¢, =0 A a,x,+b,y,+c,=0.
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Dosazenim do dané DR mame:
0

T:f(adi+xg+bdy+%)+qj L oot a, X +by+(a,x, +by, +¢)
a,(X+X,)+b,(V+Y,)+C, a,X +b,¥ +(a,X, +b,y, +¢,)
0

g o f(aﬂ“bﬂJ
a,X+b,y

apro X =0 dostaneme rozsifenim zlomku vyrazem %
X
a, +b, ¥ =
] ] ey yogf3).
a2+b[¥ X
X

coz je homogenni DR pro neznamou funkci y = w()‘() .

2.2.8. Poznamka. Podminka a,b, —a,b, # 0 zarucuje existenci praveé jednoho feseni

uvedené soustavy. Ukazme, jak feSit danou rovnici v ptipadé¢ a,b, —a,b, =0.

a, b

ab,—ab =0 < =0 < a,=ka, Ab, =kb,, k%0,

a, b,

tedy po dosazeni je dana DR ve tvaru
yuz%}%x+k@y+qj:3 ,zqu%x+@yyua
a,x+b,y+c, (a,x+b,y)+c,

J =y’ =F(a,x+b,y),

coz je typ rovnice uvedeny ve vété 2.1.5 .

2
2.2.9. Piiklad, Reste DR y' = 2(y_+2)
X+y-1

Reseni. Soustava rovnic

y+2=0
X+y-1=0
ma jediné feseni [xo , yo] = [3,—2] .
) X=X+3
Tedy substituci _ dostaneme
y=y-2
— 2
_ y
)7':2(_y_j = y' =2+ ,prox#0 = x=#3.
X+ 1+¥
X

Toto je homogenni DR, kterou feSime substituci y = ux, tedy
u j ? u’ +2u+1
= - @
1+u

u’f+u=2( du+%d)?=0,prou¢0.
X
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Obecné feSeni hledame ve tvaru
u +2U+ 1
J dx =
u + 1

J(E+ 22 Jdu+ftd>?=K = Inu+ 2arctgu + In|X| =
u u’+ X

2arctgu+|n|u.)_(|:K = 2arctg%+|n|7|:

y+2+In|y+2|: K
X_

coz je obecné feseni dané rovnice za piedpoklad u#0 = y#-2.
Dosazenim zjistime, ze y = —2 je feSenim této rovnice, a to vyjime¢nym, protoze jej nelze
dostat z obecného feseni pro zadnou volbu konstanty K.

2.3. Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

2.3.1. Definice. Linearni diferencialni rovnici prvniho Fadu (zkracen¢ LDR) nazyvame
kazdou rovnici tvaru

y' +yp(x)=0q(x), (2.4)
kde p(x),q(x) jsou spojité funkce na ur¢itém intervalu <a,b>.
Pritom a) je-li g(x)=0, hovofime o zkracené LDR
b) je-li g(x)# 0, hovoiime o upIné nebo nezkracené LDR .

2.3.2. Véta. Zkracend LDR y'+vy p(x) = 0 ma na intervalu < a,b > obecné feSeni tvaru

y= Ce_-[ p(x)dx

Diikaz. Rovnice y'+Yy p(x) = 0 je DR se separovatelnymi proménnymi, tedy

g TYPX=0 =y B(x)ax=0 pro y 0.

Obecné fesSeni hledame ve tvaru
J%d“f p(x)dx=K = Inly|=—[p(x)dx+K = |y|= PO

- sere 0

tedy obecné feseni lze psat ve tvaru
- x)dx
y=Ce o) proC#0.
Toto obecné feseni jsme dostali za piedpokladu y # 0. Snadno zjistime, ze funkce y =0
je také feSenim zkracené LDR, které ovSem obdrzime z obecného feSeni pro C =0.
VSechna feSeni zkracené LDR lze tedy zapsat ve tvaru

y=ce T ceRr.
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2.3.3. Véta. Uplna LDR 1. fadu y’+ yp(x)=q(X) mé obecné feseni ve tvaru

y=$[j E(x)a()ax+ K| | kde E(x)= el

x)dx

Dukaz. Dikaz véty je konstruktivni, tj. ukazuje zplsob feSeni uplné LDR, ktery vede k
uvedenému vzorci.

1) Uréime obecné feSeni prisluiné zkracené LDR y’ + yp(x) = 0, které oznacime j :
V= ce I

2) Obecné tfeseni tplné LDR hleddme ve tvaru
y=C(x)e " (2.5)
tj. v obecném feseni zkracené LDR jsme konstantu C nahradili zatim neurcenou funkci C(X).

Neznamou funkci C(x) ur¢ime z piedpokladu, ze (2.5) je feSenim Gplné LDR. Dosad’'me tedy
tuto funkci a jeji derivaci

yr — C/(X)e—j p(x)dx _ C(X)e_". p(x)dx p(x)
do rovnice (2.4) , ¢imz dostaneme
C’(x)e_J p(x)dx C(x)e_j p(x)dx p(X) 4 C(x)e_j p(x)dx p(x) _ q(x)

c(x)e T —q(x) = ci(x)=q(x)e! ™ .
Oznacime-li E(X) = eI PLx)x

funkci C(x) ve tvaru

, obdrzime DR se separovanymi proménnymi pro neznamou

Jeji obecné feSeni lze psat ve tvaru
C(x) = Iq(x) E(x)dx + K

a dosazenim do (2.5) dostaneme
1
y= “q(x) E(x)dx + K]%
coz je hledané feseni rovnice (2.4) .

2.3.4. Poznamky. a) Postup uvedeny v dikazu predeslé véty se nazyva Lagrangeova
metoda variace konstanty. Pii hledani obecného feseni LDR 1.fadu mizeme tedy pouzit bud’
uvedeného vztahu, nebo metody variace konstanty.

b) Jak je vidét z predchazejiciho dikazu, po dosazeni funkce (2.5) do rovnice (2.4) se vzdy
vyrusi Cleny, které obsahuji neznamou funkci C(X). To nam umoznuje kontrolu spravnosti
vypoctu - v piipadé, ze se uvedené ¢leny nevyrusi, potom se bud’ nejednd o LDR nebo mame
chybu v ptedeslych krocich.

€) Obecné teseni Giplné LDR lze také hledat ve tvaru y(x) = u(x) v(x) , kde napf. v(x) je nova
neznama funkce a u(x) je vhodna funkce, kterou zvolime béhem vypoctu.Ukézeme, Ze tento

zpusob vede ke stejnému vysledku jako u metody variace konstanty.
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Funkce y(x)=u(x)v(x) ma byt feSenim aplné LDR, dosad'me tedy tuto funkci a jeji derivaci
y’=u'v+uv’ dorovnice (2.4) .
uv+uv' +uvp=q
uv’'+v(u +up)=gq
a v této rovnici polozme U’ +up =0 (volitelnd podminka pro funkci u(x)).
Mame tedy soustavu dvou DR pro nezndmé funkce u(x) a v(x):
u(x)v'(x) = a(x) (2.6)
u’(x)+u(x) p(x)=0 (2.7)
)

Rovnice (2.7) je zkracena LDR pro neznamou funkci u(X a podle véty 2.3.2 je jejim feSenim

funkee u(x) = L
Rovnice (2.6) je DR se separovatelnymi promennyrni tedy ji upravime na tvar

dv—%dx 0 = Idv J = V=J%dX+K

Oznadéime-li E(X) =¢

[p(xjax . dostaneme

1

u(x) = 70 av(x):IE(x)q(x)dx+ K.

Obecné feseni rovnice (2.4) jsme hledali ve tvaru y(x) = u(x)v(x), tedy

(Lx)“ E(x)a(x)dx + K] ,kde E(x) = eIp(X)dX ,

tj. stejny vysledek jako u metody variace konstanty.

2.3.5. Priklad. Reste DR y’ — 2X y=x"+1.
x* +1

2X

2

Reseni. Jedna se o uplnou LDR 1. fadu, kde p(x)=— .
X% +

,q(x) = x* +1. Ukézeme feSeni
této rovnice tfemi zpisoby:

1) Dosazenim do vztahu :

y(x) = (Lx)“ E(x)a(x)dx + K] ,kde E(x) =

J p(x)ax = —f Xzzildx = —In|x* +1 =—In(x* +1)

E _ jp(x)dx _ —In(x2+l) _ 1
(x)=¢ © x> +1
1
I E(x)a(x)dx = J = +1(X2 +1)dx = Idx =X.
Tedy obecné feSeni Ize psat ve tvaru
y= (x2 +1)(x+ K) .

ej p(x)dx .
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2) Lagrangeova metoda variace konstanty.

2X . f YN
Piislu$na zkracena LDR ma tvar y' — — 1 y = 0. Nalezneme jeji obecné feseni ve tvaru
X° +
~ — x)dx
p=ce

tedy

.[ p(x)dx = —f 2x 1dX =—In|x* +1 = —In(x2 +1)

X% +
=ceY o 5o C(x? +1) .
Variace konstanty: obecné feSeni uplné LDR hledame ve tvaru
y= C(x)(x2 + 1),
odkud plyne
y' = C’(x)(x2 + 1) +C(x)2x
a po dosazeni do dané rovnice dostaneme

C’(x)(x2 + 1) +C(x)2x —

C(x)(x2 +1) =x*+1

x* +1
C'(x)(x*+1)=x"+1 = C'(x)=1 = C(X)=x+K.
Tedy obecné feSeni ma tvar
y=(x+ K)(x2 +1) :

3) Obecné feseni hledame ve tvaru y(X) = u(x)v(X).
Zevztahu y=uv plyne y’'=u'v+uv’, a po dosazeni do dané rovnice dostaneme

uv+uv' ————uv =x* +1,
X +1
odtud po Gprave
uv’+v(u'— : u) =x*+1.
X +1
o, , . . 2X 5 .
Volitelna podminka pro funkciu(x): u’ —— U= 0, vede k soustavé rovnic
x* +
uv' =x*+1
2X
u—-——u=0
X +1

Druha z téchto rovnic je zkracena LDR pro neznamou funkci u(x) a jeji fesSeni lze zapsat ve
tvaru

u= e_jp(x)dX , tedy u=x*+1.
Dosazenim této funkce do prvni rovnice soustavy dostaneme
(x2+1)v':x2+1 = V=1 = v=x+K.
Obecn¢ feseni jsme hledali ve tvaru y = uv, tedy po dosazeni
y= (x2 +1)(x+ K).
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2.4. Bernoulliova diferencialni rovnice

2.4.1. Definice. Bernoulliovou diferencialni rovnici (zkr. BDR) nazyvame kazdou rovnici
tvaru

y'+ yp(x) = y"q(x),
kde me R ,m=0,m=1 a funkce p(X),q(X) jsou spojité na intervalu <a,b >, pficemz
funkce q(x) neni identicky rovna nule.

2.4.2. Poznamka. Pro m=0 dostdvame LDR, pro m=1 obdrzime DR se separovatelnymi
proménnymi

' +y[p(x)—q(x)] =0 .

2.4.3. Véta.
a) Bernoulliovu DR prevadime substituci z=y*™™ na LDR pro funkci z(x).
b) Je-li m> 0, potom funkce y =0 je feSenim BDR.
Diikaz: a) y'+yp(x)=y"q(x) im proy=0
y
y, 1-m _
yr YR =a(x)

Ze substituce z = y"™ plyne

. y/ 7'
r—(1- ’ —
Z=(l=my Ty = e
a po dosazeni
Zovzp=a)  |a-m

1-m
z'+(1-m)z p(x) =(1-m)q(x),
coz je LDR 1. fadu pro neznamou funkci Z(X).
b) Trivialni, dosazenim y =0 do levé a pravé strany BDR (m > 0) dostaneme
L=y +yp(x)=0+0p(x)=0
P = y"g(x)=0"q(x)=0

2.4.4. Poznamka. Obdobné¢ jako u LDR 1. fadu miZeme hledat obecné feSeni BDR ve tvaru
y(x) = u(x)v(x).
Dosad’me tedy do BDR a obdrzime rovnici ve tvaru
u'v+uv’'+uvp=u"v'q
uv’ +v(u’ +up)=u"v"q.
Volitelnd podminka u’+up =0 pro funkci u(x) vede k soustavé rovnic

uv' =u"v™q
u+up=0
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Druhé rovnice této soustavy je zkracena LDR pro neznamou funkci u(x) a podle véty 2.3.2 je
jejim feSenim funkce u(x) = LU
Prvni rovnice této soustavy je DR se separovatelnymi proménnymi, tedy ji upravime na tvar
1
—dv-u""qdx =0,
Vv
obecné feseni hledame tedy ve tvaru
1 m-1
fv—mdv—ju gdx = K
1-m
1-m
Vi =(1- m)j u™tgdx +(1-m)K

— I u™tgdx = K

v = (1— m)j u"*qdx+C kde C= (1— m)K .

Protoze y*™ =u""v'™ , miZeme obecné feseni psat ve tvaru

yor=ut (x)[(l— m)_f um_l(x) q(x) dx + C] , kde u(x) = efj Pl :

3

2.45. Priklad. ReSte DR y'+—5—y=—2(x* +1) .
X°+1 2

X X2 +1

Reseni. Jedna se o BDR, kde p(x) = i1’ q(x) =—

,m=3>0, tedy funkce y=0

je jednim feSenim dané rovnice. Obecné feSeni této rovnice nalezneme obéma uvedenymi

postupy.

a) Substituci z=y" ™.
' X _ y3 2
y+X2+1y_——(x +1) .— pro y#0
y' x 1 x> +1
= + =
y®  xZ 41 y? 2
o 1 — y' z'
Zavedeme substituci z=— = 7'=—Yy = S=-—
y y y 2
a po dosazeni dostaneme
z' X x*+1
-——+ z=—
2 x*+1 2
X

2
z'—— 1z:x2+l,
x2 +

coz je LDR 1. fadu pro nezndmou funkei z(X).

Jeji obecné feSeni ( viz piiklad 2.3.5) je
= (x2 +1)(x+ K).
Odtud a z uvedené substituce obdrzime

y—12 =(x2 +1)(x+ K) = (x2 +1)(x+ K)y? =1,
coz je hledané obecné feseni.
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b) Obecné feseni hledame ve tvaru y(X) = u(X)v(x).
Dosadme tedyza y=uv a y'=u'v+uv’ do zadané rovnice.

u'v+uv' +

2

3,3
. +1uv:—%(x2 +1)

u) = _u32v3 (x2 +1)

uv’+v(u’+ 5
X +1

Volitelnd podminka U’ +———u=0 vede k soustav€ rovnic

X“+1

(x2 +1)

u=0.

x? +1

o . S iy v g [ p(x)d
Druha rovnice této soustavy je zkacena LDR, jeji feSeni je tedy u=e J e :

j p(x)dx = J X2X+1dx =%In(x2 +1) ,

1
VX2 +1
Dosazenim této funkce do prvni rovnice soustavy dostaneme

1 v
2 vi=- 3 (
x“+1 2,/()62 + 1)

odkud po jednoduché upravé mame

tj. u=

x2+l),

1 1

—dv+—dx=0
% 2
1
——2+£=C
2v 2
1
—2=X+K,K=—2C
\'
Protoze
e, il
u y>  u’v

muZzeme obecné feSeni psat ve tvaru
y_12 :(x2 +1)(x+ K) = (x2 +1)(x+ K)y? =1.

V obou piipadech krom¢ nalezeného obecného feSeni ma rovnice i vyjimecné feSeni y = 0.

Priklady k procviceni.

P2.1. Reste diferencialni rovnice:
a) (1+ex)2.y'+ex+y.(l—e_y)=O pro y>0,
b) y’:COS(x—y+5), C) xy’:y.(lny—lnx),



d) (7x+5y+2).y'+2(5x+4y+1)=0,
e) y'.sinx —y.cosx =e*.sinx , f) y'+2y:2x.\/; .

P2.2. Reste Cauchyho tlohu:
a) y—xy' = b.(1+ xzy’) pro »(1)=1,
b) y'=(x+y)" pro »0)=0,

C) xy' =y++/x°+y* pro »(1)=0,
d) (4x—5y+13)dy —(2x -3y +7)dx =0 pro »(0)=2,

e) XJ"—L]_=X pro y(1)=2, f) ' +y=y*Inx pro y(1)=1.
X+
Vysledky:
P2.1. a) y—ln(ey—1)=C— , b) x+cotgx_y+5:C, c) y=x.e"",
1+e”

d) (x+y)2.(2x+y+1)3:C, e) y:(ex+C).Sinx, f) y:(x—1+C.e’x)2,y:O.

b+x x2 -1 ,
)y=1, - Dy=tex-x, 0 y="7 , d) (y—x-3).(5v—2x-9) ,

X 1
e)y—m(x+|n|x|+3),f)y—1+|nx.

2.5. Exaktni diferencialni rovnice

2.5.1. Definice. Diferencialni rovnice tvaru P(x, y)dx + Q(x, y)dy =0 se nazyva exaktni

(zkr. EDR) pravé tehdy, kdyZ jeji leva strana predstavuje totalni diferencial vhodné funkce
®(X, ), kterou nazyvame kmenova funkce.

2.5.2. Véta. a) Jsou-li funkce P(x,y), Q(X,Y) spojité diferencovatelné na €, potom rovnice
P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0 je exaktni pravé tehdy, kdyz na oboru Q identicky plati

or _20
oy oOx
b) Je-li d)(x, y) kmenovou funkei ptislusného totalniho diferencidlu, potom obecné feseni
dané EDR je tvaru
<I>(x, y) =C.
Diikaz. a) Leva strana EDR P(X, y)dX+Q(X, y)dy =0 je totalnim diferencialem kmenové
funkce @(x,y). Protoze d® = ai)dx + ai)dy , plati
OX oy
oD oD
—=P(X,y)A—=Q(X,Y).
o~ Py n o =Qxy)
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Odtud
o’d P ’® _Q

ooy oy | oyx ox

Protoze pro kmenovou funkci plati ( P, Q maji spojité derivace)

O’® 0D
Xy  oyox
je tedy
kP _R
oy  ox
P aQ

V ditkazu opa¢né implikace ( tj. % P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0 je exaktni )

OX
se vyuziva vlastnosti kfivkového integralu, viz napt. [Sk], str. 378.

b) Staci ukazat, ze eliminaci konstanty z obecného feSeni dostaneme piislusnou DR. Diferen-
covanim rovnice

D(x,y)=C
obdrzime
o dx + o dy=0
OX oy
a tedy

P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0.

2.5.3. Urcéeni kmenové funkce. Z predeslé véty je ziejmé, Ze nalezeni obecného feSeni EDR
je vlastng problém urdeni kmenové funkee @(X,y).

Protoze leva strana EDR P(X,y)dX+Q(X,y)dy =0 piedstavuje totalni diferencial hledané

kmenové funkce d)(x, y) , dostaneme soustavu parcialnich DR pro nezndmou funkci @ :

- P(x,y) (2.8)
%} =Q(x,y) (2.9

Z rovnice (2.8) integraci podle proménné X dostaneme
D(x,y) = I P(x,y)dx +(y),
kde (p( y) je zatim neurcena funkce. Ozna¢me
U(x,y) = j P(x,y)dx,
takze

O(x,y) =U(x,y)+o(y).
Tuto rovnici derivujeme podle proménné y

0P _oU  do
oy oy dy
a porovnanim s rovnici (2.9) dostaneme
do =Q- y (2.10)
dy oy



Ukézeme nyni, Ze prava strana této rovnice je vzdy funkci pouze proménné y ( samoziejmé
oP 0 oQ oOP
_ % = Q =0).

za predpokladu, ze dané rovnice je exaktni, tj. —
oy Ox ox Oy
Oznaéme tedy pravou stranu obecné jako funkci R(X, y), tedy

R(ry) = Qlxy) - 20

R(x,y)=Q(x,y) —%(J. P(x,y) dx),

a derivujme tuto rovnici podle proménné X
oR(x,y) aQ(x,y) _g{g
oy
0
ox

OX OX OX (I Pex) dx)}

-

P(x.y)

oR(x,Y) _ oQ(x,y) aP(x,y)
OX OX oy

takze
oR(x,Y)
=0 = R(Xx,y)=r(y).
~ (x.y)=r(y)
Mame tedy dokazano, ze Q — ] je funkci pouze proménné y. Pokud pfi vypoctu dospéjeme

k jinému vysledku, pak se bud’ nejedna o EDR nebo je chyba v pfedeslych krocich.
Rovnice (2.10) je DR se separovanymi proménnymi pro neznamou funkei ¢(y), jeji fesent

lze psat ve tvaru
ouU
Ply) = (Q——jdyw
V) J oy

a hledend kmenova funkce je
oU (X,
D(x,y) =U(x,y) +J’(Q(x,y) _—gy y)jdyjt C, kde U(x,y)= I P(x,y)dx.
Soustavu rovnic (2.8) a (2.9) miZzeme samoziejmé fesit 1 tak, ze rovnici (2.9) integrujeme

podle proménné y:
O(x,y) = _[Q(x,y) dy +y(x). Oznadime-li V(X,y)= IQ(x,y) dy, bude

O(x,y)=V(x,y)+w(X).

Tuto rovnici derivujme podle proménné X
ob oV  dy

o ox  dx
Porovnanim s rovnici (2.8) dostaneme
P — a_V + d_\l]
ox dx
y_p
dx ox
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Opct 1ze ukézat, ze vyraz na pravé strané€ této rovnice musi byt funkci pouze proménné x.

w(x) = ﬂp_aaljdxm

X
a tedy hledena kmenova funkce je

CD(x,y):V(x,y)+J(P(x,y)—Wjdx+K, kde V(X,y):IQ(X,y)dy.

2.5.4. Poznamka. Kmenovou funkci @(x,y) lze v mnoha piipadech ur¢it pongkud jednodus-

Sim zptsobem.
Rovnici (2.8), resp. (2.9), integrujeme podle proménné X, resp. y, a dostaneme

D(x,y) = I P(x,y)dx =U(x,y)+C,
D(x,y) = jQ(x, y)dy =V(x,y)+C,.

D4 se ukazat, Ze kmenova funkce CD(X, y) je sjednocenim mnozin s¢itanct tvoticich funkce
U (X, y) a V(X, y) . Tento pojem vysvétlime v nasledujicim ptikladu. Tato metoda ma tu nevy-

hodu (coz také ukézeme), ze v nékterych pifipadech neni na prvni pohled ziejmé, zda se
nekteré sCitance 1iSi pouze o konstantu.

2.5.5. Piiklad. Reste DR (e +ye* +3)dx+(e* +xe’ —2)dy =0.

Resent. P(x,y):ey +yex+3,Q(x,y):ex+xey—2
E:ey +ex , @:ex_}_ey
OX
P_RQ
oy ox

jedna se tedy o exaktni DR.
Hledejme piislusSnou kmenovou funkci CD(X, y) , pro kterou plati

0P oD
—=P(x,y) A —=0Q(X,Y),
o~ Py) a s =Qxy)
tj. feSme soustavu parcidlnich DR pro nezndmou funkci @ :

oo .

—=e’ +ye” +3

OX

oo =e" +xe’ -2

1. zpiisob:
a) Z prvni rovnice integraci podle x dostaneme

D(x,y) = '[(ey +ye” +3)dX+(p(y) =xe’ +ye* +3x+¢(y),

odkud po derivaci podle proménné y

oD d
Coxe? tet P
dy
Porovnanim s druhou rovnici obdrzime
d
e +xel —2=xe’ +e* + =2
dy
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&~ 2= o(y)=-2[dy+C = o¢(y)=-2y+C.

Hledana kmenova funkce je
O(x,y)=xe’ +ye* +3x—2y+C .
b) Z druhé rovnice integraci podle y dostaneme
D(x,y) = J‘(eX +xe’ — Z)dy +y(x) = ye* +xe’ =2y +y(x),

odtud po derivaci podle proménné X

62 — yex —|—ey +d_\lj
OX dx
a porovnanim s prvni rovnici obdrzime
e’ +tye* +3=ye" +e’ L v
dx
dy
d—:3 = \y(x):3fdx+C = y(x)=3x+C.
X

Hledana kmenova funkce je
O(x,y)=ye* +xe’ —2y+3x+C.

2. zpusob:
o _ e’ +ye*+3 = d(x,y) =I(ey + ye* +3)dx+C1 =xe’ +ye* +3x+C,
OX
u(x.y)
o0

=ef+xe' -2 = d)(x,y)zj‘(eX + xe’ —2)dy+C2 =ye* +xe’ -2y+C,
V(x.y)
Sjednoceni mnozin sé¢itanct tvoticich funkce U (X, y) a V(X, y) znamend, ze kmenova funkce

CD(X,y) obsahuje napf. vSechny sc¢itance funkce U(x, y) doplnéné o ty sc¢itance z funkce
V(x, y), které se nevyskytuji ve funkci U (x, y). Tedy kmenovou funkci miiZeme psat ve
tvaru
O(x,y)=xe’ +ye* +3x—2y+C.
Vsemi uvedenymi zplsoby jsme samoziejm¢ dospéli ke stejnému vysledku, tedy obecné
feSeni dané rovnice je tvaru
xe’ +ye* +3x -2y =K.

V nésledujicim piikladu ukaZzeme, Ze metoda sjednoceni scitanci mize bez detailnéjSiho

rozboru vést k chybnému vysledku.

2.5.6. Priklad. Reste DR (1— y de+ X _dy=o0.

X2+y2 X2+y2

o, y
Reseni. P(X,y)=1— N +y2 ' Q(x,y)= X2 +y2
2 J—

2 2 2

X2 0Q X +y*-2x*  y*-x

P x*+y*-2y

o (x2+y2)2 _(x2+y2)2 Loox (x2+y2)2 (x2+y2)2
P _RQ
oy  ox

jedna se tedy o exaktni DR.
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Hledame tedy kmenovou funkci CD(X, y), pro kterou plati soustava parcialnich DR

oD y
—=1- 2 2
OX X“+y
o __ x
o x+y’

1. zpiisob:
Z druhé rovnice integraci podle proménné y dostaneme

X
D(x,y) = J T ry? dy +w(x) = arctg% +y(x) ,

odtud derivaci podle proménné X je

oLy L dy
Ox x?+y®  dx
a porovnanim s prvni rovnici
1- 2y ~=— zy 2+d—w = d_\lf:1 = y(x)=x+C.
X" +y X“+y®  dx dx

Kmenova funkce je
CD(X, y) = arctg% +x+C
a obecné feseni lze psat ve tvaru
arctg% +x =K.
2. zpiisob ( metoda sjednocent scitancii):

6221_ y = dD(X,y):J(l— Y jdX+C1:X—arctg5+Cl
y

OX x> +y? x> +y?
u(xy)
oo _ ZX = q)(x,y):J ZX 2dy+(32:arctgz-i-C2
oy X +y X“+y X
V(x.y)

Bez hlubsiho zkoumani by tedy mohlo dojit k tomu, Ze kmenovou funkci napiSeme ve tvaru
X
(X, y) = X —arctg— + arctgY +C
y X

coz je ovsem Vv rozporu s vysledkem zjisténym piedeslym zplisobem.
Zde si totiz musime uvédomit, Ze plati

T 1
——arctg— pro a>0
o
arctgo. = ,
T 1
———arctg— pro a<0
o
funkei U(x,y) Ize tedy zapsat jako

U(x,y)= X—(iﬁ—arctng +C, = X+arctgx+ K,, K =C, I
2 X X 2
Teprve po této ivaze obdrzime kmenovou funkci ve spravném tvaru

d)(x, y) = arctg% +x+C.
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2.6. Integracni faktor

2.6.1. Motivace. Neni-li leva strana rovnice P(X,y)dx +Q(X,y)dy =0 totdlnim diferencidlem

Q
X

n¢jaké kmenové funkce, tj. %3 *—,

a nelze ji ani upravit na zadny z diive uvedenych typu

diferencialnich rovnic, pak se nabizi moznost, abychom tuto rovnici pievedli na EDR
vynéasobenim vhodnou funkei p = p(X,y), kterou nazyvame integra¢ni faktor.

Hledejme tedy podminky pro neznamou funkci p = H(X, y) :
P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 | .u(x,y)

(X, Y)P(x, y)dx + p(x, y)Q(x,y)dy =0 .
Ma-li se jednat o exaktni DR, musi platit
0

8
Z(uP =

ay(u )= Q)

op 8P 6}4 aQ

oy Ty axQ+“ax

P Q) ou.,

(8y ax) 8xQ 6y (211)

Ziskana rovnice je parcialni diferencidlni rovnici pro nezndmou funkci p = },L(X, y) a jeji fe-

Seni mize byt obecné znacné slozité. Za specidlnich podminek Ize vSak integracni faktor
nalézt pomé&mé snadno. Uvedeme dva z téchto ptipadl, kdy funkci p budeme povaZovat za

funkci pouze proménné X, resp. y, a zaroven ukazeme, jaké pozadavky musi spliiovat funkce
P(x,y) a Q(x,Y), aby takové funkce p existovala.

2.6.2. Integraéni faktor 1 = u(x).

Funkce p je funkci pouze proménné X, tedy o _ du o = 0; dosazenim do rovnice (2.11)

ox  dx oy
dostavame
oP 0Q) _du
(Gy axj dx Q
G _ 1(8P aQ] . (2.12)
po Qloy o

Protoze leva strana této rovnice je funkci proménné X, musi byt i1 prava strana funkci pouze
proménné x. Tedy nutna podminka k tomu, aby integra¢ni faktor existoval ve tvaru p = p(X),

je
oP 0Q
Q (E - a_X] (X.(X) .

Rovnici (2.12) 1ze proto psat ve tvaru
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coZ je DR se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci p = u(x), jejiz teSeni urc¢ime

takto:
dp
—— = |a(x)dx ,
J = et

In| | = .[oc(x)dx = pu(x)= ol

a(x)dx '

2.6.3. Integraéni faktor 1= u(Vy).

Funkce p je funkci pouze proménné y, tedy o =0, o = du a dosazenim do rovnice
OX oy dy
(2.11) dostaneme
[P 20) o,
oy oX dy
dn _ _1(@_@jdy. (2.13)
u Ploy ox

arovnici (2.13) Ize tedy psat ve tvaru
du
- = B y dy!
)

coz je DR se separovanymi proménnymi pro nezndmou funkci p = p(y) s feSenim
dp
— = | B(y)dy
L
= [Bdy = n(y)=el.

2.6.4. Priklad. Reste DR cosy dx + (eX +sin y)dy =0.

Reseni. Rovnice neni exaktni, nebot’
P(x,y)=cosy ,Q(x,y)=¢" +siny,
@z—siny,@zex = @7&@
oy OX oy OX
Dale je
l(@_@j:—l_ [—(siny+ex)]:—1:oc(x).
Qloy oXx e’ +siny

Podminka pro existenci integra¢niho faktoru jako funkce proménné x je tedy splnéna a plati

In u(x) = Ia(x)dx = —Idx =—x = u(x) =e .

Vynasobenim dané DR timto integra¢nim faktorem dostaneme

e cosy dx +(1+e " siny)dy =0,
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Pro kontrolu ovéfme podminku exaktnosti rovnice ( oznaéme P =pP, Q =pQ ) :
8—P=—e‘xsiny,@=—e‘xsiny = a—P=@
OX oy oX

Hledame ptislusnou kmenovou funkci, pro kterou je

oo _ e “cosy

OX ’
oD s
—=1+e""siny.

Z prvni rovnice mame
X X ob - d(P
@(x,y) =[e* cosydx +o(y) =—e*cosy +o(y) = E:e smy+a.

Porovnanim s druhou rovnici dostaneme

1+e*Xsiny:e*Xsiny+d—(P = d_(pzl - (p(y):y+C.
dy dy
Kmenova funkce je CD(X, y) =—e “cosy+Yy+C, aobecné feSeni dané rovnice je

y—e *cosy =K.

2.6.5. Piiklad. Reste DR (1+ 3x° Siny) dx—xcotgydy=0.

Resent. P(x,y) =1+3x%siny, Q(x,y) = —xcotgy
oQ oP 0Q

oP )
—=3X"cosy, —=—-cotgy = —#*—
oX

oy oX
oP 20 =3x°cosy + cotgy = (3x2 siny +1)c0tgy

oy Ox
o)

Py ax)  1+3x%siny
Je tedy splnéna podminka pro existenci integracniho faktoru jako funkce proménné y.

1

Inu(y):J.B(y)dy:—Icotgydy:—ln|siny| = u(y):ﬁ.

(Sx2 siny +1) cotgy = —cotgy = B(»).

Po vynéasobeni dané rovnice timto integracnim faktorem obdrzime

(i+3x2jdx—x cosy dy=0.

siny sin® y

Opét pro kontrolu ovéfme podminku exaktnosti rovnice

= 1 — cosy
P(x,y)=—+3x*,Q(x,y)=—x
(%) siny Q(x.y) sin’y
P __csy Q_ sy _ P_AQ
&y  sinfy " ox  sin?y oy ox
Pro kmenovou funkci tedy plati
a;():_i+3x2 A 62:_)( C-Oiy ,
ox siny oy sin® y
q)(x,y)zj(_i+3x2jdx+(p(y):_L+x3+(p(y).
siny siny
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Odtud derivaci podle y dostaneme
ob _ cosy N do

oy siny dy
a porovnanim s druhou rovnici obdrzime
Y oy do de o )
sin®y sin“y dy dy

Hledan4 kmenova funkce je ®(X,y) = X ixisC
siny

a obecné feSeni dané rovnice miizeme zapsat ve tvaru

X
_—+X3:K.
SiIny

2.7. Nékteré dalsi specialni typy DR prvniho radu

2.7.1. Diferencialni rovnice tvaru f{x,y ) =0 nebo f(y,y")=0.

Diferencialni rovnice tvaru f (X, y’) =0 nebo f (y, y’) =0 feSime substituci

y' =t , kde t=t(x) :
Uzitim této substituce pfevedeme danou diferencialni rovnici na soustavu dvou rovnic, v niz
jsou diferencialy dx, dy vyjadieny jako funkce proménné t. Jednak ze vztahu y’ =t okamzi-
té plyne dy =tdx, druhou rovnici dostaneme diferencovanim zadané rovnice, do niz jsme
dosadili y'=t.
Obecn¢ teseni takovych rovnic ziskdme obvykle v parametrickém vyjadieni.

2.7.2. Pfiklad. Reste DR 2y’ +sin(y’)—x=0.

ReSeni. Jednd se o rovnici typu f(X,y’)=0. Obecné feseni hledame vyie uvedenym
zpusobem. Dosad’'me proto Y’ =1t do dané rovnice:
2t +sint—x=0
X =2t +sint,

odtud po diferencovani
dx = (2+cost)dt .

Protoze ze substitu¢ni rovnice plyne
dy =tdx,
je
dy = (2t +t cost)dt
v = (2t +tcost)r

y =t +tsint +cost +C.

Obecné feseni dané rovnice je urceno parametrickymi rovnicemi

x =2t +sint
y=t*+tsint+cost+C, kde t e R je parametr.
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2.7.3. Priklad. Reste DR (y')’ +(y')’~y=0.

Reseni. Jedna se o rovnici typu f (y, y’) = 0. Obecné feseni hledame opét pomoci substituce
y'=t:
y= >+,
Odtud diferencovanim dostaneme rovnici
dy = (2 +3¢* )dt
a protoze je dy =tdx, mame
dx = (2+3t)dt pro ¢#0

[ax=[(2+3t)at
x=2+3821C.
2
Obecné feseni obdrzime v parametrickém vyjadreni
X =2t+ gtz +C

y=t*+1

Vysetteme piipad, kdy =0 = »'=0 = y=k,keR.
Dosazenim do dané rovnice dostaneme

L=0"+0°-k=-k

= k=0.

P=0
Proto y =0 je také feSeni dané DR, které ovSem dostaneme z obecného feSeni pro parametr
t=0.
Vsechna feSeni zadané DR lze tedy zapsat ve tvaru

x:2t+§t2+C

y=t*+t° ,kde 7 € R je parametr.

2.7.4. Definice. Clairautova DR je kazda rovnice, kterou lze zapsat ve tvaru
y=xy"+o(y'), (2.14)
kde funkce ¢ je nelinearni spojité diferencovatelna na ur¢itém intervalu J .

2.7.5. Poznamka. V piipade, ze funkce ¢ je linearni ( tj. (p(y') =ay’+b ), mame DR ve
tvaru

y=xy'+ay’'+b
a po uprave
y—-b—y'(x+a)=0
(y—b)dx—(x+a)dy=0,
coz je DR se separovatelnymi proménnymi.
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2.7.6. Véta. Pro Clairautovu DR y = xy’ +¢(y’) plati:
a) Jejim obecnym feSenim je funkce

y =Cx+¢(C).
b) Jeji vyjimecné feSeni lze psat v parametrickém tvaru

X= —(p’(t)
y =—to'(t)+¢(t).
Duikaz. Clairautovu DR feSime obdobné jako v ¢lanku 2.7.1 substituci
y' =t , kde t=t(x).

Dosazenim do rovnice (2.14) dostaneme

y=xt+o(t),
odtud po derivaci podle proménné X mame

dt dt
r=t = !t_’
y +de+(P()dx

a protoze y' =t, plati

[x+@ﬁﬂ§£=o

takze
dt
—=0 v x+0o'(t)=0.
™ ¢'(t)
Tedy
dt
a) —=0 = t=C = y'=C
dx
a dosazenim do rovnice (2.14) dostaneme obecné feSeni ve tvaru
y =Cx+¢(C).
b) X+(p’(t)=0 = X=—(p'(t)

a po dosazeni do rovnice (2.14) je

y =—to'(t)+¢(t).
Lze tedy hledané feseni zapsat ve tvaru

X = —(p'(t)

y =—to'(t) + o(t),
a protoze toto feSeni nelze obdrzet z obecného feSeni pro zadnou volbu konstanty C, jedna se
0 vyjimecné feseni.
2.7.7. Véta. Vyjimecné teSeni Clairautovy DR je obalkou jednoparametrického systému
ptimek, které jsou vyjadieny piislusSnym obecnym feSenim.

Diikaz.  Staci ukézat, Ze kazda teCna sestrojend v libovolném bodé¢ t=t; ke kiivce dané
parametrickymi rovnicemi
x=—¢'(t)
v ==t¢'() + ()
patii do jednoparametrického systému piimek, které jsou vyjadieny rovnici
y =Cx+¢(C).
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Hledame rovnici tecny ve tvaru
Y=Yo =Y (%)(x %),
kde
Xq = —(p'(to) v Yo = —tO(p’(tO) + (p(to) a y’(xo) =t,, protoze y' =t¢.
Tecna ma tedy rovnici
y+ to(P’(to) - (P(to) = to[x + (P'(to)]

y=1X+ (P(to) ,
tj. pro t,=C

y =Cx+9(C).

2.7.8. Poznamky. a) Z piedeslé véty je ziejmé, ze vyjimecné feSeni Clairautovy DR je
zaroven feSenim singularnim, protoze kazdym bodem této integralni kiivky lze vést tecnu,
jejiz rovnice je rovnéz feSenim prislusné Clairautovy DR a je tedy v kazdém jejim bodé
porusena jednoznac¢nost fesen.

b) Pro ilustraci viz piiklad 1.3.8 a piislusny obr.1.4 .

2.7.9. Piiklad. Reste DRy =Xy’ —/1+ (y')2 a znazornéte tvar integralnich kiivek.

ReSeni. Jedna se o Clairautovu DR, kde ¢(y’)=—/1+ (y’)2 .
Podle tvrzeni a) véty 2.7.6 lze obecné feSeni psat ve tvaru
y=Cx— Jiec? ,
coz z geometrického hlediska predstavuje jednoparametricky systém piimek.

Protoze

()= 2 ) rel) = iR

ma podle tvrzeni b) téze véty vyjimecné feSeni parametrické vyjadieni
t -1

e T e

Pro nazornost miizeme z téchto rovnic vyloucit parametr t tak, Ze je umocnime na druhou

X =

a seCteme
2
t 1
XaytE s,
1+¢ 1+¢

tedy
x?+y* =1, piic¢emz y<0.

Jde o ptilkruznici se stfedem v pocatku a polomérem r =1, lezici pod osou x.

P#imky o rovnici y=Cx—+/1+C?, C € R, jsou te¢nami této pilkruznice (obr. 2.1).
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_ c=C
c=-c,
0
\\ -
cC=-Cc_> C
2 -1

Obr.2.1. C,=+3, C,=1/3

2.7.10. Definice. Lagrangeova DR je kazda rovnice, kterou lze zapsat ve tvaru

y=xf(y')+o(y’),

kde funkce f,@ jsou spojité diferencovatelné na ur¢itém intervalu J.

2.7.11. Véta. Lagrangeovu DR pievedeme substituci )’ =t , kde ¢ = t(x), na linearni dife-

rencialni rovnici 1. fddu pro nezndmou funkci X = X(t) .

Diikaz. Dosazenim y' =t do Lagrangeovy DR dostaneme
y = xf (t) +o(t)
a odtud po derivaci podle proménné X mame

V= 10+ (0 5+ 005

dx
y s dt
Vzhledem k tomu, ze y' =t, dostavame pro ix =0
X

[t = F(O)] ()= (0)x() = 0 (0),

coz je LDR 1. fadu pro neznamou funkci X = X(t) .

2.7.12. Poznamky. a) Je-li j—t =0, potom nutng je také t— f(t)=0. V pfipadg, Ze je tato
X

rovnost splnéna identicky (tj. f (y'): y'"), jednd se o Clairautovu DR, kterd je proto

specidlnim ptipadem Lagrangeovy DR.
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b) Je-li o, € R feleni rovnice t— f(t)=0, potom je »'=a,, atedy funkce y = o, x mo-

hou byt vyjimecnymi feSenimi Lagrangeovy DR. Tuto skutecnost je tfeba ovérit dosazenim.

2.7.13. Priklad. Reste DR y=x(1+y')+(y')’.

ReSeni. Jedna se o Lagrangeovu DR, kde  f(y')=1+y’, o(y’)= (y')z. Dosad’me
y' =t , kde t =t(x), a dostaneme
y=x(1+t)+t%. (2.16)

Derivovanim podle proménné X dostaneme postupné

' =1+t+x£+2t£
dx dx

t=1+t+(x+2t)g—)t(
Cdt ot

,— %0 (2.17)

dt
2t)—+1=0
(e2)Se1=0 [ 88

dx " dx
dx

X+2t+—=0
dt

x'+x=-2¢,

coz je LDR 1. t4du pro funkci X = X(t). Metodou variace konstanty nalezneme jeji obecné
feSeni ve tvaru
X(t)=2(1-t)+Ce™.
Dosazenim do rovnice (2.16) dostaneme
y(t) = [2(1— t)+Ce™ ](1+ t)+t°

y(t)=2—t* +C(1+t)e™
a obecné feSeni Ize tedy napsat v parametrickém vyjadieni

x=2(1-t)+Ce™

y=2-1t*+C(1+t)e™" , kde r € R je parametr.

, dt e , , - , :
Podminka ix =0 nevede k zadnému dalSimu feSeni, protoze po jejim dosazeni do rovnice
X

(2.17) dostaneme 1=0, coz je zjevné nesplnitelné.

Priklady k procviceni.

P2.3. Reste diferencialni rovnici:
a) x°y’.sin2y = x.cos2y +1,
b) (xsiny +yCOSy)dx +(xCOSy —ySiny)dy =0,
c) y'+Iny’'—x=0, d y' +Iny'—y=0,

e) y=xy'+e”, f) y=2x'-(»)".
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P2.4. Reste Cauchyho ulohu:
a) (2x + ye )dx + (l+ xe” )dy =0 pro »(0)=1,

b) (y3 - Inx).y' +§ =0 pro y(l) =2, <) 2-(y')3 _x.(y,)g ~1 pro y(l) _o.
d) () -y+2=0 pro ¥(0)=2, &) y=xv'+y'+(»)" pro »(0)=2,
f)y= (x +1).(y’)2 pro y(O) =1.

Vysledky:

P2.3.a)2x +x°cos2y =C; b) (xsiny+yCOSy—Siny).ex =C, ;,L(x):ex;
1 1
c) x=t+Int, y:§t2+t+C; d)lent—;+C, y=t+Int;

2 1 2
e) y=Cx+e “,sing. ¥. y=x—xInx; f) x:§t+t£2, y:§t2+TC,sing.f.y:0.
2 X 3 1 1 2 2
P24.2) x* +y+e” =2;b) y*+2Inx =4y, p(y)=—; c)xzzt—t_z,y:t _?+1;
y

2

d) y:%+2 ay=2;€e y=x+2ay=-2x+2;f) y=x+1 ay:(\/x+l—2)

2

2.8. Smérové pole

2.8.1. Princip metody. Necht’ je dana diferencialni rovnice ve tvaru y’' = f (x, y), pticemz

funkce f (x, y) je spojitd a ohrani¢ena na oblasti D a na této oblasti spliiuje Lipschitzovu
podminku vzhledem k proménné y. Podle véty 1.3.11 tedy kazdym wvnitinim bodem
[xo : yo] € D prochazi pravé jedna integralni kiivka dané DR.

Vztah y'= f(x,y) miZeme oviem chapat také tak, Ze kazdému bodu [x,,y,]€D je
pfifazena hodnota f (xo, yo), ktera je z geometrického hlediska rovna smérnici tecny k in-
tegralni kiivce prochézejici timto bodem.

Sestrojime-li v kazdém vnitinim bod¢ [x,,),] €D malou usecku (element tecny) se
smérnici k= f (x0 , yo) , dostaneme tzv. smérové pole.

Pro snadngjsi znazornéni smérového pole je vyhodné sestrojit izokliny, coz jsou kiivky
spojujici body, kterym piislusi stejna smérnice k. Je tedy ziejmé, Ze rovnice izoklin maji tvar

f(x,y)=k, kde k € R.

Pomoci smérového pole lze piiblizn€ sestrojit integralni kiivky, ¢imZ ziskdme grafické

znazornéni feSeni dané rovnice.

2 2
o . < ‘o e ot L . - X
2.8.2. Priklad. Znazornéte smerové pole a nacrtnéte integralni kiivky rovnice y’ = Y 5
Xy
Reseni. Smérové pole zndzornime pomoci izoklin, které maji v tomto piipadé rovnici
2 2
—X
k=Y ., keR.
2Xy
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Tuto rovnici upravime: x? +2kxy—y* =0
x? +2kxy + k*y® —k*y* —y* =0
(x+ky)" = (K +1)° =0
(x+ky—y\/k2 +1).(x+ky+y\/k2 +1) _0.
Jedna se tedy o dvé riznobézky

p: x+(k—\/k2+1).y=0, q x+(k+\/k2+1).y:0.

Pro smérnice téchto pfimek plati, ze
-1

-1
k e — s =
Tk —Vk?+1 Tok+VEk 41
Kk = -1 -1 _ 1
T VR 1 kK 41 K (k1)
Izokliny jsou tedy tvofeny soustavou dvojic navzdjem kolmych piimek, které pochazeji
pocatkem soutadného systému.
Naptiklad pro k£ =0 dostaneme dvojici piimek y=x,y=—x. V kazdém bod¢ téchto
ptimek je smérnice K tecen integralnich ktivek rovna 0, a proto v bodech uvedenych ptimek
sestrojime kratké usecky rovnobézné s osou x.

k

=-1 = plq.

0N

<¢;

TN
e-&\ )
\‘\\9’” k=1

k=0

Obr. 2.2
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Na obr.2.2 jsou jesté znazornény izokliny pro k =1, resp. k = -1, kde te¢ny k integral-
nim kfivkdm sviraji s kladnou poloosou x thel ¢ =45°, resp. ¢ =135°. Lze samoziejm¢ volit
dalsi hodnoty k € R, ¢imZ dostaneme hustsi sit’ izoklin a tedy i lep$i pfedstavu o tvaru
integalnich kiivek.

2.9. Ortogonalni trajektorie

Jednou z mnoha praktickych aplikaci DR je urCeni tzv. ortogondlnich trajektorii, to je
rovinnych kfivek, které protinaji danou soustavu jinych rovinnych kiivek pod pravym thlem.

Ortogonalni trajektorie tak spolu s danymi kfivkami tvofi urcitou ,,pravouhlou sit*; jako
ptiklad mizeme uvést vrstevnice a spadnice nebo ekvipotencialni ¢ary a proudnice.

2.9.1. Definice. Odchylkou ¢ dvou rovinnych kiivek A, pu v jejich pruseéiku P nazyvame
velikost ostrého thlu tecen, sestrojenych k obéma kiivkdm v bod¢ P ( obr. 2.3 ).

t
1 ® P

v
e

Obr. 2.3

2.9.2. Definice. a) Izogonalni trajektorie soustavy rovinnych kiivek jsou takové rovinné
kiivky, které protinaji vSechny kiivky dané soustavy pii stejné odchylce ¢ .

b) Je-li o= g , hovofime o ortogonalnich trajektoriich.

2.9.3. Véta. Necht je dan jednoparametricky systém rovinnych kiivek o rovnici
d)(x, V, C) =0
anecht f(x,y,y") =0 je DR tohoto systému.

Potom rovnice
f(x,y,—ilj =0
y

je DR ortogonalnich trajektorii dané¢ho systému.
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Dutkaz. Necht' kiivky A (z daného systému), resp. p (z hledané¢ho ortogonalniho systému),

maji rovnice y, = y,(x), resp. y, = y,(x), a protinaji se vbodé P =[x,y,]. Je zfejmé, Ze
yl(xo) :yz(xo)- (2.19)

Dale pro smérnice teCen t,, t, k témto kiivkam ve spole¢ném bod¢ P = [xo , yo] plati

k, =y1'(xo)' resp. k, =y2’(xo)'

Patfi-li kiivka A do daného jednoparametrického systému kiivek, je nutné identicky
splnéna rovnost

Hx0:71(x0).71(x)] = 0. (2.20)
Ma-li kiivka p patfit do ortogondlniho systému, pak
1
1 k,.k,=-1 ' =
t,Lt, = Kk.k, = yl(xo) v (xo)

Dosadime-li tento vztah spolu se vztahem (2.19) do rovnice (2.20), obdrzime opét identitu

f{xo’yz(xo)'—ﬁxo)}:o.

To ovSem znamen4, Ze kazda kiivka z hledané¢ho ortogonalniho systému je feSenim DR
1
f(x,y,——,j =0.
y

2.9.4. Poznamky. a) Pfipomefime, ze diferencialni rovnici f(x,y,y")=0 dostaneme z rov-

nice (D(x, Y, C) =0 vylou€enim konstanty C ( viz ¢lanek 1.2.2).

b) Pro ¢ € (0 ; n/2 ) ma diferencialni rovnice izogonalnich trajektorii tvar

f[x,y, Y _kj:O, kde k=+tgo.
1+k.y'

2.9.5. Priklad. Urcete ortogonalni trajektorie systému kfivek o rovnici x* + y* = Cx.

Reseni. Jak snadno zjistime, jedna se o kruZnice se stfedem na ose x prochazejici pocatkem
soufadného systému.
Ptislusnou DR dostaneme vyloucenim konstanty C. K tomu potifebujeme kromé dané rovnice
jeSté jednu rovnost, kterou obdrzime derivaci podle proménné X, pfi¢emz y = y(x). Méame te-
dy soustavu rovnic:

x?+y*=Cx

2x+2yy'=C

a odtud eliminaci konstanty C
x? 4+ = (2x + 2yy’)x

yi—x?=2xyy",
coZ je hledana DR daného systému.

Nahradime-li v této rovnici y' vyrazem ——-, dostaneme DR ortogonalnich trajektorii
y

Y -x’ = 2xy(—i'j ,
y
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odkud po upravé mame
,  2xy
2 _ yz '
coz je homogenni DR. Podle Véty 2.2.2 pievedeme tuto rovnici substituci y =ux na sepa-
rovanou DR

1—u? 1
—— .~ du=—dx,
u(u + 1) X
ktera ma obecné feseni
u
= kx.
u +1
Dosazenim u =2 a po upraveé obdrzime obecné feSeni uvedené homogenni DR ve tvaru
X
x?+y* =Ky,

coz je hledana rovnice ortogonalnich trajektorii.

Opét snadno zjistime, Ze se jednd o kruZnice se stiedem na ose y prochéazejici pocatkem
soufadného systému. Zadany systém rovinnych kiivek a jeho ortogonalni trajektorie jsou
znazornény na obr. 2.4.

Obr. 2.4. Kruznice se stiedy na zdapornych poloosdch odpovidaji konstantam C a K
S opacnymi znaménky

Priklady k procviceni.
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P2.5. Znazornéte smerové pole a nacrtnéte integralni kiivky diferencialni rovnice:
a) y' =x+y, b) xy'+2y=0, Q) ¥ =x"+y* +2xy.

P2.6. Urcete ortogonalni trajektorie systému kiivek o rovnici:
a) ' =4(x-0C), b) x* +4y* = C?, c) xy=C.

Vysledky:
P2.6. a) y=Ke 2, b) y=Kx*, ¢ x°-)" =K.

2.10. Nékteré numerické metody reSeni DR 1. Fadu

2.10.1. Formy reSeni DR. V piedchdzejicich kapitolach jsme nachazeli feSeni DR
explicitnim, resp. implicitnim, resp. parametrickém tvaru. Moznost vyjadieni feSeni
kone¢nym poctem elementarnich funkci zavisi ptedevsim na nasledujicich dvou faktorech.

a) Typ DR: V praxi se ¢asto setkavame s diferencialnimi rovnicemi, které nelze zatadit do
zadného z uvedenych ( i dalSich neuvedenych ) typt, tedy pro n¢ neexistuje algoritmus, ktery
by vedl k nalezeni feseni v analytickém tvaru.

b) Uréeni primitivni funkce: I kdyz pro danou diferencialni rovnici existuje piislusny
algoritmus, narazime v mnoha pfipadech na nemoZznost nalezeni primitivni funkce ( napft.
vys§i transcendentni funkce ).

Tyto divody vedou k tomu, ze hledané teSeni dané diferencialni rovnice uréime bud’
grafem ( viz kapitola 2.8 ) nebo tabulkou hodnot. Touto problematikou se zabyva zvlastni
obor numerické matematiky, a proto v tomto skriptu uvedeme ( spiSe pro informaci ) pouze
dvé zékladni metody.

2.10.2. Eulerova metoda. Hledejme feseni DR »' = f(x,y) pro y(x,) = y,.
Necht' funkce y = y(x) predstavuje neznamé ( presné ) feSeni dané ulohy. Predpokla-
dejme, Ze tato funkce je spojitd na (a,b) a ma derivaci na (a,b). Potom podle Lagrangeovy

vety ( prvni véta o prirtistku funkce ) existuje alespoii jedno realné Cislo ¢ e(a,b) takové, ze

Nb)=Ha)=y'(e)(b-a),
coz lze zapsat také ve tvaru

¥(b)-(a)=y'(a+6.(b—a)).(b—a), kde 6 €(0,1).
Oznacime-li a = x,, b= x, +h, h >0 , dostaneme jednoduchymi tipravami
y(xo + h) —y(xo) = h.y'(xo + he)
y(xo + h) = y(xo) + h.y'(xo + he)
W +h) = yo +h. f(x, + 10, y(x, + h0)).
Pro 2 — 0 je také h0 — 0, a proto se nabizi pro vypocet piiblizné hodnoty y hledané funkce
v bod¢ x, +#4 zvolit vztah

plati

ﬁ(xo +h):y0 +h.f(x0,y0).
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Oznacime-li x, =x,+h, y, = ﬁ(xl) a dosadime-li do ptedchoziho vztahu za x, hodnotu x,
aza y, hodnotu p,, dostaneme

JA’(xl +h) =7 +h.f(x1,f/1).
Obecn¢ tedy mame

j’(xn) =Y, th f(xn—1 , .f’n—1)’ (2.21)
kde x, =x,, +h (h > O), V1= f/(xn_l) a Yo=Y, = y(xo).

yoo | (%), Obdrzime tak posloupnost bodt
{[xl., )71]}:1:0 , jejichz spojenim
je lomena cara, ktera aproximuje

graf pfesného feSeni dané rovnice
(obr.2.5).

Pro odhad chyby této metody lze
ukazat, ze existuje konstanta

Yo K > 0 takova, Ze plati
P, — | < K.R?,

A

Vo = Vn

<Kh,pron=2,3,...

v

Xo X1 X2 X3 X

Obr. 2.5

pro ,,dostate¢n¢ mala“ 4 > 0.

Pfipomenme, Ze symbol y, oznacuje pfibliznou hodnotu feseni v bod¢ x, asymbol y, je
mensi zvolime krok h.

2.10.3. Pozniamka. Existuje jest¢ tzv. zpfesnéna Eulerova metoda, ktera hodnotu yp,
(vypoctenou podle vztahu 2.21) nahradi presné;j$i hodnotou

7, = Tt o[ (5 F) 15,0 5,)] (2.22)

pfi¢emz y, = y(xn) =y, +h.f(x,,_1,J7n-1) aYo=Vo=Yy = J’(xo)-

2.10.4. Priklad. Eulerovou ( resp. zptesnénou ) metodou naleznéte piiblizné feSeni Cauchyho

tlohy y' = y—z—x, »(0)=1 naintervalu (0;05) s krokem 2=0,1.
Reseni. a) Eulerjciva metoda vyuziva vztahu (2.21)

HWx,) =P b f (%, 9,1),
kde f(x,y)zy—27x, X =0,9, =y, =1.

Dosazenim postupné dostavame
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j}l = .);O +h'f(-x01j>0) =1+0,1.(1—2—10j :1’1

Py =P +hf(x,9,) =11+ 0,1(1,1— 21_011j ~1,1918

20,2
V. =9, +h. .7,)=11918+0,1| 1,1918 - ’ ~ 12771
Y3 =DX> f(xz yz) ( 11918j

Pa =Py +hf(x5,95) = 12771401 (1,2771— 122'(7)’;) ~1,3578

Vs =Py +h.f(x,.9,)=13578+01 (1,3578 - 12?;0’4

b) Zptesnéna Eulerova metoda vyuziva vztahu (2.22)

Vo =Yua +g[f(xnl’)7nl)+f(xn’j}n)]’

pricemz
j}n = J7n—1 + h'f(xn—l’j;n—l) '
2x

kde opét f(x,y)zy—;, Xo=0,%, =V, =y, =1.
Postupnym dosazovanim do téchto vztahti obdrzime

=Y +h-f(x0,j70) =1+ 0,]_(1—2—ioj =11

~ ~ h 01 20

j ~1,4347.
8

2.0,

1

V1= Yo +E[f(x0,)70)+f(x1,)31)] = 1+7K1_Tj +(1’1_Wﬂ ~1,0959

P, =3 +h.f(x,,9,)=10959+0.1 (1,0959 - 2'0’519j ~ 11872
~ - h - .
Fo =Bt oS5+ f(0o)] = o = 11841

9=, +h.f(x,.7,) = 11841+ 01 (1,1841— fl'gflj ~ 12687

- ~ h - A
Y3 =X +§[f(x27y2)+f(x3.y3)] = ... =12662

203 ) ~ 1,3454
62

Pa =3 +h.f(x5,5,) =1,2662+ 0,1 (1,2662 -

_ ok _ )
Fo =P+ o[£ 53) + (30, 3)] = oo ~1,3434

204 j ~ 14182
34

Vs =Ys+h f(x,,5,)=13434+01 (1,3434 -

- ~ h - N
Vs =DVa +§[f(x4,y4)+f(x5,y5)] = ... ~14164
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Pro ptehlednost zapiSeme zjiSténé hodnoty do tabulky:

X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

¥ 1 1,1000 1,1918 1,2771 1,3578 1,4347
y 1 1,0959 1,1841 1,2662 1,3434 1,4162
y 1 1,0954 1,1832 1,2649 1,3416 1,4142

Vypoctené¢ hodnoty jsme bez ohledu na ptresnost metody zaokrouhlovali na ¢tyfi desetinna
mista. V poslednim fadku tabulky jsou uvedeny piesné hodnoty feSeni ( opét zaokrouhleny ).
Dané rovnice je totiz Bernoulliova DR, jejimz feSenim je pro danou pocate¢ni podminku
funkce y =+/2x+1. Tento piiklad jsme volili proto, abychom ilustrovali rozdily v pfesnosti
téchto metod.

2.10.5. Runge-Kuttovy metody. Hledejme opét feseni DR y' = f (x, y) s pocatecni pod-

minkou y(xo) =Y,
Hodnotu feseni v bodé x, +/4 (A >0 je pevné zvoleny krok ) 1ze vyjadfit pomoci Taylorovy

formule ve tvaru
2

y(xo + h) = y(xo) + h.y'(xo) + ?.y"(xo) + ...
Zavedeme-li oznaceni
k= y(xo + )= 3(x,),
pak prirtstek k funkéni hodnoty, odpovidajici ptirGstku h nezavisle proménné, je dan vztahem
h2
k = h.y'(xo) +7.y”(x0)+ e

Zékladem vSech Runge-Kuttovych metod je vyjadieni pfirustku k ve tvaru

k= iwi.k,. ,
i=1

kde
i-1
k, =h.f(x0+ai.h,y0+2[3ij.kj], (2.23)
j=1

pficemz o, =0.
Zatim neznamé konstanty w; , a; , B, ; je tieba urcit tak, aby platila rovnost
2

h m
h.y'(x0)+7.y”(xo)+...:Zwl..ki . (2.24)
i=1

To ovSem znamend, ze se museji rovnat koeficienty u stejnych mocnin 4" vyrazi na obou
stranach rovnice (2.24) pro r=1,2,..., M. Lze ukazat, Ze nejlepsiho vysledku ( co se tyka

pfesnosti ) 1ze doséhnout pro m = M . Hovotime pak o Runge-Kuttové metodé radu M.

Pro ilustraci odvodime vzorce pro Runge-Kuttovu metodu tddu M =2, tj. porovname
koeficienty u ha 4* ( koeficienty u vyssich mocnin neuvazujeme ).
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Protoze m= M =2, mizeme rovnost (2.24) zapsat ve tvaru
2

h
h.y'(xo)+7y"(x0) =w.k +w,.k, . (2.25)
Predev§im je y'(x) = f(x,»), pficemz y(x,) = y,, a tedy
¥'(%6) = f(x0.30)-
Dale je
”(x):ﬂz df(x’y) — af(x’y) @+af(x’y) d_y:
4 dx  dr o dx . oy dx

LI y)+ £i(x,).5'(x)
a tedy
y”(xo) = fx,(xO ’yo) +fy’(x0 7y0)-y,(xo)
y”(xo) = fx’(xo ’yo) +fy'(xo’J’o)-f(xo ’yo) .

Leva strana rovnice (2.25) je tedy tvaru

L= h-f(xmyo)"'h?-[fx'(xo7yo)+fy'(x0’yo)-f(xo’yo)]

1 1
L= h-f(xo’yo) +hz-z-fx,(xmyo)"'hz-E-fy’(xmyo)-f(xo'yo) : (2.26)
Upravme nyni pravou stranu rovnice (2.25) , tedy
P=w.k +w,.k,,
kde podle vztahu (2.23) pro m=2 je
k, =h-f(x0’J’o)
by = B f (%o + 0ty h, Yo +Bosky) = flxo + 05k, g +BZl.h.f(x0,yo)] =h.F(h).

F(h)

Ur¢ime nyni prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje funkce F (h) v okoli bodu 4 =0, tedy
dF(0)
F(h)=F(0)+h——.
()= F(0)+ .\
Protoze funkce F(%) je slozend funkee, tj.
F(h) :f(x,y) y kde x =x,+0a,.h, y =y, +[321.h.f(x0,y0),

dostavame
_ o dx o dy| _
F(h) —f(xo,yO)Jrh.{ax > + o 'dh:|h_0 =
:f(xo’yo)+h-[fx'(xo’y0)'a2 +fy'(xo'yo)-521-f(xo'J’0)]-
Maéme tedy

ky = B F(h) = h. f (x5, 6) + B [ £(X0, 70 )- 0t + £(Xg, 36 )-Bas- S (%0,35)]
Pravou stranu rovnice (2.25) mliZeme proto zapsat ve tvaru
P=w.k +w,.k, =
= Wl-h-f(xo ’yo) + Wz-{h-f(xo’yo) +h2-[fx’(xo 'yo)'az +fy’('xo’yO)'BZI'f(XO’yO)]} ,
odkud po jednoduché uprave je
P= h'(Wl +w, )-f(xo 7y0) +h’ W,.0, 'fx,(xO ’yo) + hz-Wz -ﬁzrfy'(xo ’yo)-f(xo ’J’o) .
Porovnanim s levou stranou, tj. se vztahem (2.26) , dostaneme soustavu tii rovnic pro Ctyfi

neznameé:
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Jednu z nezndmych miZeme tedy zvolit libovolné. NejpouZzivanéjsi je pfipad volby o, = >

odkud dostaneme w, =1, w, =0,B,, = %

Maéme tedy
k= h-f(xo'J’o)
k, =h.f(x0 +%.h, Yo +%.kl)
k=0k +1k, =k,.
Runge-Kuttova metoda fadu M =2 umoziluje urcit pfibliznou hodnotu feSeni v bod¢é x, + A
podle vztahu

_ 1 1
¥(xo +h) :y(x0)+h.f(x0 +E.h, Yo +E.kl) , kde ky =h.f(xq,,).

Oznagime-li x, = x, +4, 3, = ¥(x,) a dosadime-li do pfedchoziho vztahu za x, hodnotu x,
aza y, hodnotu y,, dostaneme

_ _ 1, _ 1 _
y(xl+h)=y(x1)+h.f(xl+z.h, y1+§.klj , kde k; =h.f(xl,y1).

Obecné
1

Y(%,41) :y(x”)+h.f(xn +%.h, v, +E.k1,,) , ky, =h.f(x,,9,) pron=012,...,

kde xn+1=xn+h (h>0)' J_}nZ.)_}(xn) a.)—}Oz.yO:y('xO)'

v

V praxi nejuzivangjsi je Runge-Kuttova metoda fadu M =4, pro kterou lze analogicky
odvodit vzorce

— _ 1
y('xn+l) = y(xn)+g'(kln +2k2n +2k3n +k4n)’
pficemz
kln :h'f(xn’.)—)n)
_ ﬁ = ln)
k2n _h'f(xn—i_z’yn—‘r 2
_ ho ’i)
k3n _h'f(xn+2’yn+ 2
k4n = f(xn +h’ yn +k3n)’

h
kde xn+1=xn+h (h>0)' J_}nZ.)_}(xn) a.)—}Oz.yO:y('xO)'
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Pti vhodnych ptedpokladech o funkci f (x, y) 1ze ukézat, ze pro odhady chyb zde plati
‘y(xl) — y(xl)‘ <K.h®
<K.h* ,n=2,3,...;x,=x,,+h,

)= (x,)

kde K >0 je vhodna konstanta. Pfesnost této metody je tedy o n¢kolik ¥adi vyssi nez u meto-
dy Eulerovy.

2.10.6. Priklad. Runge-Kuttovou metodou 4. fadu naleznéte piiblizné feseni Cauchyho ulohy
y =y —2—x, »(0)=1 naintervalu (0;05) s krokem 4 =0,1.
y

Reseni. K uréeni pribliznych hodnot feSeni pouzijeme vyse uvedenych vztaht, kde

2 _
f(x,y):y—jx, x =0,y =y, =1

Je tedy
20
ki =h.f(x0,7) = 0,1(1—T) 01
= h. f(xo + Z Vs +—j 0,1(1,0 20’?} ~ 0,09548
= h. f(xo b Vs +—j 0 1(1 04774 — 200 j ~ 0,09523
2’ 1,04774
w0 =hf(xg+h, ¥y +ky)= 0,1(1,09523— 201 jz0,09126
1,09523

¥(x,) = 3(x,) + R (klo +2kyo + 2kgy + kyy) ~ 1,0954

201 ) ~0,09128
54

ky =h.f(x, )= 0,1( ,

— _ 1
F(x2) = 3(0x0) + 5 (g + 2y + 2y + ki) = 11832

202 j ~ 008451
32

ki, :h-f(xzjz) = 01]-( '

1
¥(x5) = ¥(x,)+ A (kyy, + 2k, +2ky, + kyy ) ~ 1,2649

203 ) ~0,07905
49

ky = h.f(x3,7,) =01 (1,264

_ _ 1
¥(xy) =v(x;)+ g.(/’c13 + 2y + 2kyy + kyy) ~ 1,3416
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204 j ~ 007453
16

ky =h.f(x,,7,)= 0,]_(1,3416 —~

1
¥(xs) = y(x,) + A (kyy +2kyy + 2k + kyy ) 21,4142,

Vysledky pro piehlednost opét zapisSeme do tabulky:

X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

y 1 1,0954 1,1832 1,2649 1,3416 1,4142

Porovnani s vysledky ziskanymi pro stejnou tlohu v ptikladu 2.10.4 nazorn¢ dokumentuje
rozdil v ptesnosti pouzitych metod. Runge-Kuttovy metody lze snadno implementovat na
pocitaci a patii proto ke standardnim algoritmtim pro praktické feSeni diferencialnich rovnic.

Priklady k procviceni.

P2.7. Reste diferencialni rovnici:

a) y’—xy+yse’x2:O, b) y+(1-y+y').»' =0, c) (x+y—2)2.y’:4,
cosx.siny + tg’x
d) y' = — VT &) y=x.(1+y)+(»"),
Sinx.cosy
- 2 -
f) (y—Slnzy)dx+(x+S|n2y+1)dy:0,
X X
+2 Y
) y’=2.(y—j : h) (2+x2y).xy’+(1+x2y).y:0.
x+y-1

P2.8. Reste Cauchyho ulohu:
a) 4y' +2arctg(y’)—x=0 pro y(0)=-2, b) 2(1+ ex)yy' —e*=0 pro »(0)=0,

c) (1+x2)y’+4xy—3:o pro »(0)=1, d) y:xy’—3(y’)3 pro »(0)=3,
e) (2x2 +xy)y’ =xy+y° pro y(1)=1.

P2.9. Najdéte rovnici kiivky, jejiz tecna v libovolném bodé protina osu y v bod¢, ktery je
stejné vzdalen od bodu dotyku a od pocatku souradného systému.

P2.10. Naleznéte rovnici kiivky jdouci bodem [2;3] a majici tu vlastnost, ze tisek libovolné
jeji tecny, vytaty soufadnymi osami, je ptulen bodem dotyku ( viz P1.4.).

P2.11. Urcete rovnici kiivky prochazejici bodem [1;1], jejiz kazda tena protina osu y v bodg,
jehoz vzdalenost od poc¢atku je rovna vzdalenosti bodu dotyku od osy Y.
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P2.12. Kapka vody, ktera ma pocatecni hmotnost A, padd volnym padem ( gravitacni
zrychleni g ). Jeji hmotnost se pfitom odpafovanim rovnomérné zmensuje s casem ( konstanta
umeérnosti € ). Stanovte zavislost rychlosti pohybu kapky na Case, je-1i odpor prostiedi piimo
umérny rychlosti padu kapky ( konstanta imérnosti k # 2c¢ ).

Vysledky:
o t-1)" 2 (¢ +1)
P2.7. a) y? = —° , y=0:b =In( +—+C,y= :y=0
) 2x+C’ 7 ) x 1] -1 RS I
C)y—2arctgL)2}_2=C;d)tgx—s!ﬂ=C;e)x=C.e_t+2(1—t),y=C.(1+t)e_t+2—t2;
sinx
H,
f) yx+1)+ 2L Z¢; g) |n|y+2|+2arctgy—+§=c,y=—2; h) x*° +30% = C.
y—
x 3
P2.8. a) x =4t +2arctgr , y=2¢% +In(? +1)-2; b) y* =In" 1. c)yzL&”;l;
2 (x2+1)
)C;y
d) y=3-x; e) y’=xe * .
p.2.9. x2+y2=Cx; P2.10. xy=6; p2.11. y:x—x|n|x|.

Z2
P2.12. v=—2 (M, -ct). (1—Lj -1l
2c—k 0

M:mg—kv.

vychozi pohybova rovnice 7

56



3. Diferencialni rovnice vyssich radu

3.1. Zakladni pojmy

Budeme se nyni zabyvat diferencidlnimi rovnicemi, v nichz hledanéd funkce vystupuje ve
druhé a vyssi derivaci. Ulohu s diferencialni rovnici druhého fadu ukazuje piiklad 1.1.2.

3.1.1. Tvary DR vys8ich Fadu. Diferencialni rovnici fadu n je mozno zadat
a) Vv explicitnim tvaru : y" = f(x,y,y',...,y("_”) ,

b) v implicitnim tvaru : F(x, yoy's oy, y(n)) —0

3.1.2. Definice. ReSenim (integralem) diferencialni rovnice (3.2) na intervalu J nazyvame
kazdou funkci y(x), kterd ma na J spojité derivace az do fadu n véetné a vyhovuje dané

diferencidlni rovnici. Kiivka, kterd znézoriiuje nékteré feSeni diferencialni rovnice (3.2), se
nazyva integralni kfivkou.

Poéateéni (Cauchyho) tilohou pro rovnici (3.2) nazyvame ulohu najit takové feseni y(x)
této rovnice, které splituje pocate¢ni podminky

Wxo)=vo, ¥'(X0)=r1smn y("_l)(xo):yn_l, kde x,,y, e R, i=0,1,...,n-1.

Obecnym feSenim (integralem) rovnice (3.2) nazyvame soustavu kiivek o rovnicich

(p(x, »,C,,C, ,...,Cn) =0, z nichz postupnym derivovanim podle X a naslednym vylouc¢enim

nezavislych konstant C,,C,, ... ,C, dostaneme danou rovnici.

Partikularnim feSenim (integralem) rovnice (3.2) nazyvame feSeni, které obdrzime
Z obecného feSeni (p(x, y,Cl,Cz,...,Cn)zo dosazenim konkrétnich hodnot za
C.C, ....C,.

Reguliarnim FeSenim rovnice (3.2) nazyvame takové feSeni, v jehoz zadném bod¢ neni
porusena jednoznacnost.

Singularnim feSenim rovnice (3.2) nazyvame takové feSeni, v jehoZz kazdém bod¢ je
porusena jednoznacnost feseni, tj. kazdym bodem singularniho feSeni prochézeji alespon dvé
integralni kiivky.

3.1.3. Poznamky. a) Obecnym feSenim rovnice (3.2) je n parametricky systém kiivek
(parametry jsou konstanty C,,C,, ... ,C,).

b) Partikularni feSeni rovnice (3.2), které spliiuje Cauchyho tlohu, je integralni kiivka, ktera
prochazi bodem [X,,Y,].

¢) Pti feSeni Cauchyho tlohy postupujeme tak, Ze nejprve urc¢ime obecné feSeni rovnice (3.2).
Pak dosazenim podminek (3.3) do obecného feSeni ziskame soustavu n rovnic 0 n neznamych
pro konstanty C,,C,, ... ,C,, kterou vyfeSime. Nakonec dosadime za C,,C,, ... ,C, do

obecného feSeni (p(x,y, c¢,G,,...,C ) =0.

n

d) Funkci f ve vyrazu (3.1) je tieba chapat jako funkci n+1 proménnych f(X,z,,2,,...,2,),
kde z,=VY, z,=Y',...,z, = Y. Obdobné Ize interpretovat i funkci F ve (3.2).
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3.1.4. Priklad. Necht je dana diferencialni rovnice y” +®°y=0, ®=0 je libovolna kon-

stanta. Ovétte, ze funkce y = C, cosax + C, sinax je obecnym feSenim této rovnice a dale
urcete partikularni feSeni, které splituje pocate¢ni podminky y(O) =1, y’(O) =0.
Reseni. Ze soustavy tvoiené obecnym feSenim a jeho prvni a druhou derivaci

vy = C, cosax + C, sinax

y'=—-o C, sinax + ®C, cosmx

" =-0’C, cosmx —m»’C, sinox

v . , ’ ’ <. 2 v v s v

vylou¢ime konstanty C,,C,: vynasobime prvni rovnici ®” a seCteme s tieti rovnici, takze
obdrzime zadanou DR.

Nyni ur¢ime partikuldrni feSeni dosazenim pocate¢nich podminek do obecného feseni a je-
ho prvni derivace:

»0)=1 = 1=C, cos0+C,sin0
»'(0)=0 = 0=-C,0sin0+ C,0c0s0

Dosazenim do obecného feseni dostaneme Yy = COSwX , coz je hledané partikularni feseni.

} =C, =1,C,=0.

3.1.5. Piiklad. K danému dvouparametrickému sytému kiivek y=C,e* +C,e*", kde

C,,C, € R, urcete pfisluSnou diferencialni rovnici.

Reseni. Kromé¢ zadaného vyrazu potifebujeme k vylouceni dvou konstant dalSi dvé rovnice,
které dostaneme derivovanim:

y=Ce" +C,e* (a)
y'=Ce" +2C,e* (b)
y"=Ce* +4C,e™ (©)

Eliminaci konstant provedeme napftiklad takto:

(b)-@): y' —-y=Ce” = 2y'-2y=2C,e*

©-M): y"-y'=2Ce"
Z rovnosti pravych stran poslednich dvou rovnic plyne y”—y’'=2y'—2y a odtud
y"—=3y"+2y =0, coz je hledand diferencidlni rovnice.

3.1.6. Véta o existenci FeSeni. Je dana diferencialni rovnice tvaru y" = f (x, VoV yeens y("_”).
Necht funkce f: R™ — R je spojitou funkei argumentdi x,y,y’,...,y"™" v okoli bodu
A=[X0,Y0:Y1:-1Yos]. kde X, yi € R, i =0,,...,n-1. Pak v ur¢itém okoli bodu X, existuje
feSeni této rovnice, které splituje poc¢atecni podminky Cauchyho ulohy (3.3), t;.

y(xo) = yovy’(xo) = yl:'"ay(n_l) (xo) =Vnts:

3.1.7. Véta o jednoznacnosti reSeni. Je-1i dana diferencialni rovnic ve tvaru (3.1) a funkce

o of o
/e jsou spojité v okoli bodu A =[Xq, Yo, Y1.e Yo |, PAK V urtitém okoli
0z, oz, azjuppv ! u [OyOyl yl]p urci

bodu A existuje prave jedno feSeni rovnice (3.1), které spliiuje pocatecni podminky (3.3).

n
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3.1.8. Poznamky. a) Spojitost funkce f zarucuje existenci feSeni, spojitost funkce f a jejich

derivaci — ,i ,...,— ve smyslu poznamky 3.1.3d zarucuje jeho jednoznacnost.
oz, 0z, oz,
Do y . e , of of of .
b) V bodech, v nichz je porusena spojitost ne¢které¢ z funkci —,—,...,— a funkce f je
0z, 0z, 0z,

spojita, feseni existuje, ale neni zde zaruCena jednoznacnost feseni , tj. v téchto bodech muze
existovat singularni feSeni.

¢) Ob¢ piedchozi véty jsou analogii obdobnych tvrzeni 1.3.7 a 1.3.11 pro DR prvniho fadu

v prvni kapitole. Jejich dikazy Ize provést piislusnym zobecnénim.

3.2. Specialni typy diferencialnich rovnic n-tého radu

Diferencialni rovnici tvaru (3.1), resp. (3.2) je mozno analytickym postupem vyfesit jen
v nékterych ptipadech. Z nich jmenujme rovnice linearni, kterymi se v dalSich kapitolach
budeme zabyvat podrobné, a pak nékolik dalSich jednoduchych typti, které nyni uvedeme.

3.2.1. Rovnice tvaru y™ = f(x). Tento nejjednodussi typ fe§ime n-nasobnou integraci, jak
ukazuje nasledujici uloha.

3.2.2. Priklad. Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice y” =sinx.

Reseni. " :ISinx dx=-cosx+C,, ' :J.(—COSx+ G )dx=-sinx+Cx+C, ,
2
y:I(—Sinx+Clx+ Cz)dx:COSx+Clx?+C2x+C3 .

2

Obecnym fesenim je tedy funkce y = cosx + C, % +Cx+C,, kde C,,C,,C, €R.

3.2.3. Rovnice tvaru F(x, Y’, ..., y™) = 0. V takovéto rovnici se nevyskytuje y, a proto ji Ize

v v

derivace v rovnici ma fad k < n, pouzije se substituce z = ®

zplisobem sniZzi fad.

, ktera rovnéZ odpovidajicim

3.2.4. Priklad. Urcete obecné feSeni rovnice y” =1+ ( y’)2 .

5 . . dz
Reseni. Polozme z=y', takze rovnice piejde na tvar z'=1+z" = T =dx . Integraci
z

dostaneme arctgz=x+C, =z =tg (x + C]) . Dosadime do substitu¢niho vztahu a obdrzime

V' =tg (x + Cl) a odtud obecné tesSeni zadané rovnice:

y=th(x+Cl)dx=JSin(x+Cl)

ST =
o+ Cl)dx ncos(x + C, )+ C,
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. . . 1
3.2.5. Priklad. Urcete obecné feseni diferencialni rovnice y ——3p* =0.
x

Reseni.  Substituce z =y pievadi rovnici na homogenni linearni diferencialni rovnici

1 de
z' ——z =0, kterd mé obecné feseni z=C, ejx =C, " =C,x. Je tedy y“ =C,x, odkud

X
Ctyfnasobnou integraci dostaneme
5 3 2
X X X
y=C-—+C,—+(C—+Cx+(y ,
120 6 2

coz lze zapsat jednoduseji ve tvaru:
y=Kx* +K,x* +K,;x* +K,x + K, .

3.2.6. Rovnice tvaru_ F(y, y’, ..., ¥™) = 0. Jde o rovnici, v niZe se nevyskytuje proménna X.
Polozime-li y’ =z(y), mizeme urcit dalsi derivace funkce y. Protoze je ale y = y(Xx), mu-

sime derivovat jako v pifipad¢ slozené funkce, takze

y'=z'(y)y'=zz', y"= z”(y).(y')2 +2'(y).y" =2"2* +z.(z’)2 atd.

Dosazenim do piivodni rovnice snizime jeji tad.

3.2.7. Priklad. Urcete obecné feSeni rovnice yy" — ( y’)2 =0.

Reseni. Polozme )’ :z(y): y" =z'z. Zadani piejde na tvar
yz'z—z" =0 = Z(yz’—z):O,
odkud plynou jednoduché separovatelné rovnice
a) z=0 = y»'=0 = y=C,
b) yz'—z=0 = %:d—; = Inz=In)y|+ING| = z=Cy.

Jetedy y'=C,y = @zcldx = Iny|=Cx+I|C)|, 4. y=C, &%
y

Tato funkce je obecnym fesenim dané rovnice ( feSeni ad a) dostaneme volbou C;, =0).

Priklady k procviceni.

P3.1. Reste diferencialni rovnici:

a) y" =sinx+Inx; b) (x2 +1).y(5) = 2" C) y.y" = (y')2 —(y')s.
P3.2. Reste Cauchyho ulohu:

a) y"—x°+tg’x pro »(0)=0, y'(0)=0;

b) y"+y'.tgx—cosx=0 pro pro }(0)=0,y'(0)=0;

¢) y"+2y.(y")" =0 pro pro (0)=0, y'(0)=1.
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P3.3. Diferencialni rovnice y" = a.111+(y’)2 popisuje pruhyb lana upevnéného v bodech

A,B plsobenim gravitacniho pole Zemé ( a je konstanta urCena vlastnostmi lana -
prafezem, materidlem apod. ). Najdéte jeji obecné feseni.

Vysledky:
° 11
P3.1. a) y= COSX+%|HX—£)C3 +Cx* +Cyx + Gy
b) y = Cl(x6 +15x4)+C2x3 +Cx? +Cx+ Gy €) y+Cnyl=x+C,,y=C.

5 2
P3.2. a) y:%+%+|n|008x| : b) y=xsinx+cosx—1; c) »*+3y—3x=0.

1 :
P3.3. y:—cosh(ax+C1)+C2 ... tetézovka; konstanty C,,C, lze urcit ze zadanych
a

soufadnic koncovych bodi A,B.

3.3. Vlastnosti linearnich diferencialnich rovnic

Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu jsme se zabyvali v druhé kapitole. Nyni
zobecnime nase uvahy na linearni diferencidlni rovnice vysSSich fadi. Prestoze feSeni téchto
rovnic umime nalézt jen v nékterych specidlnich ptipadech, pfedevSim pro linearni
diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty, je dilezité studovat jejich strukturu a vlast-
nosti, nebot’ k nim vedou mnohé problémy mechaniky, fyziky a technickych disciplin.
Vyznamnou skupinu aplikaci ukaZeme v zavére€né kapitole o harmonickych kmitech.

3.3.1. Definice. Linearni diferencialni rovnici (LDR) n-tého fadu nazyvame rovnici
tvaru

A”(x)y(”) + Anfl(x)y("fl) +...+A1(x)y’ + Ao(x)y = B(x), (3.4)

kde funkce 4,(x), B(x), i=01...,n jsou spojité na intervaluJ a A (x)#0.
Je-li B(x)=0, mluvime o zkricené (homogenni) LDR , je-li B(x)#0, jde o dplnou
(nehomogenni) LDR. Je-li 4, (x) =1, jedna se o normovanou LDR.

3.3.2. Poznamka. Dale budeme pouzivat toto oznaceni pro tzv. diferencialni operator levé
strany:

(y) = Ay + A4, ()t A )y + 4 (3)
L'(y)= ¥ + 4, ()y" "+ 4 () + 4 ()
Rovnici (3.4) Ize nyni zapsat ve tvaru L’ ( y) = B(x) a normovanou rovnici L"(y) = B(x).
Diferencialni operatory L, L jsou linearni, nebot’ pro libovolné n-krat diferencovatelné
funkce u(x), v(x) a konstantu c plati
L' (cu)=c.L" (u) (homogenita),
L'(u+v)=L"(u)+L"(v) (aditivita)

(analogicky pro operator normované rovnice).
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3.3.3. Véta. Jsou-li vrovnici L"(y)=B(x) viechny funkce 4,(x),B(x), i=04,...,n-1
spojité na intervalu <a,b>, pak pro kazdy bod x, e(a,b) existuje pravé jedno feSeni
y = ¥(x), které spliiuje pocateéni podminky (3.3).

Dukaz. Je disledkem véty 3.1.7.

3.3.4. Poznamka. Upozoriiujeme, e véta obecné neplati pro linearni rovnici L”(y) = B(x),
kde funkce 4,(x)=0 pro nekteré x, (a,b). Je-li oviem A (x)#0 v celém intervalu (a,b),
pak dé&lenim celé rovnice vyrazem A (x) prevedeme tento piipad na predchozi vétu.

3.3.5. Véta o sniZeni Fadu LDR. Necht je ddna LDR Z'(y) = B(x). Zname-li jedno nenu-
lové feSeni y,(x) zkracené rovnice L' ( y) =0, pak substituci

y= yl(x).j v(x)dx,
kde v(x) je spojita funkce, piejde rovnice L (y) = B(x) VLDR fadu n-1 pro novou ne-
znamou funkci v(x).
Diikaz. Provedeme pro jednoduchost pro n =2, pro n>2 je dukaz analogicky.
Necht' y,(x) je nenulové feseni rovnice L’ ( y) =0. Polozme y=y,.| v(x)dx . Odtud

y'=yl.[vdx+y,.v, y'=ylfvdx+2y]v+y,.v'.
Ziskané vyrazy pro y,y’,»" dosadime do I’ ( y) =B(x):
Ay (x)-(y fvdx +2y]v + y,.v") + A(x).(v].]v dx + y,.v) +4o(x).y,. [ v dx = B(x).
Po Upravé dostavame
[A2 (x)- 37+ Ay(x). 3 + 4, (x).yl].f vdx + A,(x).p,.v' + [21612 (x).3; + Al(x).yl].v = B(x).
Protoze je y, feSenim dané rovnice, je vyraz A4, (x) v+ A4, (x) v+ A, (x) v, roven nule a
dostavadme rovnici
Ay(x).y,. v+ [21612 (x)- 31 + Ay(x)- 3, ].v = B(x),

coz je LDR prvniho fadu pro neznamou funkci v(x) .

Uvedeny problém se zjednodu$i pro normovanou zkracenou LDR druhého tadu, kde
muzeme piimo urcit vysledné obecné feseni ( viz véta 3.3.7 ).

3.3.6. Priklad. Urdete obecné feSeni rovnice x°y" —xy’+y=8x", znate-li jedno feSeni

vy, = x pfislusné zkracené rovnice.
Reseni. Podle ptedchozi véty polozime y=x.[vdx = y'=[vdx+x.v, y"=2v+x.V'

a dosadime do dané rovnice:
xz.(2v+x.v’)—x.(J-vabc+x.v)+x..|.vabc=8x3 .

Po roznasobeni a tipravé dostaneme x°v' + x*v =8x>, neboli v'x +v =8x, coZ je linearni
diferencidlni rovnice 1.radu. Jeji obecné feSeni je v=—+4x a jeho dosazenim do
X

puvodniho vztahu pro y dostaneme
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y=x[v(x)dx = xj(ﬂ +4xjdx = CyxInx|+2x* + C,x,
X

coz je obecné feseni dané rovnice.
3.3.7. Véta. Je déna zkricena LDR y” + A,(x)y’ + A4,(x)y =0 a necht jedno jeji feSeni je

,(x). Potom obecné feSeni této rovnice ma tvar y = C,y,(x)+ C,y,(x), kde y,(x) ur¢ime
ze vztahu

Y, = ylj(iz e”(x)j dx, kde u(x)= —I A,(x)dx.
Y

1

Diikaz. Tvrzeni plyne z diikazu véty 3.3.5 pro 4, (x) =1a B(x) =0.

3.3.8. Priklad. Urdete obecné feSeni rovnice (1—x?)y” +2xy’—2y =0, znate-li jedno jeji

feSeni y, =x.

. 2x 2
ReSeni. Rovnici prevedeme (pro x=+1) na tvar " +1 >y’ T2V 0. Podle
-Xx -Xx

pfedchozi véty urc¢ime y, :

~ Zxdx ol
v, :xJ[ize Jl"‘z de:xfizel ; dx:xfxiz‘l—xz‘dx,tedy

X X

—(x2 +1) pro |x|<1
V2 = ) .
x*+1 pro |x|>1

Obecné feSeni 1ze tedy zapsat ve tvaru y = C\x+C, (x2 + 1) .

Priklady k procviceni.

y : 1+x x-1 o
P3.4. Urcete obecné feSeni rovnice y"———y'—2——y =0, znate-li jedno jeji feSeni
X X

2x

yh=ec.

P3.5. Reste Cauchyho tlohu x(2-x)y" +(x* —2)y’ +2(1-x)y =0pro (1) =0 a y'(1) =1,
je-li funkce y =e”* feSenim dané rovnice.

P3.6. Urcete obecné feSeni rovnice (1— x) y' +xy' —y=x>—2x+2, znite-li jedno feSeni
v, = x piislusné zkracené rovnice.

Vysledky:
P3.4. y=Ce* +Ce*(3x+1); P35. y=x’—e"t; P36. y=Cx+Ce* +x°.
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3.4. Struktura reSeni zkracené linearni DR

3.4.1. Definice. Rekneme, Ze funkce
21(x),2, (%), 3, (x) (3.5)
jsou naintervalu {(a,b) linearné zavislé, jestlize existuji konstanty C,,C,,...,C, € R tak, 7e

Cy,(x)+Cy,(x)+.+C,y, (x) =0, (3.6)
piicemz alesponn jedno z ¢isel C, je rizné od nuly. Plati-li vztah (3.6) pouze pro
C,=C,=..=C, =0, pak jsou funkce (3.5) na intervalu (a,b) linearné nezavislé.

3.4.2. Poznamka. Z linearni algebry je znamo, ze napiiklad mnozina vSech funkci spojitych

na intervalu <a,b> tvofi linedrni prostor. Také definice linedrni zavislosti a nezavislosti funkci
je obdobou definice linearni zavislosti a nezavislosti vektora.

3.4.3. Definice. Necht funkce y,(x),y,(x),...,y,(x) maji na intervalu <a,b> spojité derivace
az do radu n-1 v¢etné. Potom determinant

n(x)  ylx) e n(x)
Wy =| A0 ) ) (37)
W) ) e A()

se nazyva Wronského determinant (wronskian) pfislusny k funkcim yl(X), Y2(X), A (x) .

3.4.4. Liouvillova véta. Jsou-li funkce y,(x),y,(x),...,y,(x) FeSenimi rovnice L"(y)=0,
jejiz koeficienty A, (x), Anfl(x), e Ao(x) jsou funkce spojité na intervalu <a,b> a A(x)=0
pro vSechna x e<a,b>, pak wronskian W(x) t&chto feSeni spliiuje pro libovolny pevné
zvoleny bod x, €{a,b) vztah
SERCH
W(x) = W(xO ) e . (3.8)
Diikaz. (Omezime se na n=2, pro n>2 je dikaz analogicky). ProtoZe y,,y, jsou feSenim
rovnice L’ (y) =0, kde 4,(x)#0 prokazdé x e(a,b), plati vztahy:
Ly'+ Ay + Ay =0,

Ay + A4y, + 4y, =0 .
Prvni rovnici vynasobime funkci y,, druhou funkci y, a takto vzniklé rovnice od sebe
odecteme:

A, (v, =y )+ A (vy, — i) =0. (3.9)

Protoze W(x) =y 5=y, , plati dale W'(x) T T L g e O T P ol P
Rovnici (3.9) mizeme nyni zapsat ve tvaru —A4,W’ — AW =0 a odtud
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X A
Integraci od x, do x obdrzime In|W| = —JA—ldx +InC a tedy
2

X0

X
A
[ e
A

W(x)=Ce ™ . (3.10)

Pokud zde polozime x = x,, dostaneme W(xo) = C a dosazenim do (3.10) obdrzime dokazo-

vany vztah.

3.4.5. Poznamka. Exponencidlni vyraz ve vyjadieni wronskianu (3.8) je kladny ( tedy rizny

od nuly) pro kazdé x e <a,b> . Z toho vyplyva, ze w(x) je na celém intervalu <a,b> bud’ roven
nule nebo rizny od nuly. Disledkem je nasledujici véta.

3.4.6. Véta. Jsou-li funkce y,(x),y,(x),...,y,(x) linearng& zavisl4 feSeni rovnice L (y) =0 na
intervalu <a,b>, ve kterém jsou koeficienty A4, (x),...,4,(x) spojité funkce, pak jejich
wronskian W(X) =0 pro vSechna X € <a,b> .

Dutkaz. Necht jsou funkce yl(x), yz(x),..., yn(x) linearné zavislé, tedy rovnice (3.6)
Cy,(x)+Cy,(x)+.+C,y,(x) =0
je splnéna pro alesponi jedno C, #0.
Derivujme tuto rovnici azZ do fadu n-1 vcetné a dostaneme soustavu n homogennich
linearnich rovnic

|
o

Cy, + GCy, + ... + Cy,
Cy, + Cy, + .. + Cy, =0

Cy™ + cyf"™ + .o+ cy"™ =0

pron neznamych C;,C,,...,C,, kterou lze zapsat maticové

y1 yz yn Cl 0
yi o Yz oo Y |G| _|O
ym oy ye ) e,) o

Ma-1i mit tato soustava nenulové feseni (tj. alespon jedno C; #0), musi byt determinant

matice této soustavy roven nule, tedy #(x)=0 Vx €(a,b).

3.4.7. Poznamky. a) Zirejmym disledkem vét 3.1.7, 3.4.4 a 3.4.6 je nasledujici tvrzeni:
Je-li W(x,)#0 v nekterém bod¢ X, €(a,b), potom uvedené funkce jsou na tomto intervalu

linearné nezavislé.
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b) Zkoumame-li tedy linedrni zavislost nebo nezavislost funkci y,(x),y,(x),...,y, (x), které

jsou feSenim normované rovnice L ( y) =0, staci vycislit Wronského determinant v jediném
bodé x, e(a,b). Je-li W(xo) =0, jsou tyto funkce v intervalu (a,b) linearné zavislé, je-li

W(xo) # 0, jsou linearné nezavislé. Tyto vlastnosti Gizce souvisi se strukturou obecného feseni

linearni DR, jak je patrno z nasledujiciho tvrzeni.

3.4.8. Véta. Necht koeficienty 4,(x),..., 4(x,)4,(x) rovnice '(y)=0 jsou funkce spojité
na intervalu (a,b). 3sou-li y,(x),,(x),...,y,(x) feseni rovnice I'(y)=0 a C,,G,,...,C, jsou
libovolné (i komplexni) konstanty, potom také funkce y(x) = Clyl(x) +C, yz(x)+...+Ck yk(x)

je feSenim této rovnice.

Ditkaz. Dosazenim do rovnice L' ( y) =0 obdrzime:
L' (y) = L'[Coyi(x) + oy (x)+.. 4Gy (¥)] = L (1) + G L' (v,) + -+ G L' () = 0,

protoze kazda z funkci je feSenim rovnice a tedy L' (yl.) =0proi=1,..Kk

3.4.9. Véta. Mnozina vSech feSeni LDR L' ( y) =0 tvorti vektorovy prostor, jehoz dimenze je

rovna fadu dané diferencialni rovnice n.

Duikaz. Snadno lze ukézat, ze mnozina feSeni je uzaviend vzhledem ke sc¢itani a nasobeni
konstantou, stejn¢ jako pottebné vlastnosti uvedenych operaci. Déle 1ze dokazat, Ze mnozina
vSech feSeni zkracené LDR je izomorfni s N-rozmérnym aritmetickym vektorovym prostorem
nad télesem redlnych ¢isel, a tedy dimenze tohoto prostoru je rovna n. ( Podrobnéji viz napf.
[Br], str. 216).

3.4.10. Definice. Kazdou bazi prostoru vsech feseni linearni diferencialni rovnice n-tého fadu

L”(y)=0, tj. libovolnou n-tici linearné nezavislych feSeni této rovnice, nazyvame
fundamentalnim systémem FeSeni této rovnice.

3.4.11. Diisledek Véty 3.4.9. - Struktura obecného reSeni LDR n-tého rfadu. Véta
vyjadiuje zékladni vlastnost baze vektorového prostoru, totiz to, Ze kazdy vektor Ize vyjadfit
jako linearni kombinaci vektorii baze. Tvofi-li funkce y,(x),v,(x),..., yn(x) fundamentalni

systém feSeni rovnice L ( y) =0, potom obecné¢ feSeni této rovnice lze vyjadfit ve tvaru
y=Cy +Gy, +..+C.y,,
kde C,,C,,...,C, jsou libovolné konstanty.

3.4.12. Priklad. Dokazte, Ze funkce y, =x,y, =x°,y, =€ tvoii pro viechna x € R funda-

mentalni systém feSeni rovnice (x° —2x+2).y"” —x*y" +2xy' —2y =0 a urlete jeji obecné
feSent.

Reseni. Ovétit, ze se v kazdém ptipad¢ jednd o feSeni dané rovnice, mizeme nejrychleji
dosazenim. Napiiklad pro y, =x* je y, =2x, yJ=2, y)'=0, takZe po dosazeni je ihned

—x?.2+ 2x.2x — 2x* =0. Podobné snadno se provede ovéieni pro zbyvajici dvé funkce.
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Linearni nezavislost posoudime vypoctem wroskianu (véta 3.4.6):

x x* e x x°
Wkx) = |1 2x e*| = e'.|[1 2x = e".(x* -2x+2) .
0 2 ¢ 0 2

Tento determinant je rtizny od nuly pro vSechna realnd X, nebot’ polynom v zévorce nema
realné koteny. Zadané funkce tudiz tvofi fundamentalni systém a obecné feSeni rovnice bude
podle 3.4.11 jejich linedrni kombinaci s libovolnymi redlnymi konstantami C,, C,, C;:

y=Cx+ Cyx’ + Ce".

Priklady k procviceni.

P3.7. Rozhodnéte, zda uvedené funkce y, tvofi na priniku defini¢nich obori koeficientii
4;(x) fundamentalni systém feSeni dané rovnice:
a) y,=x,y, =sinx;
xsinx sinx
yrr+ . y!+ . y= 0 ’
xXCOSx —SInx SInx — xCOSx

b) yy=x,y,=¢",y;=¢

"

1 " 14 1 .
y'==y"-y'+—y=0
X X
C) yy=x",y, =x°, y, =e*;
x*(2x® —4x +3)y" - 2x(2x° — 3x +3)y" + 2(8x° —6x” +3)y' —12(2x* —2x +1)y =0 ;
d) v, =x",», =3, yy=e™;
(x2+2x+2)y”’+x2y”—2xy'+2y:0 .

Vysledky:

P3.7.a) ano, b) ano, c) ano, pro x =0, d) ne, funkce y,,y,,y, jsou linearné zavislé.

3.5. Zkracena LDR s konstantnimi Koeficienty

3.5.1. Motivace. Resime-li konkrétni technické, ekonomické nebo jiné aplikace, které jsou
popsany diferencidlnimi rovnicemi, velmi Casto zjistime, Ze fyzikdlni nebo dalSi parametry
problému (hmotnost, hustota, frekvence, elektricky odpor aj.), které obvykle vystupuji jako
koeficienty DR, jsou konstantami. Takovéto tlohy tvoii zakladni skupinu i mezi LDR vysSich
radl, a budeme se jimi proto zabyvat podrobné, v neposledni fad¢ i z toho divodu, Ze jejich
feSeni lze uspésné ziskat analytickymi metodami.

Zamétime se nejprve na zkracené (homogenni) LDR n-tého fadu s konstantnimi
koeficienty ve tvaru

a,y" +a, "V +. . +ay +ay=0,kde aeR, i=01,..
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Ukazeme nejprve zasadni skutecnost, ze existuji feSeni této rovnice ve tvaru y=¢™, kde r je
zatim nespecifikovana konstanta. Pro derivace snadno ur¢ime vztahy

y'=re™, y" =r2e™, .., y(") =r"e™,
které dosadime do rovnice (3.11). Po vyd¢€leni této rovnice vyrazem e" dostaneme
a,r"+a, 7"+, +ar+a,=0, (3.12)

coz je algebraickd rovnice n-tého stupné pro neznamou r. Ziskany vysledek znamena, zZe
funkce y =e™ bude feSenim rovnice (3.11) pravé tehdy, kdyz r je feSenim rovnice (3.12).

3.5.2. Definice. Algebraickou rovnici (3.12) nazyvame charakteristickou rovnici
diferencialni rovnice (3.11).

3.5.3. Poznamka. Charakteristicka rovnice (3.12) je algebraicka rovnice n-tého fadu
srealnymi koeficienty, ktera muize mit redlné 1 komplexni kofeny s rtiznou nésobnosti.
V nasledujici vété ukdzeme, jak lze pomoci kofenl charakteristické rovnice najit
fundamentalni systém feseni (tedy i obecné feSeni ) LDR druhého tadu. Tento vysledek pak ve
vete 3.5.8 zobecnime pro LDR n-tého tadu.

3.5.4. Véta. Necht je dana LDR s konstantnimi koeficienty
a,y"+a,y'+ayy=0 (3.13)

s charakteristickou rovnici a,r’ +a,r +a, =0.
a) Ma-li pfislusna charakteristickd rovnice dva rizné realné kofeny r,r, potom
fundamentalni systém feSeni rovnice (3.13) je ™", e™" a jeji obecné feseni je

y=Ce* +C,e", kde C,,C, € R.
b) Ma-li ptislusna charakteristicka rovnice dvojnasobny realny kofen r, potom fundamentalni
systém feseni je €™ ,xe™ a jeji obecné feseni je

y=Ce™ +C,xe™, kde C,,C, € R.
C) Ma-li pfislusna charakteristickd rovnice komplexni kofeny r,,=ax=xib, potom
fundamentalni systém feseni je e coshx, e™ Sinbx a jeji obecné feseni je

y=C, e“ coshx +C, e“ sinbx kde C,,C, € R.

Diikaz. Podle definice 3.4.10 je nutné dokdzat, Ze uvedené funkce jsou linearné nezavislymi
feSenimi rovnice (3.13).

a) Funkce e™,e"”* jsou feSenim rovnice (3.13), jak se snadno piesvédéime dosazenim.

Proy, =e™ je y/ =re™, y/=r’e™, atedy

a,r’e™ +are”™ +a,e”=0 = (a2 r’ +a,r + ao).e'lX =0, protoZe 7, je kofenem

0
charakteristické rovnice. Analogicky lze totéz dokazat pro funkci y, =e*".
Linearni nezavislost téchto funkci ovéfime pomoci Wronskidnu:

nx X

(¢
wx)=| .
ne™ re

(& _ erlxrzerzx _ erzxrlerlx =(V2 . rl).e(r1+r2)x

Px
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Podle predpokladu je 7, #r, , takze W(x)=0 Vx e R a podle véty 3.4.6 jsou tyto funkce
linearné nezavislé, tedy tvoii fundamentalni systém feseni.
b) Skute¢nost, ze funkce y, =e"™ je feSenim dané rovnice lze ové&fit stejné jako v odstavci a).
Ukazme, Ze funkce y, = xe™ je také feSenim dané rovnice. Dosad’'me tuto funkci a jeji prvni
a druhou derivaci do rovnice (3.13):

a2(2rerX + rzxe”) + al(erX + rxe”) +ayxe™ =0

(a2r2 +alr+a0)xerX +(2a,r+a,)e™ =0.
%/_J

0 0
Vyrazy v zavorkach jsou rovny nule, protoze r je dvojnasobny koten charakteristické rovnice,
ti.r=r,= 4
: 12 28,

Ukazeme jeste, ze funkcey, =e™,y, =xe™ jsou linearné nezavislé:

erx xer’x
Wx)=| .

. L= e”(e”‘ +xre”‘) —xe"re™ =e*™ 20 Vx e R.
re™ e™ +xre

a+[b)x ax _ibx afib)x

c) O tom, ze funkce y, =e* = el =e“e™ a y,=e"" = el =e“e ™ jsou fesenim

rovnice (3.13) se snadno piesvéd¢ime stejné jako v odstavci a). Pouzitim Eulerovych vztaht
dostaneme

y, = e“(coshx +isinbx) = e” cosbx +ie™ sinbx

¥, =e“(cosbx —isinbx) = ™ cosbx —ie™ sinbx .
Podle véty 3.4.8 jsou také funkce
y, = %(yl +y,)=e¥cosbx a y, = %(y1 +Y,)=esinbx feSenim rovnice (3.13).
Protoze

e™ coshx e” sinbx
W(x) = ax ax M ax M ax =
ae®™ cosbx —be™ sinbx ae® sinbx + be™ cosbx
=e¥ cosbx(aeax sinbx + be* cosbx) —e¥®sin bx(aeax coshx —be® sin bx) =he®* 0,

jsou tyto funkce linearn€ nezavislé ( pro b = 0 se nejedna o komplexni koteny).

3.5.5. Priklad. Urcete fundamentalni systém feSeni a obecné feSeni rovnice y" —y' —2y =0.

Reseni. Charakteristicka rovnice je »> —r—2 =0, jeji kofeny jsou r, =2,r, =—1.
Fundamentalni systém feseni tvoii funkce €°*,e™* a obecné feseni je
y=Ce** +C,e ™, kde C,,C, € R.

3.5.6. Priklad. Urcete fundamentalni systém feSeni a obecné feSeni rovnice
y"'—4y"'+4y =0.

Reseni. Charakteristicka rovnice 7> —4r +4 =0 ma jeden dvojnasobny kofen r = 2.
Fundamentalni systém feseni tvoii funkce €°*,xe** a obecné feseni je
y =C.e* +C,xe”*, kde C,,C, € R.
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3.5.7. Priklad. Urcete fundamentalni systém a obecné feSeni rovnice y” —6)'+13y=0.

Reseni. Charakteristickd rovnice 7> —6r +13 =0 ma kofeny h,=3%2i.

Fundamentalni systém feseni tvoii funkce e¥ cos2x, e¥ sin2x a obecné feseni je
y = C,e* cos2x + C,e*sin2x, kde C,,C, € R.

Ptedchozi vétu nyni zobecnime pro homogenni LDR tadu n.

3.5.8. Véta. Necht je dana LDR a,y™ +a, y"™ +...+a,y" +a,y=0.
a) Ma-li pfislusna charakteristickd rovnice n riznych realnych kotent #,r,,...,r,, potom
fundamentalni systém feSeni této rovnice je
y, =e",y, =e? ...y, =e™.
b) Ma-li pfislusna charakteristicka rovnice k-nasobny realny koten r, potom tomuto kofenu
odpovida k linearné nezavislych feseni této rovnice
y, =e™,y, =xe™,...,y, =x""e™.
) Ma-li pfislusna charakteristicka rovnice k-nasobny komplexni koten » = a +ib (tedy i kom-
plexn¢ sdruzeny kofen F =a —ib stejné nasobnosti ), potom této dvojici kotenti odpovida 2k
line4arné nezavislych feSeni
y, =e* cosbx, y, = xe* cosbx, ..., y, = x“"e* cosbx,
Y. =€¥sinbx, y,,, = xe¥sinbx,..., y,, =x""e*sinbx.

3.5.9. Poznamky. a) Diikaz této véty se provede analogicky jako u véty 3.5.4.

b) Ptislusna charakteristicka rovnice je algebraicka rovnice stupné n s realnymi koeficienty,
kterd ma v oboru komplexnich ¢isel pravé n kofenl (pocitanych s jejich ndsobnosti) a jsme
tedy schopni uréit fundamentalni systém feSeni (tj. n linearné nezavislych feseni dané rovnice
yl(x), Y, (X), A (X) ). Podle disledku 3.4.11 je mozno obecné feSeni psat ve tvaru

y=Cy,(X)+C, ¥,(X)+...+C,y,(X).

3.5.10. Priklad. Urcete obecné feSeni rovnice y(4) +3y" +3y"+y"'=0.

Reseni. Charakteristicka rovnice je #* +37° +3r* +7 = 0. Najdeme jeji kofeny
r(r3 +3r? +3r+1):0 = r(r+1)°=0 = 5=0,1,,,=-1.
Kofenu 7 =0 odpovida feseni y, =% =1, trojnasobnému kofenu r,5, =—1 odpovidaji
tii feSeni y, =%, y, =xe™,y, =x*e*.
Fundamentalni systém feseni tvoii funkce 1, e, xe ™, x°e™™ a obecné feseni je
y=C, +C,e*+C,xe*+C,x’¢™*, kde C, C,, C,, C, e R.

3.5.11. P¥iklad. Urdete obecné feseni rovnice y + y™@ +2y" 423" + "+ =0.

ReSeni. Charakteristickd rovnice je 7°+7*+2r° +2r° +r+1=0, coz je kladné reciproki
rovnice 5. stupné, a proto je jeden kofen 7, = —1. Hornerovym schématem sniZzime stupen této

rovnice :




Zbyvajici koteny jsou tedy feSenimi rovnice

2 . .
r*+2r’+1=0 = (r2 +1) =0 = =i, rs=-i.
Realnému kofenu 7, = —1 odpovida feSeni y, =e™* ,
dvojnasobnym komplexné sdruzenym kofenim r,, =i a r,; =—i odpovidaji feSeni

y, =€ cosx,y, =xe’” cosx,y, =e”sinx, y, =xe® sinx.
Fundamentalni systém tvofi funkce e™*,coSX, XCOSX,SinX, XsinX a obecné feSeni je
y=C, e +C,cosx+C,xcosx+C,sinx+C.xsinx, kde C, e R, i=1,2,...,5.

Priklady k procviceni.

P3.8. Urcete obecné feseni rovnice:
a) y© -3y +2y" —6y"+y' =3y =0,
b) y® —2y® 429" 1 8y" 19y +10y =0,
c) y 7 +3y"® 48y +16y* +19y” +17y" +12)" +4y =0,
d) ' —64y =0,
e) 4y(5) —16y(4) +29y" —29y" +16y' -4y =0.
P3.9. Urcete integralni kiivku diferencidlni rovnice y”+9y =0, kterd prochdzi bodem
M =[n,-1] a dotyka se v tomto bod& pfimky y = x—n—1.

Vysledky:
P3.8.a) y=Ce® +(C, + Cyx)cosx +(C, + Cyx)sinx,
b) ¥ =(C, + C,x+ C;cos2x + C, sin2x)e* + Ce ™,
C) y= (Cl +Cox + ngz)e’x + C, cosx + C; sinx + C, cos2x + C, sin2x ,
d) y=Ce* +Ce™ +(C3 cos+/3x + C, sin \/§x>ex +(C5 c0s~/3x + C, sin \/§x)e’x ,

3x 3x
e) y=Ce"+ [Cz cos% + QxCOS%j et + (q sin% + Csxsin%j e*

P3.9. y =c0s3x — %sin 3x.

3.6. ReSeni iplné LDR metodou variace konstant

3.6.1. Uvodni poznamka. Metodu variace konstanty pro feseni LDR prvniho fadu (kap. 2.3)
muzeme pouzit i pro linearni rovnice n-tého fadu (obecné 1 s nekonstantnimi koeficienty),
zname-li obecné feseni prifazené zkracené LDR. Rozdil spoc¢iva v tom, Ze obecné feSeni LDR
n-tého fadu obsahuje n konstant, K jejichz urceni je ticba n podminek. Jedna podminka je dana
samotnou rovnici L”(y) = B(x), zbyvajicich n-1 volime v priibéhu vypoétu. Zpiisob volby
ukaZeme na piikladu pro n =2 a vysledek potom zobecnime.

71



3.6.2. Priklad. Urcete obecné feSeni rovnice
Az(x)y” +A1(x)y’+A0y = B(x), (3.14)
znéte-li obecné feSeni zkracené LDR § = C,y,(x)+C,Y,(x), kde C,,C, € R.

Reseni. Predpokladame, ze obecné feseni uplné rovnice (3.14) je tvaru

y=C(x)y,(x) + C,(x)y,(x) , (3.15)
takze
¥ =Cl(x)y,(x) + C/(x)y/(x) + Ci(x) y,(x) + C,(x) yi(x) . (3.16)
Volba dvojice novych funkci C,(x), C, (x) umoznuje stanovit vhodnou dopliujici podminku.
Nejvyhodnéjsi (pro snadné feseni soustavy, kterou obdrzime) je pozadavek

Cl(x)y,(x)+ Cy(x)y,(x) =0 . (3.17)
Tuto podminku dosadime do (3.16), takze
v = G0)y(x) + C(x)pi(x). (3.18)
Nyni opét derivujeme a ziskdme vyraz
¥ = Cl(x)yi(x) + Co(x)p)(x) + Cy(x)y5(x) + Cy (x)p35(x) - (3.19)

Vztahy (3.15), (3.18) a (3.19) dosadime do (3.14) a po snadné Gprave obdrzime
Cl(A2y1”+ Ay + Ao)ﬁ) + Cz(AZJ’z"+ Ay, + Ao)’z) + Az(cfy{ + C2'y2') =B.
Vyrazy v prvnich dvou zavorkach jsou rovny nule, nebot’ y,,y, jsou podle ptredpokladu

fesenimi piislusné zkracené rovnice. Dostavame tedy Az(Cl’ v +GC, yg) = B a odtud

B
Cyi+Cy, =—. (3.20)
AZ
Soucasné s podminkou (3.17) tak dostdvame pro derivace nezndmych funkci C,(x),C,(x)

soustavu linearnich rovnic

G0+ G5 (1) =0,
cwm«w+qu»xo=i2y @21)

Jeji determinant je wronskianem funkci y,,y,, ktery je riizny od nuly, nebot’ feSeni y,,y,
jsou podle predpokladu linedrné nezavisld (tvofi fundamentdlni systém feSeni prislusné
zkracené rovnice). Soustava (3.21) ma tedy vZdy jediné feSeni, které ur¢ime Cramerovym
pravidlem:

Gl =10) gy - 2o,
() ()

Determinant W,(x) (resp. W,(x)) ziskdme tak, Ze prvni (resp. druhy) sloupec wronskidnu

W(x) nahradime sloupcem pravych stran soustavy (3.21).
Integraci predchozich vztahii dostaneme

Cl(x):JWl(x)dx+K1, Cz(x)zj%dx+l(z, kde K,,K, € R.

W(x)
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Dosadime-li odtud do ptedpokladaného teseni (3.15), dostaneme obecné feSeni zadané

rovnice (3.14):
_ U VVVVl((;)) dx + Klj (x)+ G I;V;((;C))dx n sz () (3.22)

3.6.3. Véta (variace konstant pro LDR n-tého ¥adu). Obecné fe$eni rovnice

A,y + 4, ()" V4 4 (x)y + 4y(x)y = B(x) (3.23)

se spojitymi koeficienty Ai(x), I = 1,2,...,n, lze vyjadfit ve tvaru

. W, (x)
=y+ (x). | —=dx , 3.24
y=5+ 3. 58 (3.24)
kde p=Cy,(x)+Cy,(x)+..+C,p,(x) je obecné feSeni piislusné zkracené rovnice, W(X)
wronskian jejiho fundamentalniho systému a W;j(x) jsou determinanty, vytvoifené z wrons-
kianu W(x) nahrazenim i-tého sloupce vektorem (0,0, ..., B/A,).

Dukaz. Postup z predchoziho piikladu zobecnime pro rovnici n-tého fadu (3.23), pro niz

predpokladame feseni ve tvaru
v =Cy(x)y,(x) + Co(x)y, (x)+.. +C, (x)y, (x). (3.25)
Pro hledané funkce Cl(x), G, (x), .., C 1(x) sestavime na stejném principu jako ve vyse uve-

F

dené uloze soustavu rovnic

Il
o

Cl'(x)y1 + C, (x)y2+...+C,; (x)yn
Cy(x)y; + Cy(x)yy+..4CL(x)y. =0,
................................................ (3.26)

jejimz determinantem je wronskian W(x) linearn& nezavislych funkci y,,y,,...,v,, ktery je
tedy rtizny od nuly. Jedna se o soustavu linearnich rovnic pro neznamé CJ, ..., C! s regularni
matici, kterd mé praveé jedno feSeni.
Uzitim Cramerova pravidla dostaneme
C/(x) =% i=12,...n, (3.27)
kde W(x) je determinant soustavy (3.26) a W,(x) ziskidme tak, Ze vtomto determinantu
nahradime i-ty sloupec sloupcem pravych stran soustavy.

Integraci vztaht (3.27) dostavame

C,(x) = J ACS (3.28)

w(x)
takze dosazenim téchto vyrazi do (3.25) obdrzime obecné feseni uplné LDR (3.23) ve tvaru

(e RO R (b PR (R

neboli
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—Kyp +K K (), LADK ) 4 (a0
y=Kn+Ky, +..+ Ky, +» () X+ Y, () x+..+, () i, (3.29)

coz lze zkracené zapsat vztahem (3.24), jak jsme méli dokazat.

3.6.4. Priklad. Urdete obecné feseni rovnice y™ + ' =C0S” x.

Reseni. ResSime nejprve prislusnou zkracenou rovnici y" + )’ =0; charakteristickd rovnice

7’ +r=0 makofeny 1, =0, r,,=1i, takze obecné feSeni zkracené rovnice je
y=C,+C,cosx+C,Sinx.
Ve shod¢ s diikkazem piedchozi véty predpokladame feseni tplné rovnice ve tvaru
y=C(x)+C,(x)cosx+Cy(x)sinx. (3.30)

Pro ur&eni neznamych funkei C,(x), C,(x), C;(x) vypocteme piislusné determinaty:

1 cosx sinx 0 cosx  sinx
W(x)=[0 —sinx cosx|=1, W(x)=| 0  —sinx cosx |=cos’x,
0 —cosx -—sinx cos’x —Cosx —sinx
1 0 sinx 1 cosx 0
W,(x)=[0 0  cosx|=—cos’x, Wy(x)=0 -sinx 0 |=-sinxcos®x.
0 cos’x -sinx 0 -cosx cos’x
Déle bude
C{(x) M) =cos’x = C(x) :jcos2 xdx = EI (1+ cos2x)dx =14 sin2x +K
' w(x) ' 2 4 t
C’(x):Wz(x):—cose’x = C(x):—fcossxdx =—sinx+Sin3x+K
2 W()C) 2 2
C’(x)zWS(x):—sinxCOSZx = C (x):—fsinxcoszxdx:C033x+K .
3 W(x) 3 3

Za C,(x),C,(x),C,(x) dosadime do (3.30) a dostaneme obecné feseni zadané rovnice

sin2 sin® ) cos® )
y=(%+ 4X+K1j+( 3x—S|nx+K2jCOSx+( 3X+K3jsmx,

které miizeme po uprave uvést ve tvaru

. x 1.
y=K +K,cosx + K, sInx +———SINx.COSx .
2 6

3.6.5. Poznamka. Vysledek uvedeného piikladu nabizi domnénku, ze obecné feseni uplné
rovnice je souctem obecného feSeni zkracené rovnice a dalSich vyrazi, které samy o sobé
vyhovuji rovnici. Nazyvadme je partikularnimi integraly rovnice (podle okolnosti jich miize
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byt vice a jejich soucet je rovnéz partikularni integral) a v tomto smyslu dokdzeme nasledujici
vetu a dale jeji jisté zobecnéni (princip superpozice).

Zde se nabizi pfipomenout analogickou situaci z linearni algebry, kde obecné feSeni
soustavy algebraickych linearnich rovnic Ize také zapsat ve tvaru souctu obecného fesSeni
prislusné homogenni soustavy a libovolného feseni dané soustavy.

3.6.6. Véta. Obecné feseni rovnice L”(y) = B(x) lze zapsat ve tvaru y=p+ v, kde y je
obecné feseni piislusné zkracené rovnice L”(y) =0 a y, je libovolny partikularni integral
Giplné rovnice L’ ( y) = B(x).

Diikaz. ProtoZe diferencialni operator L"(y) je linerni, plati:

L)=L"(y+y,)=L"()+L"(y,)=0+B(x),
coz je tvrzeni véty.

3.6.7. Véta (princip superpozice partikuldrnich integrali). Lze-li v rovnici L’ ( y) = B(x)

funkci B(x) rozlozit na soucet tvaru
B(x) = B, (x)+ B, (x)+...+Bm(x) ,m=2,

pricemz rovnice L ( y) = B.(x) maji partikularni integraly Yy 1=12,...,m, potom pivodni
rovnice L' (y) = B(x) ma partikularni integral Y, =Vt Yt AV,
Diﬁkaz Zfejmé pla'ti Ln (ypl)zBl(x)1 L" (yp2)=BZ ('x)7 e ’Lﬂ (ypm):Bm(x)1
tudiz po secteni téchto rovnic bude

Ln(ypl_'_ypz+.”ypm):Bl('x)+BZ(x)+ e +Bm(x)7
t. L'(y,)=B(x).

3.6.8. Priklad. Urdete obecné feseni rovnice y” —4y=>5.e*" +4x. Dale najdéte feseni
Cauchyho ulohy pro pocatesni podminky y(0) =3, y’(0) =6.

Reseni. Charakteristickd rovnice 7> —4=0 ma kofeny 2, -2, takze fundamentalni systém
tvoii funkce y, =e**, y, =e" aobecné feSeni zkracené rovnice bude

A 2x —2x
y=Ce" +C,e .

Prava strana je souétem dvou funkci B, =5¢*, B, =4x a my mizeme podle predchozi véty

proveést variaci konstant pro kazdou z nich zvIast' a najit jednotlivé partikuldrni integraly.
Nejprve vyjadiime potfebné determinanty:

er efzx
W(x)= =4,
t) 2e” 2e™
0 O —2x 0 2x 0
Wa)=| o 2= L =mse wpm=[t |=[S, O [=se™
B, y;| [5e™ —2¢ 1 B)| [2¢” 5e**
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0 e—2x

4x -2

e 0

B 2e%  4x

2x

—2x yl O
W (x) = = =—4xe™", W, (x)=[ =4xe
y B,

B, ¥,
Nyni vyjadiime jednotlivé partikularni integraly podle (3.29):

Y =)’1-JV;l/l((xx))deryz-JV;l/z((xx))dxz%ez".je“‘dx—ge‘z".jesxdxz e,

Yy = yl.J VZZ;((;;) dx + y, J V:;f((x);) dx = ez".jx.e‘z"dx - e‘z"..[x.ez"dx = —x.

Obecné feSeni Giplné rovnice zapiSeme ve tvaru y=J+y, +y,, , tedy

y=Ce” +C,e™ + ¥ —x .
Cauchyho ulohu vyfesime dosazenim zadanych podminek do obecného feseni a jeho derivace
y'=2Ce* —2C,e™ + ¥ -1.
Obdrzime tak pro hledané konstanty soustavu
3=C,+(C, +1
6=2C,-2C,+3-1"

s feSenim C; = 2, C, = 0. Po dosazeni téchto hodnot do obecného feSeni ziskame tento
vysledek:

ye=2"+e¥ —x .

Priklady k procviceni.

P3.10. Urcete obecné fe$eni rovnice:

X

1 e
a)y" +3y' +2y = C )y -2y = S )Y =2y — 4 2y =
)y" +3y'+2y i1 )y =2y"+y i )y y'=y'+2y

e +1
P3.11. Najdéte partikularni feSeni rovnice, odpovidajici danym pocatecnim podminkdm:

e’ 1
"2y ry=- y(1)=0, y'(1)=0: b) " +y= (0)=0, y(0)=0.
a) y'-2y'+y . »(1)=0,y'(1) ) y'+y COSSxy() »'(0)

Vysledky:
P3.10.a) y = (C1 + arctg e* ).e’x + (CZ - % In(ez" +l)).e2" ;

b) y= (cl +C2x+\/4—x2 +xarcsin§j.e’“;

_ X X X 2x —-X 1 -X X 2x X 1
C)y—(C1+E).e +(C2+§).e +C,e +6(e -3 —2¢ ).In(e +1)+§.

_sin®x

P3.11. =(1- I e ; b)y= :
a) y ( X+x n|x|)e ) ¥ > co5 2
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3.7. LDR se specialni pravou stranou

3.7.1. Motivace. Pozorny ¢tenaf si jisté v§iml, ze ve fundamentilnim systému kterékoli
linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty se mohou vyskytnout pouze
polynomy, pfirozené exponencialni funkce nebo funkce goniometrické, poptipad€ jejich
souciny. To plyne z véty 3.5.8 a demonstruji to také ptiklady 3.5.10,11. Rovnéz lze snadno
ukazat, ze i derivace jmenovanych funkci budou téhoz typu. Je-li také prava strana B(X) v
diferencialni rovnici polynom, exponencialni ¢i goniometrickd funkce (resp. jejich soucin), 1ze
partikularni integral ipIné rovnice nalézt jednodussi metodou nez je variace konstant.

V principu Ize postupovat tak, ze partikularni integral zvolime piedem, a to téhoz typu,
jako je prava strana rovnice, ale s obecnymi koeficienty, které nasledné ur¢ime dosazenim
partikularniho integralu do piivodni rovnice a porovndnim obou jejich stran. Nez tuto tivahu
formalné zobecnime, ukazme vlastni realizaci na n€kolika ulohach.

3.7.2. Priklad. Naleznéte obecné feSeni téchto diferencidlnich rovnic:
a) y'+3y' +2y=e",
b) y" +y’'=24.sin 3x,
C) y"—4y=5e* +4x.

Reseni. @) Uréime nejprve obecné feseni zkracené rovnice prostiednictvim piisluiné cha-
rakteristické rovnice:
PP+ +2=0 = n=-2,r,=-1 = p=Ce > +C,e™.
Na pravé strané rovnice je funkce e, proto pfedpokladame, ze hledany partikularni integral
bude tvaru
y, = 4e",

kde A je realnd konstanta. Odtud y, = Ae*,y)=4e" a za y,,y,,y, dosadime do dané

”
P
rovnice, ¢imZ mame moznost vypocist koeficient A:
1
Ae* +34e" +24e* =" = 64=1 = A=g .

Partikularnim feSenim je tedy funkce y, = ge" a obecné feSeni zapiSeme ve tvaru

N _ L1
y=y+y,=Ce > 1 Che x+ge" .

n

b) Obecné feseni zkracené rovnice pro LDR y
3.6.4 vetvaru

+y'=24.sin3x jsme jiz nalezli v piikladu

y=C, +C, cosx+ C;sinx.
Pravou stranu zadané rovnice pfedstavuje goniometrické funkce, zvolime proto partikularni
integral ve tvaru
v, =b, c0s3x + b, sin3x ,

kde koeficienty by, by je nutno urcit. Obé goniometrické funkce musime uvazovat z toho di-
vodu, Ze pfi derivovani (resp. integrovani) prechdzi jedna v druhou a naopak.
Po vypoctu potiebnych derivaci dosadime ptedpokladané partikularni feSeni do uplné
rovnice:
27b, sin3x — 27b, cos3x — 3b, sin3x + 3b, cos3x = 24.sin3x .

vy Vp
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Nyni porovname koeficienty u funkci sin3x, cos3x na obou stranach této rovnice, ¢imz
ziskame - v tomto piipadé velmi jednoduchou - soustavu rovnic pro by, by:

sin3x: 270, -3, =24 = b =1,

COS3X : -27b, +3p,=0 = b, =0.

Vysledkem je partikularni integral y, =cos3x a obecné feSeni rovnice ma tudiz tvar

y=y+y,=C +C,cosx+ C;sinx+cos3x .

c) S diferencidlni rovnici y” —4y=5.e™ +4x jsme se jiz setkali v ptikladu 3.6.8, kde
byla feSena variaci konstant. Obecné feSeni zkracené rovnice zde bylo urceno ve tvaru

y=Ce* +C,e?*.

Exponencidlni a linearni funkce na pravé stran¢ nabizeji moZznost pouzit i zde metodu
neurcitych koeficientli, kterou rozsifime aplikaci principu superpozice (véta 3.6.7). Hledany
partikularni integral zapiSeme jako soucet integralu pro exponencialni funkci (viz a)) a poly-
nomu prvniho stupné:

y, =K.e™ +bx+b, .

Dale postupujeme jako v piedchozich dvou ptikladech:

y, =3K.e¥ +b, yr=9K.e¥,
dosadime do piivodni rovnice a upravime:

5K.e¥™ —4b, x —4b, =5e> +4x ,

porovname koeficienty u funkci téhoZz typu a dostaneme:

e : BK = 5 = K = 1
xt o 4b = 4 = b, = -1
xX* : -4, = 0 = b, = 0,

tedy partikularni integral je ve tvaru

y, =e¥ —x.

Obecné feSeni ma tedy tvar
y=9+y, =Ce”+Ce™+ ™ —x.

3.7.3. Princip metody neurditych koeficienti. Ma-li prava strana LDR s konstantnimi
koeficienty tvar

B(x) = e‘”.(Pm (x).cosPx + Q, (x).sin Bx) , (3.31)

kde P, (x), O,(x) jsou polynomy stupiiti m, n se zadanymi koeficienty, volime partikularni
integral ve tvaru

y,(x) :e”.(pM(x).COSBx+qM(x).Sian) , (3.32)

kde M = max{m,n} . Koeficienty polynomid p,,, ¢, uréime porovnavaci metodou po
dosazeni partikularniho integralu do zadané rovnice.
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3.7.4. Poznamky. a) Ve vyse uvedeném smyslu je v piikladu 3.7.2a) =1, =0, P, =1,
m =0, v pfikladu 3.7.2b) o =0, =3,0, =24,n=0.

b) Je nutno upozornit, Ze uvedeny postup se zkomplikuje, jestlize charakteristicka rovnice pro
ptislusnou zkracenou LDR bude mit kofeny r=a £Bi (o, viz ve vyrazu (3.31)). Jako

ukazku uvadime nasledujici piiklad.
3.7.5. Priklad. Najdéte obecné feseni rovnice y” — 6y’ +9y=12.e>.

ReSeni. Charakteristicka rovnice ma dvojnasobny kofen r, =3, tj. a=3, B=0. Obecné

feSeni zkracené rovnice bude podle véty 3.5.4b)
P=Ce® + Cyxe™.
Polozme y, =K.e*, atedy y, = 3K.e¥, Yy = 9K.e*" . Po dosazeni do rovnice je
9K.e* —18K.e* +9K.e* =12.e*, tj. 0=¢*,
coz neni moZné. Podobné sporny vysledek obdrzime pfi volb¢ y, = Kx.e*.
Divodem je skuteénost, ze funkce e*, x.e™ patii do fundamentalniho systému zkracené

rovnice. Je to patrné také z toho, Ze pro pravou stranu B(x)=12.e* je o=3, p=0, coz
pravé odpovidéa dvojnasobnému kotenu charakteristické rovnice.

Zvolime-li vSak y, = Kx?.e*, bude
v, =K(2x+ 3x?).e¥, yy=K(2+12x+ 9x?).e®
a dale po dosazeni do ptivodni rovnice
K(2+12x +9x%).e® —6K(2x +3x%).e* + 9Kx*.e* =12.e%,
tedy po upravé 2K.e* =12.e*, odkud K = 6. Partikularni integral je tedy nalezen a ma tvar
y, =6x’.e*,
proto hledané obecné fesenti je

y=Ce* +Cx.e® +6x*.e>.

3.7.6. Metoda neurcitych koeficienti - dokondeni. Je-li pro pravou stranu LDR s konstant-
nimi koefcienty ve tvaru (3.31) Cislo o *pi k-nasobnym kofenem jeji charakteristické

rovnice, pak je tfeba partikularni integral zvolit ve tvaru
y,(x)= xF.e™ .(pM (x).cospx +¢,, (x).sin Bx) : (3.33)

ptfi¢emz pro polynomy p,,,q,, platitotéZ jako v ¢lanku 3.7.3.
Nazornéjsi pohled na aplikaci vyse uvedeného vztahu poskytuje nasledujici tabulka, v niz

o 24
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Prava strana LDR B(X k-nasobny kofen Partikularni integral
. gral Yp
char. rovnice.

P (X) r=0 x*.p,. (X)

e . P, (x) r=aeR x*.e™.p, (x)

P_(x).cosPx, P_(x).sinpx r=+ip, peR X“.(p,,.COSPX +q,, .SinPX)

e“*. P, .cosPx, e**.P, .sinPx r=oip x*.e**.(p,,.COSPx +q,,.SiNPx)

3.7.7. Poznamky. a) NeurCitymi koeficienty jsou ve vSech ptipadech koeficienty polynomd.

b) Je-li prava strana souctem nékolika funkci rizného typu z prvniho sloupce, je mozno
pouzit princip superpozice.

¢) Ve vSech uvedenych ptipadech lze pouzit i metodu variace konstant, ta je vSak zpravidla
mnohem pracnéjs$i (srovnej piiklady 3.6.8 a 3.7.2¢)).

d) Metodu neurcitych koeficientt Ize aplikovat pouze na DR s konstantnimi koeficienty.

3.7.8. Priklad. Je dédna LDR y(é) +8 y(4) +16y" = B(x) . UrCete obecné feSeni ptitfazené
homogenni rovnice a tvar partikularniho feSeni pro nésledujici pravé strany:

a) B(x) = (x + 1) cos2x,

b) B(x) =36x% —24x—48,

c) B(x)=(2x+1)cos2x + x” sin3x,

d) B(x)=e"(x* +1)cos2x.

ReSeni. Charakteristicka rovnice jer® +8* +16r* =0, tj. rz(rz + 4)2 =0, ma tedy dvojna-
sobné koteny r,, =0,7;, =2i,7;; = —2i . Funkce fundamentalniho systému pak jsou

1, X, C0S2X, SiN2X, X COS2X, XSin2X
a obecné feSeni homogenni rovnice je

y=C, +C,x+C, cos2x +C, sin2x + C.xcos2x + C,xsin2x .

Tvar partikularniho feSeni ur¢ime v jednotlivych ptipadech podle vySe uvedeného piehledu.

a) Protoze r, =2i,r; =—2i jsou dvojnasobné kofeny a soucasné je B = 2 pro zadany tvar

pravé strany, bude mit podle tietiho fadku tabulky partikularni feSeni tvar

Y, = X*[(ax+b)cos2x +(cx+d)sin2x|, kdea,b,c,d e R.

b) Protoze 7, = 0, bude mit podle prvniho fadku tabulky partikularni feSeni tvar

Y, = xz(ax2 +bx+c), kdea,b,c € R.
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¢) V tomto pfipad¢ je nutné hledat partikularni feSeni podle principu superpozice partikular-
nich integralti. Ozna¢me

B(x) = B, (x) +B, (x) = [(Zx + 1) cost] + [x2 sin 3x] .
Funkci B, (x) odpovida partikularni feseni y,,, funkci B,(x) odpovida ¥, - ProtozZe ¢&islo 2i
je dvojnasobnym kotfenem charakteristické rovnice, je

Yor = X2[(a,X +a,) c0s2x + (b,x +by)sin2x], kde a,,a,,b,b;, € R ;

¢islo 3i neni kofenem charakteristické rovnice, proto mtizeme aplikovat standardni volbu dle
¢lanku 3.7.3 :

Yoo = (CoX* +C,X+C, ) cos3x +(d,X* +d;x +dy )sin3x, kde ¢,,¢;,C,,dg,d;,d, € R.
Hledané partikuldrni feSeni je tvaru

ypzypl+yp2=

= Xz[(alx +a,)c0s2x + (b,x + by ) sin 2x] +(czx2 +C X+ co)c033x + (d2x2 +d X+ do)sin 3X..

d) Protoze ¢islo a+Bi = 1421 neni kofenem charakteristické rovnice, bude mit partikularni
reSeni tvar
y, = ex[(ax2 +bx + ¢)cos2x + (dx® + ex + f)sin2x] ,kdea,b,c,d,e, f € R.

3.7.9. Priklad. Urcete fesSeni ptikladu 3.7.8b).

Reseni. Podle vyse uvedencho rozboru volime y, = ax* +bx® + cx?, takZe piisluiné derivace

budou
v, =4dax® +3bx* + 2cx, y! =12ax® + 6bx +2c, y!'=24ax+6b, y\¥ =24a, y© = =0
a po dosazeni do diferencialni rovnice obdrzime:

192a +192ax? + 96hx + 32¢ = 36x° —24x —48.

Nyni porovname koeficienty u stejnych mocnin X:

x% 1 192a = 36 3 L ’1
xt o 96bH = 24 = a=—,b=-—,c=——.
0 16 4 8

x  192a + 32¢ = -48

2
Partikularnim feSenim bude tedy polynom y,A = )16—6(3)(2 —4x —42) a obecné feSeni Uplné

rovnice ma tvar
2

y=C, +C,x+C,c082x + C, Sin2x + C,x c0S2x + C,xSiN2x + ;C—6(3x2 —4x —42).

(4)

3.7.10. Piiklad. Urcete obecné feSeni rovnice y' ' —y =—-2sin2x +cos2x .

Reseni. Jeji charakteristick4 rovnice je binomicka rovnice &étvrtého stupné
rt=1=0 = (r—=1)(r+1)(r—i)r+i)=0,

81



odkud 7, =+L,r, = +i. Fundamentélni systém feSeni pfedstavuji funkce e*,e™*,cosx,sinx
a obecné feseni prislusné zkracené rovnice je

y=Ce*+C,e* +C,cosx+C,sinx.
Cislo 2i neni kofenem charakteristické rovnice, proto ma partikularni feSeni tvar

y,= asin2x+bcos2x,

odkud
=2aCc0S2x —2bsin2x

Yp

v, =—4asin2x —4bcos2x

y,'=—8acos2x +8bsin2x

» = 16asin2x +16bcos2x.
Dosazenim do dané rovnice dostaneme

16asin2x +16bc0s2x —asin2x —bcos2x = —2sin2x + C0S2x ,

tj. 15asin2x +15hc0s2x = —2sin2x + C0S2x ,
takZe po porovnani koeficientii u goniometrickych funkci té¢hoz typu budeme mit
15a=-2 = az—i, 15p=1 = bzi.
15 15

2 . 1 kit o
Partikularni feSeni ma tedy tvar y, = —Esm 2x +Ecos2x , obecné feSeni zapiSeme takto:
9 X —X - 2 . 1

y=y+y,=Ce" +C,e" +C;c08x+C, sSinX —-—sIN2X + —COS2X .

Priklady k procviceni.

P3.12. Najdéte obecné feSeni rovnice " +5y" + 6y = B(x), je-li

a) B(x) = x% +5x -3, b) B(x) =xe”, C) B(x) =5sin3x,

d) B(x) = xe >, e) B(x) =e > cosx, f) B(x) =e” +xsinx.
P3.13. Najdgte obecné feSeni rovnice y” —4y’ +4y = B(x), je-li

a) B(x) =x¥+1, b) B(x) = (x +l)ex , C) B(x) =2SiNnx—COoSx,

d) B(x) =5e”", e) B(x) =e” sinx, f) B(x) =x% +e* cosx.

P3.14. Najdéte obecné feleni rovnice y” — 2y’ +10y = B(x), je-li
a) B(x) = x? -5, b) B(x) = x%e”, C) B(x) =sin3x+2co0s3x,
d) B(x) =e"sin3x, e) B(x) =2xsinx +(9x + 7)COSx , ) B(x) =x+e”.

P3.15. Najdéte obecné feSeni rovnice y(4) +4y" +8y" +16y' +16y = B(x) , je-li
a) B(x) =x®+5x? -1, b) B(x) = e, C) B(x) =75sinx, d) B(x) = 24(2x —1)6_2" ,
e) B(x) =48sin2x +32(2x +1)cos2x, f) B(x)=¢" +3cosx.

P3.16. Vozidlo o hmotnosti m se pohybuje pisobenim konstantni sily o velikosti p, ktera ma
smér pohybu. Pfekonava ptitom odpor r imérny rychlosti ( » = k.v(t) ). Vyjadiete a
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feste prislusnou pohybovou rovnici pro velikost jeho drahy y(t) jako funkci Casu pfii
pocatecnich podminkéach y(O) =0, y’(O) =0.

Vysledky:

P3.12. y=Ce™ +C,e™ +y,, kde

a) y, :%(9)52 +30x—55), b) v, = ﬁ(le—?)ex ,C) y, = —7—58(5C083x+sin3x),

d y, = (%xz —x+1j e?,e) y, = —%(COSx+Sinx)e3x,

1
f) yp =%e

P3.13. y = Cie™ + Cxe™ +y,, kde

2x _i _ i _ H
lo(x 1)COSx+50(5x 2)sinx.

a) y, :%(2)63 +6x° +9x+8), b) v, :(x+3)ex, <)y, :%(COSx+28inx),

5 X 2X a3 1 1 X al
d v, :EXZez 1 e) y, =—esinx, )y, :§(zx2 +4x+3)—§e sinx .
P3.14. y =(C,cos3x + C, sin3x)e” + v, kde
1, 1 64 1, , 1 .
a =—x"+—x—-———, b =—(9x" =2)e", C =—(8cos3x —11sin3
)= 10 T o5  T1gs D) e = gg(0% ~2)et 0y, = g (Beos3s %)
d) y =—lxex cos3x, e) y =(x+1)COSx, f) y =i(562)C +5x+1).
p 6 p p 50
P3.15. y = Cie™ + C,xe ™ +C,c082x + C, sin2x +y,,, kde
1.3 1 :
a) y, :ﬁ(Zx +4x° —14x+5), b) v, :ﬁez , c) y, =3sinx—4cosx,
d) y, =x’e™, e) y, =—x”C0s2x, )y, :4—11__)ex +%(3005x+4sinx).

. d? dy . . .
P3.16. Pohybova rovnice ma tvar m. r Y - p— k.d—J; , jeji feSenti je

2
_» ﬂ[lj
i Ry '

3.8. Eulerova a Lagrangeova rovnice

3.8.1. Definice. Eulerovou diferencialni rovnici nazyvame kazdou rovnici ve tvaru

anx"y(") _,_amlxnfly("—l) +',,+alxy’+aoy:B(x), kde a, e R,i=0,1,...,n. (3.36)

3.8.2. Véta. Eulerovu diferencialni rovnici pfevedeme substituci x =e’ na LDR n-tého fadu
s konstantnimi koeficienty pro neznamou funkci ¥ = ¥(r) .

83



Diikaz. Pro ptehlednost provedeme ditkaz pro » =2, tedy pro rovnici
2 _nm

a,xy"+axy' +ayy = B(x).

Do hledaného feseni y = y(x) dosadime na zaklad¢ substituce:

yzy(x):y(et): Y(t), kde r=Inx.
Odtud
, dY dYy dt .1
=22 2oy s
dx dt dx X
(teCkou nad symbolem budeme pro odliSeni znacit derivaci podle proménné t)

yr=2 :i(Y.lj:d—Y.lm[lj :(Y.ij.l_y.izz(y_y).iz.
dx dx X dx x X x/ x X X

Dosazenim do dané rovnice obdrzime:
o1 1
2 t
a,x\Y-Y)—+axY—+a,Y=DBle
(71 S i o=
a2Y+(a1 —az)Y+ aOY:B(e’) ,
coZ je uplnd LDR s konstantnimi koeficienty pro neznamou funkci Y = Y| (t) , j€jiz charakteris-

ticka rovnice ma tvar

a,r’ +(al —az)r+a0 =0.

3.8.3. Véta. Charakteristickou rovnici Eulerovy LDR dostaneme tak, ze do ptislusné zkracené
rovnice k rovnici (3.36) zavedeme substituci y=x",kde r € C.

Diikaz. Dukaz provedeme opét pro n = 2. Podle ¢lanku 3.5.1 tuto charakteristickou rovnici
dostaneme za ptedpokladu, ze hledané feSeni je tvaru

.
Y(t)=e" = (et)

a protoze x =e¢', mame

y(x) =x" = y=rx" = y'= r.(r —1).x”2.
Dosazenim do ptislusné zkracené Eulerovy DR dostaneme

a,x’r(r=1x"? +a,xrx" " +a,x" =0
x".[azr2 +(a1 —az)r+a0] =0
a,r’ Jr(al —az)r+a0 =0,

coz je stejnd rovnice jako v diikazu véty 3.8.2 .

Pro libovolné ptirozené Cislo n je ditkaz obdobny.
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3.8.4. Postup pri reSeni Eulerovy rovnice.
1. Podle ptedchozi véty uréime charakteristickou rovnici piislusné zkracené Eulerovy rovnice

zavedenim substituce y =x".

2. K této charakteristické rovnici sestavime diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty
pro funkci ¥ =Y(¢) a do pravé strany B(x) v rovnici (3.36) dosadime vztahx =e¢'.

3. Tuto rovnici vyfeSime a vratime se k ptivodni proménné X (tj. dosadime ¢ =Inx).

3.8.5. Priklad. Urcete obecné feseni rovnice x°y" + 3xy’ + 2y =Inx.
Reseni. Do ptislusné zkracené rovnice

x°y"+3xy’ +2y=0
zavedeme substituci
y=x" = y=m"" = y'= r(r —l)xr’2
a dostaneme
2 r—2 r—1 r
X r(r—l)x +3xrx" T +2x" =0
r2+2r+2=0,
coz je hledana charakteristické rovnice.
Ptislusna LDR pro funkci ¥ = Y| (t) ma tedy tvar
Y+2Y+2Y= In(e’)
Y+2Y+2Y=¢.
Tato rovnice ma obecné feSeni

. 1 1
Y=Cpe ' cost+Cye”’ Slnt+§t—§,

odkud pro ¢=Inx dostaneme
1 1. 1 1
y=C,—cosIlnx+C, =sinInx+—=Inx-—=, kde C,,C, e R,
X X 2 2

coz je hledané obecné feseni.

3.8.6. Definice. Lagrangeovou diferencialni rovnici nazveme kazdou rovnici tvaru

n-1)

a,(cx+ d)"y(”) +a,(cx+ d)n_ly( +...+ta(ex+d)y +a,y=B(x),

kde a,,a,,...,a,,c,d € R.

3.8.7. Poznamka. Postup pfi feSeni Lagrangeovy rovnice je stejny jako u Eulerovy rovnice,
1isi se jen ponékud substituce. Klademe cx+d =e', charakteristickou rovnici ziskdme

zavedenim substituce y = (cx +d )r :

3.8.8. Piiklad. Urdete obecné feseni rovnice (x—2)°y" —3(x —2)y’ +4y=x pro x>2.

Reseni. Do piislusné zkracené rovnice
(x—2)2y”—3(x—2)y’+4y20
zavedeme substituci
y=(x-2) = y'=r(x- 2)"_l = y'=r(r-1)(x- 2)r_2
a dostaneme
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(x - 2)2r(r - 1)(x - 2)r_2 - 3(x - Z)F(x - 2)r_l + 4(x - 2)” =0 ( 2y
x—
r> —4r+4=0,
coz je hledana charakteristicka rovnice.
Prislusna LDR pro funkci Y = ¥(¢) ma tedy po zavedeni substituce x —2=¢' = x=¢' +2
tvar
Y—4Y+4Y=¢" +2
a jeji obecné feseni je

Y=Ce” +C,te* +e +%.
Vratime-li se nyni k proménné x , tedy x—2=¢’ = ¢=In(x—2), dostaneme
y=C,(x=2)" +C,(x~2)° In(x—2)+x—§, kde C,,C, e R,

coz je hledané obecné feseni.

Priklady k procviceni.

P3.17. Najdéte obecné feseni rovnice:
a) x’y" —xy'+y=1+Inx, b) x%y" +2x*y" —4xy' +4y =In* x -8,
C) (2x —1)2y” + 2(2x —1)y' -y= 5005(|n(2x —1)) ,
d) (2x+3)°y" +3(2x +3)y’ —6y = 22— 6In(2x +3).
P3.18. Reste Cauchyho ulohu:
a) x°y" —6y =5x° +8x7, je-li y(l) =0, y'(l) =-2;
b) (x —l)zy” —(x-1)y' +y= 6(x —1).|n(x ~1),je-li »(2)=0, y'(2)=0.

Vysledky:

, 1 11

P3.17.a) y=Cx+C,xInx+Inx+3, b)y=C1x+C2x2+C3i2+%|n x+EInx—§,
X

C
c) y:C1\/2x—1+\/ﬁ—cos(ln(2x—l)),
d) y=C(2x+3)+C,(2x +3V2x +3+ C;v/2x +3+In(2x +3).

P3.18. a) y:x3+i2+x3|n|x|—2x2, b) y:(x—1)|n3(x—1).
X
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3.9. Harmonické kmity

3.9.1. Motivace. K typickym problémim, které 1ze formulovat pomoci linearnich diferen-
cidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty, patii ulohy popisujici jednoduché kmitavé déje.

V této kapitole provedeme zékladni rozbor pro mechanické kmity, pro néz maji koeficienty
rovnic nazornou fyzikalni interpretaci. Lze ale ukazat, ze celou problematiku mizeme ana-
logicky formulovat naptiklad pro déje v elektrickych kmitavych obvodech, jak vyplyva z po-
znamky 3.9.5b.

3.9.2. Vlastni kmity v neodporujicim prostiredi. Na pruzin¢ je zavéSeno zavazi o hmot-

nosti m, které je v rovnovazné poloze. Vychylime-li je 0 yo a uvolnime (piipadné udélime
urcitou pocatecni rychlost), dochazi v disledku pruzné deformace ke kmitavému pohybu (obr.
3.1). Odvodime jeho diferencidlni rovnici za ptredpokladu, ze prostfedi neklade pohybu Zadny

odpor.

Ozna¢me vychylku z rovnovazné polohy v ca-
se t funkci y(t). Podle druhého Newtonova
zékona plati

y__

dt?

: . . k
kde Kk je tuhost pruziny. Ozna¢ime-li o2 =—,
m
obdrzime diferencialni rovnici vlastnich har-
monickych kmiti v neodporujicim prostredi
dzy 2
Wﬂnoy:O. (3.35)

Jeji charakteristicka rovnice je 7> + @2 =0
Obr. 3.1 s kofeny 7, = tiw,. Obecné feSeni lze zapsat

ve tvaru
y=C;cosm,t+ C, Sinw,t,

kde C,,C, jsou realné konstanty.
Polozme dale C, =—Asing, C, = Acose , tj. dvojici C,,C, nahradime konstantami
A, ¢. Protoze plati

A.Sinyt.05@ — A.COS0,¢.5iN¢ = A.5in(wyf — ¢),
muzeme obecné feSeni rovnice (3.35) psat ve zndmém tvaru
y=Asin(wyf —¢), (3.36)

kde A > 0 je amplituda, ®, uhlova frekvence vlastnich kmitl a ¢ €(—m, ) pofate¢ni faze
kmitavého pohybu.
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., a1 . 27 . ,
Reseni je periodické s periodou 7' = —, protoze plati
0

. 2 : .
y= A.Sln(mo(t + _nj - (p] = A.Sln(o)ot + 21 — (p) = A.Sln((oot - q)) .
®,
Amplitudu a fazi ur¢ime v ptipad¢ potieby jako feSeni Cauchyho tlohy pro zadané pocatecni
podminky, které maji v naSem ptipad¢ tvar
v(0) =y, (po&atetni vychylka),
y'(0) =0 (pocateeni rychlost je nulova).

3.9.3. Priklad. Vysetiete harmonicky pohyb popsany rovnici y” +4y =0 s pocateCnimi

podminkami y(0) = —i y'(0) = 32 .
Reseni. 7 rovnice je ihned patrno, Ze 0)0 =4, tj. o, =2, aproto ma obecné feSeni tvar
y = A.sin(2t — ).
Amplitudu a fazi uréime z pocate¢nich podminek. Protoze y’'=2A4.cos(2t—¢), obdrzime

soustavu —% ——A.sing, 3J2=24.cosp neboli

—3J2 =-24.5ing,
3J2 = 24.c0s¢.

Vydélime-li prvni rovnici druhou, dostavame tg ¢ = 1, odkud ¢ = % Umocnénim obou

rovnic na druhou a sedtenim ziskdme vztah pro amplitudu 36 =4.4%, odkud A4 =3.
Netlumené vlastni kmity jsou tudiZ popsany funkci

1(¢) = 3.sin(2t —g) ,

jejiz graf je na obr.3.2.

D/\/\A/\/\ 13
I VUV VYV

Obr. 3.2

I\J
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3.9.4. Tlumené vlastni kmity. Na rozdil od piedchoziho ptipadu predpokladame, ze existuje
sila odporu prostiedi, ktera ptisobi proti danému pohybu a je pfimo umérna rychlosti pohybu,
takze ji lze vyjadiit vyrazem —2b.y'(¢) . Pohybova rovnice ma nyni tvar

2
mdY koY

dt? dt

a pti oznaceni tzv. koeficientu odporu prostiedi a = b/m >0 dostavame LDR druhého fadu
dzy dy 2
—+2a—+wy=0, 3.37
dt’ a0 (3.37)

coz je diferencialni rovnice tlumenych kmiti. K ni pfislusna charakteristicka rovnice je

r? +2ar+wiy=0

n,=—at,a’-o;. (3.38)

Je zfejmé, Ze je tieba rozlisit tfi moZnosti, které maji zdsadni vliv na charakter feSeni.

a jeji kofeny najdeme ve tvaru

(1) a®> - >0, tj. a>w, :

Charakteristick4 rovnice ma dva riizné realné zaporné kofeny

— 2 2 _ 2 2
n=—a+.a -y, r=—a-—4a —og,

takze obecnym feSenim rovnice (3.37) bude funkce
y=Ce" +Ce” .

Kmity v tomto ptipad€ nejsou periodické, okamzita vychylka s rostoucim ¢asem klesa k nule,
protoze oba kofeny jsou zdporné, a tedy

lim (Cle"l’ + Czerzt)= 0.

t—

Rikame, Ze jde o silné tlumeny neharmonicky pohyb.

(2) a’ -0l =0, tj. a=w,:

Charakteristickd rovnice ma jeden dvojnasobny realny kofen r,=-a. Obecné feSeni

rovnice (3.37) je
y=Ce ™™ +Cre =(C, +Cyt).e™™. (3.39)

I nyni s rostoucim ¢asem klesa okamzitd vychylka k nule, jak se lze pfesvédcit vypoctem

limity. Jednd se 0 kriticky tlumeny pohyb, ktery je neharmonicky (aperiodicky) stejné jako
ptedchozi siln¢ tlumeny pohyb.
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() a’ —02 <0, . a<o,:

Z charakteristické rovnice vychazi dvojice komplexn¢ sdruzenych koienii
. . 2 2
r,=—atijjo,—a".

Polozme zde p=+o;—a’, takZe obecné feseni rovnice (3.37) mizeme potom podle véty
3.5.4 psat ve tvaru

—at

y=Ce ™ cospt+ C,e sinpt.

Analogicky jako v pfipad¢ netlumenych kmiti v ¢lanku 3.9.2 lze pfejit k nasledujici forme
vysledku, v niz vystupuje amplituda a faze kmiti:

y = Ae “ sin(pt — ). (3.40)

Jde 0 slabé tlumeny periodicky pohyb s periodou

p_2n__ 2n

P Joi-d

klesa s rostoucim ¢asem exponencialné k nule.

—at

jehoz amplituda Ae

3.9.5. Priklad. Kmitavy pohyb je popsan rovnici y" +2a.y’+0,25.y =0. Proved'te jeho

rozbor pro zadané hodnoty koeficientu odporu a a vysledky znézornéte graficky pti poca-
te¢nich podminkach y(0) =1, y’(0)=1,25. [(1) a=1,0625, (2) a=0,5]

Reseni. Podle zadéni je o, =+/0,25 =05 . Proto v prvnim piipadg, kdy je a = 1,0625 vétsi
nez uhlova frekvence, plijde o silné tlumeny pohyb, ve druhém piipadé se jedna o pohyb
kriticky tlumeny, nebot’ w, =a =0,5.

(1) Diferencidlni rovnice siln€ tlumeného pohybu je
y"+2125.y"'+0,25y =0,

kofeny charakteristické rovnice jsou pak podle (3.38) r =-2, r, =-0,125. Obecnym
feSenim je aperiodicka funkce

¥(t) = C.e™ +C,p.e ™.

Konstanty C,=-3%, C, =%  snadno najdeme obvyklym zptsobem ze zadanych
pocatecnich podminek, takze hledanym pribéhem je funkce
y(t) = —%.e_z’ + %.e"o'm’ )
(2) Ivtomto pfipadé miiZeme ihned napsat obecné feSeni, které ma tvar (3.37):
y=(C, +C,.t).e™*™.
Pocatecni podminky vedou k hodnotam konstant C, =1, C, =1,75, takZe vysledné feSeni je
¥(t) = (1+1,75.¢).e >,

Grafy obou vysledkt jsou na obr.3.3.
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(1) silné tltumeny pohyb

—0,125¢

16 _ 11 .2t , 2
y——E.C +E.e

1.4
(2) kriticky tlumeny pohyb

12 y = (1+175.¢).e*"

08
06 (1)
0.4
0.2 (2)
0 2 4 t B g 10
Obr. 3.3

3.9.6. Piiklad. Vysetiete harmonicky pohyb popsany rovnici y” +2y’'+101y =0 s poca-

tecnimi podminkami y(0) =1, y'(0)=9.
Reseni. V rovnici je a=1 mensi nez thlova frekvence w, = +/101, a proto se jedna o tlu-
meny periodicky pohyb s frekvenci

2

p=\oi—a’> =10,
jehoZ obecny priibéh popisuje funkce
y=A.e“sin(pt — @) = A.e”' sin(10r — @) .
Pfistoupime nyni k vypoctu amplitudy a faze z poc¢atenich podminek. Protoze je
y'=—A.e"sin(10f — ¢) +10. A.e ™" cos(10z — o),

ziskavame pro t = 0 soustavu

l=—A.sino

9= A.sinp +10A4.cos¢.

Dosadime-li z prvni rovnice do druhé, vychazi 1= A.cos¢. Tento vztah spolu s prvni rovnici
ve vyse uvedené soustavé zpracujeme stejnym zpusobem jako v piikladu 3.9.3 a obdrzime
hodnoty 4= V2, ¢ =—n/4 . Vysledny tlumeny harmonicky pohyb

(1) = +/2.e™".sin(10¢ +g)

je na obr.3.4. TeCkované je zndzornén prubéh exponencial, jimiZ je harmonicky prib&h
modulovan (tlumen).
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2. .
=2.e *.sin(107 + %)

* o+
/\ /\ ++++ﬂ+++++

w,,++++w3
+ v *
P

Obr. 3.4

3.9.7. Nucené kmity. Pfipustime-li, ze kromé odporu prostiedi pisobi na oscilator periodicky
proménnd sila F'sinw¢ s konstantni amplitudou F a kruhovou frekvenci o (vztazena na jed-
notku hmotnosti), ma diferencialni rovnice kmitavého pohybu tvar

d? d’y dy
+ 2a— +® Fsinwt . 3.41
e dt o)’ ( )

Jeji obecné feSeni hledame ve tvaru y=3j+y,, kde j je obecné feleni piifazené zkricené

rovnice a y, je partikularni feSeni uplné rovnice (3.41). V nasledujici analyze se omezime na

piipad a* —; <0, kdy zkracena rovnice popisuje slabé tlumeny kmitavy pohyb. Jeji feseni je
podle (3.40)

J=de“sin(pt—¢), kde p=io;-a’. (3.42)

Partikularni feSeni rovnice (3.41), jejiz pravou stranou je goniometricka funkce, hledame
podle ¢lanku 3.7.3 ve tvaru
v, = sinwt + C, coswt .

Tuto funkeci a jeji derivace
v, = Go.cosor — Cm.sinet,  y!=-Co’.sinor—C,on’.cosor
dosadime do rovnice (3.41) a po upravé dostaneme
(—Clco2 —2aC,m + (ogCl).Sin ot + (—Czco2 +2aCo + ]G, ).COS(Dt = Fsinot .
Porovnanim koeficientli u funkci Sinw? , coOS®? obdrzime soustavu
(02 —»?).C,—2awC, = F
2a0C, + (0} —»?).C, =0,

ktera ma jediné feSeni
2 2
F (030 -0 ) —2a0F
G = 2 22 2 2 G =
(0)0 - ) +4a°o
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Obdobne¢ jako v ¢lanku 3.9.2 nahradime konstanty C,,C, jinymi konstantami B,y tak, ze
polozime C, = Bcosy , C, =—Bsiny a partikularni feseni lze potom zapsat ve tvaru
y,= B.sin(wt — ), (3.43)
kde B >0 je amplituda a v je fazovy posuv vynucenych kmitd.
Pro tyto konstanty obdrzime soustavu rovnic

F(O)S —032)
Bcosy = >
(coé —032) +4a’n’
Bsiny = 2a0F )

. :
((og —(02) +4a’w?

Z druhé rovnice je zifejmé, ze siny >0, atedy e(O; n).
Vydélime-1i druhou rovnici prvni, dostaneme ( pro m, # ® )

tgy = 2am
o) -0’
a proto
2a0 2 2 .
arctg——— prowy, —o° >0,t. ®, > o,
W, —®
2a® 2 2 .
T +arctg——— promw, —o° <0,t. o, <.
2
. , . T
Pro , = ® mame z prvni rovnice cosy =0 = y = e
JestliZze ob¢ rovnice umocnime a secteme, ziskdme po Gpraveé vztah
F
B= . (3.45)

\/(035 —(1)2)2 +4a’w’

Obecné feSeni rovnice nucenych kmitlh v odporujicim prostiedi se pak sklada z vyrazu pro
vlastni kmity (3.42) a partikularniho fesSeni (3.43) s amplitudou B urcenou podle (3.45) a fazi
danou vzorcem (3.44) :

y(t)=A-e_‘"-Sin(w/w§ —az.t—cp)+ Fz sin(wr —y) . (3.46)
\/(Q)S—mz) +4a’w?

3.9.8. Poznamky. a) Z vysledného vztahu je dobie patrno, Ze prvni ¢len vyjadiujici vlastni
kmity je tlumen, takze pro dostatecné velké t bude systém kmitat s frekvenci o nutici sily.

b) Neni obtizné ukazat analogii popsaného mechanického oscilatoru a kmitavého sériového
RLC obvodu porovnanim rovnice (3.41) a rovnic v ilustracnim ptikladu 1.1.2 v tivodu téchto
skript. Ze srovnani vyplynou analogie mezi fyzikalnimi veli¢inami, jak je ukazuje pfipojena
tabulka. Je tak umoznéna snadna interpretace feseni problémi harmonickych kmita

v elektrickych obvodech s pouzitim vyse uvedené teorie.
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Mechanicky oscilator RLC obvod
rychlost ' proud I
okamzitd vychylka y naboj q
mechanicka sila F.sin ot napéti Ug.Sin wt
hmotnost m indukénost L
poddajnost 1/k kapacita C
odpor. soucinitel b odpor R

3.9.9. Rezonance. Hledejme v piipadé nucenych kmith frekvenci, pii niz bude amplituda
kmitl maximalni. Jak ukazuje druhy ¢len v feSeni (3.46), nastane takova situace tehdy, bude-li
jmenovatel zlomku co nejmensi; ur¢ime proto minimum funkce

flo)= ((of) —~ coz)2 +a4a’w® .
Z podminky
T _o

=0 tj. —4w(0)§—032)+8a20)=0

vychazeji staciondrni body ®, =0, ®,, =+ o) —2a® . ProtoZe frekvence budici sily ne-
muze byt ani nulova ani zaporna, vyhovuje jako jediny stacionarni bod

o, =02 -24° . (3.47)

Snadno se presvédcime, Ze se jedna o minimum funkce f ((o) Veli¢ina o, se nazyva rezo-
nancni frekvence a udava takovy kmitocet budici sily, pfi némz soustava dosahuje maximalni
amplitudy. Tu zjistime dosazenim hodnoty @, do vztahu (3.45):

- (3.48)

B”IHX 2 2
2a\ 0 —a

Zkoumani rezonan¢nich stavll hraje vyznamnou tlohu v inzenyrskych aplikacich, at’ uz jde
o mechanické soustavy, oscilacni elektronické obvody nebo déje v kvantové fyzice.

Jde-li specialné o netlumeny kmitavy pohyb (a=0), roste amplituda neomezen¢. Tomu od-
povidé rovnost vlastni a nutici frekvence ® = ®,. Z matematického hlediska jde o situaci, po-

psanou v ¢lanku 3.7.6 a ilustrovanou piikladem 3.9.10b.

3.9.10. Piiklad. Reste tilohu 3.9.3 s podate¢nimi podminkami y(0) = y'(0) =0, jestlize je

déj ovlivnén nutici silou uréenou funkci a) F(¢) = 2.cost,
b) F(¢) =2.sin2t.

ReSeni. a) Prislusna diferencialni rovnice ma tvar y" +4y=2.cost, takze

o =1 # o, =2.Jednd se o netlumeny d¢j, jehoz obecné feSeni bude mit tvar
y(t) = A.sin(2t — @) + B.sin(t — ),

kde nejprve ur¢ime konstanty B,y tak, Ze partikuldrni integral y, = B.sin(z —y) dosadime

do tplné rovnice:
—B.sin(t —y) +4B.sin(t —y) = 2.cost,
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neboli
—B.sint.cosy + B.cost.siny +4B.sint.cosy —4B.Cost.Siny = 2.CoS¢ .

Porovnanim vyrazt u funkci sint, cost snadno ur¢ime, Ze
2 ) T
B=——a cosy =0, tj. y=—.
3 2
Nasli jsme tedy obecné feSeni

W(t) = A.sin(2t — @) —%.sin(r —g) = A.sin(2f - ¢) +%.cost

a zbyva urcit konstanty A, ¢ na zdklad¢ pocateCnich podminek. Zndmy postup vede
jednoduchym vypoctem k hodnotam ¢ =n/2, 4 =2/3, takze konecny vysledek ma tvar

2 . T, 2
t) =—.sin(2¢t ——) + —.cost .
¥(2) 3 ( 2) 3

Jde vlastné o sloZeni dvou netlumenych harmonickych prubéhli s riiznymi frekvencemi, jak
ukazuje obr.3.5.

1.57

L
S AVAVARVAVARVAY

151

[m]

Obr. 3.5

b) V tomto piipadé je v rovnici y” +4y =2.sin2¢ vlastni frekvence rovna frekvenci nutici
sily (w, = ® = 2). Dochazi tudiZ k rezonanci, a protoze je d¢j netlumeny (a = 0), bude na této
frekvenci amplituda nekone¢né velka, jak plyne ze vzorce (3.45).

Abychom nasli funkeci, ktera pohyb popisuje, polozime

y, = Bt.sin(2t — ),

jak plyne z rozboru v ptedchozi kapitole. Déle je
v, = B.sin(2t — ) +2Bt.cos(2t — ),
v, =4B.cos(2t —y) —4Bt.sin(2t — ),

takze po dosazeni do piivodni rovnice obdrzime
4B.cos(2t —y) = 2.sin2t
4B.C0s2¢.CcOSy +4B.sin2¢.siny = 2.5iN2¢
. ) 1
Odtud porovnanim koeficientti u funkci sin 2t, cos 2t dostaneme B = > Y= g .
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Obecn¢ feseni rovnice kmitavého pohybu ma pak tvar
(1) = A.sin(2t — ¢) +%.sin(2t _ g) .

Amplitudu A a fazovy posuv ¢ ur¢ime dosazenim pocateénich podminek y(0)=y'(0)=0
do obecného feseni a jeji derivace

1'(t) = 2.4.c08(2¢ — @) +%.sin (2t — g) +£.c08(2t —g) .

Dostaneme tak soustavu rovnic
0=-Asing

0= 2A.COS§0—% ,

odkud vychazi A=1/4, ¢ =0, takze kone¢nym vysledkem je funkce
1 . t . T
t) =—.sin2¢t+—.sin(2t — ).
y(0=7 5 SN2t =)

Graf této funkce vidime na obr.3.6, pficemZ te¢kované jsou znazornény primky y = +t/2,
které vymezuji stale rostouci amplitudy kmita.

10+

| el il /\
R

o4

Obr. 3.6

3.9.11. Piiklad. Proved’te analyzu nucenych tlumenych kmitt na zéklad¢ rovnice (3.41)

s po¢ateénimi podminkami y(0) = 20, »'(0) =0 pro tyto hodnoty: a=0,05, o =1,0025,
F=30, o=3.

ReSeni. Rovnice kmitd méa tvar " +0,1y’+10025y =30.sin3¢. Jeji obecné feseni
zapiseme ve formé odpovidajici vztahu (3.46):

y(t) = A.e™ .sin(pt — @) + B.sin(wt — ), (3.49)

kde hodnoty a, w zname a podle (3.42) uréime p=,/o,—a’ =1 . Pro amplitudu B plati
vzorec (3.45), podle kterého
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1
B= F.[(mg ~o?) +4a2w2] ? ~375.
Fazi y vypocteme na zaklad¢ vztahu (3.44) pro o, < o:

2
= T+ arctg [%} ~ 310 .
0, —®
Konstanty A, ¢ odpovidaji po¢ate¢nim podminkdm a stanovime je nésledujicim postupem.
Nejprve vypocteme derivaci
V'(t) = —ad.e " .sin(pt — @) + pA.e ™ .cos(pt — @) + ®B.cos(wt — )
apolozime t =0 zde a ve vztahu (3.49), takze obdrzime soustavu dvou rovnic
y(0) = —A4.sinp — B.siny,
v'(0) = ad.sine + pA.cosp + ®B.COS .

Tu upravime dosazenim z prvni rovnice do druhé za A.sin ¢ na tvar
A.sing = —y(0) — B.siny,
1 .
A.cos¢ = =.[y'(0) +a.y(0) +aB.siny — »B.cosy .
p

Nyni jiz nésleduji obvyklé kroky: umocnénim a sectenim téchto rovnic ziskame vztah pro A,
jejich vydélenim vztah pro ¢. Zde je nutno vzit v uvahu znaménka vyrazi na pravych stranach
vySe uvedenych vztaht, aby byl thel ¢ spravné stanoven v intervalu (—m, 7).
Dosazeni konkrétnich hodnot vede k vysledkim A4 ~2357, ¢ =~—-1,02 a definitivni tvar
teSeni (3.49) je pak
() = 2357.¢ %% .sin(¢ +1,02) + 3,75.sin(3¢ — 3,10) .
Na grafu této funkce (obr. 3.7) je dobte vidét piechod od vlastnich kmitli soustavy ke stadiu,

v némz jiz systém kmita zcela pod vlivem nutici sily.

EEI-aII

10+ ’\\
M B At
D wwwwwuuvwwwmw

A \N

A0+

Obr. 3.7
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Priklady k procviceni.

P3.19. Kmitavy pohyb je uréen zadanou diferencialni rovnici. Urcete druh tohoto pohybu
a jeho prube¢h v zavislosti na ¢ase pro uvedené pocate¢ni podminky, je-li :

a) 4y" +y=0, y(O):O y’(O)—l'

b) y"+8y’'+20y =0, y( ) ( ) —4:
€) 2y"+7y"+3y =0, »(0)=3, y'(0) = 4’
d) 9y"+6y'+y=0, y( ) (O
e) y" +4y =6sint, y( ) ( )

f) 4y" +4y"+5y = 1OSiﬂE, y(O) =1, y'(O) =0;

9 9y~+4y:4sin2_3f,y(o): 0, /(0)=-1.

P3.20. Urcete pribéh kapacitniho napéti u(t) v sériovém RLC obvodu se stejnosmérnym
vstupnim napétim u,(¢) = u, = konst., vite-li, 26 R*> <4L/C. Jaky bude prib&h
napéti prot — o ?

Vysledky:
P3.19. a) vlastni netlumené harmonické kmity, y = 23in% :
b) slabé tlumeny periodicky pohyb, y=e™ cos2¢;
c) silné tlumeny neharmonicky pohyb, y=¢* + 2¢ 2;

d) kriticky tlumeny pohyb, y=(3+1)e *;

e) vynucené netlumené kmity, y = V2 Sin(Zt + %j +2sint;
f) vynucené slabé tlumené kmity, y=2e 2 Sin(t + gj + \/Esin(% - 0,46365) ;

) (21 ) t . (21 nj
g) rezonance, y =sin| —+m|+—=sinl ———]|.
3 3 3 2

P3.20. Napéti ma tlumeny harmonicky prabéh (u(¢) > u, pro t— o):

2
M(l‘)=uo-[l—l(X.Sin(Dt+0).C080)t).e_h:|, o= i—R_Z =X
© LC 4L 2L

98



4. Soustavy diferencialnich rovnic

4.1. Zakladni pojmy

4.1.1. Priklad. Stanovte proudy i,(¢) a i,(f) v primarnim a sekundarnim vinuti trans-
formatoru pfi téchto zadanych parametrech (obr.4.1):

uct) ........ napéti na zdroji v primarnim obvodu,
R,, R, ... odpor v primarnim (sekundarnim)

at bvod
u{,}(:) U L i L) |ZE:| obvodu,

L, L, ... indukénost primarniho (sekundarniho)

vinuti,
B I3 M. vzajemnd induk¢nost,
L R........ ohmicka zaté€z v sekundarnim obvodu.
Obr. 4.1

Reseni. Na zakladé Kirchhoffovych zakoni plati

L di;gt) M di;ft) £ Ry (1) = u(t),
(4.1)

M

di, (?) +1, di;ft) + (R, + R).i,(t) = 0.

dt
Jedna se o soustavu dvou diferencidlnich rovnic prvniho fadu pro proudy i,(¢),7,(¢).

Miizeme ji upravit tak, aby kazda rovnice obsahovala derivaci pouze jedné z hledanych funkci
vyjadienou prostfednictvim nederivovanych funkci a nezavisle proménné (Cas t):

di,(t L,R M.(R, +R L
W0 ___ LR . .il(t)+—( 1t 2) €y (1) + ———.u(2),
dt LL,-M LL —M LL, —M
(4.2)
di, (t) MR, L.(R,+R) .
22 = L0 () -, (1) - ——————u(1),
dt LL —M LL,—M LL —M
popiipad¢ strucnéji
di, .. di, ..
Z:fl(lblZ’t)’ Z:fz(llflzj) :
Budou-li zadany proudy v jistém okamziku ¢, hodnotami
i1(tg) =iyg, 1,(tg) =iz (4.3)

predstavuje soustava (4.2) spolu s podminkami (4.3) pocatecni (Cauchyho) tlohu, jejimz
feSenim bude ¢asovy prubeh proudll v primarnim a sekundarnim vinuti.
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4.1.2. Definice. Soustavou diferencialnich rovnic 1. Fadu v normalnim tvaru pro neznamé
funkce x,(#), x, (), ..., x, (#) rozumime soustavu rovnic

X = f1(0, X550, X,,1),

X, = fo (g0 x,00),

(4.4a)

xn:fn(xl’xz""’xn’t)’
poptipad¢ jeji vektorovy zapis X =f(x,1). (4.4b)
Ve vztahu (4.4b) jsou vektory x = (x,(t), %, (t), ..., X, ()", f=(f., f,,..., f,) sloupcové,

teCkou je znacena derivace podle nezavisle proménné t.
Cauchyho uloha pro soustavu (4.4a), resp. (4.4b) je tloha najit feSeni X(z)tak, aby

spliovalo pocate¢ni podminky

X, (%) = Xy9, X,(tg) = Xp9, -+, X, (£) = X0 neboli X(t,) = X, (4.5)

4.1.3. Ekvivalence DR n-tého Fadu a soustavy n rovnic prvniho fadu. M¢jme diferenci-
alni rovnici n-tého tadu

) — Fy,p,... ,y(”’l) 1) . (4.6)

Zavedenim n novych funkei x,(¢), x, (¢), ..., x, (¢) na zaklad€ vztahi

y

_ _ 1 _ ,,(n1
X, =Y, X, =P, e , X, =y

piejde rovnice (4.6) na specialni soustavu n rovnic prvniho fadu

X1 = Xy,
Xy = X3,
X1 = X

x, =F(x;,x;5,...,x,,1).

Lze snadno ukazat, ze je-li funkce y(t) feSenim rovnice (4.6), ma vySe uvedena soustava za
feseni n-tici funkei x,(¢), x, (¢), ..., x, (¢) . Bez obtizi 1ze ovéfit i opacny prechod od soustavy
k jediné rovnici zpétnym postupem.

4.1.4. Priklad. Pieved'te rovnici ¥ —¢.j+2y+t°y =1+¢ nasoustavu rovnic prvniho fadu.

ReSeni. Polozime x;, =y, x, =y, x; = ; podle pfedchoziho odvozeni ziskame soustavu
X, =X,,
X, = X,

Xy =—1%x, —2x, +tx, +1+1

4.1.5. Disledek. Na stejném principu lze i soustavu DR vysSich fadii pfevést na soustavu
rovnic prvniho fadu. Pocet novych rovnic (tj. 1 pocet nové zavedenych funkci) bude roven
celkovému fadu piivodni soustavy, tedy souctu nejvyssich fadi derivaci neznamych funkei.

Je ztejmé, Ze znalost metod feSeni soustav rovnic prvniho fadu umoznuje fesit 1 dalsi tiidy
uloh - rovnice vyssich fadu a jejich soustavy.
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4.1.6. Priklad. Pieved’te soustavu pro neznamé funkce y(¢), z(z)
P+z=4y°,
5+3zp =2z
s poc¢ate¢nimi podminkami y(0) =1, y(0) =-1, z(0) =0, z(0) =2 na soustavu DR 1. fadu.

Reseni. Hledana soustava bude tvofena Ctyfmi rovnicemi pro nové nezndmé x,...,x,, které
zavedeme napfiiklad takto:
X, =V, Xy =Z, Xg=Y, X, =Z .

Odtud bezprosttedné plynou prvni dvé rovnice

X, = X3,

X, =X,.
Dalsi dvé ziskame pfepsdnim zadané soustavy pomoci nové zavedenych funkei:

. 2

Xy =4x; —x,,

X, = —=3x,x; + 2x,.
Pocate¢ni podminky pro novou soustavu obdrzime z plvodnich nahrazenim odpovidajicich
funkei v tomtéz bodé t = 0:

x0)=1 x,(0)0=0, x;(0)=-1 x,(0)=2.

4.1.7. Autonomni soustava diferencidlnich rovnic se vyznacuje tim, ze funkce f;,f,,...,f,

na pravych strandch neobsahuji explicitné nezavisle proménnou. Jeji vektorové vyjadieni je

tedy
x=f(X).

Ukézkou je soustava z piedchoziho ptikladu.

4.1.8. Definice. Mé&me danu soustavu
x=f(x,t), kde f:Dx(,,t,)—> R", 4.7

pficemz x eD cR". Funkce u(z) = (u1 @), ..... U, (t)) je pro ¢ €(t,,t,) FeSenim soustavy
(4.7), jestlize pro vSechna ¢ €(¢,,t,)
(1) funkce u,(¢), i =12,...,n maji spojité derivace u,(t),
(2) funkce u(t) vyhovuje soustave (4.7), tj. plati u="f(u,z),
(3) body [u,t] patii do definicniho oboru D x(t,,¢,) funkce f(x,t).
Obecnym feSenim soustavy (4.7) rozumime mnozinu vsSech funkci, které spliuji
podminky (1)-(3). V tomto smyslu Ize psat

u =u(t,C,C,,...,C) Vi=12,...n,

kde C,,C,,...,C, jsou realné nebo komplexni konstanty.
4.1.9. Geometricka interpretace. Kazdé¢ feseni u(z) = (ul (), ..... U, (t)), t e(t,,t,) lzein-
terpretovat jako systém parametrickych rovnic

w, =u,(t), u, =u,(t), ..... , u, =u, ()

pro integralni kiivku neboli stavovou trajektorii soustavy.
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Resime-li specialné autonomni soustavu X = f(x) , mtizeme kazdé jeji feseni znazornit
V n-rozmérmém euklidovském prostoru se soufadnym systémem (x,,x,,...,x,). Velmi Casto
uvedena soustava popisuje pohyb bodu po kiivce, jejiz parametrické vyjadieni obdrzime jako
feSeni soustavy. Dusledkem této fyzikalni interpretace je Casto pouzivané oznaceni fazovy
prostor. Ptislusné kiivky jsou pak fazovymi trajektoriemi feseni (viz ptiklad 4.1.13 a ze-
jména kap. 4.7.).

4.1.10. Véta (existence a jednoznac¢nost eSeni SDR 1. Fadu). Necht v soustavé X = f(X,7)
s po¢ate¢nimi podminkami X(z,) = X, e D < R" jsou funkce f;(x,z) i jejich derivace
of, (x,1)

ox,

, k=12,...,n

spojité na oblasti Q=D x(z,,1,). Pak pro libovolny bod [X,,7,] €Q existuje pravé jedno
feseni X(t) dané soustavy, které vyhovuje podmince X(¢,) =X, .

Dutkaz. Provadi se na principu Picardovych aproximaci obdobné jako u véty 1.3.7.

4.1.11. Elimina¢ni metoda feSeni soustavy DR spociva v obraceni postupu popsaného
v Clanku 4.1.3. Vhodnymi upravami (dosazenim z jedné rovnice do dal$i apod.) mizeme
ziskat jedinou rovnici n-tého fadu pro jednu neznamou funkci, po jejimz vyfeSeni postupné
urc¢ime zbyvajici hledané funkce.

Pouziti této metody je efektivni pouze u jednoduchych soustav s malym poctem rovnic.

4.1.12. Priklad. Urcete obecné feSeni soustavy xy =6¢, x—ty=y pro y>0 a ¢>0.

Reseni. Tato soustava rovnic 1. fadu neni v normalnim tvaru, lze ji v$ak snadno
odpovidajicim zpiisobem upravit. Pii feSeni eliminani metodou to vSak neni nezbytné, nebot’
muzeme z prvni rovnice pfimo vyjadrit
. bt
5= —
y
a dosadit do druhé, ktera po upravé bude rovnici pro jednu neznamou Y(t):

ty +y? =6t .
To je Bernoulliho DR prvniho #adu, kterou podle kap. 2.4 substituci y° =z, tj. 2y =z,
prevedeme na linearni DR pro funkci z(t)

tz+2z=12¢.
C, +4t°

Jeji obecné feSeni ur¢ime napiiklad variaci konstanty (kap. 2.3) s vysledkem z(¢) = 2

Po zpétné substituci bude

y(t) = 1/C +4¢°

: . ] L 6t 5
Ze vztahu x = 6¢ / y dostavame dosazenim za y rovnici x(t) = ———, takze

JC, +4t°

2
x(t) = I\/% JC, +41°2 +C,.

Obecnym feSenim zadané soustavy je dvojice funkci
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x(t) =+/C, +4t> + C,, y(t)=%,/C1+4t3.

4.1.13. Priklad. Reste Cauchyho Gllohu pro autonomni systém rovnic X, = x,, X, = —x

s poc¢atecnimi podminkami x,(0) =1, x,(0) =1. Vysledek znazornéte ve fdzové roving.

Reseni. Dosazenim z prvni rovnice do druhé za x, ziskdme DR 2. fadu

X, +x, =0,

jejiz obecné feseni znamym zpiisobem (véta 3.5.4) uréime ve tvaru

x, = C,cost + C, sint;

dale je

x, =%, =—-C;sint+C, cost.

Posledni dva vztahy pfedstavuji obecné feSeni zadané soustavy a mizeme z nich vyloucit

parametr t umocnénim a sectenim:

2 2 _ 2 2
x; +x;, =C +Cj.

Je ziejmé, Ze se jednd o systém soustfednych kruZnic se sttedem v pocatku souradné soustavy
ve fazové roviné (x,,x, ), jak ukazuje obr.4.2.

X2

()
I

2 X1

Reseni Cauchyho ulohy
existuje a je jednoznacné ve vSech
bodech prostoru R?* x (—o0,0),
nebot pravé strany

fi=%, fo=—x

jsou i se svymi derivaceni spojité
na uvedené¢ mnoZziné (véta 4.1.10).
Konkrétné pro zadané pocatecni
podminky vychazi

¢ =C, =1,
jak ur¢ime dosazenim t = 0 do
obecné¢ho feSent. Kitivkou
spliiujici  podminky Cauchyho
ulohy je kruznice

X, = COSt +sin¢,

x, =—Sint + cost

neboli x/ +x7 =2, kterd na obr.4.2. prochéazi bodem [1,1].
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4.2. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

4.2.1. Zavedeni. Jsou-li v soustavé X =f(x,z) + b(t) funkce f,(x,t), i=1,2,...,n linearnimi
formami proménnych X;,X,,...,X,, jedna se o soustavu linearnich diferencialnich rovnic

(linearni soustavu). Zapisujeme ji ve tvaru

X o= ay(U)x +ap (U)X ... +ay, (0)x, +b(t)
X, = A, ()X +ay(t)x, +...+a,, (t)X, +b,(t) (4 8a)
Xn = a'nl(t)xl +a‘n2 (t)XZ +“‘+ann (t)xn +bn (t)
nebo tspornym zplisobem ve vektorovém tvaru
X =A(1).x +b(t), (4.8b)

kde A(t) je matice soustavy s prvky a; (t) a b(t) je zadany vektor se slozkami b (t).

Soustavu (4.8a,b) nazyvame nehomogenni, zatimco pii b(t) = 0 hovotime 0 homogenni
soustavé linearnich diferencidlnich rovnic (SLDR) a piSeme

X = A(f).x (4.9)

4.2.2. Existence a jednoznacnost feSeni SLDR. Jsou-li funkce a;(t), b, (t) spojité na

intervalu (t,,t, ), pak pro kazdé ¢, €(z,,t,) existuje pravé jedno feseni Cauchyho tlohy
x=A(z).x +b(t), x(ty) =X, (4.10)
Diikaz. Jde o ptimy dlsledek véty 4.1.10 pro obecnou soustavu, nebot’ v linearni soustavé je
of . (X) ..
“——~=q.(t) Vij=1..,n.
Ox . i(0) J
4.2.3. Priklad. Vysetfime existenci a jednoznacnost feSeni soustavy linearnich rovnic
: 2
x, =—(2.tgt +cotg t).x, + —.x, + cotg t,
Cost¢

sin? ¢
cost

X, = X, +tgt.x, +sint.

Reseni. Funkce tvofici prvky matice soustavy a vektoru b(t)= (cotgt,sint)” maji body
nespojitosti dané podminkami cos t = 0, sin t = 0 , coz znamena, ze jde o body
k.z/2, k € Z. Podle véty 4.2.2 existuje feSeni - a to praveé jedno - v kazdém intervalu, ktery
neobsahuje Zadny z téchto bodd.

4.3. Homogenni SLDR

4.3.1. Véta. M¢jme danu homogenni linearni soustavu X = A(z).X.
a) Jejim trividlnim feSenim je nulovy vektor X = 0.
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b) Jsou-li x,,X,,...,X,, jejilibovolna feseni, pak je jejim feSenim kazda jejich linearni
kombinace

m
CiXy +CpX, + ..+ CoXp = D CiX; (1)
i=1
Dukaz. a) Tvrzeni je ziejmé.

b) Chceme dokazat, ze plati (Z CI.X,) = A.ZCixi . Protoze kazda funkce X; je feSe-
1 1

4
di

nim, plati X, = A.X, a levou stranu miiZeme upravovat takto:

i(ZCixij =Y Cx, =Y. CAX, =AY CX,,
dt 1 1 1 1
coz bylo tfeba dokazat.

4.3.2. Poznamka. Z uveden¢ho tvrzeni je ziejmé, Ze linearni soustavé vyhovuje nekonecné
mnoho funkei. Z nich je vSak linearn€ nezavisly pouze kone¢ny pocet a vSechna dalsi feSeni

z n& mizeme odvodit, jak nyni ukazeme. Ctenafi doporudujeme, aby si pojem linearni
nezavislosti funkci ozivil nahlédnutim do kapitoly 3.4.

4.3.3. Véta. Jsou-li prvky matice soustavy A(t), tj. funkce a; (t), spojité na intervalu (t,,t, ),

ma homogenni soustava X = A(¢).x na tomto intervalu pravé n linearné€ nezavislych feseni.

Duikaz. Necht’ je {ei}le soustava jednotkovych vektori v R" | jejichz i-ta slozka je rovna

jedné a ostatni jsou nulové. Jak je znamo z linearni algebry, jde o linarné nezavislé vektory,
tvofici jednu z bazi v R". Dale m&jme t, pevné zvoleny bod v intervalu (t,,t, ).
Je zfejmé, Ze mliZzeme napsat n riznych pocatecnich lloh

x=A@l).x, x(t,)=¢, 1=12,..n,
které maji podle véty 4.2.2 pravé jedno feSeni. Oznacime tato feSeni X; (t) a dokazeme, Ze
jsou linearné nezavisla. Uvazujme proto rovnost
CX, () +Cx, () +...+C X, (1)=0

vbodét=t,:

C X, (t,) +CX, () + ...+ C X, (t,) =0.
Veli¢inami X; (t,) jsou ovSem podle pfedpokladu linearné nezavislé vektory e, takze vyse
uvedend rovnost plati pouze pro

¢ =C,=---=C, =0,

coz podle definice (viz ¢lanek 3.4.1) znamend linearni nezévislost funkci X,,X,,...,X,. Je
ziejmé, Ze kazdé dalsi feSeni musi byt jejich netrividlni linedrni kombinaci, takZe linearné
nezavislych feSeni je pravé n.
4.3.4. Definice. Mnozinu n linearné nezavislych feseni soustavy n linearnich diferencialnich
rovnic X = A(¢).X nazyvame fundamentalnim systémem feseni.
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4.3.5. Wronského determinant (wronskian). Hledejme zptsob, jak rozhodnout o linearni
nezavislosti feSeni, tedy o tom, zda mnoZina feseni tvoii fundamentalni systém. Vytvoime
proto matici X(t), jejimz j-tym sloupcem je pravé vektor j-tého feSeni z daného systému:

X(£) = (%, (). %, (1), . X, ().

Determinant této matice zna¢ime W(t) a nazyvame ho Wronského determinantem (wron-
skianem) systému feseni X, ,X,, ..., X, soustavy X = A(z).x. Je tedy

Xy (1) xp () 0 x,,(0)
W) = detx(p =2 =0 xe 4.11)
X, () x5, () -+ x,,(2)

Naésledujici véta je kriteriem linearni nezavislosti feSeni.

4.3.6. Véta. Necht’ md soustava X = A(z).X v intervalu (t,t, ) spojité koeficienty a; (t) a
necht’ jsou funkce X, (t),X, (t),...,X, (t) jejimi feSenimi. Pak plati:
(1) Je-li W(t) = 0 alespon pro jedno t (t,,t,), pak Vt e(t,,t,) je W(t) =0.
(2) Redeni X, (t),X,(t),...,X, (t) tvoii fundamentilni systém pravé tehdy, je-li
W(t) 0.

Diikaz. Uvazujeme wronskian W(t) jako determinant soustavy algebraickych rovnic
CX, () +Cx, () +...+C X, (r)=0

pro neznamé C,,...,C_ . Obé& tvrzeni pak plynou z vlastnosti feSeni soustav linearnich alge-
braickych rovnic a z véty 4.3.3.

4.3.7. Priklad. Ukazme, ze funkce

(2.c0tg tj i
X, = v Xy, =|sint
cos ¢ 1

T
tvoii fundamentalni systém feSeni homogenni soustavy z piikladu 4.2.3 pro t # k.E, keZ.

Reseni. Jde o soustavu

x, =—(2.tg t +cotg t).x, + —.x,,
cost
(4.12)
. sin’ ¢ tg
Xy = — X X5,
2 cost ! 2

Dosadime-li do ni naptiklad funkci X, (t), dostavame (v maticovém vyjadfeni):

2

i —2.tgt —cotg ¢ 2.cotg t
_ B sin’t g1

—sin ¢ c0s? CosS ¢
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Provedeme-li nasobeni na pravé strané a upravime ziskané vyrazy, obdrzime vektor rovny
levé strané. Stejnym zptisobem ovéfime i pro funkei X, (t), Ze soustavu splituje, a to s vyjim-
kou uvedenych bodd.

Woronskian feseni X, (t), X, (t) ma hodnotu

2.cotgt ——
J sint|=cotgt.

cost 1

W(t) =

Nulové hodnoty nabyva pouze v bodech t, =(2k+1).5, k € Z, v nichZ ovSem nejsou

koeficienty matice soustavy spojité (viz piiklad 4.2.3). Vidime, Ze vSude, kde feSeni existuje,
je jednoznacné a wronskian zadanych funkci je rGzny od nuly. Proto podle ptedchozi véty
tvoti tyto funkce fundamentdlni systém.

4.3.8. Véta (obecné FeSeni homogenni SLDR). Jestlize funkce X, (t),X, (t),...,X, (t) tvofi
fundamentalni systém (FS) feSeni soustavy X = A(z).x na intervalu (t,,t,), pak obecnym
feSenim této soustavy je jejich linearni kombinace

x=C1xl(t)+C2x2(t)+...+Cnxn(t)=Zn:Cixi . (4.13)

Diikaz. Stadi ukazat, ze libovolné jiné feSeni X* lze vyjadfit pomoci funkci FS uvedenym
zpiisobem. Zvolme proto pevny bod t, e(t,,t,), pro ktery napiSeme soustavu linedrnich
algebraickych rovnic

CX, (ty) +Cx, (t) +... +C X, (t,) =X (t,) (4.14)
pro neznamé C,,...,C . Jejim determinantem je wronskian W(t,), a protoze
X, (t),X, (t), ..., X, (t) tvoii fundamentalni systém, musi byt W(t,) = 0 a n-tice C,,...,C, je

urcena jednoznacné. Leva 1 prava strana (4.14) nabyvaji v bod¢ t, stejné hodnoty, a protoze
byl tento bod vybran libovolné, plati podle véty o jednoznacnosti feSeni (4.2.2) rovnost

X" = CX, (1) +CyX, (1) + ... + C X, (1) = D Cx,
i=1

na celém intervalu (t;,t, ), coZ jsme méli dokézat.

4.3.9. Priklad. ZapiSme obecné feSeni soustavy (4.12) z ptikladu 4.3.7 s funkcemi x, (t),
X, (t), které bude mit strukturu odpovidajici vyrazu (4.13) pro n = 2:

Reseni.

1
X, 2.cotg t —
X=( j:C1x1+C2x2=Cl.( ) + C,.|sint
x2 cost 1

4.3.10. Poznamka. Jak jsme ukézali, mizeme obecné feSeni kterékoli homogenni soustavy
linearnich DR sestavit jako linedrni kombinaci funkci fundamentalniho systému podle vztahu
(4.12). Doposud jsme vSak neukdazali, jakym zpiisobem muzeme FS nalézt. Obecné feceno,
nejedna se o jednoduchou ulohu, ale naptiklad pro velmi rozsiteny typ soustav s konstantnimi
koeficienty existuji k uréeni fundamentalniho systému nepfili§ slozité postupy, kterymi se
budeme zabyvat v dalsi kapitole.
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4.4. Homogenni SLDR s konstantnimi koeficienty

4.4.1. Eulerova metoda - princip. Je-li X = A.x soustava s konstantnimi koeficienty, jsou
prvky matice A konstanty (v naSem piipadé realna cisla). Podle diive uvedenych tvrzeni je
netrivialni feSeni této soustavy vzdy jednoznacné. V analogii s feSenim linearnich DR vysSich
rada s konstantnimi koeficienty budeme vysSetfovat podminky, za kterych této soustavé bude
vyhovovat funkce tvaru

x(t) =r.e”, (4.15)

kde r= (7, 7,,...,7,)" je vektor a A parametr, které jsou zatim bliZe neurceny.
Po dosazeni do soustavy budeme mit

rr.et =Ar.e™
neboli
(A-X.E).r=o, (4.16)

kde jsme E oznacili jednotkovou matici. Vidime, Ze se jedna o homogenni soustavu algebra-
ickych rovnic pro nezndmé slozky r,,r, ,....,r, vektoru r, ktera ma netrividlni feSeni pouze
v ptipadé, Ze je jeji determinant roven nule:

IA-LE=0, (4.17a)

rozepsano

"l =0. (4.17b)
anl anZ a _}\‘

Tim jsme ziskali charakteristickou rovnici soustavy X = A.X. Jejimi kofeny A jsou
vlastni hodnoty (vlastni ¢isla) matice soustavy A a t€ém podle zakonitosti znamych z linearni
algebry odpovidaji vlastni vektory této matice. Protoze vlastni ¢isla mohou byt realna nebo
komplexni, jednoducha nebo nasobnd, bude tieba se jednotlivymi ptipady zabyvat zvIast.

4.4.2. Eulerova metoda - jednoducha vlastni ¢isla. Nejjednodussi situace nastane, nema-li
charakteristicka rovnice (4.17a) nasobné kofeny. Pak kazdému vlastnimu ¢islu A z n-tice
Ay, ...yA, odpovida jeden vlastni vektor r; jako feSeni soustavy (4.16) a nasledné funkce
tvaru (4.15), ktera je feSenim soustavy. Protoze rGznym vlastnim cCislim pfislusi linearné
nezavislé vlastni vektory, jsou ziskané funkce

X, (t) =r,.e™ (4.18)

n

rovnéZ linearné nezavislé a tvoii fundamentalni systém feSeni homogenni soustavy X = A.X.
Podle véty 4.3.8 zapiSeme jeji obecné feseni ve tvaru

n
x=Cr.e" +Cyry.e™ +--+Cr.e™ = Cr.e™ . (4.19)

i=1

4.4.3. Priklad. Najdéte obecné feSeni soustavy
X, =2x, —x,,
X, =x; +2x, —10x,,

Xy =—X, +2x;.
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Reseni. Popiseme struéné jednotlivé kroky podle vyse uvedeného postupu.
1) Charakteristicka rovnice

2-% -1 0
IA-LE[=| 1 2-% —10=(2-1).(A* —41-5)=0
0 -1 2-2

ma tfi rizné redlné kofeny (vlastni ¢isla) A, =2, A, =-1, A; =5.
2) Pro A, =2 je vlastni vektor r, feSenim soustavy (4.16) ve tvaru

0 -1 0)\(n, 0 -, =0,
1 0 -10|.|7r,|=|0]| mneboli nr,—-101,=0,
0 -1 0\, 0 -1, =0,

matice této soustavy ma hodnost 2, proto lze jednu ze slozek volit (napf. r,; =1), takze z pro-
sttedni rovnice je r;; = 10 a hledany vlastni vektor bude r, =(10,0)". Vlastni vektory
odpovidajici dal$im dvéma vlastnim ¢islim najdeme obdobnym zpiisobem s timto vysledkem:

r,=(131)", r,=(1,-3,1)".

—t

3) Fundamentlni systém je tvoren funkcemi r,.e*,r,.e™, r,.e” , takZe obecné feleni je

jejich linedrni kombinaci:

10 1 1 x, =10.C,.e* +C,.e” +C,.e™,
x=C,.| 0].e”+GC,.|3l.e’ +C,.|-3|.e¥, resp. x,=3.C,.e” —3.C,.e”,
1 1 1 x, = C.e” +C,e” +C,.e”.

4.4.4. Poznamka (pripad komplexnich vlastnich ¢isel). ProtoZe se v nasem vykladu zaby-
vame pouze soustavami s redlnymi koeficienty @, , budou ptipadné komplexni kofeny charak-

ij>

teristické rovnice po dvou komplexné sdruzené:
L=a+Pi, A=a—PBi, a,peR.

Piislusi jim také komplexné sdruzené vlastni vektory r, T a do fundamentalniho systému pak
zatfadime dvojici funkei

Budeme-li vSak chtit ve vysledku pouze realné vyrazy, mizeme (stejné¢ jako v kapitole 3.5)
pouzit Eulerovy vzorce a za FS feSeni soustavy vzit funkce

X, = Re(r.e™), x, =Im(r.e"),
kde Re, Im predstavuji realnou a imaginarni ¢ast komplexni veli¢iny.
4.4.5. Piiklad. Reste soustavu
X, =2x, —4x,,

X, =9x, +2x,.
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Reseni. Charakteristicka rovnice
2_% -4
9 2-A

‘27\‘2—47\,+4O=O

mé kofeny A, = 2+ 6i. Ur¢ime vlastni vektor napiiklad pro A = 2 + 6i :

-61 - 3i 2 )
N I GO By
9 -6i1 3 -21

takze r = (2,-3i)T. Nyni upravime ziskané feSeni SDR takto:

" 2 (2460 2\, o 2¢0s6¢ + 2i.sinbr)
r.e” = e = _|.e”".(cos6t +i.sinbr) = . ) e’
=31 =31 3sin6¢ — 3i.cosbt

Funkce fundamentalniho systému ziskdme jako redlnou a imaginarni ¢ast tohoto vysledku,
takZe miZzeme zapsat vysledné obecné feseni soustavy:

) N 2cos6t) 2sin6r)
x=CoRe(re®)+ Gum(re®) =G| o o )€ TG o o)

4.4.6. Eulerova metoda - nasobna vlastni ¢isla. Necht' ma charakteristicka rovnice homo-
genni linearni SDR m-nasobny kofen A (m > 1). Jak vime, musi mu ve FS odpovidat m li-
nearné nezavislych funkci, coz lze zajistit naptiklad tak, Ze odpovidajici soucast obecného
feSeni bude mit tvar

(r+rt+rt>+ . +r.t™").e", (4.20)

kde m-tice vektord r,,r,,...,I, je linedrné nezavisla a zahrnuje jiz ve svych slozkach m
konstant C,,C,, ...,C,. Tato volba odpovida postupu popsanému jiz ve vété 3.5.8 pii vykladu
o DR vyssich fadt s konstantnimi koeficienty.

Postup pii ur€ovéani vektorti r;,r,,...,I,

soustavy X = A.X, takze bude

. spociva v tom, Ze vyraz (4.20) dosadime do

(r, +2rt +3r,t? + .+ (M- t"?).e™ + A(r, +rt+rt> + .. +r t"").e" =
=A.(r +t+rt?+ .+ tmh)eM,

a porovndme vyrazy u stejnych mocnin t (¢initelem e 1ze rovnici délit):

% (A-AE).r, =r,,
tho (A-AE).r, =2r,,
12 A—-M\E).r, =3r,,
( RE N (4.21)
" (A-AE).r, , =(m-Dr,,
"t (A-AE).r, =o.

Ziskali jsme soustavu m.n algebraickych rovnic pro m vektorti o n slozkach. Tyto rovnice
nejsou nezavislé, protoze hodnost matice A —AE je mensi nez n. Pfi vypoctu proto vhodnym
zpusobem volime m konstant C,,C,, ...,C_, jejichz prostiednictvim vyjadiime slozky vektora
r.,r,,..,r, Nazorné¢ je tento postup ukdzan v nasledujicim piikladu.

4.4.7. Piiklad. Reste homogenni soustavu s matici
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2 20
A=/0 3 1|
0-11

Reseni. Charakteristicka rovnice

2-2 2 0
[A-AE|=| 0 3-% 1|=(2-1)°=0
0 -1 1-A
ma trojnasobny koien A = 2, pficemz matice
0 2 O
A-AE=|0 1 1
0 -1 -1

ma hodnost 2. Obecné fefeni budeme hledat ve tvaru (r, +r,t+r,t*).e”, kde vektory
r,,r,,r; spliuji podle (4.21) soustavu deviti rovnic

0 2 0)\(my Ty 0 2 0)(ry a1 0 2 0)\(ry 0
0 1 1|n|=|ry]| 0 1 1||r,|=2|r,|, |0 1 1.ir|=|0
0 -1 -1 \r, Vs 0 -1 -1 \ry, T3 0 -1 -1 \ry, 0

Z posledniho systému je ihned vidét, Ze ry, =r,; =0, takZe pfi volbé r,; = C; dostavame
vektor r, = (C,,0,0)". Jeho slozky jsou pravymi stranami prostiedni soustavy, z niZ snadno
vypodteme I,, = —I,, = C, a zvolime r,, = 2C,. Ziskany vektor r, = (2C,,C,,—C,)" pouzi-
jeme v prvni soustave, kde polozime r,;, = C, a dopoc¢itame r,, =C,, r,; =C, —C,. Posledni
z hledanych vektord je tedy r, = (C,,C,,C, —C,)".

Vysledné obecné feseni ziskdme dosazenim vypoctenych vektori do (4.20):

X, C 2C, G,
X=|x,|=| C, [e*+| C, |.te* +| 0 |.t%e*,
X3 G, -G, -G, 0
popiipad¢ (pro zvyraznéni funkci fundamentélniho systému)
1 2t t?
Xx=C.l0l.e” +C,| 1|e”+C,| t | .
0 -1 1-1

4.4.8. Pouziti maticovych funkci. Vidéli jsme, Ze Eulerova metoda feSeni homogennich
soustav s konstantnimi koeficienty vyzaduje znalost vlastnich Cisel a vlastnich vektort matice
soustavy, jejichz nalezeni je - zejména pro rozsédhlejsi systémy - velmi pracné. Zminime se
proto stru¢né o jedné z dalSich metod, u niZ hledani vlastnich ¢isel neni potfebné.

M¢jme soustavu X = A.X neboli

d—X:A.x.

dt

Provedeme-li formaln¢ separaci "proménnych" a integraci, obdrzime pro neznamy vektor X
vyraz
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x=eM.C, (4.22)

kde C = (C,,...,C,)" je konstantni sloupcovy vektor a e* je tzv. maticova exponencialni

funkce, jejiz vlastnosti jsou stru¢n¢ zminény v poznamce 4.4.9. Lze ukazat, ze funkce (4.22)
je skute¢né obecnym fesenim vychozi soustavy (viz napt. [Ku]).

4.4.9. Maticova exponencidlni funkce je definovana pro libovolnou ¢tvercovou matici A
vztahem

" =E+A+LAT+ LAY+ =) LAF (4.23)
k=0
kde E = A? je jednotkova matice. Pro kazdé realné t mizeme zapsat fadu

o ¢k
a_NU Ak

e™ = FA , (4.24)
k=0 ™=
ktera absolutné konverguje pro libolnou ¢tvercovou matici A.

Konstrukce matice e vypodétem je obecné mozna jen ve tvaru vyse uvedené fady, coz je
(bez pouziti pocitace) pracné i pifi nevelkém poctu ¢lenti, zminime se vSak o dvou pfipadech,
kdy je vypocet jednoduchy.

(1) Je-li A diagonalni matice, je jeji k-ta mocnina opét diagonalni matice:

a, 0 - 0 aj, 0 - 0
A 0 a, - 0 o Af- 0 a), - 0O |
0 0 a,, 0 0 al,
V dasledku toho je
e™ 0 - 0
er |0 e 0 (4.25)
0 0 - e™

(2) Jsou-li matice P, Q komutativni, tj. P.Q = Q.P, pak plati e”.e® =e"*°. Bude-li proto
ve (4.24) A=P +Q skomutujicimi maticemi P, Q, miZeme psat
e =e™.e¥; (4.26)

slozitost vypoctu na pravé strané miizeme ovlivnit tvarem matic P, Q.

4.4.10. Priklad. Hledejme feSeni soustavy s matici
2 10

A=|0 2 1
0 0 2

Reseni. V tomto piipadé je vyhodné rozepsat matici A na soudet dvou matic, z nichZ jedna je
diagonalni:
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2 00 010
A=P+Q=(0 2 0/+|0 0 1|.
0 0 2 00O

Dale se da snadno ukazat, ze P.Q = Q.P, a proto podle (4.26) bude

e 0 0 , ,
M =e"e® =0 ¥ 0 .[E+Q1+ta—+Q3t—+---).
217 % 3l
0 0 &*

Pro prvni maticovou exponencidlni funkci jsme pouzili (4.25), ve druhém ptipad¢ obdrzime

0 01
Q°=|0 0 0|, Q°=Q*=---=0 (nulova matice),
000
takZe
2
oA = o2 E(E+Qr+Q2%j
100 010 00 1), 1 ¢ 5
e 010+001t+000.%=ez’.01t.
0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 1
Nyni jiZ napiSeme obecné feSeni podle (4.22):
1t )¢ 1 t £
x=eM.C=e".|0 1 t||C,| = C.l0l.e*+C,|1|.e¥ +C,.| ¢t ]e”.
0 0 1ACG 0 0 1

4.5. Nehomogenni linearni soustavy

4.5.1. Véta (struktura feSeni). Mé&me danu nehomogenni soustavu o n rovnicich

X=A(?).X + b(t) (4.27)

majici spojité koeficienty na intervalu (t,,t, ). Pak jeji obecné feseni ma tvar
X:Zn:Cixi(t)+v(t) , (4.28)
kde x;, i =1,...,n jsou funkce fundarllzllentélniho systému homogenni soustavy X=A(?).X a

Vv(t) je libovolny partikularni integral nehomogenni soustavy na intervalu (t,,t, ).

Diikaz. Podle ptedpokladu je Vv = Av +b, takze vzhledem k linearité diferencovani bude

X = %{icixi(thv(t)} = Zn:CiXi +V =
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=AD Cx,+Av+b= A.(Zcixi +v) +b=AXx+b.
i=1 i=1

4.5.2. Metoda variace konstant se v piipadé nehomogennich linearnich soustav zaklada na
stejném principu jako u linearnich DR (kap.3.6). Piedpokladejme, ze zname FS a tedy 1 obec-
né feSeni homogenni soustavy X = A(¢).X prislusné k soustave (4.27), které oznac¢ime a zapi-

Seme obvyklym zptsobem:
x=>Cx(1) . (4.29)
i=1

Chceme-li najit feseni X(t) nehomogenni soustavy, budeme povazovat veli¢iny C, za funkce
nezavisle proménné t :

x:zn:Ci (t).x; () . (4.30)

Tvar funkci C,(t) uréime z pozadavku, aby X(t) vyhovovalo zadané nehomogenni
soustave:

%{iaa)-xxr)} = AWDC0X,(0) +b() |
t.
[ 0X,0)+ G 0% 0] = 3 €0 AwX, (1) +b(e)

Protoze na levé strané je ve druhém Clenu X, = A(¢).X, (jedna se o FS), obdrzime po upravé
soustavu algebraickych rovnic pro derivace funkei C, (t):

> 0%, (1) =b()

Jejim determinantem je wronskidn fundamentélniho systému, ktery je jisté¢ nenulovy, takze
tato soustava ma prave jedno feseni, které ur¢ime pomoci Cramerovych vzorct:

Ci(t)zl;;—((;))a

kde W, (t) je determinant, ktery obdrzime z wronskianu W(t) fundamentalniho systému na-

i=12,...,n,

hrazenim i-tého sloupce sloupcovym vektorem b(t).
Integraci predchozich vztahti dostdvame hledané funkce

C (1) = '[W(t)dei, i=12,..,n

pficemz K, jsou redlné konstanty. Konecné dosazenim do (4.30) ziskame obecné feSeni
nehomogenni soustavy:

x(¢) = ZD () dt+K}x (1) = ZK X, (z)+2x (r)j dt . (4.32)
v némz druhy ze s¢itancti predstavuje partikularni integral v(t) uvedeny ve tvrzeni 4.5.1.
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4.5.3. Priklad. Urcete obecné feSeni soustavy

(-6 300

Reseni. 1) Pro homogenni soustavu dostdvame

F—x -1

|A—AE|= =(A-3)>=0 = dvojnasobné vlastni &islo A = 3.

(x) _ (”11 +’”21tj ¥
y g T 15t

kde slozky vlastnich vektord stanovime podle 4.4.6. nebo 4.4.8. Vysledkem bude vyraz

C C 1 t
(Xj :( 1 j.eSz_i_( 2 JZ.CSZ :Cl.( ]J.e?,z +C2.( j.e& . (433)
y) \-c -¢, -G, - —1-1¢

Druhy z uvedenych tvart je vhodnéjsi, nebot’ je z n¢j bezprostiedné patrny fundamentélni

4-1

Jeji obecné feSeni ma tvar

systém.
2) Variace konstant se opira o vypocet wronskianu FS
W(t) = flest = e
-1 —1-tf
a déle determinantti
W, (t) = t e 'e® = —(8+10t).e', W, (t)= 18 e e® =10.e'
A > _1_4f e, W, 1 ol e .

Podle 4.5.2. vypocteme

/AQ
Cl(t) = _[ W(l‘)
cxo:j%%gmz—uﬂe%h=2eﬁ+@.

dt = [ (8+10¢).c "dt =-2.(1+1).e ™ +K,,

3) Na zékladé formule (4.32) vytvofime obecné feSeni nehomogenni soustavy:

1 t 1 t
(xj = Kl.[ ).est +K2.( ).ee” —2(1+t).e‘r”( j.es’ +2€5t( ).em =
y 1 -t 1 -
(4.34)
1 t -2
=K1.( J.e3’+K2.( j.e3’+( j.e"z’.
— -1-1t 0

4.5.4. Poznamky. a) Metoda variace konstant se obvykle vyznacuje velkou pracnosti. Proto
muze byt i u soustav vyhodné pouzit pripadného specidlniho tvaru "pravych stran", tj. slozek
vektoru b(t), podle stejného principu, jaky jsme aplikovali v kapitole 3.7. Pro ilustraci tohoto
postupu uvadime ptiklad 4.5.5.

115



b) Nalezeni fundamentalniho systému homogennich soustav v uvedenych postupech nelze
obejit, pokud nezvolime naptiklad elimina¢ni metodu.

4.5.5. Piiklad. Re$me soustavu z piikladu 4.5.3 jako ulohu se specialni pravou stranou.

Reseni. Vime podle 4.5.1, ze hledany vysledek bude souétem obecného feseni homogenni
soustavy (4.33) a n€kterého partikularniho integralu v(t) nechomogenni soustavy, ktery v na-
Sem ptipad¢ bude odpovidat vektoru

8.e_2tj , (v .e‘z’j
b(¢) = ,otg. v = ! .
©) EZ.e‘Z’ i V() v,.e”

Koeficienty v, , v, musime ur¢it dosazenim funkce v(t) do nehomogenni soustavy:

v=Av+b neboli = + ,
—2v, 1 4)\y, 2

kdyZz jsme rovnici vydélili vyrazem e *'. Snadno zjistime, Ze tato soustava algebraickych
rovnic ma feseni v, =2, v, =0. Je tedy

-2 2t
v(t) = ( 0 j.e"

a konecny tvar hledaného teSeni je totozny s vysledkem (4.34).

Priklady k procviceni

P4.1. Zadanou ulohu vyjadiete soustavou diferencialnich rovnic prvniho fadu v normalnim
tvaru:

a) y"-4y'+5y=0, y(t;))=2, y'(t))=-3;
b) y” +t.2' +t?y =sint, z”-2t.y'+z=0.

P4.2. Je dana soustava y=y.A/1-z°, z=arcsiny pro funkce y=y(t),z=2z(¢). Vyset-
fete mnozinu, na které jeji feSeni existuje a je jednoznacné.

P4.3. Reste eliminaéni metodou:

X, + 2%, —x, +6x, = -, b) X, = x,.tgt—(cost +sint.tgt).x,,

. L2 . =
X, +Xx,—Xx, =¢". X, = Xx,.COSt.

a)

P4.4. Rozhodnéte, zda uvedené dvojice funkci tvoii fundamentélni systém feSeni soustavy
X, =x,, X, =-4x,.

1+ cos4¢ sin2¢ cos2¢ sin2¢
au, = . , U, = , b) u, = . , U, = ,
-2sin4¢ 2c0s2t -2sin2¢ 2c0s2t

( sin2t j (cosZt)
C) ul = y uz = . .
—C0S2t sin2t
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P4.5. Ovérte, Ze vektorové funkce

u, = ) u, = .
Ccost¢ Sing

jsou feSenimi soustavy z piikladu P4.3b) a vypoctéte ptislusSny wronskian. Tvofi tyto funkce
(pro piipustné hodnoty t) fundamentalni systém feSeni ?

P4.6. Reste soustavy s konstantnimi koeficienty:
X=2x+y X=2x+y Xx=x-3y

a b c
) y=3x+4y ) y=—x+4y ) y=3x+y

P4.7. Urcete obecné feSeni soustav:

a) X, =4x, —2x,—3x, b) X =x—-x,—x;
X, =X, + X5 X, =X, +x,
X5 = 6x; —6x, +5x, Xy = 3x; + X,
C) X, =—-2x, +Xx, —2x, d) 6x, =x, +7x, —5x,
X, =X, —2x, +2x, 2X, ==X, — X, + X,
Xy =3x; —3x, +5x, 3, =x; —2x, + x5

P4.8. Reste piiklad 4.4.10 Eulerovou metodou a porovnejte pracnost vypod&tu s metodou uve-
denou v textu.

P4.9. Najdéte feseni nehomogennich soustav ( t je nezavisle proménnd):
a) x=y+2.¢e b) x=y+tg’ -1, x(0)=2
y=x y=-x+tgt, y(0)=-2

P4.10. Je déna soustava X = A.X+b s matici

001
A= 001
-100
Najdéte jeji feSeni pro zadané pravé strany:
a) b=(0,-sin2t,1)7, b) b=(10,-1)"
Vysledky:
P4.1.2) X, = x, b) X, =x,
X, =-bx, +4x, X, =X,
x,(¢,) =2, x,(t,) =-3 X, = —t°x, —t.x, +sint

X, =2t.x;— X,
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P42, M={[z,y]eR? )| <1 | <1}

P43 a) X1 — _4cle5t +2C2e—t +1§1e2t1 X2 — Cle5t +C2e—t _%e2t
b) x,(t) =-C,.tgt +C,, x,(t) =—C,.cost+C,.sint, t#(2k+1)%

P4.4. ayne, b)ano, c)ne

P4.5. W(t) =—1/cost, funkce tvori fundamentalni systém

P4.6.
X l t 1 5t X 1 3t t 3t
a) =C ' +G,l _|e b) =C|  |.e”" +C, €
y - 3 v 1 1+1¢
".cos3¢ *.sin3¢
) (1)-eleoma) el e
Y e'.sin3¢ -¢'.cos 3t
X, 1 0 1
P47.a) |x,|=C.l1lle +C,.|1].e* +C,.| O™
X5 0 2 -1
X 0 2sin2t 2C0s2¢
b) |x,|=C,.| 1]|e +C,.| —cos2t |.e” +C,.| sin2¢t |.e
X3 -1 —3C0s2¢ 3sin2¢
X, G -1
Q) |x,|=|C+2C,|e" +C,| 1]e*
X3 G
X 1 —-5cos? —sin¢ cost —5sint
d |x,|=C.l2|+C,.| 2cost+3sint |+ C,.| —3cosz+2sint
X3 3 3cost —2sint 2c0st +3sint

9 (eaffea (e (e

b) x=—4.sint+tgt, y=-4.cost+2

c 4 1 49 _ By 942

) [xj :Cl.( j.e_t +C2.(]].ez’ +(‘1‘3 3 32 Zj
y 1 T_Et_'_ft

P4.10. x () = X+Vv(?) ;

0 cost sint a) 1 b) -1
X=C.|1|+GC,.| cost|+C,.|sint| |, v =| 1+ 3c0s2¢ v=|—t-1
0 —sint cost 0 -1
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4.6. Zaklady teorie stability

4.6.1. Zavislost reSeni na pocate¢nich podminkach. Uvazujme systém, jehoz chovani je
popsano soustavou diferencidlnich rovnic

x =F(x,1) (4.36)

s pocate¢nimi podminkami X(t,) =X, . Mlze jit napiiklad o elektricky obvod, ekologicky
systém, mechanickou soustavu a podobné; nezavisle proménnou t je obvykle ¢as.

Vstupni data, tj. komponenty vektoru X, byvaji v praxi zatizena chybou v disledku méfeni
nebo odhadu, a proto se nabizi otdzka, zda a jak nevelkd zména téchto dat ovlivni chovéani
systému neboli feSeni soustavy (4.36). Rovnéz mulze byt uZitecné zjiStovat, jak systém
funguje, nabyva-li t libovolné velkych hodnot. Témito problémy se zabyva teorie stability,
jejiz zakladni pojmy nyni vylozime.

4.6.2. Definice. Pfedpokladejme, ze Cauchyho uloha
x=f(x,1), X(t,)=X%X,, t,>T (4.37)

ma na intervalu (T,) jediné feSeni X(t).
(1) Reseni x(t) se nazyva stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje & > 0 tak, Ze pro libo-
volné dalsi feseni y(t) splitujici podminku y(t,) =y, plati:

Vixt:  [X(t)-y(t)|<d = [x(t)-y(t)|<e. (4.38)
(2) Redeni x(t) se nazyva asymptoticky stabilni, je-li stabilni a plati-li dale:

lim [x(t) -y(t)] = 0, kde =yl = /> (x - ¥,)" - (4.39)

(3) Reseni x(t), které neni stabilni, se nazyvé nestabilni.

4.6.3. Poznamky. a) Zavedeny pojem stability se nazyva ljapunovska stabilita podle vy-
znamného ruského matematika Ljapunova.

b) Defini¢ni vztah (4.38) vyjadifuje v podstaté skuteCnost, ze pro stabilni systém odpovidaji
malym zménam pocatecnich podminek malé zmény feSeni v celém defini¢nim oboru.

c) Stabilitu Ize vySetfovat nejen u soustav, ale rovnéz u jednotlivych diferencialnich rovnic.
BliZe k této problematice viz naptiklad v [Na].

4.6.4. Priklad. Vysetiete stabilitu feSeni poCatecni tlohy
pro  x;(0) =xq, x,(0) =xg, -

Reseni. Eliminaéni nebo Eulerovou metodou obdrzime pro zadané poéateéni podminky:
x,(t) = x,,.C0St — x,.SiNt,
x,(t) = x4.5INt + x,,.COSE.
Stabilitu tohoto feSeni budeme vySetfovat podle definice 4.6.2 . Uvazujme proto dalsi feSeni

této soustavy y(t), které pro podminky y(t,) =Yy, muzeme zapsat stejnym zptisobem:
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y,(t) = y4,.CO8t — yg,.sint,
Y,(t) = y4,.SiNt + y,,.COSt.

Rozdil v zadani poc¢ate¢nich podminek vyjadiime jako velikost rozdilu vektort

|X0 _yo| = \/(x01 _y01)2 +(x02 _yoz)z '

Pro rozdil feseni plati obdobné

x-y|= \/(xl )+ (x5, =0, =

= \/[(xm — Vo1 )-C0St +(=xq, +y02).sint]2 +[(%o1 = you)sing + (x5 = yoz).COSt]z =

2 2
= e :\/(x01_y01) +(x02_J’02) :|X0_y0| .
To ovSem znamena, Ze pro libovolné zvolené ¢islo € >0 muzeme urcit 6 >0 (zde pfimo
d =¢) tak, ze pro kazdé¢ t>t, =0 bude platit
X(t)-Y(t)|<d = [x(t)-y(t)|<e=5.

Tim je potvrzena stabilita feSeni a nyni jest¢ ukaZeme, Ze nejde o stabilitu asymptotickou. Je
totiz rozporu s bodem (2) v definici 4.6.2

lim [x(t) - y(t)| =[x, ~yo| #0.

4.6.5. Problematika autonomnich soustav. Jak vime z kapitoly 4.1, rozumime autonomni
soustavou diferencidlnich rovnic 1. fadu kazdou soustavu ve tvaru

x=f(x). (4.40)

Koncovy bod vektoru X =(X,,...,X,) muzeme povazovat za bod trajektorie ve fazovém
prostoru se soufadnicemi X, ,...,X,. I nadile budeme v této kapitole ztotoZilovat body fazo-
vého prostoru s koncovymi body vektorti, s nimiz pracujeme.

Vsimnéme si bodt, v nichz je systém popsany soustavou v rovnovaze (v klidovém stavu).
Jsou charakterizovany podminkou stacionarity

. dx
X=—=
dt

a nazyvaji se body rovnovahy autonomni soustavy (4.40). Problematika jejich vySetfovani je
z aplikac¢niho hlediska velmi cennd, vzhledem k jejimu rozsahu a naro¢nosti vsak v téchto
skriptech uvadime pouze nékteré aspekty.

Jednim z diilezitych poznatkli je moznost studovat problém stability FeSeni soustavy

y=9(y) (4.42)

jako ulohu stability poéatku coby bodu rovnovahy jisté piibuzné soustavy. Uvazujme
libobolné teseni Vv(t), t e(t,,t,), pro které plati v=g(v), a provedme v ptivodni soustavé
substituci y =X+ V. Pak bude platit

X=y-Vv=9(y)-9(v) =g(x+Vv) —g(V).

0 neboli (podle (4.40)) f(X)=o0 (4.42)

Oznadéime-li
f(X) =g(x+Vv)-g(v),
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prechazi soustava Yy = g(y) na ulohu
x=f(x), f(o)=o. (4.43)

Tato nova soustava ma trivialni feSeni X = 0, na které se ukdzanou transformaci zobrazuje
feSeni v pltivodni soustavy. To vSak znamend, ze vySetiime-li vlastnosti trivialniho fesSeni
neboli stabilitu bodu rovnovahy ulohy (4.43), budou z hlediska stability stejné jako vlastnosti
feseni V(t) v kterémkoli bod¢ intervalu (t,,t, ).

Omezime-li se na nejjednodussi typ autonomni soustavy, kterou je linedrni homogenni
soustava s konstantnimi koeficienty nam jiz znamého tvaru

X=AX,
jsou jeji body rovnovahy podle (4.41) feSenimi soustavy algebraickych rovnic
A.X=0.

Jak je znamo z teorie soustav linedrnich algebraickych rovnic, jedna se o bod X = 0 (pocatek
soufadného systému) jako trivialni feSeni a a pfipadné o dal$i mnoziny bodu, ma-li tato sou-
stava netrivialni feseni (v pfipadé, ze det A = 0).

4.7. Fazovy obraz ieSeni homogenni LSDR 2. Fadu

4.7.1. Vlastnosti matice soustavy. M¢éjme soustavu druhého fadu s konstantnimi koeficienty
X = A.x neboli

NS Y, el A= ( e j (4.44)

Xy =AyXy TayX, Ay Ay

Ur¢ime-li vlastni ¢isla matice A, nastane prave jeden z téchto piipadui:

(A) det A=0 (regularni soustava - nenulova vlastni ¢isla)
(1) A, #A, ....dv¢ rizna realna vlastni cisla,
(2) &, =A, ... dvojnasobné realné vlastni ¢islo,
(3) A, =a+Bi, L, =a—Pi =X, ... komplexné sdruzend vlastni &isla.

(B) det A=0 (singularni soustava - alespon jedno vlastni ¢islo je rovno nule)
(1) »,=x,=0, (2) », =0, A, #0.

Budeme se v prvni fad€ zabyvat typem trajektorii, které jsou znazornénim obecného feSeni
ve fazové roving, tj. v systému se soufadnicemi X, X,. Déle posoudime charakter bodl
rovnovahy a také jejich stabilitu na zéklad¢ poznatki z ptedchozi kapitoly.

Poznamenavame, ze v kazdé z diskutovanych moznosti budeme vychazet z tzv. Jordanova
normalniho tvaru matice soustavy. Na ten lze matici A tvaru (4.44) pievést vhodnymi
transformacemi [Ku], [Pi].

4.7.2. Regularni pripady. Ma-li matice soustavy nenulovy determinant, ma systém popsany
soustavou (4.44) jediny bod rovnovahy X = 0 (trivialni feSeni soustavy A.X =0).
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(AL) A, 2,
A 0 -C. It
A~[1 j = T (4.45)
0 2, X, =C,.e

Vylouc¢enim parametru t z obecného feSeni obdrzime rovnici systému kiivek ve fazové roving,
jejichz grafy jsou paraboly na obr. 4.3:

r2

X, | M
x2 = CZ' E . (446)
1

1

&
A
=
[3S]
A

a) 0<A, <A, (nestabilni uzel) C) A, <A, <0 (asymptoticky stabilni uzel)
X2 / X2 /
§f \\4\:61

b) 0<A, <A, (nestabilni uzel) C) A, <A, <0 (asymptoticky stabilni uzel)

Obr. 4.3

Je-1i znaménko obou vlastnich cisel stejné, je exponent kladny a jedna se o zobecnéné
mocninné funkce. Bod rovnovahy (poc¢atek) se v tomto piipadé nazyva uzel.

Maji-li vlastni ¢isla riiznd znaménka, je exponent A, /A, ve (4.46) zaporny, a proto jsou
fazovymi trajektoriemi hyperbolické kiivky (obr. 4.4). Bod rovnovahy v pocatku se v tomto
ptipadé nazyva sedlo.

Déle snadno ovéfime, ze soustava je

- asymptoticky stabilni, jsou-li ob€ vlastni ¢isla zdporna (obr.4.3c,d), nebot’ pak bude

!im X, (t) = tIim X, (t)=0;
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- nestabilni, je-li alespont jedno z vlastnich ¢isel kladné (obr.4.3a,b a obr.4.4), protoze
odpovidajici exponencialni funkce bude mit nevlastni limitu.
V obrazcich je stabilita (nestabilita) vyznacena na trajektoriich Sipkami smétujicimi k bodu

rovnovahy, resp. od néj.
W
X]_ \

X2

ZI
N7

X1
a) A, <0<\, (nestabilni sedlo) b) A, <0< A, (nestabilni sedlo)
Obr. 4.4
(A2) A, =X, (=1)
@ A ~(2 3 - 2 zglze; = X, =%x1 (4.47)

Fazovymi trajektoriemi jsou primky prochazejici pocatkem (bodem rovnovahy) na obr.
4.5a,b.

}\41 — .)\t
mA-(rl) o uolarene s q&.n[x_zj (.49
02 x,=C,.e" C, ro\G,

Jedna se o zobecnéné logaritmické kiivky, jak ukazuje obr. 4.5¢,d.

Bod rovnovahy v poéatku se v piipadé (a) i (b) opét nazyva uzel. Uloha je asymptoticky
stabilni, jestlize je A < 0 (obr. 4.5a,c), jak se Ize pfesveédcit limitnim prechodem pro ¢ — o
v parametrickych rovnicich (4.47) a (4.48). Pro kladné A je feSeni naopak nestabilni.

X2 X2

X1

v

a) A, =, <0 (asymptoticky stabilni uzel) b) A, =X, >0 (nestabilni uzel)
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X2

X1

xz// &
%xl

C) A, = A, <0 (asymptoticky stabilni uzel) d) A, =X, >0 (nestabilni uzel)
Obr. 4.5

(A3) A, =a+Bi, A, =a—Bi=A,
a [3) _ x, = (C,.cosPt + C,.sinpr).e™

@ az0 A ~( _ (4.49)
—B x, = (—=C,.sinPt + C,.cospt).e™

(0

Lze ukézat, Ze jde o logaritmické spiraly, Casto pro stru¢nost zapisované v polarnich soutrad-
nicich rovnici

2y
p(p)=Ce®?, C>0.
Jednotlivé varianty jsou zndzornény na obr. 4.6a-d vcetné rozliSeni nestabilnich piipada

(o > 0) od asymptoticky stabilnich (o < 0). Bod rovnovahy [0,0] oznacujeme jako ohnisko.

X2 X2

0 &
T

N

a) a<0, <0 b) a>0, >0
asymptoticky stabilni ohnisko nestabilni ohnisko

o

/-
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X2 X2

@y

) a

NZys NZys
c)a>0, B<0 d) a<0, >0
nestabilni ohnisko asymptoticky stabilni ohnisko
Obr. 4.6

() a=0

A~( 0 BJ _ a= C,.cosBt + C,.sin Pt (4.50)

B0 x, =—C,.sinBt + C,.cosPt

Jde 0 soustavu s ryze imaginarnimi vlastnimi ¢isly. Umocnénim a sectenim obou rovnic
dojdeme k vysledku

xZ+x; =CZ+CZ, resp. p(p)=C, (4.51)

coz je systém soustiednych kruZnic se sttedem v pocatku (obr. 4.7). Stied je rovnéz nazev
bodu rovnovahy pro tento typ soustav. Systém je stabilni, ale nikoli asymptoticky, jak bylo
ukdzano jiz v ptikladu 4.6.4 . Pro B < 0 se zmé&ni orientace trajektorii.

4.7.3. Singularni ptipady odpovidaji singularni
matici soustavy X = A.X, tedy podmince

oz
/f”"ﬁh\ det A=0.
@ \\ Algebraicky systtm A.X=0 ma v tomto piipadé

y 1 nekone¢né¢ mnoho feSeni a soustava (4.44) ma

teoreticky nekonecny pocet bodii rovnovahy. Jedno
nebo obé¢ vlastni ¢isla jsou nulova a tomu odpovida
1 pribéh fazovych trajektorii, kterymi budou v tom-
to pfipadé piimky.

Obr.47: a=0 (B>0)
stabilni stied

(Bl) A, =X,=0
(a) dva linearn¢ nezavislé vlastni vektory

00 x, =C
A~ 00 = _c (4.52)
X, =4,
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Trajektorii je jediny bod C,,C, na obr. 4.8a.
(b) jediny (linearn¢ nezavisly) vlastni vektor

A~(O lj . x,=C +Cyt

4.53
00 x, =C, (4.53)

Trajektoriemi jsou primky rovnobéZné s osou X, (obr. 4.8b). Zatimco pfipad (a) je
evidentn¢ stabilni, soustava (b) vzdy vykazuje nestabilitu.

(B2) A, =0, A, #0 (variantu A, =0, A, =0 si ¢tenaf snadno odvodi samostatn¢)

0 0 x,=C
A~ = - (4.54)
0 A, x, =C,.e™

Trajektorie jsou rovnobézky s osou X, na obr. 4.8c,d , které jsou stabilni pro A, <O a ne-
stabilni v opa¢ném piipade¢.

= 2=
g=== TR

_

A, =x,=0 b) A, =%, =0 c) A, =0, A, <0 d A,=0, A,>0
stabilni nestabilni stabilni nestabilni
Obr. 4.8

4.7.4. Poznamky. a) Tvar trajektorii, ktery jsme obdrzeli v jednotlivych ptipadech pted-
chézejiciho rozboru, odpovidd tomu, Ze jsme vychdzeli ze specialniho (Jordanova) tvaru
matice soustavy. V obecné uloze (4.44) sice ziistava typ kiivek nezménén, ale méni se
napiiklad thel asymptot, misto kruznic mizeme obdrzet elipsy a podobné (viz nésledujici
ptiklady).

b) Shrneme-li ziskané poznatky o homogennich soustavach s konstantnimi koeficienty

z hlediska stability systému, ktery popisuji, dochazime k tomuto zavéru:
- soustava je asymptoticky stabilni, maji-li vSechna vlastni ¢isla zdporné redlné casti,
- soustava je stabilni, maji-li vSechna vlastni Cisla nulové realné ¢asti,
- soustava je nestabilni v ostatnich ptfipadech.

4.7.5. Priklad. Napiste obecné feSeni soustavy X = A.X se zadanou matici A. Urcete typ

fazovych trajektorii feSeni a znazornéte ve fazové roviné feSeni pocatecni tlohy pro podminky
x,(0) =1, x,(0) =0. Ve vsech piipadech proved'te rozbor stability soustavy.

32 -2 1 01 2 -1
o[ v (G oGd o057

Reseni. a) Charakteristicka rovnice
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3-» 2 |
1 2-2
ma kofeny A, =1 a A, =4, ke kterym dopocitame vlastni vektory a ziskdme obecné feSeni
-1 2 . % (t)=-C,.e' +2C,.e",
x:Cl.( j.e’ + CZ{ J.e‘” neboli (1) oy NG N
1 1 X,(t)= C,.e + C,.e™.

Trajektoriemi jsou zobecnéné paraboly, nebot’ jde o piipad s riiznymi vlastnimi ¢isly stejného
znaménka - viz (Al). Vylou¢enim parametru obdrzime implicitni vyjadfeni téchto kiivek
(zobecnénych mocninnych funkci) naptiklad ve

X2 tvaru
0.1
2X, =X, +C.4/X, + X, =0,
0.05 kde C je konstanta. Na obr. 4.9 je znazornéno
02 04 06 08 1/ 1.2 feSeni Cauchyho tlohy pro zadané podminky,
0 X1 jimz odpovidaji hodnoty konstant
0.05 1 1
C,=—>, C,==.
0.1 3 3
015 Obr. 4.9 Kiivka v souladu se zadanim prochazi bodem

[1,0]. Systém je nestabilni, protoze obé vlastni
hodnoty jsou kladna cisla.

b) Charakteristicka rovnice ma tentokrat jediny dvojnasobny realny kofen A = -3, ktery je
zéporny (zde 1 v nasledujicich dvou tlohach si ¢tenat jisté¢ sam provede vypocet), a proto se
jedna o asymptoticky stabilni systém. Pti vypoctu vlastnich vektori se postupuje podle ¢lanku
4.4.6, coz vede k obecnému feSeni ve tvaru

C -G, -G, X,(t) = (C,-C, -C,t).e™.

Trajektoriemi jsou zobecnéné logaritmické kiivky typu (A2b). Na obr. 4.10 je znazornéno
feSeni Cauchyho ulohy, pro které obdrzime C, =C, =1.

c) V tomto ptipadé jde o stabilni systém, nebot’ matice soustavy ma komplexné sdruzené
imaginarni kofeny A = + 31 (varianta (A3b)). Obecné feSeni vyjadiime bud’ jako dvojici
parametrickych rovnic

X, (t) = C,cos3t+C,sin3t,

X, (t) = -3C; sin3t + 3C, cos3t

nebo vylouc¢enim t (druhou rovnici vyd€lime tfemi, ob€ umocnime a seéteme) ziskame impli-
citni formu

2
X
x? +32=c2 (=ct+C).
Z ni je ihned vidét, Ze jde o elipsy, jejichz orientaci mizeme urcit na zaklad¢ parametrickych

rovnic. Na obr. 4.11 je elipsa jdouci bodem [1,0], ktera pfedstavuje fazovou trajektorii pro
zadané pocatecni podminky. Ma parametrické rovnice
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x, =C0s3t, x,=sIin3¢,

které odpovidaji hodnotam konstant C;, =1, C, =0.

X2

41X
0.3
0.2 2
- + T T xll
01 2 -1 opb 1 2
X1
0D, 02 04 06 08 A1 12 1.4 -2
01
-4
Obr. 4.10 Obr. 4.11

d) Jiz na prvni pohled je patrno, Ze matice soustavy je singularni, coZ znamena, ze alespon
jedno z vlastnich ¢isel bude nula. Vypoctem zjistime, ze druha charakteristickd hodnota je
nenulova, konkrétné A, =0 a A, =4. Obecné feseni

x,(t)=C,+C,.e", x,(t)= 2C, -2C,.e"
lze snadno vyloucenim parametru zredukovat na

X
142 rovnici systému rovnobéznych piimek
0.5 X, ==2X, +4C,.
0& Na obr. 4.12 vidime graf polopfimky
04 x, =—2x,+2, x, >0,
0.2 . . . .
X kterou =ziskdme jako trajektorii pro dané
0)5 06 07 08 09 1~11 12 pocate¢ni podminky (C, =C, =05). Ze zna-
-0.2 mych divodd ( A, >0 ) se jedna o nestabilni
-0.4 soustavu.
Obr. 4.12
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Priklady k procviceni

P4.11. Urcete typ fazovych trajektorii a vySetiete druh a stabilitu bodu rovnovahy:

X+2x+y=0 b) X=-x+3y
y+x+2y=0 y=-3x+9y
X = —2x—2 X =X+

o ~_ .7 g © .
y=4x+3y y=3x-y

P4.12. Urcete a zndzornéte ve fazové roviné feSeni Cauchyho ulohy. Klasifikujte bod rov-
novahy a rozhodnéte o jeho stabilité.

a) x, =-3x, —4x, b) 5%, =4x, +5x, c) 2x, =3x; —4x,
X, =X, +X, o5x, = 3x; +2x, 2%, =2x, — X,
x,(0)=2, x,(0)=0 x,(0)=2, x,(00=-04 x(0)=(0,1"

P4.13. Pro jaké redlné hodnoty parametru a mé nasledujici soustava asymptoticky stabilni
(resp. stabilni) feSeni?
X, = ax; +9x,

X, = —4x, —2ax,

Vysledky:

P4.11. a) asymptoticky stabilni paraboly (A, =-1, A, =-3), uzel
b) nestabilni rovnobézné piimky (A, =0, A, =8), nekonecné mnoho bodi rovno-
vahy
¢) nestabilni logaritmické spirdly (A,, =3 = ig) , ohnisko
d) nestabilni hyperboly (A, =2, A, =-2), sedlo

P4.12. a) trajektorie feSeni je obecna logaritmicka kiivka o parametrickych rovnicich
x, =(2-4t).e”", x,=2te”, vpolatku ma stabilni uzel (obr. 4.13a)

b) trajektorie feSeni je obecna hyperbola o parametrickych rovnicich
xl — e1,4.t + 670,2.1’ x2 — 0,6.61'41 _ 670,2.1’
v poc¢atku mé nestabilni sedlo (obr. 4.13b)

c) trajektorie feSeni je logaritmicka spirala o parametrickych rovnicich
X, = —2.sint.e’, X, = (COSt—Sint).e%,
v pocatku ma nestabilni ohnisko (obr. 4.13¢)
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X2
0.6

0.4

X1

Obr. 4.13a

X2

Obr. 4.13c

0.2
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X2
0.5
il 1 2 3
i .
X1

0.5

1]
_"] 5

Obr. 4.13b
Poznamka.

Je vhodné si na obr. 4.13a,b,c v§imnout
skutecnosti, Ze trajektorie prochdzeji
body zadanymi v pocatecnich podmin-
kach.

P4.13. systém je stabilni pro a = 2,
asymptoticky stabilni pro
a e(2,32)
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