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Dagmar Dlouhá, Frantǐsek Červenka
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5.1 Kružnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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8.1 Základńı geometrické objekty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Úvod

Geometrie je jedna z nejstarš́ıch matematických discipĺın, která pracuje s geomet-
rickými útvary, které vznikly př́ımou abstrakćı z př́ırody. Právě svým bezprostředńım
stykem se skutečnost́ı umožňuje geometrie technikovi, aby si ověřoval závěry, k nimž
dospěl ryze logickými úvahami. T́ım se široce rozv́ıj́ı prostorová představivost, kterou
každý technik nutně potřebuje předevš́ım při své vlastńı tv̊urč́ı činnosti. Všimneme-
li si věćı kolem nás, můžeme z nich snadno abstrahovat geometrické útvary, jako
křivky, plochy a tělesa. Je zřejmé, že teoretické studium základńıch geometrických
útvar̊u a vyšetřováńı jejich vlastnost́ı může umožnit lepš́ı pochopeńı funkce celku
a přispět k jej́ımu zdokonaleńı. Už t́ım jsme vedeni ke studiu rovinné a prostorové
geometrie.

Skripta Geometrie na poč́ıtači jsou určena student̊um bakalářských obor̊u Ge-
oinformatika, Informačńı a systémový management na Hornicko-geologické fakultě
VŠB-TU Ostrava. Studenti budou geometrii použ́ıvat jen jako nástroj k řešeńı od-
borných problémů, proto jsme do těchto skript nezařadili žádné d̊ukazy uváděných
vět.

Se základy planimetrie a stereometrie se studenti již seznámili na základńı a střed-
ńı škole, takže se o ně můžeme oṕırat a rozš́ı̌rit je pouze o některé potřebné doplňky.
V rovině se řeš́ı úlohy od základńıch planimetrických po kinematické s d̊urazem na
zkoumáńı počtu řešeńı úloh v závislosti na dynamické změně vstupńıch parametr̊u.
Výuka prob́ıhá v GeoGebře, kterou studenti již znaj́ı. V prostoru je ćılem seznámit
studenty s geometrickými a matematickými nástroji při modelováńı trojrozměrných
realistických scén. Výuka prob́ıhá v POV-Ray, který při vytvářeńı scén umožňuje
využ́ıvat algoritmizace např. proměnné, cykly.

Poděkováńı

Tento materiál vznikl za podpory projektu FRVŠ 2464/2012 Inovace poč́ıtačových
předmět̊u na Hornicko-geologické fakultě, Vysoké školy báňské – Technické univer-
zitě Ostrava.
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Kapitola 1

Planimetrie a stereometrie
Doplňky ke středoškolské látce

1.1 Základńı pojmy prostorové geometrie

1.1.1 Axiomy

Předmětem studia prostorové geometrie je prostor, jehož prvky jsou body. Daľśı
nejjednodušš́ı útvary jsou př́ımky a roviny. Body označujeme ṕısmeny velké la-
tinské abecedy, př́ımky ṕısmeny malé latinské abecedy a roviny ṕısmeny malé řecké
abecedy.
Pro základńı útvary je třeba přijmout některé předpoklady vyslovené základńımi
větami, které nedokazujeme, čili tak zvanými axiomy1, které jsou základńımi ka-
meny daľśıch tvrzeńı.

Axiom A 1 Dva r̊uzné body A, B určuj́ı jedinou př́ımku p. p(AB)

Axiom A 2 Př́ımka p a bod A, který nelež́ı na př́ımce, určuj́ı jedinou rovinu ρ.
ρ(p,A)

Axiom A 3 Existuj́ı čtyři r̊uzné body, které nelež́ı na př́ımce ani v rovině.

Axiom A 4 Když dvě r̊uzné roviny maj́ı společný bod, pak existuje jediná př́ımka,
která lež́ı v obou rovinách, a daným bodem procháźı.

Axiom A 5 Ke každé př́ımce p lze vést bodem A, který na ńı nelež́ı, jedinou př́ımku
q, která s př́ımkou p lež́ı v rovině a nemá s p společný bod.

Poznámka 1.1.1 Př́ımce q ř́ıkáme rovnoběžka s př́ımkou p vedená bodem A .

1.1.2 Základńı věty stereometrie

Ze základńıch axiomů můžeme odvodit daľśı věty:

Věta 1.1.1 Dvě r̊uzné př́ımky v rovině bud’ maj́ı společný jediný bod, nebo nemaj́ı
žádný společný bod.

1Zde uvedené axiomy se nazývaj́ı Eukleidovské podle řeckého matematika Eukleida

1
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Věta 1.1.2 Tři r̊uzné body, které nelež́ı na př́ımce, určuj́ı jedinou rovinu. ρ(A,B,C)

Věta 1.1.3 Dvě př́ımky, které se prot́ınaj́ı v bodě (r̊uznoběžky), určuj́ı jedinou ro-
vinu. ρ(p, q)

Věta 1.1.4 Dvě r̊uzné roviny se bud’ prot́ınaj́ı v př́ımce, nebo nemaj́ı společný bod.
m = ρ ∩ σ

Věta 1.1.5 Př́ımka a rovina, která neprocháźı př́ımkou, bud’ maj́ı jeden, nebo ne-
maj́ı žádný společný bod. P = ρ ∩ p

Věta 1.1.6 Když př́ımka má s rovinou společné dva r̊uzné body, lež́ı celá v rovině.

Věta 1.1.7 Tři r̊uzné roviny, které neprocházej́ı př́ımkou, bud’ maj́ı jeden, nebo
nemaj́ı žádný společný bod. M = α ∩ β ∩ γ

1.1.3 Rovnoběžnost

Vycháźıme z platnosti axiomu A5 (Eukleid̊uv axiom o rovnoběžkách).2

Definice 1.1.1 Řı́káme, že př́ımky p, q jsou rovnoběžné, když lež́ı v rovině a bud’

nemaj́ı společný bod nebo obě splývaj́ı.

Definice 1.1.2 Př́ımka p a rovina α jsou rovnoběžné, když nemaj́ı společný bod
nebo p lež́ı v α.

Definice 1.1.3 Roviny α, β jsou rovnoběžné, když bud’ nemaj́ı společný bod nebo
splývaj́ı.

Věta 1.1.8 Ke každé př́ımce lze vést daným bodem jedinou rovnoběžku.

Věta 1.1.9 Je-li př́ımka p rovnoběžná s př́ımkou q a př́ımka q je rovnoběžná s ro-
vinou α, pak také př́ımka p je rovnoběžná s rovinou α.

Věta 1.1.10 Když p ‖ q a q ‖ r, pak také p ‖ r.

Věta 1.1.11 Když p ‖ α a α ‖ β, pak také p ‖ β.

Věta 1.1.12 Když α ‖ β a β ‖ γ, pak také α ‖ γ.

Věta 1.1.13 Ke každé rovině lze vést daným bodem jedinou rovinu rovnoběžnou.

Věta 1.1.14 (Kritérium rovnoběžnosti př́ımky a roviny) Když rovina obsa-
huje př́ımku rovnoběžnou s danou př́ımkou, je s touto př́ımkou rovnoběžná a naopak.

Věta 1.1.15 (Kritérium rovnoběžnosti dvou rovin) Rovina α je rovnoběžná
s rovinou β právě tehdy, když obsahuje alespoň dvě r̊uznoběžky rovnoběžné s rovi-
nou β.

Věta 1.1.16 Rovnoběžné roviny α, β jsou prot’aty rovinou γ, která neńı s nimi
rovnoběžná, v př́ımkách rovnoběžných.

2Axiomatické systémy, které tento axiom neobsahuj́ı, vytvář́ı základ tzv. neeukleidovských ge-
ometríı, jejichž studiem se v tomto textu zabývat nebudeme.
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1.1.4 Nevlastńı útvary

Zavedeńı rovnoběžné př́ımky a rovnoběžné roviny zp̊usobuje, že některé geomet-
rické věty neplat́ı pro všechny př́ıpady stejně a že je třeba vždy připojovat výjimky
např. neńı pravdivá věta, že se dvě r̊uzné př́ımky roviny vždy prot́ınaj́ı. Abychom
tyto nesrovnalosti odstranili, zavád́ıme tzv. nevlastńı body, nevlastńı př́ımky a
nevlastńı rovinu. Bod̊um, př́ımkám a rovinám, kterými jsme se dosud zabývali,
budeme ř́ıkat vlastńı body, vlastńı př́ımky a vlastńı roviny.
Př́ımky a, b, které jsou rovnoběžné, definuj́ı určitý směr. Směru (př́ımky) bu-
deme ř́ıkat nevlastńı bod. Podobně rovnoběžné roviny definuj́ı určitou dvojici
nezávislých směr̊u (nevlastńıch bod̊u) dvojsměr, o kterých budeme ř́ıkat, že určuj́ı
nevlastńı př́ımku. Souhrn všech nevlastńıch bod̊u a př́ımek prostoru určuje ne-
vlastńı rovinu.
Nevlastńı body a př́ımky označujeme stejným zp̊usobem jako vlastńı, jenom přidá-
váme index ∞ např. U∞, p∞.
Pro nevlastńı body a př́ımky prostoru, které lež́ı v nevlastńı rovině ω∞ prostoru, je
třeba zavést také pojem incidence.

Věta 1.1.17 Na každé vlastńı př́ımce lež́ı jej́ı bod nevlastńı.

Věta 1.1.18 Na každé vlastńı rovině lež́ı jej́ı nevlastńı př́ımka, ktará nese nevlastńı
body všech př́ımek roviny.

Věta 1.1.19 Nevlastńı bod lež́ı na nevlastńı př́ımce, když existuje vlastńı př́ımka
obsahuj́ıćı nevlastńı bod, která je rovnoběžná s vlastńı rovinou procházej́ıćı nevlastńı
př́ımkou.

1.1.5 Př́ımky a roviny kolmé

Dvě př́ımky v rovině sv́ıraj́ı čtyři úhly, které se řad́ı do dvou dvojic stejných vr-
cholových úhl̊u. Když jsou všechny tyto úhly stejné, ř́ıkáme, že př́ımky jsou k sobě
kolmé.
Úhel dvou př́ımek v prostoru definujeme jako úhel, jehož vrchol je libovolný bod
v prostoru a ramena jsou rovnoběžky s danými př́ımkami vedené daným bodem.

Definice 1.1.4 (Definice kolmosti př́ımky a roviny) Př́ımka je kolmá k rovině
právě tehdy, když je kolmá ke všem př́ımkám roviny.

Věta 1.1.20 (Kritérium kolmosti př́ımky a roviny) Když je př́ımka kolmá
ke dvěma r̊uznoběžkám roviny, je kolmá k rovině.

Př́ımka kolmá k rovině se obvykle nazývá normála roviny, jej́ı pr̊useč́ık s rovinou
se nazývá pata normály (pata kolmice).

Věta 1.1.21 Všechny normály roviny jsou rovnoběžné.

Ze všech úseček, které spojuj́ı bod A prostoru s body roviny α, která neprocháźı A,
je nejkratš́ı úsečka, která lež́ı na normále spuštěné z bodu A na rovinu. Délka této
nejkratš́ı úsečky se nazývá vzdálenost bodu A od roviny α.

Věta 1.1.22 (Kritérium kolmosti dvou rovin) Rovina α je kolmá k rovině β
právě tehdy, když obsahuje normálu roviny β.

Věta 1.1.23 Př́ımkou lze proložit alespoň jednu rovinu kolmou k dané rovině.

Věta 1.1.24 Rovina kolmá ke dvěma rovinám je kolmá k jejich pr̊usečnici.

Dlouhá, Červenka 2013 3 VŠB-TU Ostrava
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1.2 Elementárńı plochy a tělesa

Každý z vás má jistě správnou představu o pojmu těleso. Méně jisté však už je,
zda už́ıváte správně termı́n plocha. V běžné řeči – a bohužel někdy i v technické
praxi – se nesprávně nazývá plochou také obsah rovinného obrazce, nebo jindy se
zužuje význam tohoto pojmu pouze na rovinu, popř. jej́ı část. Ani definice plochy,
jako povrchu tělesa, nevystihuje zdaleka v plné š́ı̌ri všechny př́ıpady plochy.

Úplná, vědecky správná definice plochy neńı právě jednoduchou záležitost́ı a v ma-
tematické discipĺıně, zvané topologie, zauj́ımá – podobně jako pojem křivky –
d̊uležité mı́sto.

Proto se nemůžeme zabývat plochami obecně, ale zaměř́ıme svou pozornost jenom
na určitou skupinu základńıch ploch, které označujeme jako plochy elementárńı.
K těmto plochám budeme poč́ıtat plochu jehlanovou, hranolovou, kuželovou,
válcovou a kulovou. Všechny elementárńı plochy se vyskytuj́ı v hojné mı́̌re v tech-
nické praxi.

1.2.1 Definice a základńı pojmy pro plochu jehlanovou, hra-
nolovou, kuželovou a válcovou

Plochu tvoř́ı vždy souhrn všech př́ımek, které prot́ınaj́ı jistý ř́ıd́ıćı útvar a splňuj́ı
ještě daľśı podmı́nku: u plochy jehlanové a kuželové je touto podmı́nkou inci-
dence s určitým bodem V , u plochy hranolové a válcové rovnoběžnost s určitým
směrem ~v.

Všechny tyto plochy obsahuj́ı nekonečně mnoho př́ımek, proto patř́ı do širš́ı sku-
piny ploch př́ımkových. Př́ımka je útvar neomezený, proto jsou neomezené i ele-
mentárńı plochy.

Definice 1.2.1 Bod V nazýváme vrcholem jehlanové, popř. kuželové plochy, směr ~v
ř́ıd́ıćım směrem hranolové, popř. válcové plochy. Řı́d́ıćım útvarem jehlanové a hra-
nolové plochy je tzv. ř́ıd́ıćı mnohoúhelńık; u kuželové a válcové plochy zastává stej-
nou funkci tzv. ř́ıd́ıćı kružnice. Každou př́ımku m zmı́něného souhrnu nazýváme
př́ımkou plochy.

V uvedených definićıch předpokládáme, že daný bod V nelež́ı v rovině ř́ıd́ıćıho útvaru
a podobně ř́ıd́ıćı směr ~v neńı s touto rovinou rovnoběžný. Ř́ıd́ıćı mnohoúhelńık nutno
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brát jako uzavřenou lomenou čáru (nikoli jako část roviny). Budeme pracovat pouze
s konvexńımi mnohoúhelńıky.

Definice 1.2.2 Každá př́ımka plochy, která procháźı vrcholem ř́ıd́ıćıho mnohoúhel-
ńıka, se nazývá hrana plochy. Souhrn všech př́ımek plochy, které prot́ınaj́ı stranu
ř́ıd́ıćıho mnohoúhelńıka, tvoř́ı tzv. stěnu plochy.

Podle počtu vrchol̊u ř́ıd́ıćıho mnohoúhelńıka mluv́ıme o trojboké, čtyřboké . . . je-
hlanové (hranolové) ploše.

Definice 1.2.3 Jehlanová (kuželová, hranolová, válcová) plocha děĺı prostor na dvě
části, vněǰśı a vnitřńı. Vnitřńı část nazýváme jehlanovým (kuželovým, hrano-
lovým, válcovým) prostorem.

Definice 1.2.4 Každá př́ımka, která procháźı vrcholem jehlanové (kuželové) plo-
chy, popř. je rovnoběžná s ř́ıd́ıćım směrem hranolové (válcové) plochy, se nazývá
vrcholová př́ımka. Analogicky, každá rovina těchto vlastnost́ı se nazývá vrcho-
lová rovina.

Definice 1.2.5 Vrcholová př́ımka kuželové (válcové) plochy, která procháźı středem
ř́ıd́ıćı kružnice, je tzv. středová př́ımka.

Definice 1.2.6 Vrcholovou rovinu jehlanové (hranolové) plochy, která s ńı má spo-
lečnou pouze jednu hranu nebo pouze jednu stěnu, nazýváme styčnou rovinou.
Vrcholová rovina kuželové nebo válcové plochy, která prot́ıná rovinu ř́ıd́ıćı kružnice
v tečně této kružnice, je tzv. tečná rovina. Př́ımku, kterou má tečná rovina společnou
s kuželovou (válcovou) plochou, nazýváme dotykovou př́ımkou.

Vrcholová rovina může mı́t vzhledem k jehlanové (hranolové, kuželové, válcové)
ploše troj́ı polohu:

1. Neobsahuje žádnou př́ımku plochy.

2. Obsahuje právě jednu př́ımku plochy, popř. jednu stěnu (u jehlanové a hrano-
lové plochy).

3. Obsahuje právě dvě r̊uzné př́ımky plochy.
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Rovina, která je rovnoběžná s rovinou ř́ıdićıho útvaru (a neńı vrcholová), prot́ıná

1. hranolovou a válcovou plochu ve shodném útvaru s útvarem ř́ıdićım,

2. jehlanovou plochu v mnohoúhelńıku podobném ř́ıdićımu mnohoúhelńıku,

3. kuželovou plochu v kružnici, která má střed na středové př́ımce a poloměr
obvykle r̊uzný od poloměru ř́ıdićı kružnice.
Kdy by měla stejný poloměr jako ř́ıd́ıćı kružnice?

1.2.2 Jehlan, hranol, kužel a válec

Z jehlanové, hranolové, kuželové a válcové plochy velmi snadno odvod́ıme tělesa
jehlan, hranol, kužel a válec.

Definice 1.2.7 Jehlan (kužel) je část jehlanového (kuželového) prostoru ohra-
ničená vrcholem a rovinou ř́ıd́ıćıho útvaru. Hranol (válec) je část hranolového
(válcového) prostoru, ohraničená dvěma rovinami, rovnoběžnými s rovinou ř́ıdićıho
útvaru.

Mnohé pojmy přenáš́ıme na tělesa z ploch. Jsou to vrchol jehlanu (kužele), ř́ıd́ıćı
směr hranolu (válce), hrany a stěny jehlanu i hranolu a středová př́ımka kužele
a válce. Kromě nich se objevuj́ı nové pojmy.

Definice 1.2.8 Podstava jehlanu, hranolu, kužele nebo válce je řez př́ıslušného
jehlanového, hranolového, kuželového nebo válcového prostoru některou z rovin, o kte-
rých se mluv́ı v předchoźı definici. Část jehlanové (hranolové, kuželové, válcové) plo-
chy, která ohraničuje jehlan (hranol, kužel, válec) se nazývá plášt’. Podstava (popř.
obě podstavy hranolu a válce) a plášt’ tvoř́ı dohromady povrch tělesa.

Definice 1.2.9 Strany mnohoúhelńık̊u, popř. kružnice, které ohraničuj́ı podstavy, se
nazývaj́ı podstavné hrany. Úsečky na vrcholových př́ımkách pláště kužele (válce)
jsou tzv. strany kužele (válce). Vzdálenost vrcholu od roviny podstavy u jehlanu
a válce je výškou tělesa.
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Výškou jehlanu, popř. kužele, se často rozumı́ nejen jej́ı velikost, ale také úsečku
V P , kde bod P je patou výšky.

Jehlan a hranol jsou tělesa ohraničená jen mnohoúhelńıky. Tělesa této vlastnosti se
nazývaj́ı mnohostěny. Jehlan a hranol jsou ovšem jenom velmi speciálńı př́ıpady
mnohostěn̊u.

Mezi jehlany a hranoly lze naj́ıt dva zaj́ımavé mnohostěny. Jehlan, jehož podstavou
je trojúhelńık (tedy trojboký jehlan), je těleso ohraničené čtyřmi trojúhelńıky, se
nazývá čtyřstěn. Druhým zaj́ımavým mnohostěnem je hranol, jehož podstavou je
rovnoběžńık. Toto těleso je ohraničeno páry navzájem rovnoběžných rovnoběžńık̊u,
a proto se nazývá rovnoběžnostěn. U rovnoběžnostěnu nemluv́ıme o podstavách,
protože úlohu podstav může hrát kterýkoli pár navzájem rovnoběžných stěn.

Protneme-li jehlan, popř. kužel, rovinou rovnoběžnou s rovinou podstavy, rozpadne
se na dvě tělesa. Jedno z nich je opět jehlan, popř. kužel, avšak s podstavou, která
je mnohoúhelńıkem podobným s mnohoúhelńıkem podstavy jehlanu, popř. kružnićı
menš́ıho poloměru, než je u kužele. Zbývaj́ıćı tělesa se nazývaj́ı komolý jehlan
a komolý kužel.
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1.2.3 Kulová plocha a koule

Definice 1.2.10 Kulová plocha je množina bod̊u v prostoru, které maj́ı od určitého
pevného bodu S stále stejnou vzdálenost r. Bod S je střed plochy kulové, č́ıslo r > 0
poloměr plochy kulové.

Definice 1.2.11 Koule je část prostoru, kterou uzav́ırá plocha kulová.

Při vyšetřováńı vzájemné polohy kulové plochy a roviny je rozhoduj́ıćı vzdálenost
roviny od středu kulové plochy.

Definice 1.2.12 Kružnice na ploše kulové, jej́ı̌z rovina procháźı středem plochy ku-
lové, se nazývá hlavńı kružnice. Každá jiná kružnice plochy kulové je kružnice
vedlejš́ı.

Definice 1.2.13 Rovina, která má s plochou kulovou společný pouze jeden bod, se
nazývá tečná rovina. Společný bod je jej́ı dotykový bod.

Rovina může mı́t vzhledem k ploše kulové troj́ı polohu:

1. Prot́ıná plochu kulovou v kružnici (hlavńı nebo vedleǰśı).

2. Dotýká se plochy kulové v jednom bodě (rovina tečná).

3. Nemá s plochou kulovou společný žádný bod.

Tečná rovina plochy kulové je kolmá na pr̊uměr procházej́ıćı bodem dotyku.

Definice 1.2.14 Př́ımku, která procháźı středem plochy kulové, nazýváme jej́ım
pr̊uměrem. Stejným názvem označujeme i úsečku délky 2r, kterou na této př́ımce
vyt́ıná kulová plocha.

Definice 1.2.15 Př́ımka, která má s plochou kulovou společný právě jeden bod, se
nazývá jej́ı tečnou.
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Kapitola 2

Množiny bod̊u dané vlastnosti

Velmi silným nástrojem v geometrii jsou množiny bod̊u dané vlastnosti, slouž́ı
zejména jako d́ılč́ı prvky řešeńı geometrických úloh, ale neobejde se bez nich i většina
vět, zejména d̊ukaz̊u. V této kapitole najdete přehled těchto množin a u některých
nast́ıńıme i d̊ukazy. Úvahy provedeme pro rovinu (E2), ale většina množin se dá
lehce zobecnit i pro prostor (E3).

Věta 2.0.1 Množina všech bod̊u, které maj́ı od dvou
r̊uzných bod̊u A, B stejně veliké vzdálenosti, je osa
úsečky AB.

Věta 2.0.2 Množina všech bod̊u, které maj́ı od daných
r̊uznoběžných př́ımek a, b stejně veliké vzdálenosti, je
osa úhlu př́ımek a a b.

Věta 2.0.3 Množina všech bod̊u, které maj́ı od dané
př́ımky p danou vzdálenost r > 0, jsou dvě r̊uzné
př́ımky p1, p2 rovnoběžné s p, které maj́ı od př́ımky p
vzdálenost r.
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Věta 2.0.4 Necht’ je dána úsečka AB. Množina všech
bod̊u X, které lež́ı v jedné z polorovin určených př́ımkou
AB a pro které plat́ı �AXB = ω, kde ω je daný úhel
(0 < ω < π), je kruhový oblouk AXB o poloměru
r = AB

2 sinω
bez krajńıch bod̊u A,B.

Poznámka 2.0.1 Je-li ω = 1
2
π, oblouk je tzv. Thaletovou polokružnićı opsanou

nad úsečkou AB jako pr̊uměrem.

Věta 2.0.5 Množina střed̊u všech kružnic,
které se dotýkaj́ı dané kružnice k(S; r) a maj́ı
daný poloměr ρ > 0, jsou za předpokladu
ρ 6= r dvě kružnice k′(S; |r+ρ|), k′′(S; |r−ρ|)
a za předpokladu ρ = r jediná kružnice k′.

2.1 Řešené př́ıklady

Úloha 1

Sestrojte množinu všech bod̊u v rovině, ze kterých je vidět úsečka AB pod úhlem
ω.

Máme sestrojit kruhový oblouk z Věty 2.0.4. - neboli
hledáme část kružnice k(S, r), která muśı procházet
body A, B. Střed S lež́ı na o ose úsečky AB. Úsečku
máme vidět pod úhlem ω - sestroj́ıme rameno úhlu dané
velikosti v bodě A a v tomto bodě k němu povedeme
kolmou př́ımku p. Př́ımka p protne osu o ve středu S,
který lež́ı v opačné polorovině než rameno úhlu ω, ob-
louk kružnice k(S; r = |AS|) v této polorovině je hle-
daná množina bod̊u.
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Úloha 2

Sestrojte kružnici, která se dotýká dané kružnice k(S; r) v daném bodě A a procháźı
daným bodem B, který nelež́ı na tečně kružnice k v bodě A.

Kružnice procháźı body A, B jej́ı střed bude ležet na
o ose úsečky AB. Středy všech kružnic, které se dotýkaj́ı
kružnice k v bodě A, lež́ı na př́ımce p(AS). Hledaná
kružnice l má střed v pr̊useč́ıku př́ımek o a p O = o ∩ p
a poloměr r = |OA|.

2.2 Úlohy k procvičeńı

1. Najděte množinu všech střed̊u kružnic, které se dotýkaj́ı dvou r̊uznoběžných
př́ımek.

2. Najděte množinu všech střed̊u kružnic o daném poloměru r > 0, které se
dotýkaj́ı dané př́ımky.

3. Sestrojte rovnoramenný trojúhelńık, je-li dána jeho základna BC a lež́ı-li
hlavńı vrchol A na dané př́ımce p(BC).

4. Nad danou úsečkou AB sestrojte rovnoramenný trojúhelńık, je-li dán úhel
0 < γ < π při hlavńım vrcholu C.

5. Jsou dány rovnoběžné př́ımky p, q a uvnitř jejich pásu bod M . Sestrojte
kružnici k, která se dotýká p, q a procháźı bodem M .
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Kapitola 3

Trojúhelńıky

Trojúhelńık ABC, nebo také 4ABC, s vrcholy A, B, C lze definovat jako pr̊unik
tř́ı polorovin 7→ ABC, 7→ BCA a 7→ CAB. Pokud tyto body lež́ı v jedné př́ımce,
potom takový trojúhelńık neexistuje. Jedná se tedy o rovinný útvar ohraničený třemi
úsečkami AB, AC, BC, které se nazývaj́ı strany trojúhelńıku. Součtem velikost́ı úhl̊u
vymezených vrcholy trojúhelńıku ^BAC, ^CBA, ^ACB, nebo také vnitřńıch úhl̊u
trojúhelńıku, je úhel př́ımý (180o).
Aby trojúhelńık o stranách a, b, c existoval, muśı platit trojúhelńıková nerovnost,
tj. součet každých dvou délek stran muśı být větš́ı než délka strany třet́ı.

a < b+ c, b < a+ c, c < a+ b

Těžnice jsou úsečky spojuj́ıćı vrchol trojúhelńıku se středem jeho protěǰśı strany,
prot́ınaj́ı se v jednom bodě, těžǐsti T trojúhelńıku. Bod T nav́ıc děĺı každou z těžnic
na úsečky, jejichž délky jsou v poměru 2 : 1.
Výšku v trojúhelńıku chápeme jako úsečku spojuj́ıćı vrchol s patou kolmice na
protěǰśı stranu. T́ımto pojmem ale můžeme chápat i celou př́ımku, na ńıž dotyčná
úsečka lež́ı. Všechny tři výšky se prot́ınaj́ı v jednom bodě O, tzv. ortocentru.

Sa, Sb, Sc− středy stran
ta, tb, tc− těžnice
A1, B1, C1− paty výšek
va, vb, vc− výšky trojúhelńıka
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3.1 Řešené př́ıklady

Úloha 1

Měřeńı hloubky řeky v jej́ıch nedostupných úsećıch

Antickému matematikovi Heronovi je připisován vzorec P4 =
√
s(s− a)(s− b)(s− c),

který dovoluje ze stran a, b, c trojúhelńıka vypoč́ıtat jeho obsah P4, přičemž s = a+b+c
2

znač́ı polovičńı obvod trojúhelńıka.
Zdálo by se, že tento tolik stolet́ı starý vzorec už asi v dnešńı době mnoho nového
nepřinese. A přece tomu tak neńı. Našli se dva lidé (Šurikov a Zdanovič), kteř́ı se
na celou záležitost dovedli pod́ıvat zcela novým pohledem. V roce 1966 źıskali au-
torský patent na to, jak dosti neobvyklým zp̊usobem měřit hloubku řeky v těch
jej́ıch úsećıch, které jsou nedostupné. Jejich metoda je skutečně originálńı. Do vody
se hod́ı kotva, na ńıž jsou na dvou lankách nestejné délky (l1 a l2) přivázány dvě bóje.
V okamžiku, kdy bóje vypluj́ı na hladinu, se provede letecké sńımkováńı. Změřeńım
na obrázku se źıská vzdálenost (a) obou bój́ı a z toho se už dá vypoč́ıtat hloubka
(h) řeky v uvedeném mı́stě.

V trojúhelńıku 4B1B2K známe délky všech stran (l1, l2, a). Jeho obsah P4 lze
vypoč́ıtat podle vzorce

”
základna krát výška lomeno dvěma“, tj. P4 = a.h

2
.

Spolu s t́ım lze P4 vypoč́ıtat i podle Heronova vzorce:

P4 =
√
s(s− a)(s− l1)(s− l2), kde s =

a+ l1 + l2
2

a.h

2
=

√
s(s− a)(s− l1)(s− l2)

h =
2

a

√
s(s− a)(s− l1)(s− l2), po úpravě

h =
1

2a

√
4a2l21 − (l22 − l21 − a2)2.
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Úloha 2

Kružnice trojúhelńıku vepsaná a opsaná

Úlohy vyřeš́ıme s využit́ım množin všech bod̊u daných vlastnost́ı.

a) Sestrojte kružnici kv trojúhelńıku 4ABC vepsanou.
Hledáme kružnici, která lež́ı uvnitř trojúhelńıku 4ABC, tud́ıž se jeho stran a, b, c
dotýká. Množinou všech střed̊u kružnic, které se dotýkaj́ı dvou r̊uznoběžných př́ımek,
je jejich osa. Střed kružnice vepsané kv lež́ı tedy v pr̊useč́ıku Sv os úhl̊u �BAC,
�ABC a �BCA. Pata kolmice spuštěné ze středu Sv na stranu trojúhelńıka je bo-
dem dotyku kružnice kv a př́ıslušné strany.

b) Sestrojte kružnici ko trojúhelńıku 4ABC opsanou.
Kružnice ko procháźı vrcholy trojúhelńıku ABC. Množina všech střed̊u kružnic
procházej́ıćıch dvěma r̊uznými body je osa úsečky těmito body určené. Střed kružnice
opsané lež́ı v pr̊useč́ıku alespoň dvou os stran trojúhelńıka.
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3.2 Úlohy k procvičeńı

1. Sestrojte trojúhelńık 4ABC, je-li dáno:

a) a = 5;α = 93o; β = 49o

b) a = 5; b = 4; ta = 3, 5

c) a = 6; b = 8; vc = 5

d) c = 8; ta = 7; tb = 6

e) b = 3, 8; tb = 4, 2; β = 43o

f) b = 4, 5; tc = 3, 8;α = 54o

g) c = 5, 5; ta = 3, 3;α = 59o

h) c = 10;α = 45o; rv = 2, 5

2. Z pozorovatelny vysoké 15m a vzdálené 30m od břehu řeky se jev́ı š́ı̌rka řeky
v zorném úhlu ϕ = 15o. Vypoč́ıtejte š́ı̌rku řeky.

3. Kosmická lod’ byla sledována radarovým zař́ızeńım ze Země. Při výškovém
úhlu α = 20o35′ byla naměřena vzdálenost d = 520km. V jaké výšce je lod’

(poloměr Země je 6378km)?

4. Z letǐstě odletěla současně dvě letadla. Prvńı s kurzem α1 = 30o a druhé
s kurzem α2 = 86o. Obě letěla rychlost́ı 320km/h. Jak byla od sebe vzdálena
za 45 minut letu?

5. Určete obsah trojúhelńıku daného body A(1, 2, 3), B(0,−1, 2), C(2, 1, 3).

a) početně

b) s využit́ım geogebry
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Kapitola 4

Geometrická zobrazeńı v rovině

Geometrické zobrazeńı přǐrazuje každému geometrickému útvaru (množině bod̊u)
roviny opět geometrický útvar téže roviny. Navzájem přǐrazeným bod̊um a útvar̊um
ř́ıkáme odpov́ıdaj́ıćı si (sdružené, koresponduj́ıćı) body a útvary. Jestliže útvar
splývá se svým odpov́ıdaj́ıćım útvarem, nazývá se samodružný.

Základńı geometrické př́ıbuznosti v rovině jsou identita, posunut́ı, osová sou-
měrnost, středová souměrnost, otáčeńı, stejnolehlost a podobnost.

4.1 Identita

Geometrické zobrazeńı v rovině, které každému
bodu X roviny přǐrazuje týž bod X, se nazývá
identita.

4.2 Posunut́ı
Geometrické zobrazeńı v rovině, které bodu X
přǐrazuje bod X ′ tak, že pro každou daľśı dvojici
odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u Y , Y ′ plat́ı, že střed úsečky
XY ′ splývá se středem úsečky X ′Y , se nazývá
rovnoběžné posunut́ı v rovině (translace),
stručně posunut́ı.

~v = XX ′− směr posunut́ı
|~v| = |XX ′|− velikost posunut́ı
X ≡ X ′− identita

Věta 4.2.1 Neidentické posunut́ı v rovině je určeno směrem, velikost́ı a smyslem
nebo jednou uspořádanou dvojićı odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u.

1. SpojniceXX ′ odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊uX,X ′ jsou vzájemně rovnoběžné, všechny
úsečky XX ′ jsou vzájemně shodné.

2. Př́ımce odpov́ıdá př́ımka, odpov́ıdaj́ıćı př́ımky jsou vzájemně rovnoběžné.

3. Nemá žádný samodružný bod.

4. Všechny samodružné př́ımky jsou právě př́ımky XX ′.
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4.3 Osová souměrnost

Geometrické zobrazeńı v rovině, které bodu X
přǐrazuje bod X ′ tak, že všechny úsečky XX ′ maj́ı
společnou osu o, se nazývá osová souměrnost
v rovině.
o− osa souměrnosti

Věta 4.3.1 Osová souměrnost je určena osou
nebo jednou nesamodružnou dvojićı odpov́ıdaj́ıćıch
si bod̊u.

1. Odpov́ıdaj́ıćı si body X, X ′ lež́ı na kolmici k ose souměrnosti, přitom osa
souměrnosti je osou úsečky XX ′.

2. Př́ımce odpov́ıdá př́ımka. Jestliže je př́ımka r̊uznoběžná s osou, má s od-
pov́ıdaj́ıćı si př́ımkou společný bod na ose. Jestliže je rovnoběžná s osou, pak
také odpov́ıdaj́ıćı př́ımka je rovnoběžná s osou.

3. Každý bod osy je samodružný, jiné samodružné body zobrazeńı nemá.

4. Samodružné př́ımky jsou osa souměrnosti (silně samodružná) a př́ımky
kolmé k ose souměrnosti (slabě samodružná).

4.4 Středová souměrnost

Geometrické zobrazeńı v rovině, které bodu X
přǐrazuje bod X ′ tak, že všechny úsečky XX ′

maj́ı společný střed S, se nazývá středová
souměrnost v rovině.

S− střed souměrnosti

Věta 4.4.1 Středová souměrnost je určena svým
středem nebo jednou dvojićı odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u.

1. Odpov́ıdaj́ıćı si body X, X ′ lež́ı na př́ımce procházej́ıćı středem souměrnosti,
přitom střed souměrnosti je středem úsečky XX ′.

2. Př́ımce odpov́ıdá př́ımka s ńı rovnoběžná.

3. Má jediný samodružný bod, a to střed souměrnosti.

4. Každá př́ımka procházej́ıćı středem souměrnosti je samodružná (slabě).
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Geometrie na poč́ıtači 4.5. OTÁČENÍ

4.5 Otáčeńı
Geometrické zobrazeńı v rovině, které pevnému
bodu S přǐrazuje týž bod S a každému bodu
X 6= S bod X ′ tak, pro který XS = X ′S
a �XSX ′ = ω, kde ω je daný orientovaný úhel,
se nazývá otáčeńı (rotace) kolem bodu S
o orientovaný úhel ω.

S− střed otáčeńı
ω− úhel otáčeńı
ω = (2k + 1)π – středová souměrnost
ω = 2kπ – identita

Pro ω > 0 otáč́ıme proti směru hodinových ručiček, v opačném př́ıpadě po směru.

Věta 4.5.1 Otáčeńı v rovině je určeno středem otáčeńı S a úhlem otáčeńı ω.

1. Odpov́ıdaj́ıćı si body X 6= S, X ′ lež́ı na kružnici o středu S a poloměru SX,
přitom orientovaný úhel �XSX ′ = ω je konstatńı.

2. Př́ımce odpov́ıdá př́ımka, obě jsou stejně vzdálené od středu otáčeńı.

3. Neidentické otáčeńı (ω 6= 2kπ) má jediný samodružný bod, a to střed otáčeńı.

4. Jenom otáčeńı o úhel ω = kπ má samodružné př́ımky. Je-li k sudé, pak všechny
př́ımky jsou samodružné, je-li k liché, pak právě př́ımky procházej́ıćı středem
otáčeńı jsou samodružné (slabě).

Věta 4.5.2 Skládáńım dvou shodných zobrazeńı vznikne opět shodnost, ale zálež́ı
na pořad́ı skládáńı.

Věta 4.5.3 Má-li útvar dvě osy souměrnosti, které jsou k sobě kolmé, pak je středově
souměrný podle jejich pr̊useč́ıku.

4.6 Stejnolehlost

Necht’ je dán pevný bod S a reálné č́ıslo k 6= 0.
Geometrické zobrazeńı v rovině, které bodu S
přǐrazuje týž bod S a každému bodu X 6= S bod
X ′, jehož vzdálenost od S je |SX ′| = |k|.|SX|,
přičemž pro k > 0 bod X ′ lež́ı na polopř́ımce SX
a pro k < 0 na opačné polopř́ımce, se nazývá
stejnolehlost v rovině.

S− střed stejnolehlosti
k− koeficient stejnolehlosti
k = 1− identita
k = −1− středová souměrnost
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Věta 4.6.1 Stejnolehlost je určena středem S a koeficientem stejnolehlosti k nebo
středem S a uspořádanou dvojićı odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u X 6= S, X ′ 6= S, které lež́ı
na př́ımce procházej́ıćı bodem S.

1. Odpov́ıdaj́ıćı si body X, X ′ lež́ı na př́ımce procházej́ıćı středem S stejnoleh-
losti. Pro jejich vzdálenosti od středu S stejnolehlosti plat́ı |SX ′| = |k|.|SX|.
Je-li k > 0, bodyX,X ′ lež́ı na téže polopř́ımce SX, je-li k < 0, lež́ı na opačných
polopř́ımkách určených bodem S.

2. Př́ımce odpov́ıdá př́ımka s ńı rovnoběžná.

3. Stejnolehlost r̊uzná od identity má jediný samodružný bod.

4. Samodružné př́ımky stejnolehlosti r̊uzné od identity jsou právě všechny př́ımky
procházej́ıćı středem stejnolehlosti.

5. Úsečce odpov́ıdá úsečka, jej́ıž délka je rovna délce dané úsečky násobené č́ıslem |k|.

4.7 Řešené př́ıklady

Úloha 1

Je dána kružnice k(S; r) a bod M tak, že |MS| < r. Sestrojte tětivu kružnice k,
která procháźı bodem M a má délku d.

Na kružnici k si zvoĺıme libovolný pomocný bod A a se-
stroj́ıme tětivu AB kružnice k o délce d.

Pomocnou tětivu AB otoč́ıme tak, aby procházela bo-
dem M . Na AB najdeme body M ′, M ′′, které maj́ı stej-
nou vzdálenost od středu kružnice S jako M , neboli
jsou to otočené obrazy bodu M o úhly α = ^M ′SM
a β = ^M ′′SM

Tětivu AB otoč́ıme o úhly α a β kolem středu kružnice
k a najdeme tětivy A′B′ a A′′B′′, obě procháźı bodem
M a maj́ı velikost d.

V jakém geometrickém zobrazeńı je tětiva A′′B′′ obrazem A′B′?
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Úloha 2

Danému čtverci ABCD vepǐste rovnostranný trojúhelńık KLM tak, aby vrchol K
ležel na straně AB, L na BC a M na CD nebo AC.

Všechny rovnostranné trojúhelńıky, které maj́ı rov-
noběžné strany, jsou podobné. Nejprve sestroj́ıme po-
mocný rovnostranný trojúhelńık K ′L′M ′ libovolné veli-
kosti tak, aby vrchol K ′ ležel na straně AB a L′ na BC,
třet́ı vrchol M ′ lež́ı uvnitř čtverce ABCD.

Hledáme stejnolehlost, která zobraźı trojúhelńıkK ′L′M ′

na trojúhelńık KLM splňuj́ıćı podmı́nky zadáńı. Vı́me,
že vrcholy K a K ′ lež́ı na straně AB,
L a L′ na straně BC. Středem stejnolehlosti je společný
bod obou stran - vrchol B. Promı́tneme z B vrchol M ′

na př́ıslušnou stranu čtverce (bud’ na CD nebo AD)
a źıskáme vrchol M hledaného trojúhelńıku. Zbývaj́ıćı
vrcholy najdeme pomoćı rovnoběžnosti MK ‖ M ′K ′,
ML ‖M ′L′.

4.8 Úlohy k procvičeńı

1. Jsou dány tři r̊uzné rovnoběžné př́ımky a, b, c a bod A ∈ a. Sestrojte rovno-
stranný trojúhelńık ABC tak, aby měl vrcholy postupně na rovnoběžkách
a, b, c.

2. Jsou dány r̊uznoběžné př́ımky b, d a uvnitř jejich ostrého úhlu bod A. Sestrojte
čtverec ABCD tak, aby B ∈ b, D ∈ d.

3. Sestrojte trojúhelńık ABC, jsou-li dány jeho těžnice ta, tb, tc.

4. Danému trojúhelńıku ABC vepǐste čtverec KLMN tak, aby na jedné straně
trojúhelńıka ležely dva sousedńı vrcholy čtverce a aby na každé zbývaj́ıćı straně
trojúhelńıka ležel právě jeden vrchol čtverce.

5. Sestrojte společné tečny dvou nesoustředných kružnic s r̊uznými poloměry.
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Kapitola 5

Kuželosečky

Seznámı́me se ze základńımi vlastnostmi elipsy, hyperboly a paraboly, které
společně s kružnićı jsou známy pod společným názvem kuželosečky. Ř́ıká se jim
tak proto, že každou z nich je možné sestrojit jako pr̊usečnou křivku rotačńı kuželové
plochy vhodně zvolenou rovinou. Kuželosečky jsou tedy rovinné křivky.

Řezy kuželové plochy

k− kružnice
e− elipsa
p− parabola
h− hyperbola
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5.1 Kružnice

Kružnice je křivka, která vznikne řezem rotačńı kuželové plochy rovinou, jestliže
rovina řezu sv́ırá s osou kuželové plochy pravý úhel.

Definice 5.1.1 Kružnice je množina všech bod̊u v rovině, které maj́ı od pevného
bodu S konstantńı vzdálenost r.

Tečna kružnice
Definice 5.1.2 Tečna je př́ımka, která se dotýká
kružnice právě v jednom bodě.

Věta 5.1.1 Tečna v bodě kružnice je kolmá
na pr̊uměr procházej́ıćı bodem dotyku.

Analytická rovnice kružice

S[xS; yS]− střed kružnice
r− poloměr kružnice, r > 0
M ∈ k,M [xM ; yM ], |SM | = r

Parametrizace kružnice:

x = xS + r cosϕ

y = yS + r sinϕ, kde ϕ ∈ 〈0; 2π)

Obecná rovnice kružnice:

x2 + y2 + Ax+By + C = 0

kde A2 +B2 − 4C > 0

Středová rovnice kružnice:

x2 + y2 = r2 pro S[0; 0]

(x− xS)2 + (y − yS)2 = r2 pro S[xS; yS]

5.1.1 Řešený př́ıklad

Určete úhel, který sv́ıraj́ı tečny t1 a t2 vedené z bodu M ke kružnici k = (S; 84mm),
je-li |MS| = 12, 6 cm.

Tečna t kružnice k se j́ı dotýká v jediném bodě T
a je kolmá na poloměr. Jestliže je tečna t vedena
z bodu M , pak źıskáme pravoúhlý trojúhelńık
MTS.
K výpočtu velikosti úhlu α

2
= ^TMS využijeme

goniometrickou funkci sinus.

sin
α

2
=

84

126
=

2

3
= 0, 66

α

2
= 41, 81o ⇒ α = 83, 62o
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5.2 Elipsa

Elipsa1 je křivka, která vznikne řezem rotačńı kuželové plochy rovinou, jestliže od-
chylka roviny řezu od osy kuželové plochy je větš́ı než odchylka povrchových př́ımek
plochy a rovina řezu neprocháźı vrcholem kuželové plochy.

Definice 5.2.1 Elipsa je množina všech bod̊u v rovině, které maj́ı od dvou pevných
r̊uzných bod̊u F1, F2 lež́ıćıch v téže rovině stálý součet vzdálenost́ı 2a věťśı než
vzdálenost pevných bod̊u F1, F2.

Oba pevné body F1, F2 se nazývaj́ı ohniska. Vzdálenost bodu elipsy od ohniska
se nazývá pr̊uvodič, znač́ıme m1, m2. Součet pr̊uvodič̊u m1 + m2 = 2a, kde a je
velikost hlavńı poloosy elipsy.

Tečna elipsy

Definice 5.2.2 Tečna elipsy je př́ımka, která má s elipsou jediný společný bod,
v němž se elipsy dotýká.

Věta 5.2.1 V bodě T elipsy existuje právě jedna tečna t, která p̊uĺı vněǰśı úhel
pr̊uvodič̊u m1, m2 bodu dotyku.

1Zahradnická konstrukce elipsy
Zahradńıci nestuduj́ı kuželosečky, ale přesto umı́ vytvořit eliptický záhon. Potřebuj́ı 2 k̊uly a k nim
přivázaný provaz. Kůly zaṕıchnou do země tak, aby byl provaz deľśı, než je vzdálenost k̊ul̊u.
Napnou-li provaz rydlem a pohybuj́ı-li s ńım tak, aby provaz byl stále napjatý, bude hrot rydla
v hĺıně opisovat elipsu s hlavńı poloosou o velikosti poloviny délky provazu.
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Věta 5.2.2 Body Q, souměrně sdružené s jedńım ohniskem podle všech tečen elipsy,
lež́ı na kružnici q opsané z druhého ohniska poloměrem o velikosti hlavńı osy 2a = |AB|.
Jelikož má elipsa dvě r̊uzná ohniska, takové kružnice existuj́ı právě dvě a nazýváme
je ř́ıd́ıćı kružnice elipsy q1, q2.

Věta 5.2.3 Paty kolmic P , spuštěných z ohnisek na tečny elipsy, lež́ı na kružnici vk
opsané ze středu elipsy poloměrem o velikosti hlavńı poloosy a = |AS|. Kružnice vk
procháźı hlavńımi vrcholy A, B elipsy a nazývá se vrcholová kružnice.

Analytická rovnice elipsy

Hlavńı osa elipsy o1 je rovnoběžná se souřadnou osou x:

Parametrizace elipsy:

x = xS + a cosϕ

y = yS + b sinϕ

kde ϕ ∈ 〈0; 2π)

Středová rovnice:

x2

a2
+
y2

b2
= 1 pro S[0; 0]

(x− xS)2

a2
+

(y − yS)2

b2
= 1 pro S[xS; yS]

Hlavńı osa elipsy o1 je rovnoběžná se souřadnou osou y:

Parametrizace elipsy:

x = xS + b cosϕ

y = yS + a sinϕ

kde ϕ ∈ 〈0; 2π)

Středová rovnice:

x2

b2
+
y2

a2
= 1 pro S[0; 0]

(x− xS)2

b2
+

(y − yS)2

a2
= 1 pro S[xS; yS]

Obecná rovnice elipsy:

Ax2 +By2 + Cx+Dy + E = O,A > 0, B > 0, A 6= B
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5.2.1 Řešený př́ıklad

Sestrojte elipsu, jestliže znáte jej́ı střed S, ohnisko F1 a tečnu t.

Ve středové souměrnosti určené
středem S se ohnisko F1 zobraźı na
ohnisko F2. Body S, F1, F2 lež́ı na
hlavńı ose o1 elipsy.

Z ohniska F1 vedeme kolmici p na
tečnu t, patu označ́ıme jako bod P1.
Podle Věty 5.2.3 lež́ı takové body na
vrcholové kružnici vk(S; a = |P1S|),
která prot́ıná hlavńı osu o1 v hlavńıch
vrcholech elipsy A, B.

V osové souměrnosti určené tečnou t se
ohnisko F1 zobraźı na bod Q1. Př́ımka
Q1F2 je rovnoběžná s P1S a prot́ıná
tečnu t v bodě dotyku T .
Jaká je velikost úsečky Q1F2?

Sestroj́ıme elipsu, najdeme ved-
leǰśı osu o2 procházej́ıćı středem S
kolmo na o1 a najdeme vedleǰśı vrcholy
C,D.
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5.2.2 Úlohy k procvičeńı

1. Určete rovnici kružnice, která má střed na př́ımce 3x− 4y − 3 = 0 a procháźı
body A(5; 3), B(6; 2).

2. Určete délku tětivy, kterou vyt́ıná křivka x2 + y2 = 25
na př́ımce 3x+ 4y + 15 = 0.

3. Určete, pod jakým zorným úhlem bychom z bodu A(4;−1) viděli
křivku x2 + 2y2 = 6.

4. Určete vzájemnou polohu křivky 9x2 + 25y2 = 225 a př́ımek
p : 4x+ 5y − 26 = 0,
q : 4x+ 5y − 25 = 0,
r : 4x+ 5y − 24 = 0,
pokud existuj́ı pr̊useč́ıky, určete jejich souřadnice.

5. Sestrojte elipsu ze zadaných prvk̊u.

a) ohniska F1,F2 a bod M ′

b) střed S, hlavńı vrchol A a tečna t

c) střed S, bod M a hlavńı vrchol A

d) střed S, bod M a vedleǰśı vrchol C

e) střed S, velikost hlavńı poloosy a a tečny t, t′

f) střed S, velikost hlavńı poloosy a a tečna t s bodem dotyku T

g) ohnisko F , osa o1 a tečna t s bodem dotyku T

h) ohnisko F , velikost hlavńı poloosy a a tečna t s bodem dotyku T

i) ohnisko F , tečna t a tečna t′ s bodem dotyku T ′

j) ohnisko F , velikost hlavńı poloosy a a tečny t, t′
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5.3 Hyperbola

Hyperbola je křivka, která vznikne řezem rotačńı kuželové plochy rovinou, jestliže
odchylka roviny řezu od osy kuželové plochy je menš́ı než odchylka povrchových
př́ımek plochy a rovina řezu neprocháźı vrcholem kuželové plochy.

Definice 5.3.1 Hyperbola je množina všech bod̊u v rovině, které maj́ı od dvou pevných
r̊uzných bod̊u F1, F2 lež́ıćıch v téže rovině stálý rozd́ıl vzdálenost́ı |2a| menš́ı než
vzdálenost pevných bod̊u F1, F2.

Oba pevné body F1, F2 se nazývaj́ı ohniska. Vzdálenost bodu hyperboly od ohniska
se nazývá pr̊uvodič, znač́ıme m1, m2. Rozd́ıl pr̊uvodič̊u |m1 −m2| = 2a, kde a je
velikost hlavńı poloosy hyperboly.

Tečna hyperboly

Definice 5.3.2 Tečna hyperboly je př́ımka, která má s hyperbolou jediný společný
bod, v němž se hyperboly dotýká.

Věta 5.3.1 V bodě T hyperboly existuje právě jedna tečna t, která p̊uĺı vněǰśı úhel
pr̊uvodič̊u m1, m2 bodu dotyku.

Věta 5.3.2 Body Q, souměrně sdružené s jedńım ohniskem podle všech tečen hy-
perboly, lež́ı na kružnici q opsané z druhého ohniska poloměrem o velikosti hlavńı osy
2a = |AB|. Jelikož má hyperbola dvě r̊uzná ohniska, takové kružnice existuj́ı právě
dvě a nazýváme je ř́ıd́ıćı kružnice hyperboly q1, q2.

Věta 5.3.3 Paty kolmic P , spuštěných z ohnisek na tečny hyperboly, lež́ı na kruž-
nici vk opsané ze středu elipsy poloměrem o velikosti hlavńı poloosy a = |AS|.
Kružnice vk procháźı hlavńımi vrcholy A, B hyperboly a nazývá se vrcholová kruž-
nice.
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Analytická rovnice hyperboly

Hlavńı osa elipsy o1 je rovnoběžná se souřadnou osou x:

Parametrizace hyperboly:

x = xS + a coshϕ

y = yS + b sinhϕ

kde ϕ ∈ 〈0; 2π)

Středová rovnice:

x2

a2
− y2

b2
= 1 pro S[0; 0]

(x− xS)2

a2
− (y − yS)2

b2
= 1 pro S[xS; yS]

Rovnice asymptot:

u1,2 : y − yS = ± b
a

(x− xS)

Hlavńı osa elipsy o1 je rovnoběžná se souřadnou osou y:

Parametrizace hyperboly:

x = xS + b coshϕ

y = yS + a sinhϕ

kde ϕ ∈ 〈0; 2π)

Středová rovnice:

y2

a2
− x2

b2
= 1 pro S[0; 0]

(y − yS)2

a2
− (x− xS)2

b2
= 1 pro S[xS; yS]

Rovnice asymptot:

u1,2 : y − yS = ± b
a

(x− xS)
Obecná rovnice hyperboly:

Ax2 −By2 + Cx+Dy + E = O,A > 0, B > 0, A 6= B

Je-li a = b, hyperbola se nazývá rovnoosá např. graf nepř́ımé úměrnosti.
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5.3.1 Řešené př́ıklady

Úloha 1

Sestrojte hyperbolu, jestliže znáte jej́ı ohnisko F1, velikost hlavńı poloosy a a tečnu
t s bodem dotyku T .

Z ohniska F1 vedeme kolmici p na
tečnu t, patu označ́ıme jako bod P1.
V osové souměrnosti určené tečnou t
se ohnisko F1 zobraźı na bod Q1.

Sestroj́ıme kružnici k(Q1; 2a), která
prot́ıná př́ımku Q1T ve dvou bodech
F2, F ′2.

Bod F2 lež́ıćı v opačné polorovině
určené tečnou t než F1 je druhým
ohniskem hledané hyperboly. Ohniska
F1, F2 lež́ı na hlavńı ose o1, která
prot́ıná hyperbolu v hlavńıch vrcholech
A,B.

Bod F ′2 lež́ıćı ve stejné polorovině
určené tečnou t jako F1 je druhým
ohniskem elipsy.
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Úloha 2

LORAN
Patř́ı mezi hyperbolické navigačńı systémy a byl vyvinut za 2. světové války v USA.
Pro určeńı polohových souřadnic využ́ıvá časový rozd́ıl přij́ımaných impuls̊u z jed-
notlivých vyśılač̊u systému, vyśılače vyśılaj́ı na dlouhých vlnách (90-110 kHz) s výkonem
250-400 kW. Jejich anténńı stožáry jsou vysoké kolem 200 metr̊u. Systém se dnes
uplatňuje jako navigačńı systém pro podporu či zálohováńı široce už́ıvaného systému
GPS.

5.3.2 Úlohy k procvičeńı

1. Napǐste rovnici hyperboly, jsou-li dány vrcholy A(2; 3), B(2;−5) a ohnisko
F (2; 4).

2. Určete střed, směr hlavńı osy, délky poloos, excentricitu, souřadnice vrchol̊u
a ohnisek a směrnice asymptot hyperboly dané rovnićı
5x2 − 4y2 − 20x− 16y − 16 = 0.

3. Určete vzájemnou polohu křivky 4x2−y2 = 64 a př́ımek p : 10x−3y−32 = 0,
q : 2x+ 3y − 8 = 0, r : 2x− y + 4 = 0, s : 3x− y + 2 = 0, u : 2x− y = 0
pokud existuj́ı pr̊useč́ıky, určete jejich souřadnice.

4. Sestrojte graf funkce y = 3x+1
x+1

.

5. Sestrojte hyperbolu ze zadaných prvk̊u.
a) střed S, ohnisko F a asymptota q
b) střed S, vrchol A a asymptota q
c) asymptoty p, q a velikost

hlavńı poloosy a
d) střed S, ohnisko F a bod H
e) střed S, ohnisko F a tečna t
f) střed S, vrchol A a tečna t

g) ohnisko F a tři tečny
h) ohnisko F , osa o1 a tečna t

s bodem dotyku T
i) ohnisko F , velikost hlavńı

poloosy a a tečny t, t′

j) ohnisko F , osa o1 a tečny t, t′
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5.4 Parabola

Parabola je křivka, která vznikne řezem rotačńı kuželové plochy rovinou, jestliže
odchylka roviny řezu od osy kuželové plochy je stejná jako odchylka povrchových
př́ımek plochy a rovina řezu neprocháźı vrcholem kuželové plochy.

Definice 5.4.1 Parabola je množina všech bod̊u v rovině, které maj́ı stejnou vzdá-
lenost od dané př́ımky d a od daného pevného bodu F, který na př́ımce d nelež́ı.

Pevný bod F se nazývá ohnisko. Př́ımka d se nazývá ř́ıd́ıćı př́ımka. Vzdálenost
bodu paraboly od ohniska a od ř́ıd́ıćı př́ımky se nazývá pr̊uvodič, znač́ıme m1,
m2. Vzdálenost ohniska od ř́ıd́ıćı př́ımky je konstantńı a nazývá se parametr
paraboly p.

Tečna paraboly

Definice 5.4.2 Tečna paraboly je př́ımka, která má s parabolou jediný společný bod,
v němž se paraboly dotýká.

Věta 5.4.1 V bodě T paraboly existuje právě jedna tečna t, která p̊uĺı vněǰśı úhel
pr̊uvodič̊u m1, m2 bodu dotyku.

Věta 5.4.2 Body Q, souměrně sdružené s ohniskem F podle všech tečen t paraboly,
lež́ı na ř́ıd́ıćı př́ımce paraboly d.

Věta 5.4.3 Paty kolmic P , spuštěných z ohniska F na tečny paraboly, lež́ı na vr-
cholové tečně paraboly vt.

Věta 5.4.4 Subtangenta KM je p̊ulena vrcholem V .

Věta 5.4.5 Délka subnormály ML je konstantńı a rovná se parametru DF .

Věta 5.4.6 Součet subtangenty KM a subnormály ML je p̊ulen ohniskem F .
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Analytická rovnice paraboly

Osa paraboly o je rovnoběžná se souřadnou osou x a parabola otevřená ve směru
kladné části osy x

Parametrizace paraboly:

x = xV +
p

2
ϕ2

y = yV + pϕ

kde ϕ ∈ 〈0; 2π)

Vrcholová rovnice:

y2 = 2px pro V [0; 0]

(y − yV )2 = 2p(x− xV ) pro V [xV ; yV ], p > 0

Osa paraboly o je rovnoběžná se souřadnou osou x a parabola otevřená ve směru
záporné části osy x

Parametrizace paraboly:

x = xV −
p

2
ϕ2

y = yV − pϕ
kde ϕ ∈ 〈0; 2π)

Vrcholová rovnice:

y2 = −2px pro V [0; 0]

(y − yV )2 = −2p(x− xV ) pro V [xV ; yV ], p > 0

Osa paraboly o je rovnoběžná se souřadnou osou y a parabola otevřená ve směru
kladné části osy y

Parametrizace paraboly:

x = xV + pϕ

y = yV +
p

2
ϕ2

kde ϕ ∈ 〈0; 2π)

Vrcholová rovnice:

x2 = 2py pro V [0; 0]

(x− xV )2 = 2p(y − yV ) pro V [xV ; yV ], p > 0
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Osa paraboly o je rovnoběžná se souřadnou osou y a parabola otevřená ve směru
záporné části osy y

Parametrizace paraboly:

x = xV − pϕ
y = yV −

p

2
ϕ2

kde ϕ ∈ 〈0; 2π)

Vrcholová rovnice:

x2 = −2py pro V [0; 0]

(x− xV )2 = −2p(y − yV ) pro V [xV ; yV ], p > 0

5.4.1 Řešené př́ıklady

Úloha 1

Sestrojte parabolu, jestliže znáte jej́ı ohnisko F a tečnu t s bodem dotyku T .

Z ohniska F vedeme kolmici p na
tečnu t, patu označ́ıme jako bod P .
V osové souměrnosti určené tečnou t
se ohnisko F zobraźı na bod Q.

Z definice paraboly vyplývá, že
ř́ıd́ıćı př́ımka d je kolmá na př́ımku TQ
a procháźı bodem Q. Doplńıme osu
F ∈ o ⊥ d a vrchol V , jako pr̊useč́ık
osy a paraboly.
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Úloha 2

a) Dokážeme, že trajektorie šikmého vrhu je parabolická křivka.

x(t) = v0t cosα

y(t) = v0t sinα− 1

2
gt2.

Parametrické vyjádřeńı trajektorie šikmého vrhu převedeme na explicitńı vyjádřeńı
vyloučeńım parametru t.

t =
x

v0 cosα
⇒ y = x tanα− g

2v2
0 cos2 α

x2 (5.1)

Okamžitě vid́ıme, že explicitńı vyjádřeńı (závislost y na x, y = y(x)) trajektorie
šikmého vrhu je kvadratická funkce, grafem kvadratické funkce je vždy parabola a
tedy trajektorie šikmého vrhu je parabolickou křivkou. Nav́ıc můžeme převedeńım
kvadratické funkce na úplný čtverec źıskat tzv. vrcholovou rovnici paraboly včetně
souřadnic vrcholu. Tedy

y = Kx− Lx2, K = tanα, L =
g

2v2
0 cos2 α

y = −(Lx2 −Kx) = −L
[
x2 − K

L
x

]
= −L

[(
x− K

2L

)2

− K2

4L2

]
,

vrchol V má souřadnice

V =

[
K

2L
,
K2

4L

]
=

[
v2

0 sin 2α

2g
,
v2

0 sin2 α

2g

]
= [xmax, ymax].
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b) Nalezneme bod, ve kterém projektil dosáhne největš́ı výšky.

Řeš́ıme následuj́ıćı extremálńı úlohu: Nalezněte bod na grafu funkce (5.1), ve kterém
sestrojená tečna je rovnoběžná s osou x. Definičńı obor funkce (5.1) je tvořen
množinou R, ve skutečnosti bude ovšem volba x omezena na jistou podmnožinu
množiny kladných reálných č́ısel. Hledejme extrém této funkce:

y = x tanα− g

2v2
0 cos2 α

x2 ⇒ y′ = tanα− g

v2
0 cos2 α

x.

Derivaci funkce (5.1) polož́ıme rovnu nule. Dostaneme rovnici pro stacionárńı body
(body podezřelé z extrému),

y′ = 0 ⇒ y′ = tanα− g

v2
0 cos2 α

x = 0 ⇒ x =
v2

0 sin 2α

2g
= xmax.

Urč́ıme hodnotu funkce (5.1) v bodě xmax,

ymax = y(xmax) =
v2

0 sin2 α

2g
.

5.4.2 Úlohy k procvičeńı

1. Napǐste rovnici paraboly s vrcholem v počátku soustavy souřadné procházej́ıćı
bodem A(2;−4), jej́ıž osa

a) splývá se souřadnou osou x,

b) splývá se souřadnou osou y.

2. Určete osu, vrchol, parametr a ohnisko paraboly určené rovnićı:

a) x2 + 2x− 2y + 3 = 0

b) y2 − 4x− 4y + 16 = 0

c) x2 + 2y − 3 = 0

3. Určete vzájemnou polohu křivky y2 = 4x a př́ımek p : x− 2y + 3 = 0,
q : x− 2y + 4 = 0, r : x− y + 3 = 0, s : y − 2 = 0
pokud existuj́ı pr̊useč́ıky, určete jejich souřadnice.

V následuj́ıćıch př́ıkladech využijte vzorce z Úlohy 2.

4. Určete maximálńı dostřel (dolet) projektilu.

5. Při dané počátečńı rychlosti vo a zadaném bodu A(x; y) určete elevačńı úhel
α tak, aby projektil tento bod zasáhl.
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Kapitola 6

Kinematická geometrie

Kinematická geometrie v rovině se zabývá geometrickými vlastnostmi útvar̊u vzni-
kaj́ıćıch při pohybu neproměnné rovinné soustavy. Neproměnná rovinná sou-
stava je množina všech geometrických útvar̊u roviny, která je jako neproměnný
celek podrobena pohybu.

Definice 6.0.3 Pohybuje-li se soustava
∑

po pevné rovině π, jej́ı body opisuj́ı v π
křivky, které nazýváme trajektorie pohybu.

Je-li v pevné rovině π dána libovolná poloha
∑1 pohybuj́ıćı se soustavy

∑
, pak jej́ı

daľśı poloha
∑2 je jednoznačně určena, známe-li přemı́stěnou polohu A2B2 libovolné

úsečky A1B1 soustavy
∑

1 (A2B2 = A1B1).

Věta 6.0.7 Pohyb neproměnné rovinné soustavy
∑

je určen, jsou-li dány trajekto-
rie τA, τB krajńıch bod̊u jej́ı úsečky AB.

Věta 6.0.8 Jsou-li
∑

1,
∑

2 dvě r̊uzné polohy pohybuj́ıćı se neproměnné rovinné
soustavy

∑
, existuje vždy otáčeńı nebo posunut́ı, které přemı́st’uje

∑
1 v
∑

2.

6.1 Nicomedova konchoida

(Př́ımá konchoida př́ımky)

Ř́ıkáme, že je dán konchoidálńı pohyb, jestliže př́ımka m neproměnné rovinné sou-
stavy

∑
procháźı pevným bodem P a jestliže bod Q ∈ m opisuje trajektorii τQ.

Křivka τQ se nazývá ř́ıd́ıćı křivka.
Vzdálenost bodu P od ř́ıd́ıćı př́ımky q = τQ označ́ıme v (v > 0). Trajektorie τM
bodu M ∈ m (M 6= Q) je větev Nicomedovy konchoidy. Úplnou konchoidu dosta-
neme, když na obě polopř́ımky určené bodem Q pohybuj́ıćı se př́ımky m nanáš́ıme
od Q úsečku délky d (d > 0).
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Poznámka 6.1.1 (Konstrukce v GeoGebře) Bod Q lež́ıćı na př́ımce τQ rozpo-
hybujeme př́ıkazem ”Animace spuštěna”v jeho vlastnostech, body M,M ′ vykresĺı kon-
choidu př́ıkazem ”Stopa zapnuta”. Křivku m̊užeme vykreslit i př́ıkazem ”Množina
bod̊u”.

6.2 Kloubový antiparalelogram

Kloubový čtyřúhelńık ABCD vystupuje při pohybu neproměnné rovinné soustavy∑
pevně spojené s úsečkou CD, jej́ıž krajńı body C, D se pohybuj́ı po kružnićıch

τC , τD se středy v bodech B, A (A 6= B). Strana AB se nazývá rám, strany AD, BC
kliky (opisuj́ı-li C, D jen oblouky kružnic τC , τD) a strana CD ojnice. Kloubový
antiparalelogram je zkř́ıžený kloubový čtyřúhelńık, pro který AB = CD, AD = BC.
Plat́ı tedy věta:

Věta 6.2.1 Pohyb kloubového antiparalelogramu lze převést bud’ na valeńı elipsy
po shodné elipse, nebo na valeńı hyperboly po shodné hyperbole.
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Poznámka 6.2.1 (Konstrukce v GeoGebře) Sestroj́ıme elipsu p (pevná) urče-
nou ohnisky A,B a obecným bodem M. Na elipsu p umı́st́ıme bod T a v tomto bodě se-
stroj́ıme tečnu t elipsy p (pro bod T povoĺıme animaci). V osové souměrnosti určené
tečnou t zobraźıme body A, B na C, D, které jsou ohnisky elipsy h (hybné), jej́ım
obecným bodem je opět T (proč?). Zapneme stopu bod̊u C,D a spust́ıme animaci.
Jak se nazývaly kružnice, po kterých se pohybuj́ı body C a D, v kapitole Elipsa?

6.3 Řešené př́ıklady

Úloha 1

Definice 6.3.1 Cykloidálńı pohyb vzniká valeńım kružnice h po př́ımce p, trajek-
toríım ř́ıkáme cykloidy. Trajektorie τO středu hybné kružnice je př́ımka, trajektorie
τA vnitřńıho bodu A 6= O hybné kružnice se nazývá zkrácená cykloida, trajektorie
τB bodu B hybné kružnice se nazývá prostá cykloida, trajektorie τC vněǰśıho bodu
C hybné kružnice se nazývá prodloužená cykloida.

Př́ımku p nahrad́ıme úsečkou XY , po které necháme pohybovat bod T . Sestroj́ıme
kružnici h (hybnou) o poloměru r dotýkaj́ıćı se XY v bodě T . Když bod T uraźı
dráhu d = |XT |, pak se kružnice h muśı otočit o úhel velikosti α = d/r.

Poznámka 6.3.1 (Konstrukce v GeoGebře) Tento výraz vlož́ıme do př́ıkazové-
ho řádku.

Bod B kružnice je obrazem bodu T v otočeńı o úhel β jehož velikost je rovna α.
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Doplńıme body A a C, které lež́ı na polopř́ımce určené body OB a vytvář́ı zkrácenou
a prodlouženou cykloidu.

Úloha 2

Definice 6.3.2 Epicykloida je křivka, která vznikne jako trajektorie bodu při od-
valováńı se kruhu či kružnice bez smýkáńı zvenku po jiné pevné kružnici. Trajek-
torii bodu lež́ıćıho na obvodu kruhu pak nazýváme (prostou) epicykloidou. Lež́ı-li
tvoř́ıćı bod uvnitř, resp. vně vaĺıćıho se kruhu, se kterým je pevně spojen, hovoř́ıme
o zkrácené, resp. prodloužené epicykloidě.

Sestoj́ıme pevnou kružnici kp(O; rp), na které si zvoĺıme dvojici r̊uzných bod̊u. Bod
T , který se po kp bude pohybovat a pomocný pevný X, od kterého budeme měřit
délku d kruhového oblouku XT . Střed S hybné kružnice kh(S; rh) lež́ı na př́ımce OS
ve vzdálenosti rh od T (mimo kruh kp).
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Když bod T uraźı dráhu d = |XT |, pak se kružnice kh muśı otočit o úhel velikosti
α = d/rh. Bod B kružnice kh je obrazem bodu T v otočeńı o úhel β jehož velikost
je rovna α.

Doplńıme body A a C, které lež́ı na polopř́ımce určené body OB a vytvář́ı zkrácenou
a prodlouženou epicykloidu.

Proč na sebe oblouky epicykloid plynule nenavazuj́ı?
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6.4 Úlohy k procvičeńı

1. Př́ımá konchoida - vyjděte z konstrukce Nicomedovy konchoidy a ř́ıd́ıćı př́ımku
nahrad’te zadanou křivkou:

a) kružnice

b) elipsa

c) sinusoida

2. Antiparalelogram hyperbolický

3. Analogie antiparalelogramu pro parabolu

4. Eliptický pohyb vznikne valeńım kružnice h po vnitřńım obvodu kružnice p,
jej́ıž poloměr se rovná dvojnásobku poloměru kružnice h.

5. Kardiodický pohyb vznikne valeńım vnitřńıho obvodu kružnice h po kružnici
p, jej́ıž poloměr se rovná polovině poloměru kružnice h.
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Kapitola 7

Řezy těles

Řez tělesa je pr̊unik tělesa a roviny.

Řez tělesa sestroj́ıme tak, že určujeme bud’ pr̊usečnice roviny řezu s rovinami stěn
tělesa nebo pr̊useč́ıky jednotlivých hran nebo tvoř́ıćıch př́ımek tělesa s rovinou řezu.
Při konstrukci řezu využ́ıváme vztahy, které plat́ı pro vzájemnou polohu př́ımek
a rovin v prostoru.

7.1 Řez tělesa – jak známe ze středńı školy

Věta 7.1.1 (Pravidlo spojováńı bod̊u) Lež́ı-li dva r̊uzné body v rovině, pak př́ım-
ka jimi určená lež́ı také v této rovině. Proto pokud známe v libovolné stěně tělesa
dva r̊uzné body roviny řezu, sestroj́ıme jejich spojnici. Pr̊unik této spojnice a stěny
je jednou stranou řezu.

Věta 7.1.2 (Pravidlo konstrukce rovnoběžek) Dvě rovnoběžné roviny prot́ıná
třet́ı rovina ve dvou rovnoběžných př́ımkách. Proto jsou-li roviny dvou stěn rov-
noběžné a přitom r̊uznoběžné s rovinou řezu, jsou pr̊usečnice roviny řezu s rovinami
těchto stěn rovnoběžné.

Věta 7.1.3 (Pravidlo protahováńı hran) Jsou-li každé dvě ze tř́ı rovin r̊uzno-
běžné a maj́ı-li tyto tři roviny jediný společný bod, procházej́ı t́ımto společným bodem
všechny tři pr̊usečnice. Pr̊usečnice rovin dvou sousedńıch stěn (tj. stěn se společnou
hranou) s rovinou řezu a př́ımka, v ńı̌z lež́ı společná hrana, se prot́ınaj́ı v jednom
bodě.

45
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7.1.1 Řešený př́ıklad

Sestojte řez krychle ABCDEFGH rovinou ρ(SBFSFGSGH).

Zadáńı Věta 7.1.1 Věta 7.1.3
K = SBFSFG ∩BC
L = SBFSFG ∩ CG

Věta 7.1.3
M = SGHL ∩HG
N = SGHL ∩ CD

Věta 7.1.2
P = KN ∩ AD
N = KN ∩ AB
o = KN ‖ SFGSGH

Viditelnost

Při této konstrukci můžeme vypozorovat jisté vztahy mezi postavou tělesa a sestro-
jeným řezem – jde o prostorovou osovou afinitu mezi dvěma rovinami.
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7.2 Osová afinita mezi dvěma rovinami

Definice 7.2.1 Necht’ jsou dány roviny ρ1, ρ2 a směr ~s. Př́ıbuznost mezi oběma
rovinami, v ńı̌z bodu jedné roviny odpov́ıdá jeho pr̊umět ve směru ~s do druhé roviny,
se nazývá osová afinita mezi rovinami ρ1, ρ2.

Pr̊usečnici rovin o = ρ1 ∩ ρ2 budeme nazývat osa afinity.

Vlastnosti:

1. Odpov́ıdaj́ıćı si body lež́ı na rovnoběžkách se směrem afinity ~s.

2. Odpov́ıdaj́ıćı si př́ımky se prot́ınaj́ı na ose afinity o v tzv. samodružných
bodech.

3. Zachovává se incidence, rovnoběžnost a střed úsečky (je to speciálńı př́ıpad
rovnoběžného promı́táńı).

Věta 7.2.1 Afinńım obrazem kružnice je elipsa.

Osovou afinitu využ́ıváme při konstrukci řezu nevrcholové plochy nebo tělesa. Osou
afinity je pr̊usečnice roviny podstavy s rovinou řezu a směrem afinity je směr povr-
chových př́ımek plochy nebo tělesa.

U vrcholových ploch nebo těles využ́ıváme středovou kolineaci mezi dvěma rovi-
nami.
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7.3 Středová kolineace mezi dvěma rovinami

Definice 7.3.1 Necht’ jsou dány roviny ρ1, ρ2 a bod V , který s nimi neńı incidentńı.
Př́ıbuznost mezi oběma rovinami, v ńı̌z bodu jedné roviny odpov́ıdá jeho pr̊umět
ze středu S do druhé roviny, se nazývá osová středová kolineace mezi dvěma
rovinami ρ1, ρ2.

Pr̊usečnici rovin o = ρ1 ∩ ρ2 budeme nazývat osa kolineace.

Vlastnosti:

1. Spojnice navzájem odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u procháźı středem kolineace V .

2. Odpov́ıdaj́ıćı si př́ımky se prot́ınaj́ı na ose o v tzv. samodružných bodech.

3. Zachovává se incidence (je to speciálńı př́ıpad středového promı́táńı).

Věta 7.3.1 Kolineárńım obrazem kružnice je kuželosečka.

Při konstrukci řezu vrcholové plochy nebo tělesa je osou kolineace pr̊usečnice roviny
podstavy s rovinou řezu a středem kolineace je vrchol plochy nebo tělesa.

7.3.1 Řešený př́ıklad

Pravidelná čtyřboká jehlanová plocha je dána ř́ıd́ıćım čtvercem ABCD v π a vrchol
tělesa V . Sestrojte řez plochy rovinou ρ = PQR. Bod P lež́ı na prodloužeńı hrany
AB za bodem B tak, že |BP | : |AB| = 1 : 4. Bod Q lež́ı na hraně CV a plat́ı
|CQ| : |QV | = 1 : 2. Bod R je střed hrany AV .
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Zadáńı K = RP ∩BV

L = KQ ∩BC o = PL

o ∩ CD = M
MQ ∩DV = N

Viditelnost
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7.4 Úlohy k procvičeńı

1. Sestrojte řez krychle ABCDEFGH rovinou ρ = PQR. Bod P lež́ı na prod-
loužeńı hrany FE za bodem E tak, že |PE| : |EF | = 1 : 3. Bod Q je střed
hrany DH. Bod R lež́ı na hraně BF a plat́ı |BR| : |RF | = 1 : 2.

2. Sestrojte řez pravidelného čtyřbokého jehlanu ABCDV rovinou ρ = PQR.
Bod P je střed hrany AB. Bod Q lež́ı na hraně BC a plat́ı |BQ| : |QC| = 2 : 1.
Bod R lež́ı na př́ımce SDVC a plat́ı |SDVR| : |RC| = 3 : 1.

3. Sestrojte řez pravidelné čtyřboké jehlanové plochy, která je dána ř́ıd́ıćım čtvercem
ABCD a vrcholem tělesa V , rovinou ρ = PQR. Bod P je střed strany AB.
Bod Q lež́ı na straně BC a plat́ı |BQ| : |QC| = 2 : 1. Bod R lež́ı na př́ımce
SDVC a plat́ı |SDVR| : |RC| = 3 : 1.

4. Sestrojte řez pravidelného šestibokého hranolu ABCDEFGHIJKL rovinou
ρ = PQR. Bod P je střed hrany AB. Bod Q je střed hrany DJ . Bod R lež́ı
na prodloužeńı hrany EK za bodem K tak, že |EK| : |KR| = 2 : 1.

5. Sestrojte řez kosého čtyřbokého hranolu ABCDEFGH, jehož podstavou je
čtverec, rovinou ρ = PQR. Bod P lež́ı na hraně AB a plat́ı |AP | : |PB| = 2 : 1.
Bod Q lež́ı na hraně CG a plat́ı |CQ| : |QG| = 2 : 3. Bod R je střed hrany
EH.
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3D geometrie v PovRAY

PovRAY je program, který vytvář́ı fotorealistické obrazy tř́ırozměrných scén meto-
dou sledováńı paprsku (raytracing). Z kamery vyšle paprsek a sleduje jeho pr̊uchod
scénou, neboli poč́ıtá kolize s objekty. Paprsek je bud’ povrchem pohlcen nebo se
odráž́ı a pokračuje dál. Fotorealističnost je podmı́něna širokou škálou nastaveńı
vlastnost́ı povrch̊u objekt̊u a fyzikálńıch vlastnost́ı prostřed́ı, výsledný obrázek se
pak v́ıce bĺıž́ı realitě než matematickému modelu.

PovRAY použ́ıvá levotočivou soustavu
souřadnou neboli kladná část osy x směřuje
od pozorovatele doprava, osy y nahoru, osy
z dopředu. Tento systém vycháźı z po-
hledu programátora poč́ıtačových scén, který
má před sebou monitor - počátek soustavy
souřadné lež́ı v levém dolńım rohu monitoru,
dolńı hrana monitoru je osa x, levá hrana osa
y a osa z jde dovnitř, neboli je to hloubka
scény.
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8.1 Základńı geometrické objekty, prvky scény

8.1.1 Základńı prvky scény

Kamera

Jednoduchá perspektivńı kamera se zorným úhlem 67o. Ve scéně je možné použ́ıt v́ıce
kamer, ale scéna bude vykreslena podle parametr̊u prvńı - ostatńı budou ignorovány.

camera {

location < x, y, z > //pozice kamery

look at < x, y, z > //bod, do ktereho kamera miri

}

Světlo

Bodový světelný zdroj, ve scéně je možné použ́ıt ”neomezený”počet světel, ale
výpočetńı náročnost scény (tedy i čas potřebný pro jej́ı vykresleńı) roste expo-
nenciálně, ve většině př́ıpad̊u stač́ı použ́ıt 3 zdroje r̊uzné intenzity.

light source {

< x, y, z > //pozice svetla

color rgb 1 //barva (da se pouzit i pro zmenu intenzity od 1-bile 0-zadne)

}

Parametr shadowless zajist́ı, že světlo nevrhá st́ın, použ́ıvá se pro pomocné přisvětlovaćı
zdroje světla, kdy v́ıce st́ın̊u znepřehledňuje scénu.

light source {

< x, y, z > //pozice svetla

color rgb 1

shadowless

}

Pozad́ı scény

background {color rgb< x, y, z >}

Rovina

Je určena normálovým vektorem (vektor k rovině kolmý) a vzdálenost́ı od počátku
soustavy souřadné.

plane{

< x, y, z >, //souradnice normaloveho vektoru,

v //vzdalenost roviny od pocatku

[OBJECT MODIFIERS]

}
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Include files

Nacházej́ı se v domovském adresáři uživatele ve složce POV-Ray. Slouž́ı jako knihovny
předdefinovaných funkćı a objekt̊u. Volaj́ı se direktivou: #include ”neco.inc” kde-
koliv ve zdrojovém souboru. Instalace POV-Ray v3.7 standartně obsahuje tyto:

arrays.inc - funkce pro práci s poli
colors.inc - základńı barvy
consts.inc - matematické a fyzikálńı konstanty
debug.inc - nástroje pro laděńı aplikace
finish.inc - povrchy
functions.inc - matematické funkce
glass.inc - sklo - barvy, povrchy, textury
glass old.inc - sklo - barvy, povrchy, textury
golds.inc - zlaté barvy a textury
chars.inc - ṕısmena
logo.inc - PovRAY logo
math.inc - matematické funkce
metals.inc - kovy - barvy, povrchy, textury
rad def.inc - možnosti nasteveńı radiosity (metoda globálńıho osvětleńı scény)
rand.inc - generátory náhodných č́ısel
screen.inc - automatické vkládáńı prvk̊u scény (např. logo)
shapes.inc - tělesa, tvary
shapes2.inc - tělesa, tvary
shapes old.inc - tělesa, tvary
shapesq.inc - kvadriky
skies.inc - obloha
stage1.inc - přednastaveńı základńı scény
stars.inc - nočńı obloha
stdcam.inc - standardńı kamera
stdinc.inc - načteńı standardńıch inludes files
stoneold.inc - kameny - barvy, povrchy, textury
stones.inc - kameny - barvy, povrchy, textury
stones1.inc - kameny - barvy, povrchy, textury
stones2.inc - kameny - barvy, povrchy, textury
strings.inc - makra pro práci s řetězci
sunpos.inc - výpočet polohy Slunce v konktrétńı dobu
textures.inc - základńı textury
transforms.inc - pokročilé transformace objekt̊u
woodmaps.inc - dřevo - barvy, povrchy, textury
woods.inc - dřevo - barvy, povrchy, textury
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8.1.2 Vzhled objekt̊u

Pigment

Barvy se zadáváj́ı jako vektor rgb< x, y, z >, kde jednotlivé proměné x, y, z nabýváj́ı
obvykle hodnoty 0-1 (což chápeme jako procentuálńı zastoupeńı dané barevné složky
0-100%). Horńı hranice může být i v́ıc než 1, ale 99% monitor̊u a tiskáren tyto
hodnoty neńı schopno zobrazit. Můžeme využ́ıt připravené a pojmenované barvy
ze souboru colors.inc.

Poznámka 8.1.1 nastaveńı prostřed́ı pro následuj́ıćı př́ıklady:
#include ”colors.inc”
camera{location < 4, 3,−5 > look at < .5, 0, 1 >}
light source{< 0, 0,−10 > color rgb 1 }
light source{< 0, 10, 0 > color rgb .6 shadowless}
light source{< 10, 0, 0 > color rgb .6 shadowless}
background{color rgb 1}

Poznámka 8.1.2 V následuj́ıćıch ukázkách jsou použity objekty a transformace,
které budou vysvětleny v následuj́ıćıch kapitolách (box, translate, rotate, scale).

Předdefinované barevné vzory

Brick - cihlový vzor
pigment{brick barva1, barva2}

box{< −3,−2, 0 >,< 3, 2, 4 > pigment {brick White Red scale< .5, .5, .5 >}}

Checker - kostky
pigment{checker barva1, barva2}

box{< −3,−2, 0 >,< 3, 2, 4 > pigment{checker Yellow Cyan scale< .5, .5, .5 >}}

Hexagon - šestiúhelńıky
pigment{hexagon barva1, barva2, barva3}

box{< −3,−2, 0 >,< 3, 2, 4 > pigment{hexagon MidnightBlue DarkTurquoise

Magenta scale< .5, .5, .5 > rotate< 90, 0, 0 >}}

Barevné mapy

Vytvářeńı barevných přechod̊u (s funkcemi náhodného výběru se využ́ıvá pro vytvářeńı
textur) vzorková funkce nabývá hodnot 0-1, s t́ım že každé d́ılč́ı hodnotě z tohoto
intervalu lze přǐradit právě jednu barvu (maximálně 256)

box{< −3,−2, 0 >,< 3, 2, 4 >

pigment{gradient x //smer vektoru barevneho prechodu

color map{ [0.0 color Red] [0.5 color Yellow] [1.0 color Green]

}}}
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8.1.3 Tělesa

Poznámka 8.1.3 nastaveńı prostřed́ı pro následuj́ıćı př́ıklady:
camera{location < 2, 2,−2 > look at < 0, 1, 0 >}
light source{< 3, 2,−4 > color rgb 1}
background{color rgb < 0, 0, 1 >}
plane{< 0, 1, 0 >,−1 pigment{color rgb < 0, 1, 0 >}}

Koule

určena středem a poloměrem

sphere{

< x, y, z >, // souradnice stredu

r //polomer

[OBJECT MODIFIERS]

}

Př. koule se středem S(0, 1, 0) a poloměrem r = 1
sphere{< 0, 1, 0 >, 1 pigment{color rgb < 1, 0, 0 >}}

Válec

určen středy podstav a poloměrem

cylinder{

< x, y, z >, //souradnice stredu 1. podstavy

< x, y, z >, //souradnice stredu 2. podstavy

r //polomer

[OBJECT MODIFIERS]

}

Př. válec se středy podstav S(−1, 0, 0), S ′(1, 2, 0) a poloměrem r = 1
cylinder{< −1, 0, 0 >,< 1, 2, 0 >, 1 pigment{color rgb < 1, 0, 0 >}}

Př. otevřený válec se středy podstav S(0, 1, 1), S ′(1, 2,−1) a poloměrem r = 1
cylinder{< −1, 0, 0 >,< 1, 2, 0 >, 1 open pigment{color rgb < 1, 0, 0 >}}

Kužel

určena středy podstav a poloměry podstav

cone{

< x, y, z >, r1 //souradnice stredu a polomer 1. podstavy

< x, y, z >, r2 //souradnice stredu a polomer 2. podstavy

[OBJECT MODIFIERS]

}
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Př. komolý kužel s 1. podstavou určenou středem S(−1, 0, 0) a poloměrem r1 = 1
a s 2. podstavou o S ′(1, 2,−1) a r2 = 0.3
cone{< −1, 0, 0 >, 1, < 1, 2,−1 >, .3 pigment{ color rgb< 1, 0, 0 >}}

Př. kužel s 1. podstavou určenou středem S(−1, 0, 0) a poloměrem r1 = 1 a s 2. pod-
stavou o S ′(1, 2,−1) a r2 = 0
cone{< −1, 0, 0 >, 1, < 1, 2,−1 >, 0 pigment{ color rgb< 1, 0, 0 >}}

Př. dvojitý kužel s 1. podstavou určenou středem S(−1, 0, 0) a poloměrem r1 = 1
a s 2. podstavou o S ′(1, 2,−1) a r2 = 1
cone{< −1, 0, 0 >, 1, < 1, 2,−1 >,−1 pigment{ color rgb< 1, 0, 0 >}}

Př. otevřený kužel s 1. podstavou určenou středem S(−1, 0, 0) a poloměrem r1 = 0
a s 2. podstavou o S ′(1, 2,−1) a r2 = 1
cone{< −1, 0, 0 >, 0, < 1, 2,−1 >, 1 open pigment{ color rgb< 1, 0, 0 >}}

Prstenec (torus, anuloid)

Těleso určené poloměrem ř́ıd́ıćı kružnice lež́ıćı v rovině xz se středem v počátku
soustavy souřadné a poloměrem kružnice tvoř́ıćı (jej́ı střed lež́ı na ř́ıd́ıćı kružnici a
tvoř́ıćı kružnice lež́ı v rovině kolmé k ř́ıd́ıćı kružnici).

torus{

r1, //polomer tvorici kruznice

r2 //polomer ridici kruznice

[OBJECT MODIFIERS]

}

Př. prstenec s poloměrem ř́ıd́ıćı kružnice r1 = 2 a poloměrem tvoř́ıćı kužnice r2 = 1
torus{2, 1 pigment{ color rgb< 1, 0, 0 >}}

Kvádr

určen dvěmi protilehlými vrcholy, stěny jsou rovnoběžné se souřadnicovými rovinami
(xy, xz, yz)

box{

< x, y, z >, //souradnice 1.vrcholu

< x, y, z >, //souradnice 2.vrcholu

[OBJECT MODIFIERS]

}

Př. kvádr s vrcholy o souřadnićıch < 0, 0, 0 >, < 1.5, 1, 2 >
box{< 0, 0, 0 >,< 1.5, 1, 2 >, 1 pigment{color rgb < 1, 0, 0 >}}
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8.1.4 Řešené př́ıklady

Osy

Souřadný osový trojhran s vyznačenými kladnými částmi os umı́stěný do počátku
soustavy souřadné.

kladná část osy x - červená
kladná část osy y - zelená
kladná část osy z - žlutá

camera{location < 10, 7,−14 > look at < 5, 5, 5 >}

light source{< 0, 2,−25 > color rgb< 1, 1, 1 >}

light source{< 10, 50,−20 > color rgb< 1, 1, 1 > shadowless}

background{color rgb< 0, 0, 1 >}

plane{< 0, 1, 0 >, -1 pigment{color rgb< 0, 1, 0 >}}

/* ————– telesa sceny ————– */

/* ————– pocatek soustavy souradne ————– */

sphere{< 0, 0, 0 >, 0.3 pigment{color rgb< 0, 0, 0 >}}

/* ————– osa x - kladna cast ————– */

cylinder{< 0, 0, 0 >,< 10, 0, 0 >, 0.2 pigment{ color rgb< 1, 0, 0 >}}

cone{< 10, 0, 0 >, 0.5, < 12, 0, 0 >, 0 pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}}

/* text{ttf ”timrom.ttf””X+”0.1, 0 pigment{color rgb< 1, 0, 0 >} translate< 12, 0, 0 >} // popis osy x */
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/* ————– osa y - kladna cast ————– */

cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, 10, 0 >, 0.2 pigment{color rgb< 0, 1, 0 >}}

cone{< 0, 10, 0 >, 0.5, < 0, 12, 0 >, 0 pigment{color rgb< 0, 1, 0 >}}

/* text{ttf ”timrom.ttf””Y+”0.1, 0 pigment{color rgb< 0, 1, 0 >} translate< 0, 12, 0 >} // popis osy y */

/* ————– osa z - kladna cast ————– */

cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, 0, 10 >, 0.2 pigment{color rgb< 1, 1, 0 >}}

cone{< 0, 0, 10 >, 0.5, < 0, 0, 12 >, 0 pigment{color rgb< 1, 1, 0 >}}

/* text{ttf ”timrom.ttf””Z+”0.1, 0 pigment{color rgb< 1, 1, 0 >} translate< 0, 0, 12 >} // popis osy z */

Lampa

Scéna je tvořena pouze jednoduchými tělesy (koule, válec, otevřený kuzel), hlavńı
světelný zdroj je umı́stěn ve st́ıńıtku lampy (pod kouĺı znázorňuj́ıćı žárovku)

camera{location < −1, 1,−8 > look at < −2, 2, 0 >}

light source{< −3, 2,−4 > color rgb .5}

background{color rgb< 0, 0, 1 >}

plane{< 0, 1, 0 >, 0 pigment{color rgb< 0, 1, 0 >}}

/* ————– noha ————– */

cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, .3, 0 >, 1 pigment{color rgb< 0, 0, 1 >}}

cylinder{< 0, .3, 0 >,< 0, 4, 0 >, .2 pigment{color rgb< 0, 0, 1 >}}

sphere{< 0, 4, 0 >, .2 pigment{color rgb< 0, 0, 1 >}}
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/* ————– rameno ————– */

cylinder{< 0, 4, 0 >,< −2, 5, 0 >, .1 pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}}

sphere{< −2, 5, 0 >, .1 pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}}

cylinder{< −2, 5, 0 >,< −3, 5, 0 >, .1 open pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}}

sphere{< −3, 5, 0 >, .1 pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}}

cylinder{< −3, 5, 0 >,< −3, 4.5, 0 >, .1 pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}}

/* ————– stinidlo ————– */

cone{< −3, 4.5, 0 >, .1, < −3, 3.5, 0 >, 1 open pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}}

cone{< −3, 4.5, 0 >, .09, < −3, 3.5, 0 >, .9 open pigment{color rgb< 1, 1, 1 >}}

sphere{< −3, 4, 0 >, .3 pigment{color rgb< 1, 1, 0, 0.9 >}}

/* ————– svetlo zarovky ————– */

light source{< −3, 3.6, 0 > color rgb 1}

/* ————– pomocna telesa ————– */

sphere{< −5, 1, 1 >, 1 pigment{color rgb< 0, 1, 1, .0 >}}
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8.1.5 Úlohy k procvičeńı

1. Pyramida

pyramida z krychĺı o délce hrany 1

2. Pyramida z kouĺı

pyramida z kouĺı o poloměru 1

3. Brána

brána z ”kostek”

4. Osmistěn

pravidelný osmistěn

5. Vlak

lokomotiva a dva vagony vytvořené
ze základńıch těles

6. Kostka

kostka z válc̊u se zaoblenými rohy, ba-
revné přechody mezi červenou a mod-
rou navazuj́ıćı v př́ıslušných roźıch
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8.2 Transformace, množinové operace

8.2.1 Transformace

Posunut́ı, otočeńı a změna rozměr̊u umožňuj́ı efektivńı práci s objekty. Je jednodušš́ı
umı́stit objekt v požadovaných rozměrech do počátku soustavy souřadné a až poté
jej pomoćı transformaćı umı́stit do požadované polohy. Změna rozměr̊u se obvykle
použ́ıvá pro celé skupiny objekt̊u nebo i textury.
Na jeden objekt můžeme použ́ıt kombinaci několika transformaćı (i stejného druhu),
zálež́ı ale na jejich pořad́ı! Posunut́ım a následným otočeńım umı́st́ıme objekt jinam
než otočeńım a posunut́ım.

Rotate

Otočeńı objektu kolem jednotlivých souřadných os ve stupńıch.
teleso{souradnice rotate< x, y, z >}

Scale

Změna rozměr̊u objektu ve směru jednotlivých souřadných os.
teleso{souradnice scale< x, y, z >}

Translate

Posunut́ı objektu ve směru vektoru < x, y, z >.
teleso{souradnice translate< x, y, z >}

Př. Kvádr - rozd́ıl v pořad́ı transformaćı.

#include ”colors.inc”

#include ”osy.inc”// nacteni souradnych os z prvniho cviceni

camera{ location < 5, 6,−15 > look at < 5, 6, 0 >}

light source{ < 0, 20, 0 > color rgb .7 }

light source{ < 0, 0,−50 > color rgb 1 shadowless}

background{ color White}

box{< 0, 0, 1 >,< 3, 3, 6 >

translate< 10, 0, 0 > rotate< 0, 0, 45 >

pigment{color Red}}

box{< 0, 0, 1 >,< 3, 3, 6 >

rotate< 0, 0, 45 > translate< 10, 0, 0 >

pigment{color Green}}
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8.2.2 Množinové operace CSG

Odpov́ıdaj́ı množinovým operaćım definovaným v matematice — sjednoceńı, pr̊unik,
rozd́ıl. Umožňuj́ı ze základńıch jednoduchých těles vytvářet složité objekty, které je
možné dále modifikovat jako jeden celek (barva, povrch, textury, optické vlastnosti,
posunut́ı, otočeńı, změna měř́ıtka).

Poznámka 8.2.1 nastaveńı prostřed́ı pro následuj́ıćı př́ıklady:
camera{location < 0, 1,−4 > look at < .3, 1.3, 0 >}
light source{< 0, 3,−5 > color rgb 1 shadowless}
background{color rgb 1}

Union

Definice 8.2.1 Prvek patř́ı do sjednoceńı dvou nebo v́ıce množin právě tehdy, když
patř́ı do alespoň jedné ze sjednocovaných množin.

Poznámka 8.2.2 (PovRAY) Z jednotlivých těles vytvoř́ıme jeden celek, se kterým
dále pracujeme.

union{teleso1 teleso2 teleso3 [OBJECT MODIFIERS...] }

Př. sjednoceńı kvádru s vrcholy V1(0, 0, 0), V2(1, 2, 1) a koule o středu S(1, 2, 1)
a poloměru r = 1, výsledek je pootočen, rozměrově deformován a posunut

union{

box{< 0, 0, 0 >,< 1, 2, 1 >}

sphere{< 1, 2, 1 >, 1}

pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}

rotate< 0, 60, 0 >

scale< 1.5, .9, 1 >

translate< −1.5, 0, 0 >

}

Intersection

Definice 8.2.2 Prvek patř́ı do pr̊uniku dvou nebo v́ıce množin právě tehdy, když
patř́ı do každé z množin pr̊uniku.

Poznámka 8.2.3 (PovRAY) Zobraźı společnou (překrývaj́ıćı se) část všech daných
těles.

intersection{teleso1 teleso2 teleso3 [OBJECT MODIFIERS...] }
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Př. pr̊unik kvádru s vrcholy V1(0, 0, 0), V2(1, 2, 1) a koule o středu S(1, 2, 1) a po-
loměru r = 1, výsledek je pootočen, rozměrově deformován a posunut

intersection{

box{< 0, 0, 0 >,< 1, 2, 1 >}

sphere{< 1, 2, 1 >, 1}

pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}

rotate< 0, 60, 0 >

scale< 1.5, .9, 1 >

translate< −1.5, 0, 0 >

}

Difference

Definice 8.2.3 Prvek patř́ı do rozd́ılu dvou nebo v́ıce množin právě tehdy, když patř́ı
jenom do prvńı množiny ale ne do daľśıch množin rozd́ılu.

Poznámka 8.2.4 (PovRAY) Od prvńıho tělesa odeč́ıtá (odeb́ırá) všechny daľśı ze
seznamu.

difference{teleso1 teleso2 teleso3 [OBJECT MODIFIERS...] }

Př. rozd́ıl kvádru s vrcholy V1(0, 0, 0), V2(1, 2, 1) a koule o středu S(1, 2, 1) a po-
loměru r = 1, výsledek je pootočen, rozměrově deformován a posunut

difference{

box{< 0, 0, 0 >,< 1, 2, 1 >}

sphere{< 1, 2, 1 >, 1}

pigment{color rgb< 1, 0, 0 >}

rotate< 0, 60, 0 >

scale< 1.5, .9, 1 >

translate< −1.5, 0, 0 >

}
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8.2.3 Řešené př́ıklady

Domeček

#include ”colors.inc”//barvy

#include ”glass.inc”// sklo

#include ”woods.inc”// drevo

#include ”skies.inc”// obloha

sky sphere{S Cloud2} // obloha jako vnitrni povrch kulove plochy

camera{location < 13, 5,−12 > look at < 0, 5, 0 >}

light source{< 10, 10,−10 > color rgb 0.7} //hlavni svetelny zdroj

light source{< −10, 5,−10 > color rgb 0.2} //pomocny svetelny zdroj

background{color rgb< 0, 0, 1 >}

plane{< 0, 1, 0 >, 0 pigment{ color rgb< 0, 1, 0 >}}

/* ————– strecha ————– */

difference{ //rozdil tri kvadru

box{< −5.5, 0, 5.5 >,< 5.5, 6,−5.5 > //prvni kvadr - lezi na rovine xz

pigment{brick White Red scale< .1, .1, .1 >}}

box{< −6, 0, 6 >,< 6, 6,−6 > //druhy kvadr - kvuli odectu zvetseny rozmery, otocen kolem osy z a posunut

rotate< 0, 0, 45 > translate< −2.7, 2.7, 0 >}

box{< −6, 0, 6 >,< 6, 6,−6 > //treti kvadr - kvuli odectu zvetseny rozmery, otocen kolem osy z a posunut

rotate< 0, 0,−45 > translate< 2.7, 2.7, 0 > }

pigment{ color rgb< 1, 0, 0 > }

translate < 0, 5, 0 > //cela strecha posunuta do pozadovane vysky

}
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/* ————– zdi ————– */

difference{

box{ < −5, 0,−5 >,< 5, 5, 5 > }

box{ < −4.5, 0.1,−4.5 >,< 4.5, 5, 4.5 > }

box{ < 2, 0.1,−6 >,< 4, 4,−4 > }

box{ < −4, 2,−6 >,< 0, 4, 6 > }

box{ < 6, 2,−3 >,< −6, 4, 3 > }

pigment{ brick rgb< 1, 1, 1 > rgb< 1, 0, 0 > scale< .1, .1, .15 > }

}

/* ————– okna ————– */

difference{

box{ < −4.9, 0,−4.9 >,< 4.9, 5, 4.9 > }

box{ < −4.6, 0.1,−4.6 >,< 4.6, 5, 4.6 > }

pigment{Col Glass Old}

}

/* ————– dvere ————– */

difference{

box{< 2, 0.1,−4.95 >,< 4, 4,−4.55 >}

cylinder{< 2.5, 3.5,−5 >,< 2.5, 3.5,−4.5 > .2}

cylinder{< 3, 3,−5 >,< 3, 3,−4.5 > .2}

cylinder{< 3.5, 2.5,−5 >,< 3.5, 2.5,−4.5 > .2}

texture{T Wood8}

}

/* ————– komin ————– */

box{

< 4, 5, 2 >,< 3, 10, 1 >

pigment{ brick rgb< 1, 1, 1 > rgb< 1, 0, 0 > scale< .1, .1, .1 > }

}
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Hrnky

#include ”colors.inc”

#include ”skies.inc”

camera{location< −7, 5,−11 > look at < −2, 3, 4 >}

light source{ < −6, 10,−10 > color rgb 1 shadowless}

plane{ < 0, 1, 0 >, 0 pigment{checker Black White}}

sky sphere{S Cloud2}

/* ————– hrnek ————– */

#declare hrnek = union{

//telo

difference{

cylinder{< 0, 0.1, 0 >,< 0, 5, 0 >,2}

cylinder{< 0, 0.3, 0 >,< 0, 6, 0 >,1.8}

} torus{1.9, 0.1 translate< 0, 0.1, 0 >}

torus{1.9, 0.1 translate< 0, 5, 0 >}

//ucho

difference{

torus{2, .2 rotate< 90, 0, 0 > translate< −3, 2.5, 0 >}

cylinder{< 0, 0.1, 0 >,< 0, 5, 0 >,2}

scale< .5, 0.8, 0 > translate< −1, 0.5, 0 >

}
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}

/* ————– podsalek ————– */

#declare podsalek = union{

difference{

cone{< 0, 0.1, 0 >,2.3,< 0, 1, 0 >,4}

cone{< 0, 0.3, 0 >,2.1,< 0, 1.1, 0 >,4.1}

}

difference{

torus{3.9, 0.1 scale< 0, 0.5, 0 > translate< 0, 1, 0 >}

cone{< 0, 0.3, 0 >,2.1,< 0, 1.1, 0 >,4.1}

}

torus{2.2, 0.1 scale< 0, 0.5, 0 > translate< 0, 0.1, 0 >}

}

/* ————– kava ————– */

#declare kava = cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, 1, 0 >,1.8 pigment{color Black}}

/* ————– 1. hrnek ————– */

object{hrnek pigment{color Yellow} translate< 1, 0.3, 1 >}

object{podsalek pigment{color Yellow} translate< 1, 0, 1 >}

/* ————– 2. hrnek ————– */

object{hrnek pigment{color YellowGreen} rotate< 0, 220, 0 > scale< .5, .5, .5 > translate < −6, 0, 0 > }

object{podsalek pigment{color YellowGreen} scale< .5, .5, .5 > translate < −6, 0, 0 >}

object{kava scale< .5, .5, .5 > translate < −6, 1.8, 0 >}

/* ————– 3. hrnek ————– */

object{hrnek pigment{color Black} rotate< 0, 220, 0 > scale< .7, .7, .7 > translate < −2, 0, 15 > finish {reflection .2

ambient 0.2 diffuse 0.9}}

object{podsalek pigment{color Black} scale< .7, .7, .7 > translate < −2, 0, 15 > finish {reflection .2 ambient 0.2

diffuse 0.9}}

object{kava scale< .7, .7, .7 > translate < −2, 2.5, 15 >}
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8.2.4 Úlohy k procvičeńı

1. Koule

tři proděravěné vzájemně zanořené
koule

2. Dáma

základńı postaveńı figur

3. Zásobńık

zásobńık ve tvaru zploštělého disku
s př́ıvodńımi potrub́ımi ve směru
souřadných os

4. Kĺıč

kĺıč pro šestihranné šrouby s odvrtanou
rukojet́ı

5. Tessar

objektiv typu Tessar v řezu
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8.3 Programováńı v PovRAY (proměnné, cykly)

Jak bylo už ukázáno v předchoźı kapitole PovRAY k popisu scény využ́ıvá vlastńı
scriptovaćı jazyk. Nejedná se plnohodnotný programovaćı jazyk, ale přesto umožňuje
s pomoćı proměnných, cyklu while a podmı́nky if-else zjednodušit a zpřehlednit zápis
scény nebo jednoduše vytvářet dynamicky generované scény.

8.3.1 Proměnné

Definuj́ı se pomoćı direktivy #declare název proměnné = přǐrazená hodnota;
PovRAY nerozlǐsuje typy proměnných, takže jedné proměnné můžete přǐradit č́ıslo
(přirozené, reálné), ale i textový řetězec nebo dokonce celý objekt.

#declare a = 1;

#declare vektor = < 2, 1, 5 >;

#declare valec = cylinder{< −10, 0, 0 >,< 10, 0, 0 >, 2 pigment{color rgb< 0, 1, 0 >}}

pro použit́ı objektu ”valec”muśıme použ́ıt př́ıkaz object{nazev}, kdekoliv po zápisu
definice valce:
object{valec}

jeden takto definovaný útvar můžeme zavolat několikanásobně a dále jej modifikovat
(translate, rotate, scale, color, texture . . . )

Př. použit́ı proměnných a zkrácených forem zápisu

#include ”colors.inc”

background{color White}

#declare a=5;

box{< 0, 0, 0 >,< 2 ∗ a, a/2, 1.5 ∗ a > pigment{color Red}}

#declare vektor = < 2 ∗ a, a/2, 1.5 ∗ a >;

box{0,vektor pigment{color Green} translate a*y}

#declare kvadr = box{0,1}

object{kvadr pigment{color Blue} scale vektor translate -a*y}

#declare zluta = Yellow;

object{kvadr pigment{color zluta} scale 2*a/vektor translate -(a/2)*x}

camera{location< a, a/2,−3 ∗ a > look at< a, a/4, 0 >}

light source{< a, a/2,−3 ∗ a > color rgb 1}

light source{< 0, 5 ∗ a, 5 ∗ a > color rgb 0.7 shadowless}

8.3.2 Cyklus while

Nejdř́ıve se vyhodnot́ı podmı́nka (pokud neńı splněna, cyklus se ani jednou ne-
provede), poté se provedou př́ıkazy uvnitř cyklu, obecně jich může být neomezený
počet, na závěr se navýš́ı (sńıž́ı) hodnota ř́ıd́ıćı proměnné. Cykly je možné neomezeně
vnořovat, výrazně ale přitom stoupá výpočetńı náročnost scény a hroźı nebezpeč́ı
zacykleńı výpočt̊u, také klesá přehlednost kódu.
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#declare ridici promena;

#declare pocet prubehu;

#while (podminka)

prikaz

prikaz

. . .

#declare ridici promena ± hodnota zmeny;

#end

Př. Ukázka využit́ı cyklu while pro vygenerováńı daného počtu objekt̊u a pro vy-
tvořeńı barevného přechodu.

#include ”colors.inc”

camera{ location < 5, 2,−8 > look at < 5, 2, 0 >}

light source{ < 0, 0,−10 > color rgb 1}

light source{ < 25, 25,−25 > color rgb 1 shadowless}

background{ color White}

#declare krok = 0;

#declare pocet = 10;

#while (krok < pocet)

box{0,< .5, 5, .2 >

translate krok*x

pigment{color rgb<krok/pocet,1-krok/pocet,0>}}

#declare krok = krok + 1;

#end

8.3.3 Podmı́nka if-else

Na základě vyhodnoceńı podmı́nky se rozhodne, zde se provede jedna nebo druhá
varianta př́ıkaz̊u. Často se využ́ıvá pro ř́ızeńı animaćı.

#if (podminka)

prikazy, ktere se provedou, jestli je podminka splnena

#else

prikazy, ktere se provedou, jestli je podminka nesplnena

#end
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8.3.4 Řešené př́ıklady

Koleno

Vytvořte obecný objekt ”koleno”pro pravoúhlé propojeńı potrub́ı o daném pr̊uměru
a śıle stěny. Vytvořte exterńı soubor koleno.inc, které budete moct nač́ıtat do daľśıch
scén. Pomoćı podmı́nky zajistěte, že vnitřńı pr̊uměr bude vždy menš́ı než vněǰśı.

#include ”colors.inc”

#include ”textures.inc”

camera{ location < 16, 8,−18 > look at < 0, 0, 0 > }

light source{ < 100, 10,−100 > color rgb 0.7 }

light source{ < 16, 8,−18 > color rgb 0.2 shadowless }

background{color White}

/* ————– deklarace promenych pouzitych pro definici kolena ————– */

#declare polomer ridici = 8;

#declare polomer tvorici = 4.8;

#declare polomer vnitrni = 5;

//kdyz bude zadan vnejsi prumer mensi nez vnitrni dojde k zamene hodnot (pokud je podminka splnena nestane

se nic)

#if (polomer tvorici > polomer vnitrni)

#else

#declare p = polomer vnitrni;

#declare polomer vnitrni = polomer tvorici;

#declare polomer tvorici = p;

#end
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/* ————– koleno.inc - volani ————– */

//soubor koleno.inc muze byt zavolan az po nastaveni promennych !

//#include”koleno.inc”

/* ————– koleno.inc - obsah ————– */

//koleno.inc - start

#declare koleno = intersection{

difference{

torus{ polomer ridici,polomer tvorici }

torus{ polomer ridici,polomer vnitrni }

}

box{ <-(polomer ridici + polomer tvorici +1),-(polomer tvorici + 1),0>,<0,(polomer tvorici + 1),-(polomer ridici

+ polomer tvorici +1)> }

}

//koleno.inc - konec

object{ koleno texture{ Copper Metal } }

object{ koleno texture{ Gold Metal } rotate < 180, 0, 0 > }

object{ koleno texture{ Chrome Metal }

rotate < 270, 180, 90 > translate <0,-polomer ridici,polomer ridici> }

Nosńıky

Vytvořte obecný objekt ”nosńık”- I-profil s odvrtanými odlehčovaćımi otvory, jejichž
počet se měńı s délkou nosńıku (na 1 délkovou jednotku připadá 1 otvor o poloměru
1/2 jednotky). Pomoćı cykl̊u vytvořte z těchto nosńık̊u konstrukce např. pravidelný
šestiúhelńık.
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#include ”colors.inc”

background{color White}

#declare delka nosniku = 12;

#declare nosnik = difference{

box{-.5*y,<delka nosniku,.5,.5>}

box{< −1,−.4,−.5 >,<delka nosniku+1,.4,.2>}

box{< −1,−.4, 1 >,<delka nosniku+1,.4,.3>}

// odlehcovaci otvory

#declare krok = 1;

#while (krok < delka nosniku)

cylinder{-1*z,1*z,.2 translate (krok)*x}

#declare krok = krok + 1;

#end

pigment{color Red}

}

#declare krok = 0;

#declare pocet = 6;

#while (krok < pocet)

object{nosnik rotate 60*krok*z}

object{nosnik rotate -120*z translate (delka nosniku-.2)*x rotate 60*krok*z }

sphere{delka nosniku*x,.5 rotate 60*krok*z pigment{color Red}}

#declare krok = krok + 1;

#end

/* ————– kamera, svetla ————– */

// pozice kamery a svetel zavisi na delce nosniku a umisteni konstrukce ve scene

camera{location<.5*delka nosniku,.5*delka nosniku,-2*delka nosniku> look at (1/10)*delka nosniku*y}

light source{<.5*delka nosniku,.5*delka nosniku,-2*delka nosniku> color rgb .7}

light source{-100*z color rgb .5 shadowless}
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8.3.5 Úlohy k procvičeńı

1. Spirála

spirála z kuliček

2. Prostorová spirála

3. Parthenon

řecký chrám o š́ı̌rce 8 a délce 18 sloup̊u,
každý sloup má 16 drážek s kulovým
zakončeńım

4. Auto

5. Točité schodǐstě
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8.4 Implicitńı plochy, výšková pole, matematické

funkce

8.4.1 Implicitńı plochy

Jsou definovány hustotou částic v dané oblasti, plocha se vytvoř́ı, pokud hustota
překroč́ı zadanou hodnotu (práh - threshold). V PovRAY umožňuje práci s impli-
citńımi plochami objekt blob. Vytvář́ıme jej z komponent - koule a válce, jimž
kromě obvyklých parametr̊u (střed, poloměr) přidáváme daľśı parametr - strength
(intenzita, śıla) obvykle 1, povoleny jsou i záporné hodnoty - śıla jedné komponenty
odeb́ırá částice druhé. Jsou doplněńım množinových operaćı, které sice neumožňuje
vytvořeńı numericky naprosto přesných ploch, zato vizuálně obvykle velmi zdařilých.

blob {

threshold hodnota

komponenta

komponenta

. . .

}

Př. Implicitńı plocha tvořená válcovou a dvojićı kulových komponent.

#include ”colors.inc”

camera{location -3*z look at 0}

light source{-10*z color rgb 1}

light source{< 100, 0,−100 > color rgb .7 shadowless}

background{color White}

blob {

threshold 0.6

cylinder{< .75,−.65, 0 >,< .75, .65, 0 >, 1,1

pigment{color Red}}

sphere{< −.37, .65, 0 >, 1,1 pigment{color Green}}

sphere{< −.37,−.65, 0 >, 1,1 pigment{color Blue}}

}

8.4.2 Výškové pole

Śıt’ trojúhelńık̊u, jejichž výšky (y kóty) vrchol̊u se vypoč́ıtaj́ı na základě informaćı
načtených z exterńıho souboru tvoř́ı v PovRAY objekt hight field. Jako zdrojový
soubor můžeme použ́ıt libovolný černob́ılý (barevný bude konvertován na černob́ılý)
obrázek formátu gif, tga (u jiných formát̊u může doj́ıt ke komplikaćım zp̊usobených
komprimaćı). Rozměry obrázku nejsou podstatné, nebot’ PovRAY na jeho základě
vytvoř́ı výškové pole vepsané do jednotkové krychle, které do potřebných rozměr̊u
uprav́ıme pomoćı scale. Jak už název napov́ıdá, výšková pole se použ́ıvaj́ı k mo-
delováńı terénu. Jako zdrojové obrázky mohou sloužit mapy povrchu, u kterých
vrstevnice nahrad́ıme oblastmi s r̊uznou intenzitou šedé (b́ılá = 1, černá = 0).
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height field{

format obrazku ”nazev obrazku”

water level hodnota //odrezani spodni casti

smooth //vyhlazeni povrchu

[OBJECT MODIFIERS]

}

#include ”colors.inc”

camera {location < 30, 50,−40 > look at < 70, 0, 80 >}

light source{< 0, 100,−100 > color rgb .8}

light source{< 0, 50, 0 > color rgb .5 shadowless}

background{White}

height field{

gif ”hf-vzor.gif”

water level 0.1

smooth

pigment{color Red}

scale< 100, 50, 100 > }

Poznámka 8.4.1 Bez vložeńı souboru hf-vzor.gif do složky, ve které se nacháźı zdro-
jový kód scény, př́ıklad nefunguje.
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Matematické funce

Ve spojeńı s cyklem while nám umožňuj́ı vytvářet daľśı rozmanité plochy a tělesa.
PovRAY dokáže pracovat s prakticky libovolnou matematickou funkćı, at’ je zadaná
parametricky nebo implicitně. Uvedeme zde jenom několik málo ukázek.

Kvadratická funkce

#include ”colors.inc”

camera{location< 0, 5,−15 > look at< 0, 5, 0 >}

light source{< 0, 25,−25 > color rgb 1}

background{color White}

#declare krok = -5;

#while (krok < 5)

sphere{<krok,krok*krok/3,0>,1 pigment{color Red}}

#declare krok= krok+0.1;

#end

Paraboloid

#include ”colors.inc”

camera{location< 0, 5,−15 > look at< 0, 5, 0 >}

light source{< 0, 25,−25 > color rgb 1}

background{color White}

#declare kvadrat = union{

#declare krok = 0;

#while (krok < 5)

sphere{<krok,krok*krok/3,0>,1}

#declare krok= krok+0.1;

#end }

#declare krok = 0;

#while (krok < 24)

object{kvadrat rotate 15*krok*y pigment{color Red}}

#declare krok= krok+.1;

#end

Poznámka 8.4.2 Hladkost objektu na obrázku byla doćılena nastaveńım př́ırustku
na 0.001. Výpočet ale trval v́ıce než 10 minut na poč́ıtači s procesorem Intel Q9500
při 100% zat́ı̌zeńı všech 4 výpočetńıch jader.
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Elipsa

Využijeme parametrizaci elipsy.
#include ”colors.inc”

camera{location< 0, 10,−8 > look at0}

light source{< 0, 10,−15 > color rgb 1}

background{color White}

#declare krok = 0;

#while (krok < 72)

sphere{<7*cos(krok),0,3*sin(krok)>, 1 pigment{color Red}}

#declare krok= krok+1;

#end

Poznámka 8.4.3 Využit́ım goniometrických funkćı m̊užeme vytvořit analogii ro-
tace, kdy se nepohybujeme po kružnici ale elipse.

Šroubovice

Šroubový pohyb vzniká složeńım rovnoměrného posuvného a rotačńıho pohybu.

#include ”colors.inc”

camera{location< 0, 20,−20 > look at< 0, 10, 0 >}

light source{< 0, 25,−25 > color rgb 1}

background{color White}

#declare krok = 0;

#while (krok < 18)

sphere{<5*cos(krok),krok,5*sin(krok)>, 1 pigment{color Red}}

#declare krok= krok+1;

#end

8.4.3 Řešené př́ıklady

Řetězovka

Jedná se o křivku, kterou vytvoř́ı řetěz zavěšený na svých konćıch nebo např. elek-
trické dráty, zadanou rovnićı y = a cosh(x

a
). Vytvoř́ıme model zavěšeńı visutého

mostu.
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#include ”colors.inc”

background{color White}

#declare a=50;

#declare r=1;

#declare d=5;

#declare krok = -a;

#while (krok <= a+d)

// nosne lano (roura)

cylinder{<krok,a*cosh(krok/a),0>,<krok+d,a*cosh((krok+d)/a),0>,r pigment{color rgb Red}}

// mostovka

cylinder{krok*x,(krok+d)*x,r pigment{color rgb Blue}}

// svisla nosna lana

cylinder{<krok,a*cosh(krok/a),0>,krok*x,r/2 pigment{color rgb Yellow}}

#declare krok = krok + d;

#end

// posledni svisle lano

cylinder{<krok,a*cosh(krok/a),0>,(krok)*x,r/2 pigment{color rgb Yellow}}

camera{orthographic location<0,2*a,-2*a> look at <0,a,0>}

light source{<a/2,0,-a/2> color rgb .7}

light source{-100*z color rgb .5 shadowless}

background{color White}
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Vinutý sloupek

Je to plocha, kterou vytvoř́ı kružnice při šroubovém pohybu.

camera{location< 0, 20,−25 > look at< 0, 10, 0 >}

light source{< 0, 10,−25 > color rgb 1}

background{color rgb< 1, 1, 1 >}

// vytvorime kruznici z kulicek, mohli bychom pouzit i elipsu

#declare kruh = union{

#declare krok = 0;

#while (krok < 48)

sphere{< 3 ∗ cos(krok), 0, 3 ∗ sin(krok) >, 1 }

#declare krok= krok+1;

#end

}

// kruznice nechame sroubovat kolem osy y, nastavime i barevny posun

#declare krok = 0;

#while (krok < 20)

object{kruh translate< cos(krok/2), krok, sin(krok/2)¿ pigment{color rgb< 1− krok/20, krok/20, 0 >}}

#declare krok= krok+1;

#end
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8.4.4 Úlohy k procvičeńı

1. Zvlněná plocha

plocha vytvořená z kuliček pomoćı
funkćı sinus, cosinus a posunut́ı

2. Miska

plocha vytvořená z kuliček pomoćı
funkce cosinus a rotace

3. Cykloida

křivka s parametrizaćı
c = [rt+ dcos(t), r − dsin(t)]

4. Blob

implicitńı plocha vytvořená z pěti kouĺı
(8.1.5 2. Pyramida z kouĺı)

5. Ostrov

ostrov vytvořený pomoćı výškového pole z obrázku vlevo (př́ıpadně si vytvořte
vlastńı podklad)
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8.5 Animace

PovRAY nemá nástroje na vytvořeńı ucelené animace, umı́ pouze pomoćı proměnné
clock vytvořit sekvenci po sobě jdoućıch sńımk̊u, které je nutné do výsledné animace
spojit v daľśım programu (MS Gif Animator, GifWcx plugin pro Total Commander,
atd.)
Pro ř́ızeńı animace využijeme exterńı .ini soubor, kterým nahrad́ıme obvyklý qui-
kers.ini, který je volán automaticky.

Ukázkový anim.ini

[800x600, AAF,anim]
Width=800
Height=600
Antialias=On
Initial Frame=1
Final Frame=20
Initial Clock=0
Final Clock=1

//hlavicka - obsahuje libovolné indentifikacni udaje, nepovina
//sirka generovaných snimku v pixelech
//vyska generovanych snimk̊u v pixelech
//vyhlazovani hran - on x off - zapnute zlepsuje vzhled objektu, ale zvysuje narocnost
//cislo prvniho snimku
//cislo posledniho snimku
//pocatecni hodnota promene clok
//koncova hodnota promene clok

8.5.1 Animace jedńım směrem

Synchronizace dvou pohyb̊u - posuvného ve směru osy x a totačńıho kolem osy z.

scena.pov
#include ”colors.inc”

camera{location < 5, 5,−10 > look at < 5.0, 1.0, 0.0 >}

light source{< −30, 15,−30 > color rgb 1}

light source{< 50, 15,−30 > color rgb .7 shadowless}

background{color Blue}

plane{y, -1 pigment{color rgb Green}}

cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, 0,−1 >, 1

pigment{checker White Black}

rotate -clock*360*z

translate 2*pi*clock*x

}

anim.ini
[160x120, AAF,anim]

Width=160

Height=120

Antialias=On

Initial Frame=1

Final Frame=10

Initial Clock=0

Final Clock=1
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8.5.2 Animace s návratem - #if-#else

Synchronizace dvou pohyb̊u - posuvného ve směru osy x a totačńıho kolem osy z.
Rozděĺıme animaci na dvě části podmı́nkou #if-#else, při tomto zp̊usobu členěńı
animace na v́ıc část́ı docháźı k nepřehlednému zanořováńı podmı́nek.

scena.pov
#include ”colors.inc”

camera{location < 5, 5,−10 > look at < 5.0, 1.0, 0.0 >}

light source{< −30, 15,−30 > color rgb 1}

light source{< 50, 15,−30 > color rgb .7 shadowless}

background{color Blue}

plane{y, -1 pigment{color rgb Green}}

#if ( clock <= 1 )

cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, 0,−1 >, 1

pigment{checker White Black}

rotate -clock*360*z

translate 2*pi*clock*x

}

#else

#declare Elseclock = clock-1;

cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, 0,−1 >, 1

pigment{checker White Black}

rotate Elseclock*360*z

translate 2*pi*x

translate -2*pi*Elseclock*x

}

#end

anim.ini
[160x120, AAF,anim]

Width=160

Height=120

Antialias=On

Initial Frame=1

Final Frame=20

Initial Clock=0

Final Clock=2
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8.5.3 Animace s návratem - framenumber

Synchronizace dvou pohyb̊u - posuvného ve směru osy x a totačńıho kolem osy z.
Rozděĺıme animaci na dvě části pomoćı proměné framenumber, při tomto zp̊usobu
členěńı animace na v́ıc část́ı je potřeba na začátku přesně určit počet sńımk̊u nutných
pro každou fázi, daľśı úpravy mohou být velmi nepřehledné.

scena.pov
#include ”colors.inc”

camera{location < 5, 5,−10 > look at < 5.0, 1.0, 0.0 >}

light source{< −30, 15,−30 > color rgb 1}

light source{< 50, 15,−30 > color rgb .7 shadowless}

background{color Blue}

plane{y, -1 pigment{color rgb Green}}

#switch (frame number)

#local from frame=1;

#local to frame=10;

#local from frame2=11;

#local to frame2=20;

#range (from frame,to frame)

cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, 0,−1 >, 1

pigment{checker White Black}

rotate -clock*360*z

translate 2*pi*clock*x

}

#break

#range (from frame2,to frame2)

#declare Elseclock = clock-1;

cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, 0,−1 >, 1

pigment{checker White Black}

rotate Elseclock*360*z

translate 2*pi*x

translate -2*pi*Elseclock*x

}

#end

anim.ini
[160x120, AAF,anim]

Width=160

Height=120

Antialias=On

Initial Frame=1

Final Frame=20

Initial Clock=0

Final Clock=2
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8.5.4 Animace pohybu ř́ızeného křivkou

Pohyb objektu je ř́ızen dvourozměrnou spline křivkou (definovaná ve standartńım
exterńım souboru ”transforms.inc”).

scena.pov
#include ”transforms.inc”

#include ”colors.inc”

camera{location < 5, 5,−25 > look at < 10.0, 1.0, 0.0 >}

light source{< −30, 15,−30 > color rgb 1}

light source{< 50, 15,−30 > color rgb .7 shadowless}

background{color Blue}

plane{y, -1 pigment{color rgb Green}}

#declare valec = cylinder{< 0, 0, 0 >,< 0, 0,−1 >, 1

pigment{checker White Black}

rotate -clock*360*z

translate 2*pi*clock*x

}

#declare valec draha= spline{

0 < 0, 0, 0 >

0.1 < 1, 10, 0 >

0.2 < 2, 0, 0 >

0.3 < 3, 8, 0 >

0.4 < 4, 4, 0 >

0.5 < 5, 0, 0 >

0.6 < 6, 7, 0 >

0.7 < 7, 3, 0 >

0.8 < 8, 0, 0 >

0.9 < 9, 9, 0 >

1 < 10, 4, 0 >

1.5 < 10, 4, 0 >

1.6 < 11, 0, 0 >

1.7 < 13, 4, 0 >

1.8 < 15, 9, 0 >

1.9 < 17, 4, 0 >

2 < 18, 0, 0 >

}

object{valec Spline Trans( valec draha, clock x,0,0)}

anim.ini
[160x120, AAF,anim]

Width=160

Height=120

Antialias=On

Initial Frame=1

Final Frame=20

Initial Clock=0

Final Clock=2
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8.5.5 Úlohy k procvičeńı

1. Koule

Vytvořte animaci, ve které se budou jednotlivé koule
otáčet ve směru souřadných os.

2. Blob

Vytvořte animaci, ve které se budou plynule měnit śıly
jednotlivých komponent implicitńı plochy.

3. Schodǐstě

Vytvořte animaci, ve které budou postupně přibývat
stupně točitého schodǐstě.

4. Dáma

Vytvořte animaci alespoň části partie dámy, kde po-
hnete s několika figurami a jednu ”vyhod́ıte”.

5. Auto

Vytvořte animaci reálného pohybu auta, kde několikrát
zatoč́ıte, zastav́ıte na přechodu atd. Zkuste nasv́ıtit
scénu reflektory auta.
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[15] Jǐŕı Doležal. Geometrie [online]. Dostupné z:
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[22] GeoGebra – stručný pr̊uvodce kurzem [online]. Dostupné z:
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