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1. FUNKCE A JEJI VLASTNOSTI

1 Funkce a jeji vlastnosti

1.1 Definice funkce

Definice funkce

Definice 1.1 Funkce f na mnoziné Dy C R je zobrazeni, které kazdému ¢&islu x € Dy
prifadi pravé jedno ¢islo y € R. Zapisujeme:

fry=f(x).

~ Pozndmka

y = f(x) je funkéni pfedpis vyjadtujici zdvislost y na x.
x je nezadvisla proménna (argument) z defini¢niho oboru.
y je zavisla proménna z oboru hodnot, vypocitdme ji z funkéniho predpisu.

Hodnotu funkce f v bodé xy oznacime f(xg) = yo a nazyva se funkéni hodnota funkce
f v bodé xo.

Defini¢ni obory

4 )

Definice 1.2 Mnozinu D nazveme defini¢ni obor funkce f.
Obor hodnot funkce f je mnoZina vSech y € R, ke kterym existuje aspon jedno x € Dy
tak, Ze y = f(x) a znatime Hy.

Grafem funkce f ve zvolené soustavé soufadnic je mnoZina v$ech bodu [x, f(x)], kde
xeD 7
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1. FUNKCE A JEJI VLASTNOSTI

1.2 Operace s funkcemi

Jsou dany funkce g(x), h(x) s defini¢nimi obory Dg, Dj,.
Rovnost funkci: ¢ = h. Rekneme, Ze si jsou dvé funkce rovny, kdy?z plati:

h
Soucet funkci: f(x) = g(x) +h
Soucin funkci: f g

=g(x
Podil funkci: f(x) = 8(x) a Dy=D¢N(Dy\{x € Dy : h(x) = 0})

—
=
~—

1.3 Slozena funkce

[ Definice 1.3 Funkce f je sloZena z funkci h a g, kdyz:
prokazdé x € Dy plati f(x) = h(g(x)),

kde Df = {X S Dg,g(X) c Dh}
Funkci g nazyvame vnitini a i vnéjsi funkci.

-

Pfiklad 1. Napiste pfedpis sloZené funkce f : y = h (g(x)).

a) h:y=+/x b) h:y=1+sinx ¢) h:y=x2—3x
g:y=x+2 g:y=x"-5 gy =sin(x) |
a) h:y=yx g:y=x+2 h(g(x)) = Vx +2
b) h:y=1+sinx g:y=x>-5 h(g(x)) =1+ sin(x* —5)
¢) h:y=x*—3x gy =sin(x) h(g(x)) = (sin(x))* — 3 - sin(x)
Sklddéni funkci neni komutativni 1(g(x)) # g(h(x)). Naptiklad:
y=22-1 giy=1 (1) _ 1
hiy=x"-1  giy=_ hg(x)=(7) -1 ghx)=5—

~ Ulohy k procviteni
Pfiklad 2. Napiste ptedpis slozené funkce f : y = h (g(x)).

a) g:y = x> b) g:y=x+2

©)g:y=
h:y=log(x) h:y = cos(x)

hiy=2x3+x+2

K=
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1.4 Vlastnosti funkce

Funkce sudé a licha

Definice 1.4 Funkce f se nazyva suda, kdyz:

pro kazdé x € Dy plati —x € Dy ataké f(—x) = f(x).

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y.

Priklady sudych funkci

Definice 1.5 Funkce f se nazyvé licha, kdyz:

pro kazdé x € D¢ plati —x € D¢ ataké f(—x) = —f(x).

Graf liché funkce je soumérny podle pocatku soustavy soutadnic [0, 0].

»
— >

Priklady lichych funkci

Ulohy k procviteni

R

Piiklad 3. Z obrazku rozhodnéte, zda se jednd o graf sudé nebo liché funkce.

) ®

N W e S
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1. FUNKCE A JEJI VLASTNOSTI

— N W <

v

0= 3-2-1 |01 2 3 X

3x

Pfiklad 4. Urcete, zda je funkce f(x) = T

sudé nebo licha.

Pro rozhodnuti, zda je funkce sudd nebo lichd, je potfeba do pfedpisu funkce dosadit (—x):

_ 3=
f(—X) 1 + (_x)4‘
Upravou tohoto vyrazu dostavame:
—3x
f= =1

Snadno vidime, Ze f(—x) neni rovno f(x), funkce tedy neni suda.
Zkusme nyni porovnat f(—x) a vyraz —f(x):

3x —3x

SF) = (1)) = () g = g

Vidime, Ze vyrazy f(—x) a —f(x) se rovnaji, funkce je tedy licha.

Funkce f(x) = je licha.

1+ x4

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 5. Urcete, zda je funkce suda nebo licha.

B x*—1 e) f(x) =x-sinx —x°
a) f(x)—x2+x2+2—|—4
X
b) f(x):sin2x_x f) f(x):ii—i
) f(x) =x-cosx+4
D f0) = o fw-m(32)
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Periodicka funkce

Definice 1.6 Funkce f se nazyvé periodickd, kdyz existuje takové ¢islo p > 0, Ze pro
kazdé k € Z zaroven plati:

1. prokazdé x € Dyjetaké x +k-p € Dy
2. pro kazdé x € Dy plati f(x + k- p) = f(x)

Cislo p se nazyva perioda funkce f.

Poznamka

Graf periodické funkce se pravidelné opakuje po intervalech, jejichz délka je rovna z&-
kladni periodé p.

Priklady periodickych funkci

Ohranicend a neohranié¢end funkce

Definice 1.7 Funkce f se nazyva

¢ ohranicend shora na mnoziné M, existuje-li takové ¢islo h, Ze pro vSechna x € M
plati f(x) < h.

¢ ohranicend zdola na mnoziné M, existuje-li takové ¢islo d, ze pro vSsechna x € M
plati f(x) > d.

¢ ohranic¢end na mnoZiné M, je-li na ni ohranic¢ena shora i zdola.

[ Poznamka

V opacném piipadé se nazyva neohranicena.
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Ohranic¢end funkce Funkce ohrani¢end zdola Neohranicena funkce

Monotonnost funkce, funkce rostouci a klesajici

4 )

Definice 1.8 Funkce f se nazyva

* rostouci na intervalu I, pravé kdyz pro vSechna xq,x, € I plati: je-li x; < xp, pak
f(x1) < f(x2)-
* Kklesajici na intervalu I, pravé kdyz pro vSechna x1,x, € I plati: je-li x; < xp, pak

f(x1) > f(x2).

* neklesajici na intervalu I, pravé kdyZ pro vSechna x1,xp € I plati: je-li x; < xp,

pak f(x1) < f(x2).

* nerostouci na intervalu I, prdvé kdyzZ pro vSechna x;,x, € I plati: je-li x; < xo,

pak f(x1) > f(x2).

Poznamka

Tyto funkce se nazyvaji monotonni na intervalu I. Funkce rostouci a klesajici na inter-
valu I se nazyvaji ryze monotonni na intervalu I.

Yy
4

01 23 4 ¥ —4-3-2-%]01 23 4 *—-4-3-2-3]01 23 4 ¥
Rostouci funkce Neklesajici funkce  Funkce, kterd neni monotonni

Prosta funkce

Definice 1.9 Funkce f se nazyva prosté, pravé kdyz pro vSechna xq, x; € Dy plati:

je—li X1 75 X2, pak f(xl) 7é f(xz) o




1. FUNKCE A JEJI VLASTNOSTI

y=1log,x, a>1

Priklady funkci, které nejsou prosté

[ Véta 1.1 Kazda ryze monotonni funkce je prosta. ]

1.5 Inverzni funkce

Definice 1.10 Inverzni funkeci k prosté funkci f(x) je funkce, kterd kazdému y € Hy
pfifadi pravé to x € Dy, pro které je f(x) = y. Znatimeji f .

Grafy funkce f a funkce inverzni f~! jsou symetrické podle osy prvniho a tfettho kvad-
rantu, tj. pfimky y = x.

Poznamka

Pro defini¢ni obor a obor hodnot plati: D1 = Hy, He1 = Dy. Dale plati:

FF) =x () ==

Napiiklad inverzni funkci k funkci f(x) = % je funkce f~1(x) = %, protoze pro kazdé
x # 0 plati:

= X.

Rim| =

Inverzni funkci k funkci f(x) = x2 je pro viechna x > 0 funkce f~!(x) = /x, protoZe pro
vSechna x > 0 plati:

V=% (Vx)?=x




2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

2 Pfehled elementarnich funkci

Definice 2.11 Elementarni funkci nazveme kaZzdou funkci, kterd vznikne ze zdkladnich
elementarnich funkci y = ¢, y = x, y = sin(x), y = e* pomoci operaci s funkcemi
(soucet, rozdil, soucin, podil, sloZeni, inverze).

2.1 Polynomy

y:a0+a1x—i—a2x2+---+anx”, kde ag,aq1,...,a, € R,n € N

Dale podrobné popiSeme polynomy vybranych typt: konstantni funkce y = ao, linedrni
funkce y = ap + a1x, a; # 0, kvadraticka funkce y = ap + a1x + ayx?, a, # 0, mocninnd
funkce (s pfirozenym exponentem) y = x".
Konstantni funkce

y=a, a€R
Ds = R, Hf = {a}, grafem je pfimka rovnobéznd s osou x, v bodé [0, a] protind osu y,

funkce je sudé, ohranicend, neni prosta.

ylk
31 y=2

NP

10

-3 -2-1 |01 2 3 «x
14+

Linedrni funkce

y=ax+b, abeR, a#0

Dy =R, Hy = R, grafem je pfimka, v bodé [—g, O] protind osu x, v bodé [0, b] protind osu
y, funkce je neohranicend, prosta.

Pro a > 0 je funkce rostouct: Pro a < 0 je funkce klesajici:

10
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~ Ulohy k procviteni
Piiklad 6. Ptifad’te k obrazku spravny predpis.

a) y=2 y=2x-3 e) y=—3x+1
b) y=2x+3 d)y:%x+1 f) x =25
Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami

x,y. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
toucti, klesajici. Je funkce ohrani¢ena?

) @ ®

—2 -1 1 2 3 4 -3 -9 1 1 2 3 4 -3 -2 -1 1 213
1 —1 1
-2 -2 -2

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 7. Nakreslete grafy zadanych funkci.

a) y=2x—4 c) y:%x—i-Z _1-3x
e) y= 5

x—1
b) y=4—x d) y= 5 ) y=4

Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami
x,y. Zjistéte, zda je funkce sudéd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touci, klesajici. Je funkce ohrani¢ena?

Interaktivni pomticka pro grafy linedrni funkce

11
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

2x —
Ptiklad 8. Z pfedpisu funkce f : y = > vyjadiete proménnou x v zdvislosti na y.
_ 2x—5
Y 3
3y = 2x—-5
3y+5 = 2x
3y 2+ 5 _
Hledané vyjadfeni je x = %

V pfedchozim piikladu jsme vlastné nasli pfedpis inverzni funkce k zadané funkci.
2x —

3
. Vidime, Ze grafy inverznich funkci jsou osové soumérné podle osy 1. a

iinverzni funkce

Nésledujici obrazek znazornuje grafy obou funkci, f(x) =
_ 3x +5
fix) =

3. kvadrantu.

~ Ulohy k procviteni

Ptiklad 9. Z pfedpisu zadané funkce vyjadiete proménnou x v zavislosti na y:

a) y=3—4x b)y:%x—kZ C)y:7gx

12



2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

Kvadraticka funkce

y=ax’>+bx+c, abceR,a#0

Df =R, Hy zévisi na funkénim ptedpisu, funkce neni prosta.

-D
Grafem je parabola, kterd ma vrchol v bodé {_Z' ﬂ] a v bodeé [0, c] protind osu y, kde

D znad&i diskriminant D = b% — 4ac.

Priise¢iky s osou x jsou fegenim kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ = 0:

—b—+/D

—b++vD
Y70
2a

,0
2a

4 7

* je-li D > 0, pak ma funkce s osou x dva priise¢iky

—b
* je-li D = 0, pak mé funkce s osou x jeden priisecik [Z’ O] ,

* je-li D < 0, pak nema funkce s osou x zadny prtsecik.

Pro b = 0je funkce y = ax? + ¢ suda.
Y a

Pro a > 0 mé parabola konvexni tvar, Pro a < 0 mé parabola konkavni tvar,
funkce je ohrani¢end zdola. funkce je ohrani¢end shora.

13
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Vrchol paraboly

Predpis kvadratické funkce miizeme zapsat v rliznych tvarech.

Napiiklad y = x2 — 6x + 9 = (x — 3)2. A vidime, Ze vyraz (x — 3)% bude vzdy nezéporny.
TakZe nejmensi hodnoty, které mtize nabyvat vyraz (x — 3)? je nula a to pro hodnotu x = 3.
Vrchol paraboly y = (x — 3)? tedy bude v bodé [3,0].

Déle se podivame napiiklad na funkci y = (x — 4)? — 1. A vidime, Ze vyraz (x — 4)% bude
vzdy nezdporny. TakZe nejmensi hodnoty, které miize nabyvat vyraz (x — 4)? je nula a to
pro hodnotu x = 4. Tuto hodnotu dosadime do pfedpisu funkce a dopocitdme soufadnici y
hledaného vrcholu, tedy hodnotu y = (4 — 4)2 — 1 = —1. Vrchol paraboly y = (x —4)? — 1
tedy bude v bodé [4, —1].

Stejné snadné je uréit vrchol paraboly naptiklad pro y = 2(x + 5)2 + 2. Opét vidime, Ze
vyraz 2(x + 5)% bude vzdy nezdporny. TakZe nejmensi hodnoty, které mtiZze nabyvat je
nula a to pro hodnotu x = —5. Dopo¢itdme y = 2(5 — 5)2 + 2 = 2 a vrchol paraboly bude
v bodeé [5,2].

To znamend, Ze predpis ax? + bx + ¢ ptrevedeme do tvaru a(x — m)? + n, vrchol paraboly
pak md soufadnice [m, n]. Otdzkou ztstdv4, jak napsat pfedpis kvadratické funkce v tomto
vhodném tvaru. Této tpraveé se fika doplnéni na ¢tverec a ukdZeme ho v nésledujich pfi-
kladech.

Pfiklad 10. Najdéte vrchol paraboly, kterd je grafem kvadratické funkce zadané predpi-
sem f:y = x> —4x +3.

Nejprve z prvnich dvou ¢lenti vytkneme koeficient, ktery stoji pfed x. Pokud je to jednicka,
jako v tomto pfipadé, neni to samoziejmé potfeba. Potom k prvnim dvéma ¢lentim dopl-
nime &islo tak, aby vznikl vzorec (x — m)? = x? — 2mx + m?. Cislo, které jsme ptidali navic,
musime odecist, aby byla zachovana rovnost. Poté uz jen upravime.

x> —4x4+3= (¥ —4dx+4)—4+3=(x—-2)%2-44+3=(x-2)>—-1

Parabola, kter4 je grafem funkce x> — 4x + 3, m4 vrchol v bodé [2, —1].

Pfiklad 11. Najdéte vrchol paraboly, kterd je grafem kvadratické funkce zadané predpi-
sem f:y = —2x> —3x + 1.

Postup feSenti je stejny jako u minulého ptikladu, jen tentokrat musime zacit vytknutim
¢isla —2 z prvnich dvou ¢lenti:

3 3 9 9
— 2— = — 2 — = — 2 — _ - —_ =
2x° —3x+1 Z(x +2x)+1 Z(x +2x+16)+2 16+1
3\? 9 3\* 17
= -2 °) +2-Z41=-2 > i
<x+4) +2- 2+ (x+4) +
Ny ) , [ 317
Parabola, kterd je grafem funkce —2x“ + 3x + 1, ma vrchol v bodé | — aru

14
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~ Ulohy k procviteni
Priklad 12. Ptifad’te k obrazku spravny funkéni pfedpis.

a) y=x2+1 Qy=4-x> e) y=1(6—x—2x%)
by y=x*-1 d) y= (x—2) f)y=6—x—x2
Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami

x,y. Zjistéte, zda je funkce sudd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touci, klesajici. Je funkce ohrani¢ena? Urcete soufadnice vrcholu paraboly.

7+Y
@ ®
®
@
~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 13. Nakreslete grafy zadanych funkdi.
a) y = x>+ 2x Qy=x*+2x+1 e) y =3 —3x?
b) y = 2x — x? d) y=x>—-2x+2 f) y=x>—4x+3

Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami
x,y. Zjistéte, zda je funkce sudd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touci, klesajici. Je funkce ohrani¢ena? Urcete soufadnice vrcholu paraboly.

Interaktivni pomticka pro grafy kvadratické funkce

15
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Mocninné funkce (s pfirozenym exponentem)
y=x" nelN

Df =R
Pro n sudé: Hy = (0, c0), neni prostd, funkce je sud4, ohranic¢end zdola:

_ N W o=
o

3-2-101 2 3 X

Pro n liché: Hy = R, funkce je prostd, lichd, neohranicen

a:
Yy

4
3

2

1

Uzitecné vzorce

(a—b)(a+b)=a*—
(a+Db)(a? ab+b2): +b3
(a—Db)(a®>+ab+1b*) =
(a+b)?=a —i—2ab—|—b2
(a —b)* = a* — 2ab + b?
(a+b)° = + 3a?b + 3ab* + b°
(a—b)® = a® —3a®b + 3ab* — b°
(a+b)" = i ") ankpk =
k=0 k

="+ (7;) an—lb + (Z) an—2b2 I (n i 1>abn—1 +pn

n

(a—b)" =Y (-1)f (Z) 2k pk

k=0

16
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[ Ptiklad 14. Z predpisu funkce f : y = 2x> — 1 vyjadiete proménnou x v zavislosti na y. ]

y = 2x3 —1
y+1 = 24°
1
yJZF _ 0
[y +1
3 y42- — 5
1
Hledané vyjadfenije x = ¢ %

V ptedchozim ptikladu jsme vlastné dokdzali, Ze inverzni funkci k funkci f(x) = 2x> — 1

.
vidét, Ze jsou osové soumérné podle osy 1. a 3. kvadrantu.

je funkce f~1(x) = {/*+1. Na obrazku jsou znazornény grafy obou funkci a opét mtizeme

~ Ulohy k procviteni

Ptiklad 15. Z pfedpisu zadané funkce vyjadiete proménnou x v zavislosti na y:

=2 7x3 1 4 — 3x°
) y=2-7x b) y= ;373 9 y=""

17



2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

2.2 Linearni lomena funkce
a

x+b

y= +c¢ abceR,a#0

Dy = R\ {-b}, Hf = R\ {c}, grafem je hyperbola, funkce méd dvé asymptoty y = c,
x = —b, je neohrani¢end a prosta.

2x +5

Piiklad 16. Urcete asymptoty grafu funkce f : y = TR

Asymptoty lze urcit tak, Ze pfedpis lomené funkce pfevedeme do tvaru

a
= — —|— C,
YT XD
z néhoZ pak jiz snadno vycteme rovnice asymptot. Toho snadno dosdhneme tak, Ze pro-
ménnou x v Citateli nahradime zdvorkou, ve které bude cely jmenovatel. Poté to, co jsme
pficetli navic, ode¢teme, aby byla zachovana rovnost. Pak uz jen upravime. Konkrétné,

2x+5 2(x+1)-2-14+5 2(x+1)+3 2(x+1) 3 3

x+1 x+1 x+1 x+1 x+1:x+1

+2

2
Graf funkce y = ;T—i_f mé asymptoty x = -1,y = 2.

x—4
2x — 6

Pfiklad 17. Urcete asymptoty grafu funkce f : y =

//////

pfedpis na tvar




2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

Zac¢neme vytknutim ¢isla pfed proménnou x ve jmenovateli, coZ je v tomto pfipadé ¢islo
2, poté pokracujeme stejné jako v pfedchozim piikladu:

1 1
x—4 X —4 5(x—4) Ex—Z
2x—-6  2(x-3) x-3  x—-3
1 3 1 1 1
I A R Lo S
x—3 x—3 x—3 2
Graf funkce y = -~ ma asymptoty ¥ = 3,y =
af funkce y = 5—— mé asymptoty x =3,y = 5.
2
Piiklad 18. Urcete asymptoty grafu funkce f : y = Bi i i)

Zatneme pfevedenim pfedpisu zadané funkce do tvaru

—L—Fc
Y=y ¥p ¢

Vytkneme proto nejprve ze jmenovatele ¢islo 3. Poté opét nahradime proménnou x v ¢ita-
teli celym upravenym vyrazem ve jmenovateli a pokracujeme obdobné jako v pfedchozich
dvou ptikladech:

2 x+1 _E+3
2x+3 2x+3 3 3

3x -1 1N\ 1 -
3(x+§) 3(x+§>
1 7 1
Z(X—i-g)—i‘g Z(X—Fg)
— — +

(v05)  2(er3) 3(ens)

Nakonec uz jen zkratime zdvorku v prvnim zlomku, ve druhém zlomku pfevedeme ¢islo
3 ze jmenovatele do citatele a poté zapiSeme do vysledného tvaru, ze kterého uz vidime
rovnice asymptot:

7
3

‘\DN
N

2x +3

3x+1

+
W =

X

WIN

2 1
Graf funkce y = % ma asymptoty x = —g,y =

19



2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

~ Ulohy k procviteni

Priklad 19. Ptifad’te k obrazku spravny funkéni pfedpis.

1 2 2x +1
VY=g V=3 9 y="1
1 3 1—2x
b)y:x+1 Cl)y:_x—l f)y:x—Z

Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami
x,y. Zjistéte, zda je funkce suda nebo licha. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touci, klesajici. Je funkce ohrani¢end? Urcete asymptoty funkce.

=N W
I I I I
T T T

@ , ®
o 4o Y1
1 | 3
PN X —=F T "
;i(,, 1 % 3 45 6 N |
- —2— = - = = — - —— ——
! 4-3-2-1\| 1 2 3 4°
3] | 1\
MER / Sl
51} I =31
~ Ulohy k procviteni :
Priklad 20. Nakreslete grafy zadanych funkdi.
1 _ X 1
a) y=—— DY=_"7 e y=1-—
2 2x — 1 1—x
b = — f =
N d) y= = VY=
Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priisec¢iky grafu funkce s osami
x,y. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touci, klesajici. Je funkce ohrani¢end? Urcete asymptoty funkce.

Interaktivni pomticka pro grafy linedrni lomena funkce

20
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

2x+5
Pfiklad 21. Urcete defini¢ni obor funkce f : y = ;j 3

Zamysleme se nad tim, kterd redlna ¢isla mGZeme dosadit do pfedpisu zadané funkce.
Téméf vSechna s jedinou vyjimkou, zni sprdvnd odpovéd’. Neumime délit nulou, proto
musi nutné platit, Ze jmenovatel zadaného zlomku musi byt nenulovy. Tedy

x—3#0,
neboli
X # 3.
Defini¢nim oborem zadané funkce jsou tedy vSechna redlna cisla krom ¢isla 3.

4—(?—>

3
o 2x+5 . . . ]
Defini¢nim oborem funkce f : y = <3 ¢ sjednoceni intervald Dy = (—00;3) U

(3;00).

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 22. Z predpisu zadané funkce urcete jeji defini¢ni obor:

4 1—2x
DY =177 VY =373
2x +1 3x -7 3x
b y=5-3 Dy=5 3+ i

Piiklad 23. Z predpisu funkce f : y = i — ;C vyjadfete proménnou x v zavislosti na y.

&

3—x

y(x—2) = 3—x
xy—2y = 3—x
xy+x = 2y+3

x(y+1) = 2y+3

2y +3
y+1

21



2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

2
Hledané vyjadieni je x = y—+3
y+1
V ptedchozim piikladu jsme dokdzali, Ze inverzni funkci k funkei f(x) = 3= je funkce f~1(x) =

2x+43
x+1

. NiZe vidime osové soumérné grafy obou funkci.

;
,
.
.
,
,
.
.
,
.
.
’
,
,
,
+ .
.
,
,
,
.
;
,
+ .
.
/
,
.
.
,
It It It It 4 It It It
} } } } ” } } }
,
.
— — — 1 -
’
7
.
s 4
,
A

~ Ulohy k procviteni

Ptiklad 24. Z pfedpisu zadané funkce vyjadiete proménnou x v zavislosti na y:

1 b) y = 2x q) _x+3
x+3 Y75 % Y=o

a) y =

2.3 Funkce odmocnina

y=1x, neN
Pro n sudé: Dy = (0,00), Hy = (0, ), Pronliché: Dy = R, Hf = R,
funkce je prostd, ohrani¢end zdola, rostouct: funkce je prostd, lich4, neohranicena:

22



2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

Uziteéné vzorce

S =

Va=a
VaVo = Vab
()" = Vi
Vva- va

[ Pfiklad 25. Urcete defini¢ni obor funkce f : y = v/x2 4+ 2x — 3. ]

Defini¢nim oborem zadané funkce budou vSechna redlna ¢isla, ktera mtizeme dosadit do
daného predpisu. Vime, Ze druhd odmocnina je definovéna jen pro nezdpornd ¢isla. Tedy
musi platit

x> +2x—3>0.

Vyraz vlevo rozloZzime na soudin linedrnich ¢lenti. K tomu potfebujeme spocitat jeho ko-
feny:

 24+4/22-4-1-(-3) -2+4 ([ x=1
H2 = 21 T2 T lm=-3

Nasi podminku tedy mtiZzeme pfepsat
(x—=1)(x+3)>0.

Tuto nerovnici vyfesime nésledujicim zptisobem. Nulové body 1 a —3 rozdéli redlnou
osu na tfi intervaly. Do tabulky zaznamendme, jaké znaménko maji vyrazy v zavorkach
a také jejich soucin na téchto konkrétnich intervalech (zjistime dosazenim, napf. z inter-
valu (—oo0; —3) mutzeme vybrat ¢islo —5, kdyZz ho dosadime do vyrazu x — 1 dostaneme
¢islo —6, na tomto intervalu je tedy vyraz zdporny):

(—o0; =3) | (=3;1) | (1;00)
x—1 - - +
x+3 — + +
(G-DE+3] + [ - [ + |

Z tabulky vidime, Ze je vyraz (x — 1)(x + 3) kladny na intervalech (—oo, —3) a (1, c0). Do
vysledného defini¢nitho oboru budou patfit také oba nulové body, protoZe nase podminka
povolovala i rovnost nule.

<« *—»
-3 1

Defini¢nim oborem zadané funkce je sjednocent intervalti Dy = (—o00; —3) U (1;00).

23
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~ Ulohy k procviteni

Piiklad 26. Z pfedpisu zadané funkce urcete jeji defini¢ni obor:

a) y=+vx+2 x —2 - 1
d) y= Hy=+
3— vVx+3
b) y = v9 —x? ; *
X 1
Jy=v-2+31zx OV s g>y=(’“2‘4>4

r

V2x+5

Ptiklad 27. Z predpisu funkce y = vyjaddfete proménnou x v zavislosti na y.

3
_ V2x+5
YT T3
3y = V2x+5
9y = 2x+5
9y* — 5 2x
2 _
9y . 5 _
2 _
Hledané vyjadieni je x = %y > 5.
V ptedchozim ptikladu jsme nagli k funkci f(x) = YZ* inverzni funkci f~1(x) = %T_‘S.

NiZe vidime grafy obou funkci a opét si mizeme vSimnout, Ze jsou osové soumérné.

2 y
.
.
.
.
.
.
-
;
.
.
.
It It 4 It It

~ Ulohy k procviteni

Priklad 28. Z pfedpisu zadané funkce vyjadiete proménnou x v zavislosti na y:

a) y=3—+/x b) y = V4x+1 c)yzﬁ—l
2

24



2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

24 Exponencidlni funkce

y=a%, a>0,a#1
D = R, H F= (0, 0), ¢islo a se nazyvé zdklad exponencidlni funkce, graf protind osu y
v bodeé [0, 1], funkce je ohrani¢end zdola, prosta (inverzni funkce je funkce logaritmicka)

Je-lia > 1, je funkce rostouct: Je-li 0 < a < 1, je funkce klesajici:

Poznamka
Je-li zdkladem Eulerovo ¢&islo e = 2.71828. . ., pak se funkce y = e* nazyva pfirozena

exponencialni funkce.

Uzite¢né vzorce
a a5 = ar+s
T
a
_ r—s
PO

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 29. Spocitejte:
a) 83 d) 573 g) 643
b) 2-2. 64} e) 5-161 h) 2573
1 3
3\ 2 4\ 2 2\ 2
@ (3) () ()
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 30. Ptifad’te k obrazku spravny funkéni pfedpis.

Ay=2 gy=2+1 9v=(})

x—1
b) y = —2° d) y =206+ fy=2+ (%)

Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami
x,y. Zjistéte, zda je funkce sudéd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touci, klesajici. Je funkce ohrani¢ena?

) @

_/ 20
— e — 1_ _____
x ‘/
1 1 1 1 1 1 1 x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 - : : : }

-1+ -4 -3 =2 -1 1 2 3 x
1t \ \ \

-4 -3 -2 -1 1 2 3

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 31. Nakreslete grafy zadanych funkci.

a) y:3x C)y:3x+1 e)y:3—x
b) y=1+23" dy=1-3" f) y=3-37"
Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami

x,y. Zjistéte, zda je funkce sudd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touci, klesajici. Je funkce ohrani¢ena?

Interaktivni pomticka pro grafy exponencidlni funkce
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[ Ptiklad 32. Z predpisu funkce f : y = 3**2 vyjadiete proménnou x v zavislosti na y. ]

3x—|—2

y
logsy = log;3*"

logay = x+2
logay—2 = «x

Hledané vyjadfeni je x = logy v — 2.

V predchozim pfikladu jsme ve skutecnosti nasli pfedpis inverzni funkce
f~1(x) = logs x — 2 k zadané funkci f(x) = 3**2. Na obrazku niZe jsou zndzornény osové
soumérné grafy obou funkci.

Ulohy k procviéeni

Ptiklad 33. Z predpisu zadané funkce vyjddiete proménnou x v zavislosti na y:

a)y:5x+1 b)y:24x_|_5 C)y:32x71
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

2.5 Logaritmicka funkce
y=log,(x) a>0,a#1

D = (0,00), H F= R, &islo a se nazyvé zaklad logaritmické funkce, graf protind osu x v
bodé [1,0], funkce je neohrani¢end, prosta (logaritmickd funkce je inverzni k exponenci-
alni).

Je-lia > 1, je funkce rostouci: Je-li 0 < a < 1, je funkce klesajici:
L
3 4
5l y=log,x,a>1

Poznamka

Je-li zédkladem Eulerovo &islo e, pak se funkce znadi y = In(x) a nazyva p¥irozeny loga-
ritmus.

Poznamka
[]e-li zakladem ¢islo 10, pak se funkce znadi y = log(x) a nazyva dekadicky logaritmus.

UZitecné vzorce
log,a* = x
log,(rs) = log,r +log, s
r
log, <§) =log,r —log,s

log, 1" =nlog,r

log, x
log, x = logz p

Inx
108, Y = fna

28
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~ Ulohy k procviteni
Priklad 34. Ptifad’te k obrazku spravny funkéni pfedpis.

a) y = logg x ) y =logz(x—2) e) y =2+logzx
b) y = log; /3 x d) y=2-log/3x f) y =logs (x+2)

Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami

x,y. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touct, klesajici. Je funkce ohrani¢ena?

) ) ®

—1 —2
-2 -3
@ 41y ® ®
4V | 41Y
3 +
3| | a3
27 |
2 2
T |
11 | 14
x x
1 : I e e
-1 1 3 4 5 6 7 -2 /-1 1 2 3 4 5
-1 | 1+
-2
2 I >l

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 35. Nakreslete grafy zadanych funkci.

a) y=Inx o y=In(2+x) e) y=2-Inx
b) y = In (2x) d) y=2+Inx f)y=2—1Inx
Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami

x,y. Zjistéte, zda je funkce sudéd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touct, klesajici. Je funkce ohrani¢end?

Interaktivni pomticka pro grafy logaritmické funkce
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~ Ulohy k procviteni

Ptiklad 36. Spocitejte:
a) log,49 Q) log% 27 e) log v/100 g) In /e
1 1 1 1
b) log, 1 d) log 1000 f) log, oo h) log, >
Priklad 37. Urcete defini¢ni obor funkce f : y = log (z—:i) .

Logaritmus je definovany pouze pro kladna ¢isla, proto do definiéntho oboru zadané funkce
budou patfit pouze ¢isla, kterd spliiuji podminku

x—2

x—1

> 0.

K vyfeSeni této nerovnice opét pouZijeme metodu nulovych bodti. V nasem piipadé jsou
nulovymi body ¢isla 1 a 2, redlnou osu rozdéli na tfi intervaly. Musime urcit znaménko
zlomku na jednotlivych intervalech:

(—o0;1) | (1,2) | (2;00)
x—2 — — +
x—1 - + +
x—2
x—1 + B +

Vidime, Ze zlomek 22 je kladny na prvnim a tfetim intervalu. Koncové body do defini¢-

niho oboru patfit nebudou, protoze pozadovand nerovnost byla ostra (>).

4—(? (P—b
1

2

Defini¢nim oborem zadané funkce je sjednocent intervalti Dy = (—o0;1) U (2;0).

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 38. Z predpisu zadané funkce urcete jeji defini¢ni obor:

= log(8 —2 1
vy oy los <3x+1>
b) y = In(4 — x?) d) vy =In(x®> - x)
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1
Priklad 39. Z pfedpisu funkce f : y = 3 In(2x — 1) vyjadfete proménnou x v zavislosti

nay.

Y

3y

e

e3Y

e +1

e +1
2

3y 1
Hledané vyjadfeni je x = € 2+ .

%mmx—n

In(2x — 1)
eln(2x—1)

2x — 1
2x

X

V pfedchozim piikladu jsme dokézali, Ze inverzni funkce k funkci f(x) = 3 In(2x — 1) md

predpis f~1(x) = #
kvadrantu.

. NiZe vidime Ze grafy obou funkci jsou soumérné podle osy 1. a 3.

41y

3| p

2 | ///
R
43217/ 2 3 4

/_1 1

_2 is

_3 1 f

_4 1

~ Ulohy k procviteni

a) y = 2logy(x) =5

b) y = log,(3x +4)

Piiklad 40. Z predpisu zadané funkce vyjddiete proménnou x v zavislosti na y:

1
Q) y= gln(x—l—l)
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2.6 Goniometrické funkce
Funkce sinus
y =sinx

Ds =R, Hf = (—1,1), funkce je periodicka s periodou 27, je lich4, je ohrani¢end, funkce
neni prosta.

Y a
2 4
y =sinx
1 /‘\
— 7 0 z T 3771 T 577T 3% X
_]_ 4
72 4
Funkce kosinus
Y = COos X

D =R, Hf = (—1,1), funkce je periodicka s periodou 271, je suds, je ohranicend, funkce
neni prosta.
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~ Ulohy k procviteni
Piiklad 41. Ptifad’te k obrazku spravny funkéni pfedpis.
a) y =sinx c)y:sin(x—%) e) y=2+sinx
b) y = sin2x d) y=2-sinx f) y =sin (x+ %)

Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami
x,y. Zjistéte, zda je funkce sudd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touci, klesajici. Je funkce ohranicena?

©) 3 ) 3
2—- 2—-

\‘ I \1” I I I I ‘/—‘\ |% ' X
a2 12 3N 54 7 8 9N 5 -2\1/] 1 1 7 10

2 -2
3 -3
©) 31y @ 31y
2+ 2
dRNEEEZEN N \ : x
a3 LA 2 5 aNle Al s 910 —4——21123W789\Q
| *2’

3

2,,

l,, 1
\11‘/ﬁ111m11x — 8
DN3241 | 1 2345 6 7 8 X ~4-3-2-1| 1 2 3 456 7 8 910
NN N s L

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 42. Nakreslete grafy zadanych funkci.

a) y =sinx c) y = sin (4x) e) y =sin (§ —x)
b) y =sin (x — §) d) y =sinx+4 f) y=4-sinx
Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priisec¢iky grafu funkce s osami

x,y. Zjistéte, zda je funkce sudéd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
toucti, klesajici. Je funkce ohrani¢ena?

Interaktivni pomticka pro grafy funkce sinus
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~ Ulohy k procviteni

Priklad 43. Pfifad’te k obrazku spravny funkéni pfedpis.

a) Y = cosx c)y:%cosx e) y=cos(x+ %)
b) y = cos 3 d) y =cos (x — §) f) y=1—cosx
Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priseciky grafu funkce s osami

x,y. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touct, klesajici. Je funkce ohrani¢end?

@D 31y ) 34y
21 al
'/_1—\ .
| | /\ TN« 4 21 2 4 6—$—3—17 14 16 18 20
NE7 SRR NP RER N |
:i: @ 3 1Y

® 3 N N
X
2,,
74—3—27_11” 1 2 3 45 6 7 8 9 10

x ol
—F=3-2-1| 123 4567 8 910 3l

3

2,,
\l//-\/—\ 3 *2*:
~M_—,V~_’11W 12345 67 8 XL 3l

~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 44. Nakreslete grafy zadanych funkdi.
a) y = cosx ) y=4icosx e) y=cos (x — %)

b)y:cos<g> d) y=2—cosx f) y =cos (x+ %)

Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami
x,y. Zjistéte, zda je funkce sudd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touci, klesajici. Je funkce ohrani¢ena?

Interaktivni pomticka pro grafy funkce kosinus
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Funkce tangens
y =tanx

Dy =R\ {5 +kn, k€ Z}, Hf = R, funkce je periodickd s periodou 71, je lich4, je neohra-
ni¢end, funkce neni prosta.

Yy A
4 4+

y = tanx

\

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
) )
_|377r T —7 0 7?1 T % 7T 41 X
|
|
|
|
|
|
|
|
|

3 5
I I

I I -1+ I I
I I I I
I I I I
| | —27 | |
I I I I
I I ol I I
I I 3 I I
I I I I
I I I I

Funkce kotangens
y = cotx

Df =R \{km, ke Z}, H ¢ = R, funkce je periodicka s periodou 71, lichd, neohranicend,
funkce neni prosta.

Yy A
4 1+

34 Yy = cotx

\

(]
Ml
___________:1_._____________
W
|
N
S|
Q1
|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
t
—7T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

Hodnoty goniometrickych funkci pro vybrané hodnoty

0 Z s Tz
6 4 3 2
sinx | 0 L v2 V3 1
2 2 2
cosx | 1 Lg Q 1 0
2 2 2
3
tanx | 0 \/T_ 1 V3 x
3
cotx | x 3 1 % 0
Uzitecné vzorce
sin?x + cos®x = 1
tanx-cotx =1
sin x Cos X
tanx = otx = —
cos sin x
sin2x = 2sin x cos x
cos 2x = cos? x — sin® x
2tanx
tan2x = ————
1—tan“x
cot? x — 1
cot2x = ——
2cotx
. . o XTFY xX—y
sin(x +y) = sinxcosy + cos x siny sinx +siny = 2sin 2 T
— . . xX+y . x—y
sm( y) Sll’lXCOS]/—COSXSll’Iy 51nx—51ny:2cos > sin 5
cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny X+y  x—y
COS X 4 cosy = 2 cos cos
cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny 2 2
. Xty . x—y
tanx & t _ — _Jsin>
tan(x £ ) = anx =+ tany COS X — COS Y 2sin 5 sin—
1Ftanxtany .
sin(x £ y)
cotxcoty F1 tanx ftany = ———
cot(xty)=——"—"— COS X COS Y
coty & cotx .
sin(y £ x)
cotx £coty = ———
sin x siny
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 45. Pfifad’te k obrazku spravny funkéni pfedpis.

a) y = tanx ) y=—tanx e) y = cot2x
b) y =tan (x + %) d) y = cotx f) y = —cotx
Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priiseciky grafu funkce s osami

x,y. Zjistéte, zda je funkce sudd nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
touct, klesajici. Je funkce ohrani¢end?

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 46. Nakreslete grafy zadanych funkci.

a) y = tanx c) y=tan (%) e) y=tan (x+ )

b) y = cotx d) y = cot (%) f) y =cot (x+ %)

Nl=

Z grafu funkce urcete defini¢ni obor a obor hodnot. Urcete priisec¢iky grafu funkce s osami
x,y. Zjistéte, zda je funkce suda nebo lichd. Najdéte intervaly, na kterych je funkce ros-
toucti, klesajici. Je funkce ohrani¢ena?

Interaktivni pomticka pro grafy funkci tangens a kotangens
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

Ptiklad 47. Urcete defini¢ni obor funkce f : y = cot (2x - %)

Argument funkce kotangens musi byt rtizny od k - 71, kde k € Z. Musi byt tedy splnéna
podminka

T
ZX_Z #k-m, kdek e Z
Budeme fesit jednoduchou nerovnost, ze které vyjadiime x:

2x—% # k-
2x #

T
+
x # +

k-m
k-% kde ke Z

Sl

Hledany defini¢ni obor funkce mtiZeme znézornit graficky

B

1 137
1

~

1

|
SR

1

N
N

nebo zapsat nasledovné Dy = R\ {5 + k- 5;k € Z}.

~ Ulohy k procviteni

Priklad 48. Z pfedpisu zadané funkce urcete jeji defini¢ni obor:

a)than<x+g> c)yzcot(zx;n)
b)y:cot<x—g> d)y:tan<2x+%>
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

2.7 Cyklometrické funkce
Funkce arkussinus

Yy = arcsinx

Df = (-1,1), Hf = (=%, %), funkce je prosta, licha, ohrani¢end, rostouci.

[ Poznamka

Funkce y = arcsin x je inverzni k funkci y = sin(x) na intervalu (—%, 5 ).

ylk

S

Yy = arcsinx

\

_ g — — — = X

Funkce arkuskosinus

y = arccos x

Dy = (-1,1), Hf = (0, 7r), funkce je prostd, ohranicend, klesajici.

Poznamka
[Funkce y = arccos x je inverzni k funkci y = cos(x) na intervalu (0, 77).

ylk

7T<,

NIy

Y = arccos x

\
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

Funkce arkustangens

y = arctanx

Df =R, Hyf = (—%, g), funkce je lich4, ohrani¢end, rostouci, prosta.

Poznamka
[Funkce y = arctan x je inverzni k funkci y = tan(x) na intervalu (—%, %).

Funkce arkuskotangens

Yy = arccot x

Df=R, Hf = (0, r), funkce je ohranicend, klesajici, prosta.

Pozndmka
[Funkce y = arccot x je inverzni k funkci y = cot(x) na intervalu (0, 7).

Yy = arccotx

v
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

Piiklad 49. Urcete defini¢ni obor funkce f : y = arcsin (Zx 3_ 7) .

Funkce arcsin(x) je definovand na intervalu (—1;1). To v naSem p¥ipadé znamend, Ze cely
argument zadané funkce musi také leZet v tomto intervalu, tedy

<=7

-1
=~ 3 =

To jsou ve skutecnosti dvé nerovnice, kazdou budeme fesit zvlast'. Za¢néme levou nerov-
nici:
2x —7

3
2x — 7

2x
X

|
—_
IN

N
VAN VANRVAN

Vysledkem prvni nerovnice je interval (2; c0).
Nyni vyfeSime pravou nerovnici:

2x —7

3
2x —7

2x
X

(VAN
—_

10

VANRVANR VAN

Vysledkem druhé nerovnice je interval (—o0;5).
Do defini¢niho oboru budou patfit ta ¢isla, kterd vyhovuji obéma nerovnicim, jinymi slovy,

vysledny defini¢ni obor ziskame jako prinik pfedchozich dvou vyslednych intervald.

< ° ® .

2 5

Defini¢nim oborem zadané funkce je interval Dy = (2;5).

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 50. Z predpisu zadané funkce urcete jeji defini¢ni obor:

a) y = arcsin (7 — 2x) C) y = arccos (xz)

b) y = arcsin (2x3+ 6) d) y = arccos (1 —52x)
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

Piiklad 51. Z pifedpisu funkce f : y = sin(x + 1) — 1 prox € <—377T, —g> vyjadrete

proménnou x v zdvislosti na y.

K fegeni tohoto piikladu je tfeba pouzit informaci uvedenou vyse, ze funkce arcsin(x)
. ; .o . 7T T . Y 14
je inverzni k funkci sin(x) na intervalu —5r5) To znamend, Ze pro kazdé x z tohoto

intervalu plati
arcsin(sin(x)) = sin(arcsin(x)) = x.

Tedy
y = sin(x+m)—1
y+1 = sin(x+ )
arcsin(y +1) = arcsin(sin(x + 7))
arcsin(y+1) = x+nm
arcsin(y+1)—m = «x

Hledané vyjadfeni je x = arcsin(y + 1) — 7.

V pfedchozim ptikladu jsme dokdzali, Ze inverzni funkce k funkci f(x) = sin(x + ) — 1
mad predpis f1(x) = arcsin(x + 1) — 7. Na obrazku niZe mtizeme vidét osové soumérné
grafy obou funkci.

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 52. Z predpisu zadané funkce vyjddiete proménnou x v zavislosti na y:

3

_ T . (x4 arccos(1 — x
a)y—2cos<x—z) b)y:sm(—2 > Q) y= ( )
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2. PREHLED ELEMENTARNICH FUNKCI

Ulohy k procviteni

(Pfiklad 53. Urcete ptedpis funkce.

@

@

Y @ 3
2,,
\ 177

WX N\
| 1 2 3 45 6 7 8 910 -4-%-2-1/|
_2,
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3. RESENE PRIKLADY

3 ReSené piiklady

3.1 Defini¢ni obor (fesené p¥iklady)

Nejprve si shrneme vSechna pravidla pro ur¢ovéni defini¢niho oboru:
* zlomek - jmenovatel je razny od nuly

* sudd odmocnina - vyraz pod odmocninou je nezdporny

logaritmus - argument je kladny

tangens - argument je rizny od 7 + k-, kdek € Z

kotangens - argument je rizny od k - 7t, kde k € Z

arkussinus, arkuskosinus - argument je z intervalu (—1,1)

1
Pfiklad 54. Urcete defini¢ni obor funkce f : y = V4 — x%2 + T

V predpisu funkce se objevuje odmocnina a zlomek. Vyraz pod odmocninou musi byt
nezaporny, tzn. 4 — x2>0a vyraz ve jmenovateli musi byt rtizny od nuly, tzn. x — 1 # 0.
Defini¢ni obor musi spliiovat tyto dvé podminky:

4-x*>0 A x—1#0

Prvni podminka je kvadratickd nerovnice. Kvadratickou nerovnici budeme fesit metodou
nulovych bodt. Nejdfiv ur¢ime kofeny kvadratické rovnice (nulové body) pomoci roz-
kladu na soucin nebo pomoci diskriminantu.

4—x>= 0
2-x)-24+x)= 0 = x=2 x=-2

Nulové body rozdéli redlnou osu na nékolik intervalfi, zjistime znaménko vyrazu
(2—x) - (2+ x) v kazdém z nich pomoci tabulky.

(—o0; =2) | -2 | (=2;2) | 2| (2;00)
(2—x)-(2+x) — 0 &) 0 —

Vyraz nabyvd nezdporné hodnoty na intervalu (—2;2). Vyznacime tento interval na ¢iselné
ose.

Reseni druhé podminky je jednoduché:
x—1 # 0
x # 1 1
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3. RESENE PRIKLADY

Z ciselné osy mlizeme vycist hledany defini¢ni obor jako priinik feseni dvou pfedchozich
podminek, které vyznacime na spole¢nou ¢iselnou osu.

Defini¢nim oborem zadané funkce je sjednocen{ intervalti Dy = (—2;1) U (1;2).

Vx+5
Pfiklad 55. Urcete defini¢ni obor funkce f : y = ﬁ

Vsimnéme si, Ze v predpisu funkce se objevuje sudd odmocnina, logaritmus a zlomek.
Funkce md smysl pouze, pokud je pod sudou odmocninou nezdporné &islo, tzn. x +5 > 0,
argument logaritmu kladné ¢islo, tzn. 9 — x > 0 a zaroven musime z defini¢niho oboru
vyloucit vSechna ¢isla, kterd by po dosazeni do zadani dala nulu ve jmenovateli, tzn.
In (9 —x) # 0. Do defini¢niho oboru této funkce budou tedy pattit ¢isla, kterd po dosa-
zeni za x spliiuji ndsledujici tfi podminky:

x+5>0 A 9—x>0 A In(9—x)#0

Prvni podminka je jednoducha linedrni nerovnice, kterou vyfesime a jeji feSeni zndzornime
na Ciselné ose:

v

®

0 -5
-5

x+5
X

AVAVS

Druhd podminka je jednoducha linearni nerovnice, jeji feSeni zndzornime na ¢iselné ose:

A

9—x > 0 7)
—x > -9 9
x < 9

vvvvvv

nahradime 0 na pravé strané nerovnosti pfislusnym logaritmem, v dal$im kroku pak staci
poloZit do nerovnosti argumenty logaritm. I toto feSeni vyznac¢ime na ¢iselnou osu.

In9—x) # 0
In(9—x) # Inl <
9—x # 1 i,)_>
x £ 1-9 8
x # 8

Reseni vSech tfi podminek zakreslime na jednu ¢iselnou osu a defini¢ni obor funkce na-
jdeme jako prhnik feSeni vSech podminek (tzn. hleddme takovou ¢ast ¢iselné osy, nad kte-
rou jsou vSechny tfi ¢ary nebo jejich krajni body).
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3. RESENE PRIKLADY

\ 4

AA
__OT

Defini¢nim oborem dané funkce je sjednocen{ intervalti Dy = (—5;8) U (8;9).

Piiklad 56. Urcete defini¢ni obor funkce f : y = arcsin ( 4x_+2?; + 2). }

V predpisu funkce se objevuje funkce arkussinus, kterd ma defini¢ni obor omezen pouze

na interval (—1;1). V naem p¥ipadé musi v tomto intervalu lezet cely argument funkce
x+3

arkussinus, tzn. —1 < +2 < 1. Déle se v ptfedpisu funkce objevuje zlomek, z defi-

—2x
ni¢niho oboru vylouc¢ime cisla, kterd by po dosazeni do zadani dala nulu ve jmenovateli,
tzn. 4 — 2x # 0. Defini¢ni obor funkce tedy omezuji tyto dvé podminky:

x+3
— 2x

-1<

+2<1 A 4—-2x #0

Prvni podminka je soustava dvou nerovnic, kterou si nejdfive rozdélime na dvé jednodu-
ché nerovnice, které musi byt spInény soucasné:

x+3 x+3

—-1< <
1_4_2x+2 A 4—2x+2_1

ProtoZe obé tyto nerovnice obsahuji zlomek s nezndmou ve jmenovateli, upravime je na
nerovnice v podilovém tvaru a budeme fesit pomoci metody nulovych bodu. Nejdfive na
levé strané nerovnice vytvofime nulu tim, Ze ¢islo pfevedeme na pravou stranu, pak vyraz
na pravé strané upravime ma tvar zlomku:

1< x+3

— 4 —2x

0< x+3

— 4 —-2x
x+34+3-(4—2x)

4 —2x

0<—5x—|—15

- 4 -—-2x

+2

+3

0<

Z citatele zlomku urc¢ime prvni nulovy bod x = 3, ze jmenovatele dostaneme druhy nu-

lovy bod x = 2. Tyto body ndm realnou osu rozdéli na tfi intervaly. Jednd se o neostrou

nerovnici se znaménkem <, proto nulovy bod z ¢itatele zahrneme do intervalfi, nulovy

bod ze jmenovatele do intervalti nebude patfit, protoZze by po jeho dosazeni vznikla nula
) ) , , —5x + 15

ve jmenovateli. Znaménko vyrazu e

tabulky.

v kazdém z téchto intervalli zjistime pomoci
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3. RESENE PRIKLADY

Vyraz nabyva nezdporné hodnoty na dvou

intervalech, které vyznacime na ¢iselné ose.

: A e

(—00;2) | (2,3) | (3;00)
“5x115 |  + + | -
4 2x ¥ N -
—5x+15
4—2x @ B @

23

Podobné vyfeSime i druhou nerovnici.

x+3+ (4 —2x)

x+3
2<1
4—2x+ -

x+3
4 —2x

+1<0

<0

4 —2x

—x+7<0
4 —2x —

Nulové body jsou x = 7 a x = 2. Vytvorime tabulku znamének na jednotlivych intervalech,
nezapomeneme ke krajnim bodtm intervalt urcit spravny typ zédvorek.

Vyhovujici interval vyznacime na d&iselné

ose.

(—00;2) | (2,7) | (7;00)
Sx+15| + — | -
4 —2x + + —
—5x +15
1 _ox + S) +

Tteti podminka 4 — 2x # 0 z defini¢niho oboru vylucuje ¢islo x = 2, vSechna ostatni ¢isla
podminku splituji. Regeni viech t¥f podminek vyzna¢ime na jednu &iselnou osu a hledany
defini¢ni obor ur¢ime jako prinik jednotlivych feSeni (tzn. hleddme takovou ¢ést ciselné
osy, nad kterou jsou vSechny tfi ¢ary nebo jejich krajni body).

»
|

»
|

Defini¢nim oborem dané funkce je interval Dy = (3;7).

Ptiklad 57. Urcete defini¢ni obor funkce f : y = 1

1
—sin3x’

Tato funkce obsahuje zlomek, jeho jmenovatel musi byt nenulovy. Toto je jedind podminka,
kterd musi byt splnéna. Budeme tedy feSit goniometrickou nerovnost

1—sin3x #0
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3. RESENE PRIKLADY

V prvnim kroku zavedeme substituci z = 3x a vyfesime nerovnost 1 — sinz # 0.
1—sinz #0
—sinz # —1
sinz # 1

Pfipomeneme graf funkce y = sinx, ve kterém vyznac¢ime body, v nichZ funkce nabyva
hodnoty 1:

-27'(-3771 - % 7T 27 577[ 3%

Z grafu funkce je zfejmé, Ze funkce sin z nabyva funkéni hodnotu 1 v bodech 7 + k - 27,
kde k € Z. Misto z vratime do feSeni ptivodni argument 3x a nerovnost vyfesime pro x:

z;«ég+k~2ﬂ
3x7ég—|—k-27t

x¢%+k~2§, kdek € Z

2
Defini¢ni obor funkce obsahuje vSechna redlna ¢isla kromé % +k- ?n, kde k € Z. M-

Zeme ho vyznacit na ¢iselné ose

I

St 9m
6 6

NA +—0

Ne)

nebo ho miizeme nékolika zptisoby zapsat, naptiklad Dy = R\ {% +k- 2?71 ke Z}

nebo
27T

7T 2T T
D= (F+k 55+ 30).
keZ
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3. RESENE PRIKLADY

~ Ulohy k procviteni
Piiklad 58. Urcete podminky a najdéte defini¢ni obor funkce.

a) y = 1n——|—x/4 3x — x? fy y= !

1 — cos2x

b) y=1/(1—-2x)Inx

2x+6
c)y—ln(Z—i— 3 x)

. x
g) y = arcsin <2 - 2x+3>

2x —1
, h) y—arccos( 3x )

DY = G =2

e) y = .x i)y:arccos(l—%>

sin 2x

-

Priklad 59. Resené videopiiklady

x> +x—2
D S =\
x—1

b) f(x) = arcsin

x+1

—6
c) f(x)=log, % + arcsin

3.2 Inverzni funkce (feSené piiklady)

Inverzni funkci jsme definovali v kapitole 1.5.

Piiklad 60. Naleznéte inverzni funkci f —1 k funkci fry= 2;: 13

Hy a obory D1 a Hp-1.

a urcete obory Dy a
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3. RESENE PRIKLADY

Nacrtneme graf funkce f:

1
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X
-7 —6 =5 —4 -3 -21\-1 1 2 3 4
=17
i—2 |

Z grafu funkce je zfejmé, 7e defini¢ni obor funkce je Dy = (—o0; —1) U (—1;00) a obor
hodnot Hy = (—00;2) U (2;00). Z obrazku taky vidime, Ze se jednd o funkci prostou, proto
inverzni funkci k ni miZeme hledat na celém jejim defini¢nim oboru.

Pfi hledéni pfedpisu inverzni funkce vyménime v ptivodnim pfedpisu x a y. Z rovnosti
vyjadfime y. (Podobné, jako kdyz hleddme feSeni rovnice s nezndmou y.)

_ 2x+3
ox+1
2y +3
== 1
=T L
x-(y+1)=2y+3
xy+x=2y+3 | —x—2y
xy—2y=3—x
y-(x—2)=3—-x | (x—2)
_3—x
YT x 2
‘. P Ly | 3—x
Hledana inverzni funkce md predpis f = : y = <
y T
2| f
1y :

4 -3 -2 1 1 2 345 6 7
__________________ e ST ———
\\ i

., ;
-3¢
—4 !
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3. RESENE PRIKLADY

Hledand inverzni funkce ma ptedpis f~! : y = i%’z‘ Defini¢ni obor inverzni funkce
D1 je stejny jako obor hodnot funkce ptivodni, tzn. Dy1 = (—00;2) U (2;00) = Hy,
a naopak, obor hodnot inverzni funkce je roven definicnimu oboru funkce ptvodni

Hpq = (—o00;=1) U (=1;00) = Dy.

Grafy funkce f a f~! jsou osové soumérné podle osy prvniho a trettho kvadrantu y = x.

\

2+
1

—

;4 ;3 ;2 _1

Ptiklad 61. Naleznéte inverzni funkci f~! k funkci f : y = v/x — 1 a uréete obory D ra
Hy a obory D1 a Hp-1.

V pfedpisu funkce se objevuje sudd odmocnina, proto bude defini¢ni obor funkce f ome-
zen na interval Dy = (1;00). Graf funkce najdeme pomoci posunuti grafu elementarni

funkce y = y/x ve sméru osy x.

Obor hodnot Hy = (0;c0) a funkce je prostd, inverzni funkci mtiZzeme hledat nad celym
Dy¢. Vyménime v ptivodnim pfedpisu x a y. Z rovnosti vyjadfime y:

vx—1

y = —
x=+y—1 | 2
=y-1 | +1

x2+1:y
y=x>+1

Hledan4 inverzni funkce md predpis f~! : y = x? + 1. Pro dvé navzajem inverzni funkce

Y Yz

plati, Ze D¢-1 = Hy. Hledanou inverzni funkci je v tomto piipadé ¢ast paraboly y = x?+1
nad defini¢nim oborem D1 = (0; ).
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3. RESENE PRIKLADY

Hledana inverzni funkce md pfedpis f~! : y = x? + 1 s defini¢nim oborem
D¢1 = (0;00). Obor hodnot funkce inverzni je stejny jako defini¢ni obor funkce pi-
vodni, tzn. Hy 1 = Dy = (1;00).

Po zakresleni obou grafti do stejné soustavy vidime, Ze grafy jsou osové soumérné podle
osy prvniho a tfettho kvadrantu.

_ N W

Pfiklad 62. Naleznéte inverzni funkci f~! k funkci f : y = 1 -logs (x +2) + 1 a urcete
obory Dy a Hy aobory Dg-1a Hy-1.

Defini¢ni obor funkce je omezen podminkou x + 2 > 0, kterou musi spliiovat argument
funkce logaritmus, tedy D¢ = (—2;0). Graf funkce je zndzornén na obrazku.
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3. RESENE PRIKLADY

V tomto pfipadé neni obor hodnot funkce f z obrdzku hned zfejmy. Je nutné si uvédomit,
Ze oborem hodnot elementarni funkce y = log, x jsou vSechna realna ¢isla a transformace,
kterymi vznikla funkce f, nemaji na obor hodnot vliv, proto Hy = R. Vyménime v ptivod-
nim predpisu x a y. Ze vztahu vyjadiime y:

1
y:E log, (x +2) +1
1
=5 log, (y+2)+1 |—1
1
x—1_§ log, (y +2) |-2
2x —2 =log, (y +2)
log33(2x_2) log, (y +2)
3(2){ 2) y+2 |_2
3(2.’)( 2) z_y
y 3(2x 2) 2

Hledana inverzni funkce mé pfedpis f a y = 3(2x=2) _ o jejim defini¢cnim oborem je
Df-1 = Raoborem hodnot Hy1 = (—2,00).

Gratfy jsou opét osové soumérné podle osy prvniho a tfettho kvadrantu.

~ Ulohy k procviteni

Piiklad 63. Urcete inverzni funkci, jeji defini¢ni obor a obor hodnot. Zakreslete graf
funkce a funkce inverzni.

a) f:y=2V/x+1 d) f:y =23t

b) f:y=3x-2 e) f: y=arctan(x — 2)

O fry=tiing 0 fiy=dsin(x—F), ve (-5%)
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4 Limita a spojitost

4.1 Rozsifeni mnoZziny redlnych ¢isel

Definice 4.12 MnoZinu redlnych ¢isel R rozsifime o prvky oo, —co a nazveme rozsifena
mnozina redlnych ¢isel R*:
R* =R U {oo, —co}.

Body +o0 nazyvame nevlastni body, body mnoZiny R nazyvame vlastni body.

Vlastnosti mnoziny R*

Pro ¢ € R plati:

—00 < ¢ < ®
Soucet a rozdil
C+oo=00, (C—00=—00, CO+00=00 —00—00=—00
Podil
c C
— =0, — =0
00 —00
Soucin
00 - 00 = 00, 00 (—00) = —oo, —00 - (—00) = 00
proc>0: c-00 =00, c-(—00) = —o0
proc<0: c-00 = —o9, ¢ (—00) =00

Dalsi operace definujeme pomoci komutativnosti s¢itani a ndsobent.

~ Poznamka ~
Vyrazy
00 — 00, 00 -0, g, z, 00 ¥, 1%
nejsou definovdny a nazveme je neurcité vyrazy.
L J

4.2 Limita funkce

Limita funkce ndm pomtzZe prozkoumat chovani funkce v bodech, kde neni tato funkce
definovana. Vysledek vypoctu limity je bud’ jeji hodnota z R* nebo zjisténi, Ze limita nee-
xistuje.

Pfi vypoctu casto narazime na neurcity vyraz, coZ znamend, Ze vyraz v limité musime
upravit tak, aby jiz nebyl neurcity a tedy jsme ho uméli spocitat.

Nejprve si popiSeme smysl symbolu —, ktery budeme potfebovat v definici limity. Mdme
¢iselnou posloupnost a, pron =1, ..., 00 a tato ¢isla se mohou pfiblizovat k urcité hodnoté
a, coZ oznacime a,, — a.

Napftiklad posloupnost a, = % je tvofena ¢isly 1, %, %, ;11, %, ... A vidime, Ze hodnoty se
blizi k nule.

Jinym ptikladem je posloupnost (—1)", kterou tvoii ¢isla —1, 1, —1, 1, —1, 1,... a tato se
zjevné k Zddné hodnoté neblizi.
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N\

Definice 4.13 Je ddna funkce f a body xp € R*, 2 € R*. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé x( limitu rovnu a, pokud plati x, — xo, pak f(x,) — a. Znatime:

lim f(x) =a

X— X

~ Pozndmka

Pokud xp € R, a € R fekneme Ze ma funkce vlastni (kone¢nou) limitu.

Pokud xy € R, a = o0 fekneme Ze ma funkce nevlastni (nekoneénou) limitu.

Pokud xy = £o0, a € R fekneme Ze ma funkce vlastni (kone¢nou) limitu v nevlastnim
bodé.

Pokud xg 4= o0, a2 = +oo fekneme ze ma funkce nevlastni (nekonec¢nou) limitu v ne-
vlastnim bodé.

y y i
[
X 4 + 4 |
fx) N lim f(x) =2 1| lim f(x) = o0
x—1 | x—1
3+ sl ]
|
2+ 21 :
| |
S fo) A
[ [
[ / [
" | " " ! } }
1 o1 2 T, 1 o 1 2 3
obr. 1: Vlastni limita obr. 2: Nevlastni limita
y i — y i —
g Sl =1 B ) = o0
f(x)\3 T
2 k
—_ = = _1 4 - - - - =
1 o1 2 3 X
obr. 3: Vlastni limita obr. 4: Nevlastni limita
v nevlastnim bodé v nevlastnim bodé
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Jednostranné limity funkce

e N

Definice 4.14 Je dana funkce f a body xy € R*, 2 € R*. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé x( limitu zprava rovnu a, pokud plati xo<x, — xo, pak f(x,) — a. Zna¢ime:

lim f( xX) =

X*)XO

| J

( )\

Definice 4.15 Je dédna funkce f a body xg € R*, 2 € R*. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé xj limitu zleva rovnu a, pokud plati xo>x, — xo, pak f(x,) — a. Zna¢ime:

lim f(x) =

x%xo

g : Y 4 lim f(x)=2
3+ | x—1—
| 371
)] |
: -
|
|
LT f(x) /.
I / :
, | , ,
' | ' ' t ! } }
S LR R -1 Jo 1 2 3
|
obr. 5: Limita zprava obr. 6: Limita zleva
[ Véta 4.2 Funkce f md v bodé x(p nejvyse jednu limitu. ]

Funkce mé i nejvyse jednu limitu zleva a nejvyse jednu limitu zprava.

Véta 4.3 Funkce f ma v bodé xg limitu pravé tehdy, ma-li v tomto bodé limitu zprava i
zleva a tyto limity se rovnaj.

Operace s limitami

Necht’ maji funkce f(x) a g(x) limitu v bodé xo pak plati:

lim (f(x) +g(x) = lim f(x)+ lim g(x)
lim (f(x) = 8(x)) = Jim f(x) = lim g(x)
lim (£(x)-g(x) = lim, £(x)- lim 3(x)
fim, (e f(x)) = e lim f(x)
lim f(x)

f(x) X=X
pokud platlj(:l1_>r§10g( x) # 0, pak xh—gclo 2(x) ~ Tim (@)

56



4. LIMITA A SPOJITOST

Piiklad 64. VyfeSte nasledujici limity:

a) 11 0 ) 11 2=
2x2+x—12 3x2+x—12
x2—9 -9
b 1 - d) im ——
) Jim 3x2+x—12 x—>3\/x+ -2

J

a) Elementédrni funkce jsou spojité na svém defini¢énim oboru. Jestlize bod xy patfi do
defini¢niho oboru funkce, bude limita v tomto bodé xg rovna funkéni hodnoté f(xp).
Kazdou limitu se vZdy pokusime nejdiiv vyfesit dosazenim xo do piedpisu funkce:

lim x2—9 2-9  4-9 55
2 x—12 2+2-12 4+42-12 -6 6

b) Podobné vytesime i druhou limitu

, x> —9 (—3)2-9 9-9 0
].lm == = :—:O
—-3x2+4+x—12  (=3)2+(-3)—-12 9-3-12 -6

c) Stejnym zphisobem za¢neme fesit i tfeti limitu, po dosazeni xop = 3 do predpisu
funkce

lim x> —9 32-9  9-9 0

32 fx—12 343-12 9+3-12 "0

dostaneme neurity vyraz J, ktery zatim o hodnoté limity nic nevypovida.

‘“"

JestliZe pfedpis funkce vhodné upravime pomoci ekvivalentnich tiprav, funkéni hod-
noty v bodech v okoli bodu x( se nezméni a tim ani hodnota hledané limity. Pokud
bude nové upravena funkce navic definovand i v bodé xo, budeme pak moct pro vy-
pocet hledané limity opét vyuZit funkéni hodnotu v tomto bodé.

Takovou funkci vytvotfime kracenim , problematické” zdvorky (x — 3). Ve jmenova-
teli tuto zavorku ziskdme rozkladem kvadratického troj¢lenu na dvé zavorky vyuzi-
tim Vietovych vzorct, v Citateli pak pomoci rozkladu na soucin zdvorek podle vzorce

> —b*=(a—b)(a+b):

lim x?—9 im(x—B)(x-i—S)_1 x+4 343 _6
el x 12 i3 (x14)(x—3) +03x+3 3+4 7

Po zkraceni vyrazu a dosazeni bylo uz snadné ur¢it hledanou limitu.

d) I po dosazeni do ¢tvrté limity

x> —9 32-9 9-9 0

llm = = =,
x=3y/x+1-2 V3+1-2 V4-2 0

“
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4. LIMITA A SPOJITOST

dostaneme neurcity vyraz 8. Problém mtiZeme odstranit podobné jako u pfedchozi
limity krdcenim zdvorky (x — 3). V (itateli tuto zadvorku opét ziskame rozkladem
vyrazu podle vzorce a?> — b*> = (a — b)(a + b):

. x> —9 . (x=3)(x+3)

lim ———— = lim

x=3/x+1—2 x23 /x+1-2
Stejny vztah vyuZijeme i ve jmenovateli, tentokrét ale pro usmérnéni zlomku a od-
stranéni odmocniny. Pokud vyraz v/x + 1 — 2 vyndsobime vyrazem /x 4+ 1 4 2, pak
podle pfedchoziho vzorce plati (vVx +1—2) - (vVx +1+4+2) = (Vx + 1)2 —22. Abychom

nezménili hodnotu vyrazu, je potieba stejnou zdvorku pfidat i do citatele zlomku.
Tento postup nazyvame rozsitenim zlomku. Po dalsich tpravach a dosazeni pak na-
jdeme hodnotu limity:

lim (x—=3)(x+3) (Vx+1+2) lim (x=3)(x+3)(Vx+1+2)
=3 (Vx+1-2) (Vx+1+2) x=3
— lim (x=3)(x+3)(Vx+1+2)

x—3 x+1—-4 x93 x—23

(x—|—3)(\/x—|— +2)

= 24.

x—>3

~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 65. Vypocitejte limitu

a)l LM d) lim Vx+3

2 —x—2 x—>1,/x+ _\/_

¥ =9 x?+x+42
b) lim ———— s rtere
)xi 3x2+5x+6 €) 1112x2 8x+6
\/ — ) x—2
9] 11 x+4-3 f) im ————
s —3x—10 x=2/x+7-3
~ Poznamka
. (] k/r
Typ limity "5
lim f(x) =k k>0 )
lim g(x) =0, g(x) > 0na okoli bodu x pak xh%n;cl (x) e
X— X ’ 0 g
Kt
symbolicky znac¢ime —- o =
Obdobné pocitame limit ko —o00 E = —o ko o0
obné pocitame Yo = om = il
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Pfiklad 66. Urcete limitu funkce:

lim x* =9
x—4x2+x—12

| J

Tato limita ndm po dosazeni da vyraz:

lim -9 (—4)2 -9 . 16-9 k&,
-4 x24+x—12  (—4)2+(-3)—-12 16—-4-12 "0
kll

Neur¢ity vyraz typu ,;“ muze nabyvat pouze dvé hodnoty a to +co0 anebo —co. Je tfeba
pouze vyhodnotit kombinaci znamének v ¢itateli a ve jmenovateli. Tato znaménka se mi-
zou lisit na levém a pravém okoli bodu. Proto budeme hned od zac¢atku uvazovat dvé
jednostranné limity, tedy limitu zleva, kde x — —4~ a limitu zprava, kde x — —4:
i x?—9 i x?—9
coh X x— 12 g 2 x— 12

A Y 7 . ~ 7 * . . 2— 7 W z M7z Z
Vytes$ime nejdfive limitu zleva lim #ﬁu. Dosad'me do vyrazu néjaké ¢islo z levého

x——4-
okoli bodu —4,

=N

1
—4,001 —4

ozna¢me ho —4~, pro lepsi predstavu to mtze byt naptiklad ¢islo —4.001. VyuZijeme také
moZnost kraceni vyrazu v limité. Pak dostaneme

lim ﬂ— im (x+3)(x=3) _ im xS
vod- X2+ x—12 254 (x+4)(x—3) o4 x+4
-4 4+3 -1 —1
— = = — = 00,
—4- +4 0~ —0

Pro limitu zprava je postup podobny, do limity dosadime bod —4* z pravého okoli &isla —4.

_4+
|
||
—4'-3,999
Dostaneme
x?—9 . (x+3)(x=3) .. x+3

ot 2 b x— 12 oy (x+4)(x—3) T x 14
I L B L
- —4t4+4  0f 40

. .. .. . .. . 2_ .
ProtoZe se limita zleva a limita zprava nerovnaji, pak limita lim #ﬁu neexistuje.

x——4
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~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 67. Vypocitejte limitu

a) lim d) lim _x+2
x—2x —2 1 (x+1)2
9 Jim 3o 0 lim 2
~ Poznamka Y

Limita v nevlastnim bodé typu , polynom/polynom* je rovna k € IR* jestlize polynomy
v Citateli i ve jmenovateli jsou stejného stupné. Pokud je stuper polynomu v Citateli vétsi
nez ve jmenovateli, bude limita rovnd +oco. JestliZe je naopak polynom vétsiho stupné
ve jmenovateli, je limita rovnd 0.

( )

Piiklad 68. Urcete limitu funkce v nevlastnim bodé oo:

) Lim SEE0 b) lim _ =0
a x—00 2x2 + x — 12 o0 2x2 4 x — 12

- J

a) Po ,dosazeni” nekone¢na do vyrazu dostaneme neuréity vyraz , < “. Opét se poku-
[e )

sime pomoci elementarnich tprav pfevést vyraz na urcity tvar. PomtZeme si vyty-
kdnim pfed zavorku a faktem, Ze lil‘il % = 0. Vytykat budeme v ¢citateli i ve jmeno-
X—> 100

Vv

vateli nejvyssi mocninu x, kterou pak kratime:

lim—?)xz_9 = lim xz(3_"9_2) = lim 3_3‘9_2 _ 30 _3
X—>°02x2+x—12_x—>oox2(2+%_31c_%)_x—>002_{_%_31c_§_2+0_0_2
b) Podobné i druhd limita:
lim —x3_9 = lim x?’(l—x%) = lim x(l_x%) —
x—00 2x2 + x — 12 xﬁoox2(2_|_%_31c_%) x—oo (24 1 }C_%)
w0 (1-0) 1 _

2+0-0) 2
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~ Ulohy k procviteni
Ptiklad 69. Vypocitejte limitu

4x3 4 2x% —x 41 . 3x—5
a) lim XA X e) lim
x—00 5x3 — 6x2 + 3x + 8 1002 — Tx
b) lim 2x* —10x2 47
x—o0 3x3 —2x+5 f 1 3x2+5
4x3 +2x2 —x +1 X500 223 + 3x
¢) lim
x—eo  5x* —6x3 42
d) lim 2x* —10x2 47 ) lim x® 4+ 3x+5
x—oo 3x%—2x —1 & roe —2x* —4x

~ Pozndmka

Dalsi vzorce pro vypocet limity:

X .
lim (1+§) e lim () g

X—00

Piiklad 70. Urcete limitu funkce

lim Chinirs "
x—o0 \ 2 + 2x

. J

Jedna se o limitu typu ,,1°”. Pro feSeni tohoto typu limity pouzivame vzorec

lgn <1 + %) T e. Nejdfiv vyraz uvnitf zdvorky upravime na tvar (1 + 5o C):
X—r 0
20 +2+1\"" 2042 1\ 1\
xgr.}o( 2x 12 ) x%<2x+2+2x+2) xg’i}o( +2x+2)

Zlomek, ktery po této tipravé vznikl uvnitf zavorky, se 1isi od zlomku ve vySe uvedeném
vzorci a proto vzorec zatim vyuZit nelze. Zavedeme pro tento zlomek substituci ﬁ =

%. Samoziejmé zavedeme substituce i ve vyraz v exponentu, tedy exponent bude misto
nezndmé x obsahovat novou nezndmou z. Ze substituce si nezndmou x vyjaddiime:

1 1
— = S(2x +2
2x+2  z |z (2x+2)
z=2x+2 |-2
z—-2=2 |:2
z
2 1=
> x

Uvédomme si, Ze kdyZ x — oo, paki (2x 4+ 2) — oo a tedy také z — oo.
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Po nahrazeni zlomku a nezndmé x v exponentu dostaneme novou limitu:

lim (1 + —) = lim (1 + E)

X—00 2x +2 Z—00

Pomoci znamych vztaht vyraz v limité upravime:

1\ G-D+5 1\ 3+ 1\?712 1\ 4
lim (1-|——> = lim (1+—> = lim {(1-}——)} -(1+—)
Z—r 00 zZ Z—r00 Z Z—> 00 Z Z

X
Nyni pro vyraz uvniti hranaté zdvorky vyuZijeme vzorec lgn (1 + %) = e, pak je hod-
X—r 00

nota hledané limity

o ()T () oo

~ Ulohy k procviteni

N —

Ptiklad 71. Vypocitejte limitu

a) lim < ”3) d) lim (1+—)
X—00 2x X—00 x
: 24 x\* 2x 45\
b) 1 '
) Fad (4+x> €) xh_r>ro10 (2x+3)

1 X
C) xlgl;lo (1+m)

~

Priklad 72. Resené videoptiklad

. oxt—x? V4t x-—2
a) lim — d) lim
x—0 X° — X x—0 X
x—9 2 —
b) lim . e) lim xr" +4x—3

=9 x3 —9x2 +x—9

. 4x3 —5x2 +4x — 3
f) lim
xS+o00 7x3 +9x2 +5x — 4
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4.3 Spojitost

Definice 4.16 Necht funkce f(x) je definovéna na néjakém okoli bodu xj a plati

lim f(x) = f(xo)

X—XQ

pak fekneme, Ze funkce f(x) je spojitd v bodé x.

| J

~ Pozndmka N

Obdobné definujme spojitost zprava nebo zleva.

| J

Definice 4.17 Necht' I C Dy, fekneme, Ze funkce je spojita na intervalu [, je-li spojita
v kazdém bodé intervalu I. Patii-li do intervalu dolni mez intervalu, je v ném spojita
zprava, a patti-li do né€j horni mez intervalu, je v ném spojité zleva.

Véta 4.4 Vsechny elementédrni funkce jsou spojité na svych defini¢nich oborech.

Bod, ve kterém funkce neni spojitd, nazyvame bod nespojitosti.

Y

\’

lim f(x)|_ _

X=X

lim f(x) existuje

X2 lim f(x) neexistuje

X—x0

£ (x0) neexistuje £ (x0) neexistuje
Body nespojitosti

Véty o spojitych funkcich

Véta 4.5 Weistrassova
Necht' funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b). Pak f je na tomto intervalu
ohranicena.

Poznamka

Je-li funkce spojita na uzavieném intervalu, pak na tomto intervalu nabyva svého mi-
nima a maxima.
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1Yy

maximum

f(a) — —@la, f(a)]
I
I
I
I
I
I

a

minimum

Weistrassova véta a jeji dtsledky

Véta 4.6 Bolzano-Cauchyho
Necht' funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a plati f(a
lezi mezi hodnotami f(a) a f(b). Pak existuje aspori jedno xy € (a,

f(xo) =c.

) # f(b). Cislo ¢
b), pro které plati

Poznamka

Zvolme c = 0.
Je-li funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a maji-li hodnoty f(a) a f(b)
opacna znaménka. Pak existuje aspoii jedno xg € (a,b), pro které plati f(xy) = 0.

64



Nazev: Pracovni seSit do matematiky: Funkce jedné proménné
Katedra: Katedra matematiky a deskriptivni geometrie

Autofi: Zuzana Mordvkové, AlZzbéta Lampartovd, Monika Jahodovéa
Misto, rok, vydani: Ostrava, 2024, 1. vydani

Pocet stran: 65

Vydala: Vysoka skola barnska-Technicka univerzita Ostrava
Neprodejné

ISBN 978-80-248-4777-1 (on-line)



	Funkce a její vlastnosti
	Definice funkce
	Operace s funkcemi
	Složená funkce
	Vlastnosti funkce
	Inverzní funkce

	Přehled elementárních funkcí
	Polynomy
	Lineární lomená funkce
	Funkce odmocnina
	Exponenciální funkce
	Logaritmická funkce
	Goniometrické funkce
	Cyklometrické funkce

	Řešené příklady
	Definiční obor (řešené příklady)
	Inverzní funkce (řešené příklady)

	Limita a spojitost
	Rozšíření množiny reálných čísel
	Limita funkce
	Spojitost


