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Kapitola 1

Funkce dvou proménnych

1.1 Definice

Definice: Bud’ M C IR?, M # @ mnoZina. Funkci dvou proménnych na M rozumime kaZdé zobrazeni
f:M—=R, M>3[xy —z=/f(xy) €R.
MnoZinu M nazgvame defini¢nim oborem funkce f a znacime ji Dy.

Mnozina R? je kartézskym sou¢inem mnoziny R se sebou, tedy R? = R x IR, jejimi prvky a také prvky jeji
podmnoziny M jsou tzv. usporddané dvojice.

Poznamka:

e V analogii s oznaenim pouZivanym pro funkci jedné proménné, y = f(x), budeme pro oznaceni funkce
dvou proménnych pouzivat z = f(x,y).

e Proménné x a y budeme nazyvat nezdvislé proménné. Proménnou z budeme nazyvat zavislou promén-
nou.

Neni-li specifikovan definiéni obor, automaticky uvazujeme maximaln{ piipustnou podmnozinu v R2.

Pro funkci tif a pfipadné vice proménnych mame zcela analogickou definici, pfiddivame v podstaté pouze
nezavislé proménné.

e Prvek mnoZiny M nazyvdme bod z defini¢niho oboru, obvykle se pro jeho oznaceni pouzivaji velka
pismena, tj. napf. A € M. Bod A je urfen dvéma slozkami, A = [x, yo).

e Hodnotaz = f(A) = f(xo,yo) se nazyva funkéni hodnota.

Princip hledani defini¢niho oboru pro funkci dvou proménnych je zcela analogicky jako pro funkci jedné pro-
ménné. Sestavime a vyhodnotime jednotlivé omezujici podminky.

In(1—x)

Priklad 1: UrcCete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce z = ———=—.
V16 — x2 — y?
Reseni:

Sestavime omezujici podminky na defini¢ni obor.

Podminka 1 — x > 0 zarudi existenci logaritmu = x < 1. Jedna se o polorovinu s hrani¢ni pfimkou o rovnici
x =1, kterd ovSem do defini¢niho oboru nepatii, bude vyznacena ¢arkovane.

Podminka 16 — x? — y? > 0 zajisti existenci druhé odmocniny, podminka /16 — x2 — 42 # 0 vylou¢i moz-
nost déleni nulou. Tyto dvé podminky se dajf slou¢it do jediné podminky, 16 — x* — yz > 0= x%+ yz < 42
Jedna se o kruh se stfedem v pocatku a polomérem 4. Hranic¢ni kruZznice do defini¢niho oboru patfit nebude,
bude vyznacena ¢arkované.

Defini¢nim oborem je pak prinik obou ploch, na obrazku Zluté vyznacena plocha.
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Priklad 2: Urcete a graficky zndzornéte defini¢ni obor funkce z = /y sin x.

Reseni:
Sestavime omezujici podminky na defini¢ni obor. Podminka iy sinx > 0 zaru¢f existenci odmocniny. Soucin
ysin x je nezaporny, kdyZ jsou oba Cinitelé nezdporni, nebo jsou oba nekladni, tedy

(y>0Asinx>0)V (y <0 A sinx <0).

Jeste je nutné vyfesit nerovnici sinx > 0 resp. sinx < 0, ptdme se, kdy je funkce sinus nezdpornd a kdy je
nekladna.
sinx >0 = «x¢ U (0+ k27, T + k27)
kez




Priklady k procviceni: Urcete a graficky znazornéte defini¢ni obor funkce:

_x—y+8 _ N _
a)z_7x+y—2 e) z=Inx+Iny i) z=1In(xy —4)
—x2
b) z=+/2x+y f) z=In(y(x+2)) j)z= y73 z
-y
/ 2
) z=1/y? =1 g z=4/16 — x> —y? k)Z:arccos<2x2+2]9/_1>
x+2
d)z= "~ 4/ h) z = 1 ) z=1/cos(x —y)

Vyr-1

arcsin x arccos x

1.2 Graf funkce dvou proménnych
Definice: Grafem funkce dvou proménnych rozumime mnozinu G = {[x,y,z = f(x,y)] | [x,y] € Ds}.
Poznamka:

e MnoZina Gy je podmnoZinou v IR3, Gr C IR3. Nejéast&ji budeme pracovat s funkcemi, jejich grafem je
néjaka plocha v trojrozmérném prostoru.

e Nakreslit graf funkce dvou proménnych tzv. ,,v ruce” je pomérné obtizné, a Casto to viibec neni mozné.
Jednou z moznosti, kterou mame k dispozici, je vyuzit priseCnice grafu zadané funkce se soufadnicovymi
rovinami, predevsim s pidorysnou rovinou.

veve

e K vizualizaci grafii se pouziva vypocetni technika, existuje fada komerénich i volné Sifitelnych programi
(Gnuplot, Maple, Matematika, Matlab, Wolfram atd.).

e Grafem funkce t¥f proménnych je plocha v IR*, tzv. nadplocha. Nelze ji ov§em graficky znazornit.

Definice: Rezy grafu funkce z = f(x, y) rovinami rovnob&Znymi s pudorysnou rovinou se nazyvaji vrstevnice.
Vrstevnicovym grafem rozumime pruméty vrstevnic do pidorysné roviny z = 0.

Vrstevnice je mnoZina bodi se stejnou funkéni hodnotou. S vrstevnicemi se miizeme setkat predevsim na tu-
ristickych mapach, kde vrstevnice (obvykle Sedé kiivky) reprezentuji mnoziny bodd se stejnou nadmoiskou
vyskou. Na obrdzku se nachaz{ turistickd mapa okoli Vysoké $koly banské - Technické univerzity Ostrava.

http://mapy.cz/#!x=18.151648&y=49.832078&z=14&1=16.
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Priklad 3: Naleznéte vrstevnicovy graf funkce z = ad

xZ + yZ +1 :
Reseni:
Dosadime do zadané funkce z = k, kde k € R, tedy
5x 5x 5x 517 25

K — o 2201 =22 o 22210 = . 2= 411=0.

Zrpgrl o STV i Yoy Tox) TV et

5 5 5\* 25
Vyraz x> — % jsme doplnili na dplny &tverec, x> — % = (x - 2k> e
Nyni je tfeba diskutovat konkrétni hodnoty k.
5
1. Pro k = 0 (fez grafu funkce z pidorysnou rovinou) dostavame 0 = % = x = 0, vrstevnic{ je
xt+y-+1
osay.
5\ , 25

2. Pro k # 0 dostdvame (x % +y° = 2 1. Vrstevnicemi budou kruZnice pouze v pripadé, kdy
prava strana rovnice bude vétsi nez 0.

25 25 25 5 5 5

—-1>0= > >1=25>4k = k¥ <= k<> =ke|—-3,0 0,-

e >0= 5 >1= 25> = <4:>||<2:> 6(2)U<2)

5
3.Prok = ii plati (x +1)* 4 y? = 0. Jednd se o dv& singuldrni kruZnice (body). Vrstevnicemi jsou dva
body, [1,0] a [~1,0].

Hleddme priniky grafu funkce s rovinami rovnobéznymi s padorysnou rovinou, tj. dosazujeme z = k, k € R.
Cislo k je mozné volit libovolng€. OvSem miZe se stat, Ze pii nevhodné volbé se plochy neprotnou.

Priklady k procviceni: Sestrojte vrstevnicovy graf funkce:

W) z=x"+y" —4 b 2= 41

x2



1.3 Limita a spojitost funkce dvou proménnych
Limita s spojitost funkce dvou proménnych je definovana tplné stejné, jako v pripadé funkci jedné proménné.

Definice: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) ma v hromadném bodé P = [xo, yo] limitu a € R, jestlize Ve > 0
existuje 6 > 0 takové, ze VX € (095(P) plati |[f(X) —a| <e.

Pojem okoli bodu je zobecnén, v ptipadé funkci jedné proménné se jednd o otevieny interval, pro funkce dvou
proménnych se jednd o otevieny kruh (kruh bez hrani¢ni kruZnice).

Okoli (09(5(13) je tzv. deltové prstencové okoli v bodé P, jedna se o otevieny kruh se stfedem v bodé P bez
bodu P o poloméru J.

Definice: Bud’ U C R?, bod P € IR? se nazyva hromadny bod mnoZiny U, jestlize kazdé jeho prstencové
okoli @(P) mé s mnoZinou U neprézdny prinik, O(X) N U # @.
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Body X a Y jsou hromadné body mnoZziny U. Bod Z neni hromadnym bodem mnoZiny U.

V piipadé funkci jedné proménné vysetfujeme chovani funkce (pocitdme limitu) na levé resp. pravé casti okoli
(otevieného intervalu). Zkoumdme pouze dva pifipady. Problém u funkci dvou proménnych je ten, Ze k limit-
nimu bodu se miizeme bliZit nekonecné mnoha zpisoby.

Limity funkci dvou proménnych fesime vétSinou pfimym dosazenim limitniho bodu. Resi se spiSe jiny typ
ulohy, dokazuje se, Ze limita v daném bod¢ neexistuje.

PouzZivana notace:
Iim f(X) =a, lim X,Y) = a.
X—=P fX) [xy]—[x0.y0] fGy)

Definice: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) je spojitd v bod& P = [xo,y0] € Dy, jestliZe plati

lim  f(x,y) = f(x0,y0)-

[x/]/]_)[x()/}/o]

Funkce je spojitd v bodé, jestlize existuje limita v tomto bodé€, kterou uréime pfimym dosazenim limitniho
bodu, tj. jako funkéni hodnotu v tomto bodé.

Funkce je spojita, je-1i spojitd v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

1 2
M v bodé [—1, 0] a dokazte, Ze limita funkce z = Y
x> +1 xy +y

Priklad 4: Vypocitejte limitu funkce z =

v bodé [0, 0] neexistuje.

Reseni:
ReSime prvni ¢4st tlohy,

yx+y 0, .. y(x+1) : y

li = = 1 = 1 L=
g0 170 oo (kD2 — x4 1)  ryolo10) 22— x4 1



Ve druhé ¢asti tlohy musime dokdzat, Ze limita neexistuje. Na rozdil od funkci jedné proménné, kdy se k li-
mitnimu bodu mdZerme blizit pouze ze dvou stran (zleva a zprava), v piipadé funkci dvou i vice proménnych
se k limitnimu bodu miZeme bliZit nekoneéné mnoha zptisoby. Limita neexistuje v piipadé, Ze jeji hodnota
zavisi na volbé pfiblizovani, ¢i se pro rizné volby pfiblizovani méni. Pokud ov§em limita na konkrétni volbé
priblizovani nezavisi, pak to jesté neznamen4, Ze existuje.

Zkusme se k limitnfmu bodu bliZit po pfimkadch prochazejicich pocatkem, tj. volime y = kx, k € RR. Do-

2
sadime y = kx do funkce z = r x’
Xy +y
, x+x 0 y=kx . xX*+x . xX*+x ,
lim =,=-“"= lim o = lim e = lim —,
[xy]—[0,0] XY + Y 0 =0 kx2 +kx x=0k(x24+x)  x=0k
. . . - X2+ x
limita zavisi na parametru k, pro rizné volby parametru k vyjde rizn€. Tzn. limita funkce z = Wy v bodé
[0, 0] neexistuje.
yx+y X%+ x
z= z
x¥*+1- 6 xy+y
4 50
40
6 5 30
4 20
0 10
2 0
0 2 -10
4 -20
z 2 -30
> N 50
-6 4
3 R
4 x -
Priklady k procviceni: Vyfreste:
_ . . 3
a)  lim W b) Hm sin(2x +y) o lim X +1
=02 1% =2 eyl =15~ eyl =14 y(x +1)



Kapitola 2

Diferencialni pocet funkci dvou proménnych

2.1 Parcialni derivace

Definice: Rekneme, e m4 funkce z = f(x,y) parcidlni derivaci podle x (prvniho fadu) v bodé A = [xo, yo),
jestliZe existuje vlastni limita

I 4y — i £ (K0 F 1 Y0) = £ (x0, 40)
T L e

Analogicky definujeme parcidlni derivaci podle v,

I A\ — 1im £ X0, Yo + 1) — f(x0, Yo)
oy =l

V obou pifpadech se pocitd limita z funkce proménné h, h se méni, zbytek je fixovan. Jednd se tedy o limitu
funkce jedné proménné.

Poznamka:
. o . of 0z )
e Oznaceni parcidlnich derivaci: == (A), a(A), fx(A), fr(A), atd.

ox
of of

e Parcidlni derivace v obecném bodé, tj. e resp. 3y
X Y

jsou opét funkce dvou proménnych.

e Zcela analogicky se definuji parcidlni derivace funkce tii a vice proménnych.

e KdyZ uréujeme parcidlni derivaci podle x, pak v8e co neni x ve funkci z = f(x,y) chdpeme jako kon-
stantu. Tzn. derivujeme takovou funkci jako funkci jedné proménné, proménné x. U parcialnich derivaci
podle y postupujeme stejné, co neni iy chdpeme jako konstantu.

Pocitat parcidlni derivace funkce dvou proménnych znamend ve skutecnosti vypocet derivaci funkci jedné pro-
meénné. Pro derivovani pouzivame stejné formule a pravidla jako v pfipadé funkci jedné proménné.

1. (c)=0 8. (cosx) = —sinx u=u(x) v=ox)
1
I __ -1 ! _ ! /
2. (x™) = nx" 9. (tanx)' = p—_ 15. [c-u)'=c-u
3 (e¥) =e" 10 (cotx)' = —— 12 16. [uxo]=u+0
sin” x
1
4. a*) =a*Ina 11. (arcsinx)’ = 17 u-o'=u-o+u-v
(@) (aresin) = L -2
5 (Inx) = 1 12. (arccosx)’ = — *1 18 [E}/ _wo—uwd
: = . =~ : -] = =
6. (log,x) = xlila 13. (arctanx)’ = ] sz 19. [u(v)] =u'(v) - o'
7. (sinx) = cosx 14. (arccotx)’ = —H%



Véta: Necht’ existuji parcidlni derivace funkci dvou proménnych f a g podle jednotlivych proménnych x = x1 ay = xp
na Q C Dy N Dy vbodé X = [x1, x7]. Pak plati pro kazdé i = 1,2,

a%<fig><x> = Y x)+ B (x),

0x; ox;
;’xiug)(X) - §£<x> §(X) + F(X) aafi(x»
af ag
9 (F 0500~ £ 2 (X)
ax; (g(x)) - 2(X) ‘

2.2 Geometricky vyznam parcialnich derivaci

13

Geometricky vyznam parcidlnich derivaci je dplné stejny, jako v pripadé€ ,,obyCejné* derivace funkce jedné proménné.
Jedna se o smérnici teCny sestrojené v daném bodé¢.

Rovina ¢ uréend rovnici y = y je rovnobéznd s rovinou xz (rovina xz je urcena rovnici y = 0). Prinikem roviny ¢
of

s grafem funkce z = f(x,y) je kiivka . Parcidlni derivace ——(A), A = [x0, Yo, je smérnice te¢ny (tan &) t, ke kiivce

dx
k vbodé A = [x0,Y0,20 = f(x0,Y0)]-

Rovina v ur€end rovnici x = x( je rovnobéznd s rovinou yz (rovina yz je urcena rovnic{ x = 0). Prnikem roviny v

9
s grafem funkce z = f(x,y) je kiivka A. Parcidlni derivace ajyr(A), A = [x0, Yo], je smérnice teCny (tan B) ¢, ke kiivce

A vbodé A = [x9,Y0,2z0 = f(X0,Y0)]-

|

(o 1
|
|
| ‘
L Yo
: // t\ y
| 7

xo L L) . )f_ p

kA= [x0,Y0
tK ///
a

s

Poznamka: Parcidlni derivace druhého a vyssich fada jsou definovany pomoci parcidlnich derivaci prvniho fadu.

Definice: Parcidlni derivace druhého fadu funkce z = f(x,y) jsou definovany:

Pf_0 (of\ Pf_0(of\ f 3 (of\ &f 3 (of
9x2 9x\dx ) 9y? dy\dy /) oxdy dy\ox/ dyox odx\dy /)’




y L VRN 9*f  9%f

Véta: (Schwarzova véta) Jsou-li smiSené parcidlni derivace s
oxdy’ dyox

02 f 02 f

axay(A) B 8y8x<A)'

spojité v bodé A = [xp, yo], pak jsou si v tomto

bodé rovny,

Piiklad 5: UrCete parcidlni derivace prvniho fadu funkce z = x2 sin?(xy?) v bodé [, 0].

Reseni:
Parcidlni derivace prvniho fadu pocitdime vzhledem k jednotlivym proménnym funkce z. Funkce z je funkci dvou neza-
vislych proménnych, proménné x a y. Parcidlni derivace tedy budeme pocitat jak podle proménné x, tak i podle proménné

Vzhledem k definici parcidlni derivace budeme postupovat tak, Ze s proménnou, podle které se nederivuje, budeme pra-
covat jako s konstantou. To ale v kone¢ném disledku znamend, Ze ve funkci z zistane pouze jedna nezdvisld proménna.
Funkce z se stava funkci jedné proménné. Takovou funkci jiZ umime snadno zderivovat.

d

Parcidlni derivace £ funkce z podle proménné x:
Funkci z derivujeme podle x, proto s proménnou y budeme pracovat jako s konstantou. Ukolem je derivovat sougin
dvou funkei prom&nné x, funkce x? a sloZené funkce sinz(xy2), kterou derivujeme po jednotlivych sloZkdch v poradi:
druhd mocnina, sinus, xyZ; ve vyrazu xy2 je y2 konstanta v soucinu a proto se derivuje pouze Xx.

0z d d

= = () sin () + o2 S (sin? ()
= 2xsin?(xy?) 4 x% - 2sin(xy?) - cos(xy?) - y* = 2x sin® (xy?) + 2x%y* sin(xy?) cos(xy?).

0z
Parcidlni derivace @ funkce z podle proménné y:

Derivujeme zcela analogicky, v tomto pripadé budeme jako s konstantou pracovat s proménnou x, derivujeme tedy sloZe-
nou funkci; x? je konstanta v souéinu, proto se derivuje podle y pouze druhy Cinitel jako sloZend funkce v pofadi: druhd
mocnina, sinus, xyz; ve vyrazu xy2 je x konstanta v soucinu a proto se derivuje pouze yz,

g; =x- g;(sinz(xyz)) = x? - 2sin(xy?) - cos(xy?) - x2y = 4x°y sin(xy?) cos(xy?).

Parcidlni derivace jsou opét funkce dvou proménnych a snadno je vycislime na zadaném bod€ pfimym dosazenim:

0z 0z

Priklad 6: Urdete parcidlni derivace druhého fédu funkce z = x¥ v bodé [1,1].

ReSeni:
Nejdrive ur¢ime parcidlni derivace prvniho fadu,

derivace podle x, derivujeme mocninou funkci > yx¥ -1
X
. - e . 0z
derivace podle y, derivujeme exponencidlni funkci @ =x¥Inx

K urceni parcidlnich derivaci druhého fadu je tfeba parcidlni derivace prvniho fadu (opét se jedna o funkce dvou promén-
nych) derivovat jak podle x, tak i podle y,

9%z J0 [0z d
_— = — | — = — y—1 = — y—2
332 ( ax) 5y W) =yly = 1)

Jx
?z 9 [0z 3, - B
axay_ay(ax> :@(yxy D=x1yyxtiny,
2z 9 [0z 9 1
- = — = —(x¥ — yfl Yy
dyox ax(ay> oy (¥ Inx) =y inx 4 17,
2



Zdtraznéme, Ze v piipad€ spojitych funkci se spojitymi parcidlnimi derivacemi se smiSené parcidlni derivace podle Sch-
warzovy véty rovnaji.
Vskutku:

0%z
oyox

0%z
oxady’

1
=y nx + xy; =y Tinx+¥x =y Tinx + 2V L=/t fyddnx =

Opét zbyva jednoduché vyé&isleni parcidlnich derivaci druhého fadu piimym dosazenim zadaného bodu [1, 1],

0%z 0%z 0%z 0%z

4

. . . 0°z 2 . 2
Priklad 7: Urcete parcidlni derivaci —=—— funkce z = 2x“e¥ + sin(xy~).

Reseni:

vvvvv

pak postupné dvakrat podle y.

(% = 4xe 4 cos(xy?) - y* = 4xe? +y” cos(xy?)
9%z ) . 2 2 4 2
52 = 4e¥ + y~(—sin(xy”) - y°) = 4e¥ — y* sin(xy”)
9%z y 3 . 2 4 2 Y 3 i 2 5 2
59y~ 4e¥ — [4y” sin(xy”) + y* cos(xy”) - x2y] = 4e¥ — 4y’ sin(xy”) — 2xy’ cos(xy”)
o4z y ) . 2 3 2 4 2 50 o 2
say = 4o’ — (1297 sin(xy?) + 4y cos(xy?) - x29] — [10x* cos(xy?) + 2x”(— sin(xy?) - x29)

= 4e¥ — 122 sin(xy?) — 8xy* cos(xy?) — 10xy* cos(xy?) + 4x%y° sin(xy?)
= 4e¥ — 12y% sin(xy?) — 18xy* cos(xy?) + 4x%y® sin(xy?)

Priklady k procviceni: Naleznéte parcidln{ derivace prvniho fadu:
a) z=x* 4y f) z = tan(In(xy))
b) z =sin(2x +y) X 5
Q) z= m v bodé [1, —1]
) z= (> +y(x+1)
0 Z:xy;:y h) 2= (x+y)y/1— x22 v bodé [1,0]

e) z= lﬂZ i) z = Inarctan
n(x —y?) y—x

v bodé [1, 2]

Priklady k procviceni: Naleznéte parcidlni derivace druhého fadu:

a) z = cot(x + 2y) ) z=xY e) z=1ye ¥ vbods [~1,1]
b) z = xelV 1) d) z = x*Iny v bodé [3,1]
84
Priklady k procviceni: Vypocitejte parcidlni derivaci 20y funkce z = In(2x + y).
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2.3 Diferencial

Definice: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) je vbodé A = [xg, o] diferencovatelnd, nebo mé v tomto bodé diferencial,
jestlize je mozné jeji piirdstek Az na okoli bodu A vyjadrit jako

Az = f(xo+h,yo+ k) — f(x0,y0) = Ah + Bk + pt(h, k),

kde A a B jsou konstanty, p = V'h? + k% a limy, 1, 10,0 T(h, k) = 0. Funkce z = f(x,y) se nazyva diferencovatelnd,
je-li diferencovatelnd v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Véta: Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelni v bodé A, pak v bodé A existuji parcidlni derivace prvniho fadu a plati

of of
A= 5 (A), B=31(A)

Poznamka: Cislo h predstavuje piirtistek na ose x, k je piirGstek na ose y a byvé zvykem tyto pfiristky znait h = dx
resp. k = dy. Pro pfirastek na ose z v bod€ A pfi zndmé hodnotné dx a dy pak dostdvame

o (4)

af( A)dx + 3y

A)dy + pt(dx,dy).
Definice: Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelnd, nazyva se vyraz

dz =df(x,y) = fdx—i—ajycdy

diferencidl funkce z = f(x,y).
Véta: Je-li funkce z = f(x,y) diferencovatelnd v bodé A, pak je v tomto bod€ spojita.
Véta: Jsou-li parcidlni derivace prvniho fddu funkce z = f(x,y) spojité v A, pak je funkce z = f(x,y) v bodé¢ A
diferencovatelnd (a tedy i spojitd).
Poznamka:
e Diferencidl funkce z = f(x,y)

_9f 9
R A

Diferencidl funkce z v bodé A = [xg, o]

2(4) = SH(A)- (= 30) + 5(4)- (4= 30).

Diferencidl funkce z v bodé A = [x¢, yo| pfi zndmych pfirtstcich dx, dy,

dz(A)(dx,dy) = %(A) dx + gj;(A) -dy € R

Diferencidl druhého Fadu funkce z = f(x,y)

0*f *f 0*f
2 2
dz—a dx? +Za aydxdy+ay2dy

Priblizny vypocet funkénich hodnot

f(x,y) = f(xo0,y0) +df(x0,y0)(dx, dy)

11



Geometricky vyznam diferencialu

vz .0

Diferencidl funkce z = f(x,y) v bodé A pfi zndmych pfirtstcich dx a dy je pfirGstek na te¢né roving ke grafu funkce f
v bodé A.

X = [x,y,z]

Af(A)(dxdy)

!
e |
3

|
|
7 | 7 |
PO B dy=y—yo y
/’/ : // /’/ : // y
VoL AN LA L
I ottt @¥--------- - - - N
/"SR‘ X0 JA = [x0,Y0] ! R
S S
7 | // | //
. | 4 | s
b‘ | // | //
\// \//
D A — o -@
X =[xyl

Priklad 8: Vypoditejte diferenciél funkce z = f(x,y) = /Xy vbod&é A = [2,1]. Urlete pfiblizn& hodnotu f(2,04;0,99).

Reseni:
Nejdiive ur¢ime parcidlni derivace prvniho fddu podle proménnych x a y,

of y of «x

x 23y 23y

Sestavime diferencial funkce z,
1

dz= Y x4 X gy —
BN N N

(ydx + xdy).

Dosadime do diferenciélu dz bod A,

dz(A) =dz(2,1) = (x=2)4+2(y—-1)) = \/TE(JH—Z]/ —4).

1
—(1
2\@(
Vsimnéme si, Ze diferencidl v bodé je linearni funkce dvou proménnych.

Pro pfiblizny vypocet funkénich hodnot pouZijeme vztah
f(x,y) = f(xo0,y0) +df (xo, y0) (dx, dy).
Uréime piirustky od bodu A = [2,1] k bodu [2,04;0,99],
dx=x—-x0=2,04—-2=0,04 dy=y—yp=09—-1=-0,01.

Vypoéteme funkéni hodnotu f(A) = f(2,1) = v/2 a uréime hodnotu diferencidlu dz(A)(dx, dy) pti znamych piirust-
cich,

1 1 1 2 V2
dz(A)(dx,dy) = dz(2,1)(0,04; —0,01) = —=(1-0,04—-2-0,01) = —0,02 = —— = —.
(A)( y) (2,1)( ) 2\/5( ) 2v2 2,/2100 200
Pfibliznd hodnota funkce f(2,04;0,99) pak bude
V2 1
£(2,04;,0,99) ~ f(A) +df(A)(dx,dy) = V2 + 200 = V2 (1+ 500 )

12



xX+y

Priklad 9: Vypocitejte diferencidl druhého fadu funkce z = f(x,y) = v

Reseni:
Nejdiive ur¢ime parcidlni derivace prvniho fiddu podle proménnych x a y,
of 1-(x—y—(x+y)-1_ -2
x (x —y)? (x —y)*’
of _1-(x—y—(x+y)- (=) _  2x
9y (x —y)? (x —y)?

Urcime parcidlni derivace druhého radu

2
% N % <3§) N aax<—2y<x ) = (D))=

azf_i
oxdy  dy

- a< —2y ) —2(x—y)* = (=2)2(x —y) - (1) _ “2(x+y)
(x—y)* (x—y)*”’

(3)
0% f _8<8f) d ( 2x > 20x—y)>—2x-2(x—y)-1  —2(x+y)
(&)

dyox  dx \dy) ox \(x—y)? (x —y)* (x—y)?’
?f 9 [of 5 _3 4x
_— = — — = — = — — —]_ =
57 = oy (oy) = 3y Xm0 = 22—y () = T
Sestavime diferencidl druhého fadu
4y Xty 4x 2 4 2 2
A’z = —7dx* —4 dxdy + dy? = dx® — (x +y)dxdy + 4xdy?).
e A e A e S
Priklady k procviceni: Vypocitejte diferencial funkce:
_ 2, .2 (3 _ Y <
a) z = tan(x” +y°) ¢) z=(x"+y’)sin(xy) €) z = arcsin g v bodé [1,1]
VX
b 2= e 2y) d) z =e"¥ 4y bods [—1,2]

Priklady k procviceni: Ur&ete pfiblizn€ hodnotu funkce z = /Xy v bodé [2,08;1,99].

Priklady k procviceni: Vypocitejte diferencial druhého fadu funkce:

Xy

a) z =
xX+y

b) z = sin(5x + 2y)
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2.4 Tecna rovina

Véta: Necht je funkce z = f(x,y) diferencovatelnd v bodé A = [x, yo]. Pak v bodé A = [x0,y0,20 = f(x0,Y0)]
existuje te¢nd rovina ke grafu funkce z = f(x, y) ur€end rovnici

riz—z0= LA —x0)+ LAy -w).

Pfimka 7 kolma k te¢né roviné prochézejici bodem A se nazyvéa normala grafu funkce z = f(x,y). Jeji smérovy vektor

je kolinedrni s normélovym vektorem roviny, 5, = 71 = (% (A), % (A), —1) .

Véta: Normala ke grafu funkce z = f(x,y) v bodé A je uréena parametrickymi rovnicemi

of

n:x:xo—ka(A)t,
_ of
y—yo+@(A)t, teR
z=12z9—1t

Véta: Necht' je funkce z = f(x,y) na okoli bodu A € Dy alespoii (m + 1)-krét spojité diferencovatelnd. Pak v bodé
X € O(A) plati

f(X) = f(A) + dfl(!A) + dzfz(!A) ot L{n(!A) + Ry, kde

_ A" f(A+ k(X - A))

R
" (m+1)!

, k€ (0,1).

Definice: Vyraz z predchozi véty nazyvame Taylorovym rozvojem funkce f na okolf bodu A. Hodnota R, se nazyva
Lagrangetiv zbytek Taylorova rozvoje. Polynom

2 m
Tm(X):f(z‘1)+dfl(,A)erj;(!A)Jr---jL%(!m

se nazyva Tayloriiv polynom mi-tého fadu funkce f v bodé A. Je-li A = [0, 0], hovofime o MacLaurionovu polynomu.
Priklad 10: Naleznéte te¢nou rovinu a normélu ke grafu funkce z = f(x,y) = V2x — /3y —x vbodé A = [2,3,7?].

Resent:
Bod A je bod dotyku, xg = 2, yo = 3, uréime jeho z-ovou slozku, zg = f(xo,y9) = f(2,3) = —3.

Vypoditime parcidlni derivace prvniho fadu funkce f v bodé¢ A = [2,3],

O VA1 o VAl

ox 2 x o9y 2y
a tyto funkce dvou proménnych vy&islime na bodé A = [2,3],

Say=—y T2

ox 2" oy 2

Sestavime rovnici tecné roviny
1 1
T:z43=—(x—2)—=(y—3),
S(x=2) = 2(y-3)
rovnici pfevedeme na obecny tvar

T:x+y+2z+1=0.

Pro parametrické rovnice normaly dostdvame

1
=2——t
X 2

n: —3—1t teR
Doy = St
z=-3—1t
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Piiklad 11: Naleznéte Tayloriv polynom druhého fadu funkce z = f(x,y) = 2x> — xy +3y*> + x — y + 1 v bod&
A=11,1].

Resenti:
Uréime hodnoty f(A), df(A) ad?f(A). Poté dosadime do formule pro Tayloriv polynom druhého fidu.
Bod A = [XO,]/()} = [1, 1].

f(A) =5
df(A) = (4x —y+Dpyx =1+ (—x+6y = D[y —1) =4(x —1) +4(y —1) =4x + 4y -8
Pf(A) = 4| (x = 1) +2- (=D (x =Dy — 1) + 6|1 1 (y — 1)
= 4x% — 8x +4 — 2xy +2x + 2y — 2+ 6y* — 12y + 6 = 4x> — 2xy + 6> — 6x — 10y + 8
4x +4y—8  4x? —2xy +6y* —6x — 10y + 8
1! + 2!
=5+4x+4y —842x% —xy+3y> —3x —5y+4=2x> —xy+ 32+ x—y+1

To(A) = 5+

Priklady k procviceni:
a) Naleznéte te¢nou rovinu T a normalu 1 ke grafu funkce z = In(x? — 3y) vbodé A = [2,1,7].

b) Naleznéte te¢nou rovinu T a normdlu 7 ke grafu funkce z = y/x2 + xy + 1 v bodé A = [0,4, ?].
¢) Naleznéte TaylorGv polynom druhého fadu funkce z = 3x2y + 4xy? + x> v bodé A = [2, —1].

1
d) Naleznéte Taylortiv polynom druhého fadu funkce z = In po vbod& A =[-2,-3].

2.5 Implicitni funkce a jeji derivace
Definice: Bud’ z = F(x,y) funkce dvou proménnych. Uvazujme kfivku
M = {[x,y] € Dp|F(x,y) = 0}.

Necht A = [xg,y0] € M je bod, O5(A) C R? je deltové okoli bodu A, 6 > 0. Jestlize je rovnici F(x,y) = 0 na
intervalu (xg — 6, xp + ) urena funkce y = f(x) takovd, Ze plati

F(x,f(x)) =0 Vxe€ (xg—06,x0+9),

pak fikdme, Ze funkce f je na okoli bodu A definovana implicitné rovnici F(x,y) = 0.

y
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Na obrazku je kruznice se stfedem v pocatku a polomérem 1,
Py -1=0=1¥*=1-x>= |y = V1—-x2, x € (-1,1).

Na intervalu (—1,1) jsou rovnici uréeny dvé& implicitni funkce, ¥ = v/1 — x2 (horni pilkruznice) a y = —v/1 — x2
(spodni pilkruZnice). V bodech [1,0] a [—1,0] implicitni funkce neexistuje, kazdé okoli t&chto bodi obsahuje body jak
horni, tak spodni palkruZnice.

Poznamka: Ne ke kazdé rovnici F(x,y) = 0 existuje jedind implicitni funkce.

Véta: Necht' je funkce z = F(x,y) je spojitd na okoli bodu A = [xg,y0] a F(A) = 0. Necht F md v A spojitou

) d
parcidlni derivaci a]yc(A) a plati a]yc(A) # 0. Pak existuje okoli bodu A, na kterém je rovnici F(x,y) = 0 definovdna
jedind spojitd implicitni funkce y = f(x).

Poznamka: Podminka na nenulovost parcidlni derivace funkce F je pouze podminkou postacujici pro existenci implicitn{
funkce. Z rovnice > — x = 0 plyne F(x,y) = y*> — x a v bodé [0, 0] plati 3—5 (0,0) = 3y?| 0,0) = 0. Pfesto na okoli bodu

[0, 0] existuje jedind implicitni funkce y = /x.

Derivace implicitni funkce

Véta: Necht’ jsou splnény predpoklady pfedchozi véty. Necht' existuji spojité parcidlni derivace funkce F. Pak md im-
plicitni funkce f, kter4 je na okoli bodu A déna rovnici F(x,y) = 0, derivaci f’ v bodé& x a plat

oF )

2
fx0) = —g5—.

oF
ay Y

Véta: Telna f resp. normdla n k implicitni funkei y = f(x) dané rovnici F(x,y) = 0 v bodé A je uréena rovnici

t S A =30 + 5 (A=) =0,
e O (A (x— x0) — S (A)(y — y0) = .

"y

Piiklad 12: Obéma zplisoby naleznéte derivaci implicitni funkce dané rovnici x> + y + y? — 2xy = 3 v bodé
A=11,-1].

Reseni:
V nasem ptipadé plati
F(x,y) = x> +y+y* —2xy — 3.

Uréime parcidlni derivace

oF _, oF
5—39( -2y, ®—1+Zy 2x.

Jedna se o spojité funkce, navic
oF
%y
Derivace implicitni funkce tedy existuje a je jedind. Dosadime do formule pro derivaci implicitni funkce v bodé
A = [xo,y0] = [1,—1],

(A) =1 + 2]/ — ZX|A:[1,_1] = -3 7& 0.

3x? — 2yj1,—1) R 5

TT1+2y-2xy g -3 3

fa)=

Druhy zpisob spoliva v pfedpokladu, Ze v rovnici F(x,y) = 0 budeme pfedpokladat zavislost y = y(x). Tzn., Ze v této
rovnici zustdva pouze jedind nezdvisld proménnd, a to x. Rovnici poté derivujeme podle x, zvI4st' pravou i levou stranu
rovnice,

%(x3+y+y2—2xy—3:0) = 3x% +y +2yy’ — 2y — 2xy’ = 0.
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Z rovnice vyjadifme v’

—3x2+2y 3x2—2y
! ! ! 2 / 2 !
v +2yy —2xy' = -3x"+2y = y'(1+2y —2x) = —3x —|—2y:>y—1 ) =77 " .

Kde se v rovnici po derivaci vzalo y'? Musime si uvédomit, Ze y zdvisi na x, y = y(x). Nevime ale, jak konkrétné ta
z4vislost vypada. Derivujeme tedy pouze formdlné, tj. nad y napiSeme Carku. Funkci yz musime ovSem derivovat jako
sloZenou funkci, mdme néjakou y zdvislost na x, na kterou plisobi druhd mocnina. Derivujeme nejdifve vnéjsi slozku
(druhou mocninu) v tom samém bodé€ (v i) a poté ndsobime derivaci vnitini funkce, derivaci y podle x, coZ je formdlné

y'. Vyraz 2xy musime derivovat jako soucin dvou funkei proménné x.

Priklad 13: Naleznéte te¢nu a normdlu k implicitni funkci y = f(x) dané rovnici e = x + 2y v bodé A = [1,0].

Reseni:
V naSem piipad¢ je funkce F ddna
F(x,y) =e¥Y —x—2y.

Ur¢ime parcidlni derivace funkce F v bodé A = [xg,y0] = [1,0],
oF
a(A) =ye" — 1\[1,0] =-1
oF

@(A) == xexy - 2‘[1,0] = _1

Sestavime rovnici tecny t ke grafu implicitni funkce,

t:—(x—1)—y=0=>y=—x+1.

Sestavime rovnici normdly 7 ke grafu implicitni funkce,

n:—(x—-1)4+y=0=>y=x-1

Priklady k procviceni:
a) Obéma zpiisoby naleznéte derivaci implicitni funkce dané rovnici x? + y* + y® — xy = 3.
b) Obéma zpiisoby naleznéte derivaci implicitni funkce dané rovnici cot(3y) = xzy.

c¢) Obéma zpisoby naleznéte derivaci implicitn{ funkce dané rovnici 2% — 3**Y = 4 v bod& A = [1,2].

d) Nalezndte teénu a normdlu k implicitni funkci y = £(x) dané rovnici ~2 = 2 v bods A = [3,1].

e) Naleznéte te¢nu a normdlu k implicitni funkci y = f(x) dané rovnici 3¥¥ = yIn3+ xIn3 vbodé A = [—1, —1].
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Kapitola 3

Extrémy funkci dvou proménnych

3.1 Lokalni extrémy

Definice: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) md v bod€ A € Dy lokdlni maximum, jestliZe existuje okoli O(A) C Dy
bodu A takové, ze VX € O(A) plati f(X) < f(A). Plati-li f(X) > f(A), hovofime o lokdlnim minimu v bodé A.
V ptipadé ostrych nerovnosti hovofime o ostrém lokdlnim maximu resp. minimu.

Definice: Rekneme, 7e bod A € D ¢ je stacionarnim bodem funkce f, jestlize

f cav—o 9 a_
g(A) =0, @(A) =0.
Fermatova véta - nutna podminka existence extrému

Véta: Necht' md funkce f v bodé A lokdlni extrém a necht’ v A existuji v§echny parcidlni derivace prvniho fadu. Pak je
bod A staciondrnim bodem funkce f.

Poznamka:

e Fermatova véta nevyluCuje moZnost existence extrému v bodg, ktery neni staciondrnim bodem funkce f, protoze
néktera z parcidlnich derivaci neexistuje.

e Podminka pro staciondrni body je ekvivalentni s podminkou d f (A) = 0, plati-li ov§em, ze df (A) # 0, pak lokdlni
extrém v A neexistuje.

Véta: Necht® existuji alespon spojité parcidlni derivace druhého fadu funkce f ve stacionarnim bodé A, pak plati-li

e d’f(A) <0, funkce f ma v bodé A ostré lokdlni maximum,

e d’f(A) > 0, funkce f ma v bodé A ostré lokalni minimum.

Postacujici podminka pro existenci extrému

Véta: Necht je funkce f na okoli bodu A dvakrdt spojité diferencovatelnd. Necht' A je staciondrni bod. Jestlize

2 2 2 2
D= Ll - (54 @) >0

pak md funkce f v A ostry lokdln{ extrém. Plati-li navic

92
oD = a—]zc(A) < 0, funkce f md v bodé A ostré lokalni maximum,
X
*f o e
eD; = ﬁ(A) > 0, funkce f md v bodé A ostré lokalni minimum.

Poznamka: Jestlize D, = 0, nelze o existenci lokdlntho extrému rozhodnout. Toto 1ze v nékterych piipadech vyfesit
provéfenim lokdlniho chovéni funkce f na okolf bodu A.
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Priklad 14: Naleznéte lokdln{ extrémy funkce z = eV (2y% + x2).

ReSeni:

Defini¢nim oborem funkce z je mnozina R?. Uréime parcidlni derivace prvniho fadu a sestavime rovnice pro staciondrni
body,

d

% — eV (22x0) (22 +x2) +e VW ox = —2xe V(22 +x2—1) =0,

d

E)ch = e_"z_yz(—Zy)(Zy2 +2) + e_xz_y24y = —Zye_xz_yz(Zyz +x%—2) =0.

Exponencialn{ funkce e~ 2y je kladn4, tedy nikdy nemiZe nabyt nulové hodnoty a lze ji z rovnic pro staciondrni body
vykratit. Rovnice pfejdou na tvar

X
x(2y* +x* —1) =0,

y(2y* +x* —2) = 0.

Predpoklddejme nejdiive, ze x = 0. Ze druhé rovnice y(2y*> — 2) = 0 dostaneme fefeni y = 0 a y = +1. Obdr#ime tfi
rizné staciondrni body, A1 = [0,0], A, = [0,1] a A3 = [0, —1].

Ve druhé rovnici pfedpoklddejme, Ze y = 0. Z prvni rovnice x(x% — 1) = 0 dostaneme feSeni x = 0 ax = =£1.
Bod [0, 0] jiz mdme vypocitany, piibyly dalsi dva nové staciondrni body, bod A4 = [1,0] a A5 = [—1,0].

Pokud x # 01y # 0, feS§ime ndsledujici soustavu rovnic,
2y2 +x2-1=0,
2y2 4 %% —2=0.
Pokud obé rovnice od sebe odecteme, dostaneme rovnici 1 = 0, ale 1 se nikdy 0 nerovnd. Soustava nema Zadné feseni.
Ur¢ili jsme celkem pét stacionarnich bodu:
A1 =1[0,0], Ay=1[0,1], A3=10,-1], Ays=11,0], As=[-1,0].

Uréime matici druhych parcidlnich derivaci a vyhodnotime ji na jednotlivych stacionarnich bodech A;,i = 1,2,3,4,5,

2_.2

Q — ((_2 + 4x2)(2y2 + x2 - 1) - 4x2)e_x -y 4xye_x2_]/2 (2y2 + x2 _ 3)
dxye " (2 + 2% =3) (—2+42) (22 + 32 —2) —8y2)e V" )/

_2 _2 _4 _4
Q(A) = (3 Z) ,Q(Ay) = ( Oe _08> ,Q(A3) = ( Oe _08> ,Q(Ay) = ( Oe 2) ,Q(As5) = ( Oe 0).

V nasledujici tabulce uvadime souhrnny piehled klasifikace extrémii v jednotlivych bodech:

o IN

Staciondrni bod A; Dy D,  extrém o hodnoté z = f(A;)
A1 =10,0] 2>0 8 >0 ostré lokdlni minimum z = 0
Ay =10,1] -2<0 }3—? >0 ostré lokdln{ minimum z = 2
Az =10,—1] —2<0 2>0 ostréloklni minimum z = 2
e e
Ay =1[1,0] —% <0 —e% < 0 extrém neexistuje
As = [-1,0] —2<0 —% <0 extrém neexistuje
0.8
0.8 0.7
0.7 0.6
0.6 0.5
0.5 0.4
0.4 0.3
0.3 0.2
0.2 0.1
0.1 0
0
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Priklad 15: Naleznéte lokdlni extrémy funkce z = f(x,y) = sinx +cosy + cos(x —y),0 < x,y < Z.

Reseni:

Ur¢ime parcidlni derivace prvniho fddu a sestavime rovnice pro staciondrni body,
of of
= =cosx —sin(x —y) =0, =— = —siny+sin(x—y) =0.
Py (r=y)=0, 5, y +sin(x —y)

Ze druhé rovnice dostavame
sin(x —y) = siny.

ProtoZe jak x, tak y patii do intervalu (0, 7 ), bude rozdil x — y patfit do intervalu (—7, 7). Nicméné funkce sinus je jak
na intervalu (0, 7 ), tak i na intervalu (—7, 7) prosta, to ale znamend, Ze existuje funkce inverzni, arkussinus, kterou Ize
aplikovat na druhou rovnici,

arcsin(sin(x — y) = siny) = arcsin(sin(x — y)) = arcsin(siny) = x—y=y =y = =.

N =

Tuto rovnici dosadime do prvni rovnice,

cosx—sin(x—y):O:>cosx—sin(x—x) =0:>cosx—sing:O.

2

2 x 2 x 2

" . C . . x .
VyuZijeme goniometrické identity cos x = cos” 5 —sin” 5 acos” 5 = 1 — sin

X L X X Lo X L X .X .2 X . X
2° _gin?Z —sinz =0=1—sin’= —sin?= —sin= =0 = 2sin’ = +sin= — 1 =0.

oS 3 2 2 2 2 2 2 2

. L. .X
Pouzijeme substituci sin 5= t,

1
25in2§—|—s'm;—l:0:>2t2—|—t—1:0:>t1:z,t2:—1.

Vzhledem k omezeni x na interval (0, 7 ) zdporné feSeni neuvaZujeme,

ox 1 x . 1 T T
smE—E:k—z,smk—i:k—g:x—g

Ur¢ime matici druhych parcialnich derivaci a vyhodnotime ji na bodé A,

—sinx —cos(x —y)|a cos(x —y)|a ) B (— 3 \/73 >
cos(x—y)la  —cosy—cos(x—)la)  \ B —v3)

=>y= % => staciondrni bod A = [g, %} .

[eN)

-

Uréime determinanty Dy a D5,

9

Dy =-V3, D,= T

ProtoZe Dy > 0, vbodé A = [5, %] extrém existuje. ProtoZe D; < 0, md funkce z = f(x,y) = sinx + cosy +
Tt
§/

3v3
e,

cos(x —y) vbode A = [%, Z] ostré lokdlni maximum z =
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Priklady k procviceni: Naleznéte lokdln{ extrémy funkce:

a) z=x%+6x+3y* — 12y + 11 o) z=x>—xy+3x+y+3
b) z=3xy—x+2y d) z= (¥ +4x)y + v~

3.2 Vazané extrémy

Definice: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) md v bodé A = [xp,yo] lokdlni extrém vizany podminkou g(x,y) = 0,
jestlize VX € O(A) C Dy, které vyhovuji uvedené podmince. Plati

e f(X) < f(A), funkce f mé v bodé A vazané lokdlni maximum,
o f(X) > f(A), funkce f md v bodé A vazané lokdlni minimum.

Geometricky vyznam vazanych extrému

Viézany extrém miZe nastat pouze v bodech z defini¢niho oboru funkce f, které lezi na kiivee g(x,y) = 0. Témto
bodim odpovidaji body na plose z = f(x,y), které tvofi prostorovou kfivku , priise¢nici plochy s vélcovou plochou
g(x,y) = 0. Z geometrického hlediska se jednd o lokdlni extrémy prostorové kiivky.

z

R——————————— ===

Lagrangeova metoda
Véta: Bud’ ddna funkce z = f(x,y) a podminka g(x,y) = 0. Jestlize m4 funkce
®(x,y,A) = floy) +Ag(xy), AER

ve svém staciondrnim bod¢ lokdlni extrém, md i funkce f v tomto bodé lokdlni extrém vdzany podminkou g(x,y) = 0.

Poznamka:

e Funkce @ se nazyva Lagrangeova funkce, ¢islo A Lagrangetv multiplikdtor.

e Staciondarni body uréime jako feSeni soustavy linedrnich rovnic,
o0d 0d
— =0 =—=0, ,y) = 0.
P 3y 8(xy)

e Pokud lze jednoznacné z rovnice vyjadiit y = ¢(x) resp. x = P(y), pak vazané lokdlni extrémy hleddme jako
lokdlni extrémy funkce z = f(x, @(x)) resp. z = f (¢ (y),v).
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Priklad 16: Naleznéte vazané extrémy funkce z = f(x,y) = \/4x + y? + 5 vzhledem k podmince 2x —3 —y = 0.

Reseni:
Urcime nejdfive defini¢ni obor funkce z, funkce z bude existovat, pokud bude vyraz pod odmocninou nezdporny, tj.
1 5
dx+1*P+5>0= x> _Zyz_l

Z rovnice vazby 2x — 3 — y = 0 lze jednoznacné vyjadiit jak y, tak x. Vyjddiime y,
y=2x—3.

Dosadime vazbu do predpisu funkce z,

z= \/4x+(2x—3)2+5: Vax +4x2 —12x +9+5 = /4x2 — 8x + 14,

dostaneme funkci jedné proménné z = z(x, ¢(x)) (proménné x) a snadno se presvédéime, Zze D, = R. Uréime prvni
derivaci, poté ji poloZime rovnu nule a dostaneme rovnici pro staciondrni body této funkce,
,  dz 8x —8 4x — 4

== - =0=4x—-4=0=x=1.
dx  2v/4x2 —8x+14 4x2—8x+14

Defini¢nim oborem prvni derivace je D, = IR. Na intervalu (—oo,1) je prvni derivace z’ < 0, funkce z je na tomto
intervalu klesajici. Na intervalu (1, 00) je prvni derivace z’ > 0, tzn. funkce z je na tomto intervalu rostouci. Ve stacionar-
nim bod€ x = 1 se méni znaménko prvni derivace z — na + coz znamend, Ze v bodé x = 1 ma funkce z lokaln{ minimum.

vy

Dosadime bod x = 1 do rovnice vazby, dostdvdime y = —1. Snadno ovéiime, Ze bod A patii do defini¢niho oboru

funkce z = /4x + y? + 5, viz. obrazek vpravo.
Funkce z = \/4x + y? + 5 md v bodé¢ A = [1, —1] vdzané lokdln{ minimum z = f(1, —1) = /10.

Zcela analogicky budeme postupovat v piipadé, kdy 1ze z rovnice vazby vyjadrfit jednoznacné x.

Piiklad 17: Naleznéte vizané extrémy funkce z = f(x,y) = —8x + 6y — 5 vzhledem k podmince x? + > = 100.

Reseni:
Sestavime Lagrangeovu funkei pro funkei f(x) = —8x + 6y — 5 a g(x,y) = x* + y* — 100,
@(x,y,A) = —8x+ 6y — 5+ A(x* + y* — 100).

Vypocitdme parcidlni derivace prvniho faddu funkce P, které poloZime rovny nule. Ziskdme tak rovnice pro staciondrni
body funkce P,

0o o0d
= 8420 =0, Z— =6+21y=0,
ox ay
ke kterym priddme rovnici vazby, fesime nésledujici soustavu rovnic
4 3
—8+2Ax =0 = x:X 6+2/\y:0 = y:_X
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dosadime do rovnice vazby za x a y,

4\? 3\? 16 9 1 1
2 2 _ = _> _ — 2 _ 2 _ = — 4+
x—|—y—100é<)\> +( /\) —100é/\2+)\2—100:>100)x —25é/\—4é)\1,2—i2.

Dopo¢itdme staciondrni body A = [x, y] dosazenim A,

1 1
A= 3 = A1 =1[8,-6], A= 5 = Ay = [-8,6].

Sestavime matici parcidlnich derivaci druhého fadu a vyhodnotime ji na stacionarnich bodech,

A

_ | 9x2  oxoy | _ 240 (10 (-1 0
Q = aZf azi - (0 2)\> ’ Q(Al) - (0 1) ’ Q(AZ) - ( 0 _1> :
dyox  Jy?

V bodé A; = [8,—6] je D1 > 0, D, > 0. Funkce z = f(x,y) md v bodé¢ A; = [8, —6] vdzané lokédlni minimum
z = —105. Vbodé¢ Ay = [—8,6] je D1 < 0, D, > 0. Funkce z = f(x,y) méd v bodé¢ Ay = [—8,6] vazané lokdln{
maximum z = 95.

Priklady k procviceni: Naleznéte vazané extrémy funkce z = f(x,y) vzhledem k zadané podmince g(x,y) = 0:

1
a) z=4x+2y+1, y:x2+x+1 by z=12x+y—3, y=—x>+3.

Priklady k procviceni: Naleznéte vdzané extrémy funkce z = 4x + 3y — 4 vzhledem k zadané podmince
(xr—1)2+(y-22=1.

3.3 Globalni extrémy

Definice: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) ma v bod& A = [xg, o] globdlni extrém na uzavieném defini¢nim oboru D fs
jestlize VX € Dy plati
(A), funkce f md v bodé A globdlni maximum,

o f(X)<f
> f(A), funkce f ma v bodé A globdlni minimum.

* f(X)
Poznamka:

e V piipadé ostrych nerovnosti hovofime o ostrych globdlnich extrémech.

e MnoZina Dy se nazyvé uzaviend, jestlize obsahuje vSechny své hrani¢nf body. Hrani¢nim bodem mnoZiny Dy
je takovy bod, jehoZ kazdé okoli obsahuje body X takové, Ze X € Dy a soucasné obsahuje body Y takové, Ze
Y & Dy.

e Narozdil od lokdlnich extrémi, které hleddme na okolich bodu, hleddme globdln{ extrémy na celém Dy.

Postup urcovéni globalnich extrému
e ur¢ime definiéni obor D funkce z = f(x, y),
e nalezneme lokdlni extrémy této funkce na mnoziné D £,z které vylou¢ime hranici g(x, y) =0,
e uréime vézané extrémy této funkce vzhledem k podmince g(x,y) = 0,

e porovname funkéni hodnoty vSech extrémd, bod s nejvétsi funkéni hodnotou bude globdlnim maximem, bod
s nejmensi funkéni hodnotou bude globalnim minimem.

23



Piiklad 18: Naleznéte globdlni extrémy funkce z = f(x,y) = x> — y na &tverci s vrcholy [1,1], [3,1], [3,3], [1,3].

Reseni:
Defini¢nim oborem funkce z je Ctverec.

SR T WS S SRS B
A§ 3 B
1 o 1 2 3 1
,,,,, PO NSO ST R O
Uréime lokdlni extrémy funkce z,
d o)
%Z =0, Z.1=0
ox oy

Je ziejmé, Ze druhd rovnice nemd feseni, lokdlni extrémy neexistuji. Uréime rovnice hrani¢nich kfivek, tyto rovnice
reprezentuji rovnice vazeb,

AB:y=1,x€(1,3), BC:x=3,y€(1,3), CD:y=3,x€(1,3), DA:x=1,y€(1,3).
Jednotlivé rovnice vazeb dosadime do funkce z a nalezneme piipadné vazané extrémy,
AB:z=x*-1=7 =2x=0=x=0= 0 ¢ (1,3) = extrém neexistuje,
BC:z=9—y =z = —1=0 = rovnice nem4 feSeni = extrém neexistuje,

CD:z=x>-3=7 =2x=0=x=0=0 ¢ (1,3) = extrém neexistuje,

DA:z=1-y =z = —1=0 = rovnice nem4 feSeni = extrém neexistuje.
Zbyva porovnat funkéni hodnoty ve vrcholech Ctverce,
f(A) =0, f(B) =8, f(C) =6, f(D) = =2= f(D) < f(A) < f(C) < f(B).

Funkce z ma v bodé D globalni minimum o hodnoté z = —2, v bodé¢ B ma globdlni maximum o hodnoté z = 8.

Priklady k procviceni:
a) Naleznéte globdln{ extrémy funkce z = x? — y na &tverci s vrcholy v bodech [1,1], [3,1], [1,3] a [3,3].
b) Naleznéte globélni extrémy funkce z = x> + y? na trojthelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [2,0] a [0, 1]

¢) Naleznéte globalni extrémy funkce z = —x? — yz + 2y na kruhu x% + yz < 16.
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