Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly
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2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

Cile
Seznamite se s pouZitim substitu¢ni metody pii vypoctu urcitych integralti. Zakladni typy
integrall, které lze touto metodou vypocitat, jsou podobné jako pfi vypoctu neurcitych

integralt v kap. 1.4.

Predpokladané znalosti

Predpokladame, ze znate princip substitu¢ni metody a vite, pro které typy integrald je tato
metoda vhodna. Piedpoklada se znalost pojmu urcity integral a dovednost pocitat urcité

integraly pomoci Newtonovy — Leibnizovy formule.

Vyklad

Jak jiz bylo uvedeno v predchézejici kapitole, mizeme piti vypoctu urCitych integrala ze

vvvvvv

e (Oddélime fazi nalezeni primitivni funkce od faze vypoctu urcitého integralu. Nejprve si
nevSimadme mezi a pocitame pouze neurCity integral. Po vypocitani vybereme jednu
z nalezenych primitivnich funkci (obvykle volime integracni konstantu C =0) a podle

Newtonovy — Leibnizovy formule dosadime horni a dolni mez.

e Neoddélujeme fazi vypoctu primitivni funkce od vypoctu urCitého integralu.
U substitucni metody kromé zavedeni spravné substituce jest¢ ur¢ime nové meze a jiz se
nemusime vracet k ptivodni proménné.

Prvni zpiisob nebude Ctenaii patrné délat problémy. Proto se v dalsim zaméfime na
druhou moznost vypoctu, kterd je kratS$i a elegantnéjs$i. Vzorce pro integraci substitu¢ni

metodou v uréitém integralu pfipominaji vztahy uvedené ve vétach 1.4.1 a 1.4.2.

o=

Véta 2.4.1. (Integrovani substitu¢ni metodou ¢(x)=u)
Necht’ funkce f(u) je spojita na intervalu < «, f >. Necht' funkce u = ¢(x) ma spojitou
derivaci ¢'(x) na intervalu < a,b > anecht pro kazdé x e<a,b > plati a <p(x)< 3,
a=¢(a), f=¢() (tedy funkce ¢ zobrazuje interval < a,b > nainterval <, f>).

Potom plati
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

NV
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Diikaz:
Z predpoklada véty vyplyva, ze existuji integraly na levé i pravé strané tvrzeni véty 2.4.1.
Z toho plyne, Ze existuje primitivni funkce F(u) k funkci f(#) na intervalu <ea, f >.
Podle véty 1.4.1 je funkce F(¢(x)) primitivni funkce k funkci f'(¢(x))¢'(x). Proto podle

Newtonovy — Leibnizovy formule (véta 2.2.1) plati

b B
[ f(p()¢' (x)dx = F(p(b)) - F(p()) = F(B)~ F(@) = [ f(u)du.

Poznamky

1. Pri vypoctu urcitého integralu zavedeme vhodnou substituci u = @(x) a vypocteme
diferencial du = @'(x)dx jako u neurcitého integralu. Navic musime jeSté urcit nové meze.
,Staré* meze a, b jsou pro puvodni proménnou x. ,,Nova“ proménnd u bude mit meze
a=g(a), B=o(b).

2. Vrresenych prikladech vyznacime zménu mezi takto: av> ¢(a) (staré dolni mezi a

odpovida nova dolni mez ¢(a)), resp. b+ @(b) (staré horni mezi b odpovida nova horni
mez @(b)).

3. V konkrétnim pripadé se mize stat, ze p(a)> @(b) (nova dolni mez je vétsi nez mez horni).
Podle definice 2.2.1 muzeme meze zamenit a znaménko integralu se zmeéni na opacné. Pokud
dostaneme @(a) = @(b), je podle poznamky k definici 2.2.1 integral roven nule a nemusime

dale pocitat.

Resené ulohy

2
Priklad 2.4.1. Vypoctéte integral I 3xV5+x2dx.
0

ReSeni:
a) Bylo by mozno nejprve vypocitat neurcity integral (nalézt primitivni funkci) jako

v ptikladu 1.4.4.

substituce: 3 3
3 D 3 3u2 5
2 _ 2 _ 2 _ 2 _u= _ _
J-3x S5+x“dx=|5+x"=u —2.[2x 5+x dx—zjx/;du—z 3 +C=u++C
2xdx =du 5
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

3
= (5+x2) +C.

3
Pouzijeme primitivni funkci pro C=0 (jin¢ C se stejn¢ odecte): F(x)= (5+x2) a

z Newtonovy — Leibnizovy véty dostavame:

f3x s+xlde=[F(0)]; =M5+x2)3 T =\/(5+22)3 —\/(5+02)3 —27-55.

b) Praktictéjsi je pocitat podle véty 2.4.1 (pfi substituci ur¢it nové meze). Pouzijeme

2

substituci S+x>=u. Nova dolni mez bude u=5+0>=5 a novd horni mez je

u=5+22=9. Cely vypocet bude vypadat takto:

substituce: 370 9
2 2 2 9 5 3
j3x 5+x2dx:§j2x 5+x2dx:5+x U ZEJ‘\/;a’u:3 Ll R N
0 20 2xdx = du 25 2| 3 5

05, 29 2 s
33
92 52 =27-5/5.

elnzx
Piiklad 2.4.2. Vypodtéte integral j dx .
X

1

Reseni:
Pouzijeme substituci Inx =u. Funkce ¢(x)=Inx je spojitd na intervalu <1,e > a ma na

ném spojitou derivaci. Pro x e<1l,e> bude 0<Inx<1.

substituce:
Inx=u 1 1
e, 2 3
Iln X dx = 1 =Iu2du: L :l_
X —dx=du 3 3
10, e—1

Poznamka
Pri vypoctu musime davat pozor, zda jsou splnény podminky vety 2.4.1. U neurcitych
integralu se muzZeme po vypoctu dodatecné derivovanim presvédcit, zda jsme postupovali

spravne. U urcitych integralil tuto moznost zkousky nemame.
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T
Priklad 2.4.3. Vypoctéte integrdl | ———-—d.

- 2
Spo+sinTx

ReSeni:
Pouzijeme substituci sin x =u . Pro novou dolni mez dostaneme sin(—z)=0 a pro horni

mez vyjde sinz =0. Podle poznamky k definici 2.2.1 bude vypocet integralu kratky:

substituce:
T cosx sinx=u 9
S, 5+sin"x cos xdx = du 0>+tu

—7+—0, 70
z
4
Priklad 2.4.4. Vypoctéte integral j tg3 X dx.
0
Reseni:
Provedeme jednoduchou upravu, abychom nalezli vhodnou substituci:

E i ”
4 4 .3 4 2 N

sin” x 1—cos” x)sinx
J-tg3xdx:_[ 3 dx:I( 3) dx .
0 o COs™ x 0 cos” x

Je ziejmé, Ze vhodna substituce je cosx =u, nebot’ —sin xdx = du . Pro novou dolni mez

vyjde cos0=1 a pro horni mez dostaneme cos— = > takZe nova dolni mez je vEtsi nez

nova horni mez. Podle definice 2.2.1 obratime meze a zménime znaménko integralu:

) substituce: NG

4 _ cosx=1u 2 2 I 2 1

J'(l cos 3x)smxdx= —sinxdx=du |=— J. 1 1; du = J. : ;[ = '[ (%_l}h‘ i

0 coS™ X 1 ! \/5 ! \/E ' u
0ot Zos % 2 B

1
—L—ln|u| =—l—lnl+L+ln£=—l+1+lln2—ln2=l(1—ln2).
2u? V22 22 2 2 2
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

Vyklad

Vétu 2.4.1. mizeme pouzit 1 vopatném sméru (zprava doleva). V béznych ulohach
nebyva integracni proménnou u, ale obvykle béZné pouZivdme proménnou x, coZ je jen jiné
pismenko ve vztazich. To odpovida substituci typu x = ¢(¢) v neurcitém integralu, ktera je

popsana ve véte 1.4.2. V urcitém integralu budeme muset po uvedené substituci zménit meze.

V tomto ptipadé vlastné zndme hodnoty ¢(a) a ¢(b). Musime nalézt hodnoty « a b, aby byly
splnény ptredpoklady véty 2.4.1. V praxi obvykle byva funkce x =¢(¢) takova, Ze lze zvolit
interval < a,b > tak, aby na ném byla funkce ¢(¢) ryze monotonni, tj. aby jej prosté zobrazila

na zadany integracni obor < ¢(a),p(b) >.

1
Priklad 2.4.5. Vypoctéte integral I 21— x2dx.
-1

ReSeni:
Integrovana funkce je spojita pro x e<—1,1>, takze urcity integral existuje.
Pouzijeme substituci

x=sint, takze dx =costdt. Transformujme meze integralu:

. . . 7 . . y r y
Pro x; =-1 je —1=siny, takZe ¢ =5 Pro x, =1 je 1=sint,, takze t, =5 Protoze

. ToT_ . : y . .
na intervalu <_E’E> je funkce x=sin¢ monotonné rostouci a tento interval se

uvedenou funkci zobrazi na interval < —1,1>, lze psat

substituce:
. z
1 X =St 2
J.xz l—xzdx=dx=costdt = I sin? 1v/1—sin’ ¢ cost dt =
-1 V4
/4 | -=
I —-——, 1> — 2
2 2
z z z z
2 2 2 2
. [ . ) 1.
= I sin” tv/cos? ¢ cost dt = I s1n2t|cost|costdt: I sin® tcos? tdt = J- —s1n2(2t)a’t.
_r _r T _54
2 2 2 2

y NN .. vt . T T .
V predchazejici Uprave jsme vyuzili skute¢nosti, Ze pro t e< ——,— > je cost 20, a tedy

|cos t| =cost. Po uziti znamého vztahu sin2f=2sinfcost dostdvame integral typu
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J.sinm xcos” xdx (viz kapitola 1.6).

'—;N‘§\
-

NN

z
2

sin? 2t dt = j l(l—cos4t)a,’l‘=l[t—sm4t}2 _T
8 8 T

T

2

T

4

1
Priklad 2.4.6. Vypoctéte integral [V1+x”dx. %

ReSeni:

0

Integrovand funkce je spojita pro kazdé¢ realné x, takze urcity integral existuje.

Pouzijeme substituci

x=tgt, takze dx=

3 dt . (Je mozno pouzit i substituci x = cotg? ). Transformujme

cos™ ¢

meze integralu:

Pro x, =0 je 0=tgy, takze f{=0. Pro x, =1 je 1=tgt,, takze t2=%. Protoze na

. T y , . V4
intervalu <O’Z> je funkce x=tg¢t monotonné rostouci a tento interval <O,Z>se

funkci x = ¢(¢) = tgt zobrazi na interval <0,1>, lze psat

1
J. 1+ x2dx =
0

substituce:
x=tgt
1

dx =
cos? ¢

00, 1=

r z
4 4 2 .2
1 cos“t+sin“ ¢t 1
dt =J' 1+tg’ ¢ 5 dt=J',/ . —di =
0 cos“t 0 cos“t cos“t

O'—.Jﬁ‘a

z z
4 4
1 1
— I dt = [ —5dt.
cos> ¢ cos’ t 0 COSf| cos” ¢ o COs” ¢

y TR . - uits T T
V predchazejici Gpraveé jsme vyuzili skutecnosti, ze pro ¢ e< O’Z > je cost >0, a tedy

|cost| =cost. Dostavame integral typu jsinmx cos” x dx . Jelikoz n=-3 je liché, fesime

integral opét substituci, a to sin¢ =v (viz kapitola 1.6). Bylo by mozno pouzit rovnéz

. 11 s o t
univerzalni substituci tg 5 =V

* X 5
*
* *
ity
*
4
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

bstituce:
. . . 31'1 stituce N
2 4 2 sint=v Tl
J. 13 dt:j ost dt = J- COSt dt= costdt =dv = L
o cos™ ¢ o cos ¢ o (I—sin t) s 0(1 v)
00, —>—
4 2
V2
T dv
o (- v) (1+v)

Dostavame integral z raciondlni funkce, kdy polynom ve jmenovateli ma realné nasobné
kofeny. Je nutno provést rozklad raciondlni funkce na soucet parcialnich zlomkl (viz
kapitola 1.5).
A A B B
21 2:1+ 22+1+ 22
A-v)"A+v)" 1=v (1-»* 1+v (1+v)

Nalezneme konstanty rozkladu A4;,4,,B;,B8,. Rovnici vynasobime polynomem
O4(v)=(1- v)2 (a+ v)2 . Dostaneme rovnost dvou polynomii:

1= 4 (1-v)A+v)? + A (1+)? + B(1=v)> (1 +v) + By (1-v)?

Pro v=1 dostaneme 1=04)+44, +0B, +0B,. Tedy 4, = 1

.
Pro v=-1 dostaneme 1=04;,+0A4, +0B, +4B,. Tedy B, =%

Pro vypocet zbyvajicich koeficienti miZeme pouzit srovnavaci metodu (viz piiklad
1.5.5):

Koeficienty u v>: 0=-4,+B
Koeficienty u V0 l=4+A4y+B +B,
o s : 1 1
ResSenim této soustavy rovnic dostaneme 4 = E By = 1
Integrujeme ziskané parcialni zlomky:
V2 V2
2 2
.[ _l.[1+12+1+12d":
0 (1- v) (1+v) 4 0 l-v (1-v) I+v (1+v)
f2 7
1{ v+l |_L}2 L 2 [l
4 -V 1+v ] 4| 1-42 |1 v|

Ef ***** o
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

(2+\/_)

2 1‘“&‘ 22 +1In
EN=E

:%_2ﬁ+ln(3+2\/5)} .

] 12\/7-%-11’1

N

PN

Poznamky
, oz 52 s S 2 B & 7 :
1. Ulohu Ize rovnez resit substituci N1+ x“ =t—x. Postup vypoctu je popsany v poznamce

k prikladu 1.4.8.

2. Tento priklad nam ukazuje, Ze vypocet urcitého integralu i zdanlive jednoduché funkce
muze byt pracny a zdlouhavy. Je véci cviku zvolit co nejuspornéjsi postup. U takovych

prikladit nam mohou hodné pomoci vhodné pocitacové programy.

3. Pokud zadame integral néjakému matematickému programu (napr. Derive, Maple,
o V21 , e

Mathematica), ziskame vysledek T—EIH(\/E —1). Na prvni pohled se zda, zZe se jedna o

uplné jinou funkci. Snadno se vsak presvédcime, Ze —2ln(\/§ —l)zln(3+2\/§) a tedy

_%1n(\/§—1):%ln(3+2\/§).

Integrace sudych nebo lichych funkci

Vyklad

Vypocet urcitého integralu je jednodussi, pokud je integrovana funkce suda nebo lichd na

intervalu < —a,a >. Pfipomenime si definici 1.4.3 z ¢ast Matematika .
Funkce f se nazyva suda , jestlize VxeD: f(—x) = f(x) (graf funkce je soumérny

podle osy y).

Funkce f se nazyva licha, jestlize Vxe Dy : f(—x)=—f(x) (graf funkce je soumérny

podle pocatku).

Ef ****‘ A
* *
*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

Véta 2.4.2. (Integral sudé, popf. liché funkce)

Necht je funkce f(x) integrovatelnd na intervalu < —a,a >.

Je-li f(x) naintervalu <—a,a > sudd, pak

[ £ =2 f(x)ax,
—a 0

Je-li f(x) naintervalu < —a,a > licha, pak

]ff(x)dxzo.

Diikaz: Je-li f(x) naintervalu < —a,a > suda, pak plati f(—x) = f(x). Integral miizeme

zapsat jako soucet integralt (véta 2.2.3):

a 0 a 0 a
[ flode= [ foode+[ fde= [ f=x)de+ [ £y
—a —a 0

—a 0

Prvni integral feSime substituci —x=t¢, zniz plyne dx=-dt, meze 0— 0, —at>a.
a 0 a a a a

Dostaneme j F(x)dx=— j F(o)dt+ j F(x)dx = j F(o)dt +j F(x)dx=2 j F(x)dx.
—a a 0 0 0 0

Druhou ¢ast véty o integraci liché funkce dokdzeme analogicky.

l\y l\y

-d Vv a

= ¥
S
= ¥

f(=x)=f(x) f(=x)==f(x)
Obr. 2.4.1. Integral ze sudé¢ a z liché funkce

Ef ***** A
* *
*
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1
Piiklad 2.4.7. Vypodtéte integral j x2\1-x?dx.
-1

Reseni:
Tuto ulohu jsme jiz fesili v prikladu 2.4.5. Integrovana funkce je sudé pro kazdé xe R,

protoze

f(=x0) = (02 1=(=0)? = x21-x% = f(x).

Podle véty 2.4.2 mizeme vypocet pon¢kud zjednodusit, nebot’ staci pocitat integral na

intervalu < 0,1>, kdy médme jednodussi dolni mez.

T
1 1 ) ) z
1 . 1 4
szxll—xzdx:2jx2 l—xzdxz =2I251n22tdt: :Z{I—SIZ t}z =% .
-1 0 0 0

T

2
Priklad 2.4.8. Vypoctéte integral J. sin’ x cos 2x dx .

T

2

Reseni:

JelikoZ sin(—x)=-sinx a cos(—x)=cosx snadno ukazeme, Ze integrovana funkce je
licha:

£(=x) =sin> (=x) cos(—2x) = —sin> xcos 2x = — £ ().

Podle véty 2.4.2 neni nutno integral viibec pocitat, nebot’

sin3 xcos2xdx=0.

—_—o N

SR

Oveéite vypoctem platnost uvedeného vysledku!

Kontrolni otazky

1. Uvedte princip substitu¢ni metody pii vypoctu ur¢itého integralu.
2. Cim se pii vypoétu odlisuje substituéni metoda pro urity integral od substituéni metody

pro integral neurcity?

Ef ****‘ A
* *
*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

a
3. Ukazte,7e | f(x)dx=0 pro lichou funkci f{x).

—a

b b
4. Ukazte, ze plati [ f(x)dx = f(a+b—x)dx.

a a

a a
5. Ukazte, ze plati I f(x)dx = J- f(—x)dx

—a —a
6. Zduvodnéte, pro¢ jsou vSechny nasledujici integraly rovny nule.

1 a 3 2 In2 X —X

) X ) [ e +e
J-sm3xc055xdx, ﬁdx, jsmx cos3x+1dx, J- dex.
-1 —aNa —X 0 —In2

V4 V4
7. Ukazte, ze J. cosmxcosnxdx=0 pro m#n a J. COSMXCOSnX dx =7 pro m=n.

-7 /4

Névod: UZzijte vztah cosa cos ff = %[cos(a — )+ cos(a + ﬁ)] .

Ulohy k samostatnému feseni

! 10 4
1. a) J.x(2x2—1) dx b) dx c) jx3 x? +9dx
0 S5 -t 0
3 X b 3 3 dx
d dx e x“sin{1-x" |dx —
) !; 42 ) J. ( ) D '!.x\/1+lnx
N L e’ ¢ dx
2. a) J.ecosxsinx dx b) J. S 9) J. 5
0 ol+e x . XIn"x
z s
1 4 16
d) [Vitxds o [ ) '[tg\/;dx
0 o COs” x 0 Jx

Ef ***** A
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*
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3. a)
a
4 3
3cos™ x
d) dx
'[t%/sinx
2
2
dx
4, a
) £1+\/§
27 3/ 2
d J;T dx
1 3+ x?
frinfre)
5. a) |xIn(l+x")dx
1
T
d) J.sin x dx
0

i
4
b) jtg3xdx
0
x
o T- dx
3+sin2x
0
4
b) ﬁldx
0x+
5
x—1
€ dx
) £\/4x—2
In5 X X _
b) J- eVe -1 »
0 e’ +3
e
¢) J‘1+)1Cnxdx

Vysledky uloh k samostatnému feseni

e) %(l—cosl);

z
2
cosx
c ——dx
) ;[sinx\/sinx
6
27
ol
I
5 sinx
2
1
o | Jx dx
01+\/;
2
f) J\/4—x2dx
0
1
0 J\/;arctg\/; I
0 x+1
T
f) jsin3xdx
-
f) 24/In3+1-2. 2. a) e—l;

e

- f)ln2. 3. a)— b) —%mz; c) 2(\/5—1);

In3

1+

1 1412,
1. a) —; b)O0; — d)1;
a) > ) ©) )
T
b) arctge—z c) E (2\/— )
d) i(7%/1—12)- ¢) —= arctg——: D=
32 ’ f 55
¢) 2In2-1; d)8+3”‘/§; e)ﬂ;
2 2
2
T T 3
e RSO [
©) T ) e) 5 f)

124 -

T

5. a) §1n5—1n2—§;
2 2

Z(ﬁ—ln(l+\/§)); b) 4-2arctg?2;

b) 4—7;
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Kontrolni test

X
Jx-1
a) 7-2In2, b) 7+2In2, ¢) 12+2In2, d) 15+2In2.

2
2. Vypoctéte integral _[ dx .
ovVx+1+ \/ (x+ 1)3

dx .

9
1. Vypoctéte integral j
4

T V4 V4
a) —, b) =, c) —, d —
) 5 ) ) . ) 3
[
3. Vypoctéte integral dx .
0 450
V4 V2 1 V4
a) —, b) —, c) —, d) —.
) 18 ) 6 ) 3 ) 3
i
2
4. Vypoctéte integral J‘ c0tg3 X dx .
z
4
1 1
a) 1-In2, b) l+51n2, c) 1—51n2, d) 1+In2.
} x
5. Vypoctéte integrdl | ————dx.
1% =141
a) %ln3, b) 4+In3, c) In3, d =
1 x9
6. Vypoctéte integral _[ ﬁdx.
o (I+x7)
1 1 9 1
a) —, b) —, c) —, d —.
) 5 ) 8 ) 40 ) 40

2I9 3/(x_ 2)2 -
3 3+3)(x—2)°
NG

a)8+7;ﬁ, b)8+%nJ§, c)8+§nJ§, d) 8+ 7.

Ef s
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*
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Matematika Il 2.4. Substituéni metoda pro urcité integraly

3
8. Vypoctéte integral I ON1+x2 dx.
0
o 86 s o 848 5 851
105 105 105 105
In5 X ’ X _
9. Vypoctéte integral J‘lex.
0 3+e”
a) 4+7, b) 4—%, 0) 4+%, d) 4-7.

z
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Vysledky testu

1.b); 2.¢); 3.a); 4.¢); 5.a); 6.d); 7.b); 8. ¢); 9.d); 10. a).

Privodce studiem

Pokud jste spravné odpoveédéli nejméné v 8 ptipadech, pokracujte dalsi kapitolou.

V opaéném piipadé je tfeba prostudovat kapitoly 1.4 a 2.4 znovu.

Shrnuti lekce

Substitu¢ni metoda patii k nejCastéji pouzivanym metodam vypoctu urcitych integrali.
Jsou mozné dva postupy vypoctu. V prvnim piipadé¢ vhodnou substituci vypocteme neurcity
integral (nalezneme primitivni funkci) a teprve potom pomoci Newtonovy — Leibnizovy
formule dosadime horni a dolni mez. Vyhodnéjsi byva druhd moznost, kdy vedle zavedeni

spravné substituce jesté ur¢ime nové meze a jiz se nemusime vracet k pivodni proménné.
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