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Predmluva

Studijni materidly jsou urceny pro studenty kombinované i prezencni formy
vybranych fakult Vysoké Skoly banské - Technické univerzity Ostrava, a to
pro pfedmét Matematika I11.

Pracovni listy jsou rozdéleny do nékolika blokd.

Teoreticka cast (Listy k prednaskam) je urCena pro piimou vyuku
v ramci jednotlivych prednaSek. Nejedna se o ndhradu skript. Proto nedopo-
ruujeme procitat tento text bez ilustraci, bez vysvétleni vyznamu vét a bez
podpirnych ptfikladi. A také nedoporucujeme povaZovat tyto materidly
za nahradu ucasti na vyuce.

Blok obsahujici feSené piiklady (ReSené piiklady) je zamdfen piede-
v8§im na samostudium.

Listy s nefeSenymi piiklady (Pracovni listy do cviceni) lze vyuzit

v ramci cviceni pro studenty prezencniho studia a pro domaci praci studentt
kombinované formy.

Podékovani

Pracovnf listy vznikly za finan&ni podpory projektu FRVS 17/2015 ,Inovace
predmétu Matematika III, FAST, VSB-TUO,

Jak pracovat s pracovnimi listy

Pokud si vytisknete tyto listy, pak si muzete do svého vytisku vpisovat
vysvétlujici komentdre a piiklady, které uslySite na prednaSce. Nemusite
se tak zdrzovat pfepisovanim definic a vét, ale mizZete se 1épe soustiedit
na jejich pochopeni.

Pr{jemné straveny Cas s matematikou preje kolektiv autort.
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Matematika III - listy k prednaskam Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

. . Resené priklady: 80,81
11 - Kombinatorika Priklady: 163,164

1.1 Kombinatorika

1.1.1 Uvod

Kombinatorika je ¢ast matematiky zabyvajici se vlastnostmi koneénych mnoZin a jejich podmno-
zZin. Specidlné zkouma pocty vybért ze zakladni mnoziny, pficemz tyto vybéry spliuji dané podminky.

Pti takovych vybérech rozliSujeme, zda zaleZi na poradi, v némz k vybéru dojde, ¢i nikoliv. V prvnim
ptipadé hovorime o usporddanych a ve druhém o neuspordadanych vybérech, skupinach, n-ticich apod.

Dalsim posuzovanym hlediskem je, zda se prvky mohou ve vybérech opakovat. Takto rozliSu-
jeme vybéry s opakovdnim a bez opakovani.

1.1.2 Zakladni pravidla

Mnoho z kombinatorickych tloh lze vyfeSit za pomoci dvou jednoduchych pravidel, a to pravidla
soucinu a pravidla souctu.

Véta 1.1.1: Kombinatorické pravidlo soucinu Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichZ prvni Clen lze
vybrat 17 zpuasoby, druhy n,, atd., az k-ty Clen lze vybrat n; zpisoby, je roven soucinu 7y - 1y -
n3 o e nk‘

Véta 1.1.2: Kombinatorické pravidlo souctu Necht’” A1, Ay, ..., Ay jsou konecné mnoziny, které maji
P1, P2, - - -, Pk prvka, a které jsou po dvou vzajemné disjunktni, tj. nemaji spolecny prvek, pak pocet
prvki sjednoceni A1 U Ay U - - - U A je roven souctu py + p2 + - - - + pi.
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R . . ReSené piiklady: 82,83,84
12 - Vybéry bez opakovani Priklady: 166,167,168

1.2 V),’bél‘y bez opakovéni Poznamka: Faktorial pfirozeného Cisla n, je defi-
novan jako soucin

Ze zékladni mnoziny vybirame skupiny prvki, pfi¢emz prvek se ve vybéru miiZze objevit nejvyse jed- "
nou. Celou situaci si 1ze predstavit tak, Ze prvek, ktery dle pozadavki ze zdkladni mnoZiny vybereme, n! = H i
do ni nevracime zpét. RozliSujeme tii zdkladni typy takovych vybérii, dva usporadané, permutace, i=1

variace a neusporadané kombinace.
ton! =1-2-3---(n—1)-n.Pron = 0je

L dodefinovan 0! = 1.
1.2.1 Permutace bez opakovani

Z n prvkové zakladni mnoZiny vybirdme skupinu n prvki, pfitom dbame na jejich poradi a na to, aby Pocet Cy(n) nazyvame kombinacni ¢islo a pouZzi-

se prvky neopakovaly. Takovy vybér nazyvame permutaci bez opakovani a znaéime P(n). Plati véme pro n&j symbol <Z> )

Véta 1.2.3: Pocet uspotradanych n-tic utvorenych bez opakovani z n prvki je roven
P(n) = nl.

1.2.2 Variace bez opakovani

Opét z n prvkl vybirame, sledujeme poradi a neopakujeme prvky. Avsak ve vybéru nejsou obsazeny
vSechny prvky zdkladni mnoZziny, ale jen k z nich. Tento vybér je variaci k-té tiidy z n prvki bez
opakovdni, zna¢ime Vi (n) a plati

Véta 1.2.4: Pocet usporadanych k-tic utvorenych bez opakovani z n prvka je roven

1.2.3 Kombinace bez opakovani

Oproti predchozim vybérim nebereme zietel na poradi vybéru k prvku, ktery bez opakovani prova-
dime z n prvkd zdkladni mnoZiny. Nazgvame kombinaci k-té tiidy z n prvki bez opakovani, Cy(n).

Véta 1.2.5: Pocet neuspotrddanych k-tic utvorenych bez opakovani z n prvki je roven

i = () = - om
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R . ReSené piiklady: 85,86,87
13 - Vybéry s opakovanim Priklady: 169,170,171

1.3 Vybéry s opakovanim

V tomto vybéru ze zakladni mnoZiny se prvek miZe opakovat. Lze si predstavit, Ze zakladni skupina
obsahuje prvky, které nedokdzeme rozliSit, nebo tak, Ze prvek, ktery dle zadani ze zdkladni mnoZiny
vybereme, do ni opét vratime. I zde jsou tfi zdkladni typy vybéra, dva uspotadané, permutace, variace
a neuspotradané kombinace.

1.3.1 Permutace s opakovanim

Vybirame uspofadanou skupinu 7 prvkl. Pfitom sama zdkladni mnoZina ma n = nq + - - - + 1y
prvki, kde k znaci pocet jejich podmnozin se vzdjemné nerozliSitelnymi prvky. Tento vybér nazyvame
permutaci s opakovanim a znalime P’(nq, 1y, ..., n). Plati

Véta 1.3.6: Pocet usporadanych n-tic utvorenych s opakovanim z n = nq + np + - - - + ny prvki je
roven

(m +np+ - +my)!

P, ny,np,...,Ng) =
( 1,72 s k) nl!nz! ---le!
1.3.2 Variace S Opakovénim

Z n prvki zékladni mnoZiny vybirame k, sledujeme potadi vybéru, opakovani je povoleno. Oproti per-
mutaci zde nemusi byt ve vybéru obsaZeny vSechny prvky zdkladni mnoZiny. Takovy vybér nazveme
variaci k-té tfidy z n prvki s opakovanim, znaéime V}/(n) a plati

Véta 1.3.7: Pocet usporddanych k-tic utvofenych s opakovanim z n prvkd je roven
k
Vi(n) = n".
1.3.3 Kombinace s opakovanim

Z n ruznych typt prvki tvofime k-prvkovou skupinu. Nezdlezi na potradi v ni a prvky (typy) se mohou
opakovat. Jde o kombinaci k-té tiidy z 1 prvki s opakovanim, Cy(n).

Véta 1.3.8: Pocet neusporadanych k-tic utvorenych s opakovanim z n prvku je roven

n+k—1\  (n+k—1)!
k IS

Ci(n) = Ce(n+k—1) = <
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14 - Vlastnosti kombinacnich Cisel

Resené priklady: 88-92
Priklady: 172,173

1.4 Kombinacni cCisla

V nékolika predchozich vzorcich se objevila kombinacni ¢isla. Jejich vyuZiti se v§ak neomezuje pouze
a jen na kombinatoriku, coZ mtizeme ukazat na piikladé binomické véty, s niZ jste se jiZ jist¢ setkali.

(a+b)" = i (?) a'b", (a—b)" = i (-1) (V;) ipn—i.

i=0 i=0

I vzhledem k jejich rozsiteni si zde shrneme zakladni vlastnosti.

1.4.1 Vlastnosti kombinacnich c¢isel
ny n!
k) (n—k)k!
k é}\enﬁ

(n) :n-(n—l)---(n—k-l—l)!:n-(n—l)---(n—k-i—l)
k! k-(k=1)---1

k ¢lenu

Definice

Vypocet

Okrajové vlastnosti
Symetrie

Soucet




Kapitola 2

Pravdépodobnost
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. v : Resené piiklady: 95,96,97
16 - Teorie pravdépodobnosti Priklady: 178,179

2.1 Uvod

Uvazujme provedeni pokusu. Jeho vysledek miiZe byt jednoznacné uréen podminkami, za nichZ pokus
provadime a pti jeho opakovani dostdvame vzdy stejny vysledek. Takovy pokus nazyvame determinis-
ticky. Ovsem existuji také pokusy, jejichz vysledek se i pfi dodrzeni postupti a zachovani predpokladi
muZe v jednotlivych opakovanich lisit. Tyto pokusy nazyvame stochastickymi. A pravé takové pokusy
jsou predmétem zkoumani teorie pravdépodobnosti.

2.1.1 Zakladni pojmy

Ndhodny pokus je proces, jehoZ vysledek nelze predem presné urcit, i kdyZ jsou zndmy vSechny
podminky a pfedpoklady jeho provedeni.

Zakladni prostor je mnoZina v§ech moznych vysledki zkoumaného pokusu, znac¢ime jej ).

Elementarni jev je kazdy jednotlivy vysledek ndhodného pokusu, tj. kazdy prvek zdkladniho
prostoru, znacime w1y, wy, . . ., Wy.

Nahodny jev je kazda (i viceprvkova) podmnoZina zdkladniho prostoru ().

2.1.2 Typy jeva

Jev jisty je takovy jev, ktery nastava v kazdém opakovani pokusu, takovym jevem je ().
Jev nemozny je jev, ktery nikdy nastat nemtiZe, znacime jej ©.

Opacny jev k jevu A je jev, ktery nastupuje, kdyZ nenastupuje jev A, znacime A.
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Resené priklady: 95,96,97

17 - Jevové operace a relace P¥iklady: 178,179
2.2 Jevové Operace a relace Poznamka: MnOiil’lOV},/ ZépiS a mnozinové ope-
race jsou zvoleny, protoZe ndhodné jevy chapeme
Pri zkoumani vysledkt ndhodného pokusu se 1ze setkat s piipady, kdy ndhodné jevy nastavaji spolecné jako podmoZiny zdkladniho prostoru ().
¢i naopak, nastoupeni jednoho vylucuje nastoupeni jinych vysledkd. V takovych situacich pomahaji
operace, které s jevy mlizeme provadét. Dadle pak popis relaci (vztahl) mezi jevy. K operaci sjednoceni U piislusi logickd spojka
,nebo“ V.

2.2.1 Operace s jevy

) . .. ) . . L L Operaci prunik N prislusi logicka spojka ,,a zdro-
Sjednoceni jevi A, B je jev A U B, ktery nastane, nastal-li alespoi jeden z jevii A, B, zapisujeme pv » P P 8 pol

A.
AUB={Vwe Q:we AVwe B}. ren

Prinik jevi A, B je jev A N B, ktery nastava, nastanou-li oba jevy A, B spolecné, zapis
ANB={VweN:weANw € B}.

Rozdil jevi A, B je jev A — B, pii némZ nastoupi jev A a zaroven nenastane jev B,
A-B={VweQ:weANw ¢ B}.

2.2.2 Relace mezi jevy

Podjev jevu A je takovy jev B, z jehoZ nastoupeni vyplyva nastoupeni jevu A, zapisujeme B C A,
aplati BCA S {(Vwe Q:weB=we A}.

Rovnost jevli A, B, nastava, pravé kdyZ oba jevy nastupuji vZdy spolecné, znaéime A = B
aA=B& {(VweQ:weBsweA}.

2.2.3 Neslucitelnost jeva

Neslucitelné jevy A, B jsou jevy, které nemohou nastat spolecné, to znamend, Ze nastoupeni A
vylucuje B a naopak. Plati proné AN B = @.

Systém neslucitelnych jevil je mnoZina jevi A;,i = 1,...,n, pro které plati, Ze jsou po dvou
neslucitelné, . ze A; N A; = @, kdykoli je i # j.

Uplny systém neslucitelnych jevii je systém nesluditelnych jevid, jejichZ sjednocenim je cely
zakladni prostor (), tj. AU A U---UA, = Q.
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v . ReSené piiklady: 98,101
18 - Pravdépodobnost - definice, typy Piklady: 150,151 0
2.3 Pravdépodobnost Poznimka:
Jak bylo feceno, vysledek ndhodného pokusu nelze predem urcit. MiZeme se vSak pokusit odhadnout, Obvykle je 'O kpneéné, uzavfenff’l ‘ oblast na
zméfit, spocitat, jak velkd je moZnost, Ze vysledkem bude ten ktery ndhodny jev. Tento ,,odhad* na- primce, v roviné élV prostoru a A jeji uzaviend
zyvame pravdépodobnosti jevu. Nejbéznéji pouzivame tii typy postupi jejiho urceni, a to klasickou, podmno?naz a jejich mirou rozumime délku,
geometrickou a statistickou definici pravdépodobnosti. plochu ¢i objem.

Hromadnym jevem rozumime jev, ktery Ize
za danych podminek libovolné krit zopakovat,

Definice 2.3.9: Necht' Q) = {w1,wy, ..., wy} je konedny zédkladni prostor tvofeny 7 riznymi, vza- Ci jej lze pozorovat na objektech stejné¢ho typu
jemné se vylucujicimi elementarnimi jevy, které jsou stejné mozné. Pak je pravdépodobnost nastou- s hromadnym vyskytem.
peni jevu A, ktery tvoii m < n z téchto elementarnich jevi, rovna podilu

2.3.1 Klasicka - Laplaceova - pravdépodobnost

2.3.2 Geometricka pravdépodobnost

Definice 2.3.10: Necht' zdkladni prostor () tvoifi geometricky dtvar O a ndhodny jev A ttvar A,
pfi¢emz plati A C O, pak pravdépodobnost nastoupeni jevu A lze spocist jako podil

kde p(.A), resp. 1t(O) znai miru utvaru A, resp. O.

2.3.3 Statisticka definice

Definice 2.3.11: Necht' A je hromadny jev. Nastal-li tento jev v n pokusech prave f, krat, definujeme
jeho pravdépodobnost jako

P(A) = lim Ji

n—o 1

fn

Cislo fn se nazyva absolutni Cetnost jevu A, a < relativni cetnost jevu A pii n pokusech.



https://www.geogebra.org/m/ka3Xesg2
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19 - Pravdépodobnost - axiomatickd definice a vlastnosti

V predchozim bylo uvedeno nékolik definic pravdépodobnosti, vSechny vSak do zna¢né miry vy-
chazely z ,,intuitivniho* rozboru situace. Uved’'me tedy axiomatickou definici pravdépodobnosti dle
A.N. Kolmogorova.

2.3.4 Jevové pole

Definice 2.3.12: Jevové pole O je systém rtuznych podmnozin zdkladniho prostoru () s t€mito vlast-
nostmi:

e () € O, (jev jisty patiici do D),
e projevy A,B € Oplatitaké A € O,AUB € O,ANB € D,A— B € O (uzavienost na

jevové operace).

2.3.5 Pravdépodobnost

Definice 2.3.13: Pravdépodobnosti jevu A z jevového pole O je redlné &islo P(A) pro néZ plati:
e P(A) > 0 (axiom nezdpornosti),
e P(Q)) =1 (axiom jednotky),
e P(AJUAU---UA,U---) = P(Ay) +P(A2) +---+P(An) +---, kde A1, Ay, ...,

A; € O tvori systém navzajem nesluCitelnych jevi (axiom aditivity).

2.3.6 Vlastnosti pravdépodobnosti
e P(©)=0
o P(A)=1-P(A)

Jestlize A C B, pak plati P(A) < P(B).

Jestlize A C B, pak plati P(B— A) = P(B) — P(A).

P(AUB) = P(A)+ P(A) — P(ANB)
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;v s v e s ReSené priklady: 102,103
20 - Podminén4 pravdépodobnost a nez4vislé jevy Priklady: 162,53

2.4 Podminéna pravdépodobnost a nezavislé jevy

Z ptedchoziho jiz vime, Ze pfedem nelze s urcitosti zjistit, zda bude jev A vysledkem ndhodného
pokusu. Lze v§ak spocitat pravdépodobnost P(A) jeho nastoupeni. Otdzkou vsak je, jak a zda vibec
se tato pravdépodobnost P(A) zméni, pokud vime, Ze nastal jev B.

2.4.1 Podminéna pravdépodobnost

Definice 2.4.14: Pravdépodobnost nastoupeni jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B, znalime
P(A|B) a nazyvame podminéna pravdépodobnost jevu A jevem B. Spoéteme ji dle vzorce

P(ANB)

P(AIB) = =5 s

, kde P(B) # 0.

e Projev B s P(B) = 0 podminénou pravdépodobnost nedefinujeme.
e Plati-i AN B = @, pak P(A|B) = 0.

e Vzorec vyuzivame také k vypotu P(A N B) = P(A|B) - P(B).

2.4.2 Nezavislé jevy
Definice 2.4.15: Jevy pro néZ plati P(A|B) = P(A), nazyvame nezavislé jevy.
e Plati-li P(A|B) = P(A), plati také P(B|A) = P(B).
e Jevy jsou nezdvislé, pravé kdyz P(ANB) = P(A) - P(B).
e Jsou-li A, B neslucitelné jevy s nenulovymi pravdépodobnostmi, pak jsou zavislé.

Definice 2.4.16: Jevy Aq,..., A, jsou vzijemné nezavislé, jestlize pro kazdou jejich podmnoZinu
plati, Ze pravdépodobnost priniku v ném zastoupenych jevi je rovna soucinu jejich pravdépodobnosti.
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< s v o Resené priklad : 104,105,106,107
21 - Upln4 pravdépodobnost a Bayestiv vzorec Priklady: 154,185,18¢

2.5 Uplna pravdépodobnost a Bayestiv vzorec

Podminénou pravdépodobnosti byla zodpovézena otdzka, jak a zda se zméni pravdépodobnost jevu A,
nastane-li jev B. Nyni odpovime na otdzku, jaka je pravdépodobnost jevu A, zndme-li jeho pravdépo-
dobnost podminénou nastoupenim predpokladl, hypotéz H; a jejich pravdépodobnosti. Je pfirozené
ptat se i ,,opacnou‘ otdzkou, tedy jakd je pravdépodobnost, Ze byla splnéna (pravé) hypotéza H;,
vime-li, Ze jev A skute¢né nastal.

2.5.1 Uplna pravdépodobnost

Véta 2.5.17: Necht Hy, Hy,..., H, tvofi Uplny systém neslucitelnych jevi. Potom pro kazdy na-
hodny jev A C Q) plati

P(A) = ép(A!H» P(H))

2.5.2 Bayesuv vzorec

Véta 2.5.18: Necht Hiy, H», ..., H, tvofi uplny systém neslucitelnych jevi. Potom pro kazdy na-
hodny jev A C Q) apro viechnak =1,2,...,n plati

P(A[Hy) P(Hy)

i1 P(A[H;) P(H;)

P(Hi|A) =




Matematika III - listy k prednaskam

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

22 - Opakované pokusy

Resené piiklady: 108,109,110
Priklady: 187,188

2.6 Opakované pokusy

Pokud budeme ndhodny pokus vicekrat opakovat, budou se mezi vysledky pravdépodobné;jsi ndhodné
jevy vyskytovat Castéji. S vétsim poctem opakovani pokusu vSak bude také nartstat sloZitost vypoctu
cetnosti, resp. pravdépodobnosti Cetnosti, vyskytu daného jevu. V pripadé série nezdvislych pokust
odpovida na tuto otdzku Bernoulliho vzorec, pro pokusy zavislé vyuzijeme vzorec kombinatoricky.

2.6.1 Nezavislé

Sérii ndhodnych pokusi, v nichZ neni pravdépodobnost P(A) ovlivnéna vysledky predchazejicich
pokusti, nazveme (Bernoulliho) posloupnosti nezavislych pokust.

Véta 2.6.19: Necht” A je ndhodny jev, jehoZ pravdépodobnost nastoupeni v ndhodném pokusu je
P(A) = p. Pravdépodobnost jevu Ay, Ze jev A nastane v posloupnosti # nezdvislych pokusi pravé
k-krat je

P(A) = G) pra—p)"

2.6.2 Zavislé

Pokud pravdépodobnost nastoupeni jevu A v sérii pokusti ovliviiuji vysledky pokusii predchazejicich,
hovorime o posloupnosti zavislych jevi.

Véta 2.6.20: Necht’ v souboru n prvkima k, 0 < k < n, znich uritou vlastnost a n — k tuto vlastnost
nemd. Ze souboru vybirdme postupné j prvkd, které nevracime. Ozna¢me A; jev, odpovidajici tomu,
ze v tomto vybéru md pravé i prvka sledovanou vlastnost. Pravdépodobnost P(A;) vypocteme podle

o G102
()
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Nahodna velic¢ina
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24 - Nahodna veliCina

3.1 Pojem nahodna veliCina

Definice 3.1.21: Ndhodn4 veli¢ina X je redlnd funkce definovand na mno-
Ziné vSech elementérnich jevi, kterd kazdému jevu prifadi redlné Cislo.

Podle oboru hodnot, kterych miZe ndhodna veli¢ina (NV) nabyvat rozdélu-
jeme nahodné veliciny na:

e diskrétni (DNV) - obor hodnot je kone¢nd nebo nekonecnd posloup-
nost,

e spojité (SNV) - obor hodnot je otevieny nebo uzavieny interval.

Pravidlo, které kazdé hodnoté (popr. kaZzdému intervalu) prifazuje pravde-
podobnost, Ze ndhodna veli¢ina nabude této hodnoty (popf. hodnoty z tohoto
intervalu), nazyvame rozdélenim pravdépodobnosti ndhodné veliCiny.

Popis rozdéleni pravdépodobnosti provadime nejcastéji pomoci distribucni
a frekvencni funkce a pomoci ¢iselnych charakteristik.




Matematika III - listy k prednaskam

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

25 - Nahodna veliCina

Resené piiklady: 112,113,114
Piiklady: 190,191

3.2 Distribucni funkce

Definice 3.2.22: Distribuc¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je redlnd funkce
F(x) = P(X < x), definovand na mnoZiné redlnych &isel.

Vlastnosti distribu¢ni funkce:
e 0 <F(x) <1,
e P(x; < X < xp) = F(x2) — F(x1) pro x1 < x2,
e F(x) je neklesajici funkce:

Vx1, % € R:x1 < xp = F(x7) < F(xp),

e lim F(x) =0, lim F(x) =1,

X——00 X— 0

e F(x) je zleva spojitd: Va € R : lim F(x) = F(a).

x—at

Distribu¢ni funkce je definovana shodné pro diskrétni i spojitou N'V.
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26 - Nahodna veli¢ina - frekvencni funkce

Resené piiklady: 112,113,114
Priklady: 190,191,192,193

3.3 Pravdépodobnostni funkce

Frekvencni funkce je definovana pro diskrétni a spojitou ndhodnou veli¢inu
odli$né.

Pro DNV se uzivd termin pravdépodobnostni funkce ndhodné veliiny
a znali se p(x).

Definice 3.3.23: Pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X nazyvame
funkci p(x) = P(X = x).
Vlastnosti pravdépodobnostni funkce:

e p(x;) > 0 pro vSechny hodnoty z oboru hodnot,

p(xi) =1,

n
i—1

~

e F(x) =P(X <x)=)_ P(X=x).

xX;<Xx

Pravdépodobnostni funkci lze zadat: predpisem, tabulkou, grafem.
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277 - Nahodna veli¢ina - frekvencni funkce

ReSené piiklady: 115
Priklady: 194,195

3.4 Funkce hustoty pravdépodobnosti

V piipadé SNV se pro frekvenéni funkci uziva ndzvu hustota pravdépodob-
nosti ndhodné veli¢iny a zna&i se f(x).

Definice 3.4.24: Hustota pravdépodobnosti f(x) spojité ndhodné veli¢iny
X definované na intevalu (a, b) je nezdpornd redlnd funkce definovand vzta-
hem:

L Px<X<x+h)
flx) = lim I
kde pro x & (a,b) je f(x) =0;x,x+h € (a,b).

7

Vlastnosti funkce hustoty:
e Vx eR: f(x) >0,
e f(x) = F'(x) (F(x) je primitivni funkcf f(x)),
e lim f(x) =0, lim f(x)=0,

X—»00 X—r—00
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, , ey Resené priklady: 116,117,118
28 - Nahodna veli¢ina Priklady: 195,197

3.5 Ciselné charakteristiky

Je vyhodné shrnout informace o ndhodné veli¢iné do nékolika Cisel, které
ji dostatecné charakterizuji. Tato Cisla nazyvdme Ciselné charakteristiky
a délime je:
a) podle zplisobu konstrukce na charakteristiky:

e momentové,

e kvantilové,

e ostatni,

b) podle toho, které vlastnosti rozdéleni pravdépodobnosti charakterizuji:

e charakteristiky polohy - urcuji jakysi ,,stfed* kolem n¢hoz kolisaji
ndhodné veliCiny X (stfedni hodnota, modus, mediédn, kvantily),

e charakteristiky rozptylu - ukazuji rozptylenost hodnot ndhodné veli-
¢iny kolem stfedni hodnoty (rozptyl, smérodatna odchylka),

e charakteristiky Sikmosti a $picatosti - charakterizuji pribéh rozdé€leni
ndhodné velic¢iny X.
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, , ey v, , . . Resené priklady: 116,117,118
29 - Ndhodn4 veli¢ina - &iselné charakteristiky Priklady: 195

Treti centrdlni moment v3

3.6 Momentove charakterlstlky slouzi k uréenf koeficientu Sikmosti (asymetrie), ozn. 73 = A.

1. Pocétecni (obecny) moment k-tého stupné i A e V3
3 o3
Y xkp(x;) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu
e = ' Ctvrty centralni moment vy
f xk f(x)dx pro spojitou ndhodnou veli¢inu slouzi k vypoctu koeficientu Spicatosti (excesu), ozn. .
—00
v
Aln{ 5 v E=7,= = _3
2. Centralni moment k-tého stupné vy ot
Vypocet centrdlnich momentl lze provadét podle vyse uvedeného, a nebo
Y (xi — 1) p(x;) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu s Vyuzitim juy:
1
Vi = © k 2
J (x —u)*f(x)dx pro spojitou ndhodnou veli€inu ® V2 = H2— ly,
—o00

o V3= pi3 — 3pizpis + 21,
kde u = pj je poCate¢ni moment 1. stupné ndhodné veli¢iny X. o vy = iy — sy + 6p1 }l% _3 7/11
Prakticky vyznam maji ¢tyfi momentové charakteristiky: pq, v2, V3, V4.

Prvnf pokAtesn . k k k k
rvni pocateni moment pq ® V= (0> My — (1) H-1p + (2) Hraptd -+ (=1 (k) 2

pfedstavuje stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X, ozn. E(X) &i p.

Druhy centrdlni moment v,
piedstavuje rozpyl (disperzi, variaci) ndhodné veli¢iny X, ozn. D(X) & o2

e Vypocet rozptylu ndhodné veli¢iny X se obvykle pocita podle vztahu
D(X) = E(X?) - [E(X)]* = 2 — >

e Druhd odmocnina z rozptylu se nazyva smérodatna odchylka a znaci

seo:  /D(X) = Vo2 =o.
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30 - Nahodna veliCina - Ciselné charakteristiky

ReSené piiklady: 119
Priklady: 196,197

3.7 Kbvantilové a ostatni charakteristiky

Definice 3.7.25: Necht' F(x) je distribuni funkce spojité ndhodné veli¢iny
X. Pak hodnota x,, pro kterou plati F(x,) = p, kde p € (0;1), se nazyva
p-kvantil.

Poznamka: p-kvantil déli plochu pod grafem funkce hustoty v poméru p :

(1—-p).
Nejpouzivanéjsi kvantily:

e kvartily: X0,25; X0,5; X0,75
- rozd€li obor moznych hodnot na Ctyfi ¢asti, v nichZ se ndhodna ve-
li¢ina nachdzi s pravdépodobnosti 0, 25,
xp5 = Me... medidn : déli plochu pod kfivkou hustoty pravdépo-
dobnosti na dvé stejné ¢asti,

e decily: x01;X02;---;X0,9
- rozdéli obor moznych hodnot na deset ¢4sti se stejnou pravdépodob-
nosti vyskytu,

e percentily: X001, X0,02; - - - ; X0,99
- rozdéli obor moZnych hodnot na sto ¢asti se stejnou pravdépodob-
nosti vyskytu.

Modus: Mo - je hodnota, v niZ nabyva frekven¢ni funkce maxima:

e u diskrétni ndhodné veli€iny je to hodnota, v niZ pravdépodobnostni
funkce p(x) dosahuje maxima,

e u spojité ndhodné veliCiny je to hodnota, v niZ funkce hustoty f(x)
nabyv4 lokalniho maxima.




Kapitola 4

Rozdéleni diskrétni ndhodné veliciny
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32 - Rovnomeérné a alternativni rozdéleni

€0 €7

4.1 Rovnomérné rozdéleni R(n)

e popisuje ndhodnou velic¢inu, kterd miZe nabyvat n stejné pravdépo-
dobnych hodnot.

Definice 4.1.26: Nahodnd veli¢ina X md rovnomérné rozdéleni R(n),
pravé kdyz je jeji pravdépodobnostni funkce déna rovnici

p) =1,

n

kde n je pocet moznych vysledkd.

4.2 Alternativni rozdéleni A(p)

e popisuje nahodnou velicinu, kterd miiZze nabyvat pouze dvou hodnot,
a to 1 v pfipadé, Ze sledovany jev nastal (pravdépodobnost p) a 0
v piipadé, Ze sledovany jev nenastal (pravdépodobnost 1 — p).

Definice 4.2.27: Néhodnd veli¢ina X m4 alternativni rozdéleni A( p), prave
kdyz je jeji pravdépodobnostni funkce ddna rovnici

_JP x=1
p(X)—{l_p P

Vlastnosti
e E(X)=p
e D(X) =p(1-p)



https://www.geogebra.org/m/Bmj6Zq24
https://www.geogebra.org/m/hQjWuKNz
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. - 12 v , Resené priklady: 122
33 - Binomické rozdéleni Piikdade: 100302 62

4.3 Binomické rozdéleni Bi(n, p)

e popisuje Cetnost vyskytu ndhodného jevu v n nezdvislych pokusech,
v nichz ma jev stale stejnou pravdépodobnost p.

Definice 4.3.28: Néhodné veli¢ina X md binomické rozdéleni Bi(n, p),
pravé kdyz je jeji pravdépodobnostni funkce déna rovnici

n X n—x
po) = (L)pra-pre x=otm,

kde 1 je pocet nezdvislych pokusti a p je pravdépodobnost vyskytu sledova-
ného jevu v kazdém pokusu.

Vlastnosti

e E(X)=mnp

e D(X) = np(1-p)
Poznamka: Pro n = 1 jde o alternativni rozdéleni, tj. A(p) ~ Bi(1, p).
EXCEL:

P(X = x) = BINOM.DIST(x; n; p; 0)
P(X < x) = BINOM.DIST(x; 1; p; 1)



https://www.geogebra.org/m/Afh7jaFw
http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php
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- 1.z <1 .z ReSené piiklady: 123
34 - Hypergeometrické rozdélen{ Priklady: 200202 &0

4.4 Hypergeometrické rozdéleni H(N, M, n)

e popisuje Cetnost vyskytu sledovaného jevu v n opakovanych zavislych
pokusech - vybér bez vraceni.

Definice 4.4.29: Ndhodnd veli¢cina X ma hypergeometrické rozdélent
H(N, M, n), pravé kdy? je jeji pravdépodobnostni funkce déna rovnici

D0
()

e N je celkovy pocet prvki zdkladniho souboru,

.on,

p(x) =

kde

e M je pocet prvkl v zdkladnim souboru, které maji sledovanou vlast-
nost,

e 1 je pocet prvkd ve vybéru,

e x je pocet prvkil ve vybéru, které maji sledovanou vlastnost.

Vlastnosti
nM
E(X) = —
o E(X) ="
nM M N-—n
DX)=—|(1—-—
- 000 =7 (1-7) (3=1)
EXCEL:

P(X = x) = HYPGEOM.DIST(x; n; M; N;0)
P(X < x) = HYPGEOM.DIST(x; n; M; N; 1)



https://www.geogebra.org/m/HWMRT8fR
http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php
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35 - Poissonovo rozdéleni

ReSené piiklady: 124 3
Priklady: 201,202

4.5 Poissonovo rozdéleni Po(A\)

e popisuje Cetnost vyskytu ndhodného (Poissonovského) jevu v daném
intervalu (¢asovém, délkovém, prostorovém).

Definice 4.5.30: Néhodné veli¢ina X md Poissonovo rozdéleni Po(A),
pravé kdyz je jeji pravdépodobnostni funkce déna rovnici

Ax
p(x):ge*)‘, x=01,...,

kde A je stfedni hodnota poc¢tu vyskytl sledovaného jevu v daném intervalu.

Vlastnosti
e E(X)=A
° D(X) =A

= L
'A_ﬁ

—_

.e_:X

Poznamka: Binomické rozdéleni Bi(n, p) lze pro velkd n a p bliZici se
k nule aproximovat Poissonovym rozdélenim s parametrem A = np, tj.

Bi(n,p) ~ Po(np) pro n—o0 ap—0.

Dale pro velké A se hodnoty Poissonova rozdéleni bliZi k hodnotdm rozdé-
leni normédlniho.

EXCEL:
P(X = x) = POISSON.DIST(x; A; 0)
P(X < x) = POISSON.DIST(x; A; 1)

Poissonovsky jev:

e vyskyt jevu v daném cCasovém (prostorovém) intervalu neni ovlivnén
tim, co se stalo jindy (jinde),

e v kazdém bod¢ intervalu je pravdépodobnost vyskytu jevu na jeho
okoli stejna,

e v jednom Casovém okamziku (bodé v prostoru) nemohou nastat dva
jevy soucasné.



https://www.geogebra.org/m/JVmZjEgy
http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php
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v v , ReSené piiklady: 126
37 - Rovnomérné rozdéleni PrkIndy: 204007 ©9

5.1 Rovnomérné rozdéleni R (a,b) Graf hustoty pravdépodobnosti:

e popisuje ndhodnou veli¢inu, jejiZ realizace vypliiuji interval (a,b) se f(x)
stejnou moznosti vyskytu v kazdém bodé. 1
F--e————
Definice 5.1.31: Nahodnd veli¢ina X md rovnomérné rozdéleni R(a,b), b—a 1 1
pravé kdyz je jeji hustota pravdépodobnosti ddna funkci | |
1 | |
/b | |
fx)={b—a ¥ € o) ! !
0 x & (a,b) | |
Distribuc¢ni funkce a b X
0 x € (—o0,a)
F(x) = ; — x € (a,b) Graf distribucni funkce:
1 x € (b, +00) F(x)
Vlastnosti 1
a+b
E(X) =
. B(X) ="
(b—a)?
D(X) =
e D(X) B



https://www.geogebra.org/m/sVRPpuu2
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38 - Exponencialni rozdéleni

Resené priklady: 127 3
Priklady: 205,207

5.2 Exponencialni rozdéleni E(A) Graf hustoty pravdépodobnosti:

e popisuje dobu cekani na (Poissonovsky) ndhodny jev, resp. délku in- fx)
tervalu (¢asového nebo délkového) mezi dvéma takovymi jevy.

A
Definice 5.2.32: Nahodnd veli¢ina X ma exponencidlni rozdéleni E(A),

pravé kdyz je jeji hustota pravdépodobnosti ddna funkci

) = {o x € (—9,0)

Ae ™™ x € (0,+00)

kde A je prevracend hodnota stfedni hodnoty doby ¢ekani na sledovany jev.

X
Distribuc¢ni funkce
F(x) 0 x € (—00,0) Graf distribucni funkce:
1-— ef/\x X € <O, —|—OO) F(x)
Vlastnosti S .
1
E(X —
« E(X) =4
1
EXCEL:

f(x) = EXPON.DIST(x; A;0)
F(x) = EXPON.DIST(x; A; 1)



https://www.geogebra.org/m/v3Sn277h
http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php
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39 - Normalni rozd€leni

ReSené piiklady: 128 3
Priklady: 206,207

5.3 Normalni rozdéleni N (u, 0?)
e jedno z nejdilezitéjSich rozd€leni spojiné ndhodné veliciny,

e dobfe aproximuje mnoho jinych rozdéleni spojité i diskrétni ndhodné
veliiny.

Definice 5.3.33: Nihodna veli¢ina X md normalni rozdéleni N(u,0?),
pravé kdyz je jeji hustota pravdépodobnosti ddna funkci

fla) = ——e ) x e (—o0,+00),

kde y je stfedni hodnota a 02 je rozptyl ndhodné veliiny X.

Distribucni funkce

Vlastnosti

o E(X) =p
e D(X) =0?
°

BN

=0
=0

|

EXCEL:

f(x) = NORM.DIST(x; y; 0;0)
F(x) = NORM.DIST(x; jt; 0;1)
xp = NORM.INV (p; u;0)

Graf hustoty pravdépodobnosti (Gaussova kiivka):

Graf distribucni funkce:
F(x)
1

N| =



https://www.geogebra.org/m/BPYudc5u
http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php
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40 - Normované normalni rozdéleni o

5.4 Normované normalni rozdéleni N (O, 1 ) Graf hustoty pravdépodobnosti (Gaussova kiivka):

e specidlni pfipad normélniho rozdéleni s parametry y = 0, o2 =1, 4

e hodnoty distribucni funkce tohoto rozdé€leni 1ze nalézt v tabulkach.

Hustota pravdépodobnosti

x € (—o00, +00)

Distribué¢ni funkce

|

—_

—_ b
=

X
1 2
P(x) = / met2 dt, x¢& (—oo,+00)

Graf distribucni funkce:
Véta 5.4.34: Ma-li spojitd ndhodnd veli¢ina X normdlni rozdéleni
N(u,0?), pak veli¢ina

md normované normdlni rozdéleni N (0, 1).

Poznamka: Hodnoty distribuéni funkce ®(x) jsou tabelovdny pouze pro
nezdpornd x. K ureni hodnot pro zdporna x vyuzijeme vztah

D(x) =1—D(—x).

Poznamka: Binomické rozdéleni Bi(n, p) 1ze pro velkd n a hodnotu p bli-
zici se k 0,5 (obvykle se uvadi pro p € (0, 3;0,7)) aproximovat normalnim
rozd&lenim s parametry y = np a 0> = np(1 — p), .

Bi(n,p) ~ N(np,np(1—p)) pro n—o0 ap—0,5.



https://www.geogebra.org/m/aknpJvAy
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s 7’ . . v s v , R S ¢ priklady: 131
42 - Nahodny vektor - distribuéni a pravdépodobnostni funkce Piklady: 209,213

6.1 Néhodn)" vektor Poznamka: Nahodny vektor ma diskrétni rozdéleni, pokud existuje nejvyse
spocetné mnoho hodnot ndhodného vektoru tak, Ze

Definice 6.1.35: Usporddand n-tice ndhodnych veli¢in Xi, Xp,..., X}, se
nazyvé n-rozmérny nahodny vektor a znaéi se X = (X1, Xo, ..., Xy). ZZ p(xi,y;) =1,
L

Poznamka: Nahodné velic¢iny X7, X5, ..., X}, tvoii slozky ndhodného vek-

tora X sdruzenou distribu¢ni funkci poté definujeme:
oru X.

Flx,y) =Y. Y p(xiyj)

Poznamka: Dadle budeme pracovat s dvourozmérnym nahodnym vektorem XX Yj<y
X = (X,Y). Ndhodnym vektorem miZe byt napiiklad délka a vdha vysou-
struzené soucastky.

6.2 Distribucni funkce

Definice 6.2.36: Redlnou funkci F : R? — (0,1) definovanou piedpisem
F(x,y)=P(X<x,Y<y)

nazyvame simultanni (sdruzend) distribu¢ni funkce dvourozmérného ndhod-

ného vektoru X = (X, Y).

6.3 Pravdépodobnostni funkce

Definice 6.3.37: Simultiann{ (sdruzend) pravdépodobnostni funkce diskrét-
niho ndhodného vektoru X je funkce

p(x,y) =P(X=xY =y).
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43 - Marginalni rozdéleni a nezavislost slozek

Resené priklady: 133,134
Priklady: 209,210,212,213

6.4 Marginalni rozdéleni

V souvislosti s rozdélenim nédhodného vektoru X = (X, Y') nazyvame roz-
déleni jeho sloZek margindlnimi rozdélenimi ndhodného vektoru X.

Definice 6.4.38: Margindlni distribu¢ni funkci definujeme:

Fx(x) =P(X <x) = li_r>n F(x,y),
y [ee]
Fy(y) = P(Y <y) = lim F(x,y).
Definice 6.4.39: Margindlni pravdépodobnostni funkci definujeme:

px(x) =P(X=x) =) P(X=xY =yj),
7

py(y) =P(Y =y) = ZP(X =x,Y =y).

6.5 Nezavislost slozek nahodného vektoru

Definice 6.5.40: Necht X = (X,Y) je niahodny vektor. Rekneme, Ze na-
hodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé, pokud V(x, y) € R? plati:

F(x,y) = Fx(x) - Fy(y)-

Vlastnost:
Diskrétni ndhodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé prave tehdy, kdyz

p(x,y) = px(x) - py(y), Vx,y € R.
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V4 , A% , R S d v,kl d !135
44 - Podminéné rozdéleni Priklady: 210313

6.6 Podminéné rozdéleni

Rozdéleni ndhodné velic¢iny X za predpokladu, Ze ndhodnd veli¢ina Y na-
byla hodnoty v, popisuje podminéné rozdéleni X vzhledem k Y.

Definice 6.6.41: Podminéné pravdépodobnostni funkce jsou definovany:

P(x]y) = ’;(f('yy)), pr(y) #0,

Pyl = B2, () 20

Definice 6.6.42: Podminéné distribucni funkce definujeme:

Youex, P(XiY)

PY(y) ’ PY(]/) 7&0;

Fxly) =

o Zy<yj p(x, yj)

F(ylx) = D (%) , px(x) #0.
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45 - Ciselné charakteristiky

Resené priklady: 136
Priklady: 211

6.7 SmiSené momenty

Kromé& momentt nahodnych veli¢in X, Y (sloZek ndhodného vektoru) jsou
jesté definovény tzv. smiSené momenty.

SmiSeny obecny moment fadu k, n:
E(X*y") = Z Z Xyt p(xi, ).

SmiSeny centralni moment fadu k, 7:

E[(X — E(X)X(Y ~E(Y))"] = ¥ Y — E(X) (y; — E(Y))"p(xi, ).
i

6.8 Podminéné charakteristiky

Popisuji vlastnosti podminénych rozdéleni.
Podminéna stiedni hodnota:
E(X|y) = Z xip(xily).

Podminény rozptyl:

D(Xly) = Y [xi — E(X|y)]*p(xily).

i
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. . ReSené piiklady: 137
46 - Kovariance a koeficient korelace Priklady: 211,212

6.9 Kovariance Vlastnosti:

_ . . . ' e Pokud p(X,Y) = 0, pak jsou veli¢iny nekorelované (nemusi byt ne-
Kovariance cov(X,Y) je nejjednodussim ukazatelem souvislosti dvou Z4vislé).
ndhodnych veli¢in X, Y. Je definovdna jako smiSeny centrdlni moment fadu
1,1, e Pokud p(X,Y) > 0, fikdme, Ze X, Y jsou pozitivné korelované (s ros-

toucim X roste Y).
cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(X,Y) — E(X)E(Y)
_ sziyjp(xi/ y;) — E(X)E(Y). . folq}d p}({X, Y)’ 1</ 0, fikdme, Ze X, Y jsou negativné korelované (s ros-
A oucim X klesa Y).

Kladna (zapornd) hodnota znamend, Ze se zvétSenim hodnoty X se e Hodnoty p(X,Y) blizké -1 znamenaji silnou linedrn{ zévislost.
pravdépodobné zvysi (snizi) i hodnota Y. Jsou-li X,Y nezdvislé, pak
cov(X,Y) = 0. e Hodnoty p(X, Y) blizké 0 znamenaji velmi slabou linedrn{ zévislost.

Kovarian¢ni matice

( D(X) cov(X,Y))

cov(Y,X) D(Y)

6.10 Korelacni koeficient

Koeficient korelace p(X,Y) uréuje miru linearni zavislosti ndhodnych ve-
licin X, Y,
cov(X,Y)

PN = BxbY)
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48 - Popisna statistika - zakladni pojmy

7.1 Popisna statistika

Metody popisné statistiky maji za cil sumarizovat pozorované hodnoty tak,
abychom mohli 1épe a jednoduseji pracovat s informaci v nich uloZenou.
Vystupy popisného zpracovani dat Casto slouZzi jako podklad pro stanoveni
hypotéz, které jsou ndsledné ovéfeny dalSimi experimenty.

Statistickd jednotka - predmét sledovani (napf. Clovék, zvife, materidl,
udalost, ...)

Statisticky znak - vlastnost jednotky, kterou jsme schopni Ciselné nebo
slovné popsat (napt. pohlavi, vék, pocet obyvatel, teplota, doba ¢ekani, ...)

Zakladni soubor - populace - vSechny jednotky, které existuji v rdmci
néjakého logického celku; byva zadan bud’ vyctem prvki, nebo vymezenim
nékterych spole¢nych vlastnosti (napf. viichni obyvatelé CR, vsechny
telefonni hovory v siti, ...)

Vybérovy soubor - vybér - zkoumand Cast populace, vybrané jed-
notky, nejcastéji volime ndhodny vybér, pocet prvkil ve vybéru oznacujeme
n (naptf. ndhodné osloveni lidé na ulici, hovory monitorované v daném
obdobi, ...)

Popisna statistika byvd prvnim krokem k odhaleni informaci skrytych
ve velkém mnoZstvi proménnych a jejich variant.

Statistické proménné (znaky) délime na:
e kvantitativni (Ciselné) - diskrétni, spojité,

e kvalitativni (slovni) - nominalni, ordinalni.
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A4 , v/ 1V , Rv ,v’kld!139
49 - Razeni, tfidéni Priklady: 215

7.2 Razeni

e kvantitativni proménnd - podle velikosti

e kvalitativni proménnd - podle vyznamu ¢i abecedné

7.3 Tridéni

Jednd se o zprehlednéni dat do tabulek, napf. usporddani do tabulky Cetnosti.
Nejcastéji postupujeme tak, Ze data usporddame podle velikosti a stanovime
intervaly, které odpovidaji jednotlivym tfiddm. Mluvime pak o intervalovém
tiidéni. Jinak se jednd o jednoduché (prosté) tfidéni - pfimo z dat.

7.3.1 Tabulka Cetnosti
Postup:

1. zjistime, v jakém rozmezi se hodnoty proménné pohybuji - nejmensi
(min) a nejvetsi (max) hodnotu

2. rozhodneme, zda provedeme jednoduché ¢i intervalové tiidéni - zavisi
na typu proménné a poctu obmén

3. uréime pocet tiid k (pfipadné rozpéti tiid: (max — min) /k)

4. vypocteme pocet pozorovani v jednotlivych tfidach

ad 3.

Jednoduché tridéni - pocet tiid (fadki) v tabulce se rovna poétu obmén
diskrétni proménné.

intervalové tridéni - neexistuje obecny predpis, kazdy piipad je jedineCny.
PouZzivd se napt. Sturgesovo pravidlo k ~ 1 + 3,3logn, odmocninové
pravidlo k ~ \/n &i subjektivni pohled.

Tfidy musi zahrnovat vSechny hodnoty, nejcastéji se voli stejné Siroké
a nesmi se prekryvat.
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50 - Cetnosti, grafické znazornéni

ReSené priklady: 139
Priklady: 215,218,220

7.3.2 Cetnosti

absolutni Cetnost - f;; pocet prvkil souboru spadajici do i-té tfidy

relativni Cetnost - pomér Cetnosti tiidy k celkovému poctu dat

$i="
kumulativni absolutni ¢etnost - poCet prvkl souboru v i-té tfidé a tfidach pred-
chdzejicich

i
F=)Y_f
=1

kumulativni relativni Cetnost - pomér kumulativni Cetnosti tiidy k celkovému
poctu dat

7.4 Graficka znazornéni

Pro vétsi nazornost pouzivame misto tabulek zndzornéni pomoci grafii. Vizua-
lizace ndm dava informaci nejen o charakteru dat, pfipadné procesu, pii kterém
vznikla, ale 1 o problematickych zdznamech a chybnych hodnotidch. Bez
adekvatni vizualizace miZeme v datech nechat pozorovani, kterd negativné
ovlivni dal$i hodnoceni a znemozni spravnou interpretaci vysledku

bodovy graf - zobrazuje kazdou méfenou hodnotu jako bod plochy

histogram - nejpouzivanéjsi graficky ndstroj pro vizualizaci pomérovych
a intervalovych dat, (sloupcovy) graf, kdy na vodorovnou osu zndzornime tiidy
a na svislou osu jejich Cetnosti; jednotlivé hodnoty Cetnosti jsou zobrazeny
jako vysky sloupct

kruhovy graf - (vyse€ovy) je zndzornéni pomoci vyseci kruhu, kde kazdé
tiidé odpovida jedna vysec; velikosti obsaht vyseci odpovidaji Cetnostem

tiidy
Cislicovy graf - lodyha s listy (stem and leaf plot), prehledny zapis
¢iselné hodnoty vybéru

krabicovy graf - graf ve tvaru obdélniku s tzv. fousky, jednotlivé
prvky krabicového grafu nejcastéji odpovidaji vyznamnym kvantiliim
vypoctenym na zdkladé pozorovanych dat, znizorfuje vyznamné a
extrémni hodnoty v souboru
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X, . . - v 2 ReSené piiklady: 140
51 - Ciselné charakteristiky - Cast 1. Priklady: 216,218,219,220
Na zakladé pozorovanych hodnot chceme vypocitat hodnoty, které slouzi k "uloZeni"informace dolni kvartil - xg2s5; Ctvrtina hodnot je mensi nebo
obsazené v datech, nebot’ pouZiti viech pozorovanych hodnot je nepraktické a Casto vlastné i rovna této hodnoté
nemozné.

horni kvartil - xg7s; tfi Ctvrtiny hodnot jsou mensi
nebo rovny této hodnoté

7.5 Charakteristiky polohy

- : . . o Vybérovy priimér
Statisticky soubor je popsén jedinym Cislem, které v jistém smyslu vyjadiuje typickou hodnotu EXCEL: =PRUMER (&fslo1;¢1s102;...)
popisujici cely soubor. ’ ’
) _ o Modus

aritmeticky primér - je citlivy na extrémni (odlehlé) hodnoty EXCEL: =MODE(&islo1:&is102:...)

1 n

X=- Z X; Kvantily
nia ExCEL: =PERCENTIL(oblast;p)
. ) ) oL 5 ) ) L. EXCEL: =MEDIAN(¢islo1;¢islo2;...)

Dalsi vyuZivané priméry - vaZeny aritmeticky primér (vypocet aritmetického priméru hodnot EXCEL: =QUARTIL.EXC(matice; 1)

usporadanych do tabulky Cetnosti), useknuty primér, geometricky praimér (pro analyzu vyvoje

: o . . ) . ExCEL: =QUARTIL.EXC(matice;3)
ukazatele v Case), harmonicky primér (v indexni teorii) a kvadraticky primér.

Vyuziti analytického néstroje Popisnd statistika

modus - X; hodnota, kterd ma nejvétSi absolutni Cetnost (z dat usporddanych v tabulce je v Excelu.

modus moZzno odhadnout jako stfed tfidy s nejvysSsi absolutni Cetnosti); modi muize byt vice,
nebo i Zadny

kvantily - xp; hodnota kvantilu fikd, Ze 100p procent hodnot souboru nabyva hodnoty

stejné nebo mensi, nez je hodnota kvantilu x,; nejcastéjsi kvantily jsou median, kvartily, decily
a percentily

medidn - xps5;X; hodnota, kterd rozdéluje sefazeny soubor na dvé Casti o stejném poctu
prvki

e lichy pocet hodnot souboru - ¥ je prostfedni prvek sefazeného souboru
e sudy pocet hodnot souboru - ¥ je primér dvou prostfednich prvki sefazeného souboru

e data usporadand do tabulky - X je stfed prvni tiidy s kumulativni relativni ¢etnosti vyS$si nezZ
50 %
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X, p . e v £ ReSené piiklady: 141
52 - Ciselné charakteristiky - &4st 2. Piklady: 216-220
T SR RO L Vybérovy rozptyl
7.6 Charakteristiky variability EXCEL: ~VAR.S(&islo] :¢fsl02:...)

Umoznuji popis variability (rozptylenosti) vybérového souboru. Vyjadiuji proménlivost hodnot, zda jsou

. ¥ < x: e NTX { o yy o . . o ybérovd smér i
si hodné podobné, Ci zda se od sebe 1isi. Nékteré miry umoziuji srovndvat vice soubora. Vybérovd smérodatnd odchylka

EXCEL: =SMODCH.VYBER.S(&fslo1;¢is102;...)
variacni rozpéti - stejné jako pramér je citlivé na extrémni (odlehlé) hodnoty " L o L
Vyuziti analytického ndstroje Popisnd sta-
R = Xmax — Xmin tistika v Excelu.

interkvartilové rozpéti - rozdil mezi hornim a dolnim kvartilem, nenf citlivy na extrémni hodnoty Odlehld pozorovdni

- hodnoty leZici mimo interval
IQR = x¢,75 — X0,25
(x025 —1,5-1QR; x0,75 + 1,5 - IQR)
vybérovy rozptyl - vystihuje rozptyleni jednotlivych hodnot kolem aritmetického priméru
nazyvame odlehlymi

2 1 = 2
S :n—l],zzl(xj_x)

vybérova smérodatnd odchylka - nejuZivanéj$i mira variability; kladnd odmocnina vybérového rozptylu;
je uvedena ve stejnych jednotkéch jako aritmeticky primér

s = V32

Mal4 hodnota znaci, Ze prvky souboru jsou si vét§inou navzdjem podobné, a naopak velkd smérodatnd
odchylka signalizuje velké vzdjemné odliSnosti. Nevyhodou rozptylu i smérodatné odchylky je, Ze
neumoznuji porovnavat variabilitu proménnych vyjadienych v riznych jednotkach.

variacni koeficient - udava relativni variabilitu vztazenou k priméru, uvadi se v procentech, po-
mah4 odhalit odlehlé hodnoty

Pouziti zejména pfi srovnani variability dvou riznorodych proménnych, které jsou vyjadieny v riznych
mérnych jednotkach. Je-li Vy > 50 %, miZe to ukazovat na nesourodost souboru a neni napi. vhodné
pouzivat aritmeticky primér jako charakteristiku polohy.
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X, , - . v, Resené priklady: 142
53 - Ciselné charakteristiky - &4st 3. Priklady: 217.218,219,220

7.7 Charakteristiky tvaru rozdéleni "
Zaokrouhlovani:

Popisuji tvar rozdé€leni, rozloZeni hodnot v souboru, jaké hodnoty prevazuji, atd. . . . .
smérodatnd odchylka - na 2 platné cifry smérem

Sikmost - vyjadfuje, jsou-li hodnoty kolem priméru rozloZzeny symetricky, nebo zdali pre- na?orvu ) . . 3
vaZujf spiSe hodnoty podpramérmé & nadprimérné prumér, rozptyl, kvantily - stejny fad jako smérodatna
odchylka
A n n 3 min, max - stejny fad, ve kterém jsou data
= (n—1)(n—2)s? j:1(x] X) var. koeficient, Sikmost, $piCatost - max. na 3 des. mista
Sikmost

e A > 0 - kladné zeSikmeni (prevladaji nizké hodnoty)
e A =0 - symetrické (hodnoty rozloZeny rovhomérné)
e A < 0 - zéaporné zeSikmeni (prevladaji vysoké hodnoty)

EXCEL: =SKEW(Cislo1;¢islo2;...)

Spicatost - exces
ExCEL: =KURT(Cislo1;¢islo2;...)
Spicatost - vyjadiuje, jaky prubéh ma rozdéleni hodnot kolem zvoleného stfedu, ¢im vice je roz-

déleni Spicatéjsi, tim vice jsou hodnoty soustiedény kolem daného stiedu Vyuziti analytického ndstroje Popisnd statistika
) v Excelu.
nn+1 L n—1
= ( + ) ; (x]'—f)4—3 ( )
(n=1)(n=2)(n-3)s* = (n—2)(n—3)

e ¢ > ( - Spicaté rozdéleni (hodnoty koncentrovdny kolem stfedu)
e ¢ = 0 - normdlni rozdéleni (hodnoty rozloZeny normaln¢)
e ¢ < 0 - ploché rozdéleni (hodnoty nejsou koncentrovany kolem stfedu)
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Odhady parametru
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55 - Induktivni statistika, bodové odhady

Dva typy odhadu:

e bodové odhady - odhadem parametru zdkladniho souboru je jedna
hodnota,

e intervalové odhady - odhadem parametru zdkladniho souboru je inter-
val hodnot.

8.1 Bodové odhady

Definice 8.1.43: Bodovy odhad (estimdtor) parametru B je statistika B,
kterd aproximuje parametr 3 s pfedepsanou piesnosti.

Definice 8.1.44: Nevychyleny odhad parametru f je takova statistika S,
jejiz ocekavana hodnota
E(Bn) = B,

tzn. je to kazda statistika, kterd statisticky (stochasticky) konverguje k pa-
rametru B. V opacném piipadé se veli¢ina B, nazyvd odhadem vychy-
lenym, a to vpravo nebo vlevo, podle toho, zda E(B,) — B > O, resp.

E(Bn) — B <O.

Definice 8.1.45: Konzistentni (nesporny) odhad parametru B je takova sta-
tistika B, Ze pro dosti velka 1 je

P(Bn—B<e)>1-—y,
kde ¢ > 0, 7 > 0 jsou jakédkoliv (libovolné mald) pfedem zvolend Cisla.

K ziskdvani bodovych odhadii se pouzivd metoda momenti a metoda
maximdlni vérohodnosti.

Bodovy odhad stfedni hodnoty: ji = *.

Bodovy odhad rozptylu: 6% = s2.
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56 - Intervalové odhady

Resené priklady: 144,145,146,147
Priklady: 222

8.2 Intervalové odhady

Definice 8.2.46: Intervalovy odhad parametru 8 zdkladniho souboru je in-
terval (By, By), v némzZ leZi skute¢nd hodnota parametru s pravdépodobnosti
1—a,t.

P(Bl S,BS Bz) =1-ua.
Interval (Bq, By) se nazyvé interval spolehlivosti (konfiden¢ni interval) pro
parametr  na hladiné vyznamnosti & (nebo se stupném spolehlivosti 1 — «).

Hodnoty By, By jsou kritické hodnoty pro parametr . Intervaly (—oo, By)
a (By, 00) se nazyvaji kritické intervaly.

Definice 8.2.47: Kritické hodnoty rozdéleni na hladin€ vyznamnosti a jsou
kvantily, kde index « vyjadfuje pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina (u sy-
metrickych rozdéleni jeji absolutni hodnota), prekroci tuto hodnotu.

Definice 8.2.48: Hladina vyznamnosti a je pravdépodobnost, Ze skutecnd
hodnota parametru neleZi uvnitf intervalu spolehlivosti.

Definice 8.2.49: Stupen spolehlivosti 1 — a je pravdépodobnost, Ze sku-
teCnd hodnota parametru leZ{ uvnitf intervalu spolehlivosti.

Intervaly spolehlivosti (IS) konstruujeme jako jednostranné (dileZitd je
pouze jedna mez)

levostranny IS : P(B€ (B, o)) =1—ua
pravostranny IS:  P(B € (—o0,Bp)) =1—«

nebo oboustranné
,B - <B1 , Bz>
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. N p ReSené piiklady: 146
57 - Intervalovy odhad stfedni hodnoty Phiklady: 225 | &3

8.2.1 Intervalovy odhad stredni hodnoty EXCEL:
kvantil normovaného normdlniho rozdélem’zl_%

=NORM.S.INV<1 _ g)

Intervalovy odhad stiedni hodnoty - zniame o>
Méjme sledovanou veli¢inu X — N(p;0?), pak pfi znamém rozptylu ma
ndhodna veli¢ina 7

T(X) = 7”&

normované normalni rozdéleni pravdépodobnosti N (0, 1).

Hleddme interval spolehlivosti na hladin€ vyznamnosti «:
P(zg <T(X) <z g) =1-u,

kde zZs je 5-ty kvantil normovaného normalniho rozdélent,

(o (o
P Za <K X—Uu<—z1_ a« | =1—0n.
(ﬁz— ”—\/ﬁ“)

Vyuzijeme vlastnosti symetrie normovaného normdalniho rozdéleni kolem
nuly (plati zg = —zl,%) a dostavame tedy:

Intervalovy odhad stfedni hodnoty - neznime ¢

Méjme sledovanou veli¢inu X — N (u; (72), pak pfi nezndmém rozptylu ma

nahodna velicina .
T(x) = ~—E/n

t-rozdéleni pravdépodobnosti s (1 — 1) stupni volnosti. t-rozdéleni je také
symetrické kolem nuly, tzn. postup odvozeni intervalu spolelivosti je ob-
dobny jako pfi odvozeni se zndmym rozptylem.
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58 - Intervalovy odhad stfedni hodnoty a rozptylu

Resené priklady: 144,145,147
Priklady: 222,223,224

Interval spolehlivosti na hladiné vyznamnosti « 1ze vyjadfit:

Pt,(n—1)<T(X)<t ,(n—1))=1—a,

@
2

NI=

kde t, (n — 1) je 5-ty kvantil t-rozdéleni s 7 — 1 stupni volnosti. Po tipra-
2

vach dostavame:

8.2.2 Intervalovy odhad rozptylu

Méjme sledovanou veli¢inu X — N(y;0?), pak pii neznamé stiedni hod-
noté (a to zpravidla plati) ma ndhodna veli¢ina

2 _ —
X o2

" o(x;— X n—1)s?
;<02> (n-1)

1

chi-kvadriét rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti.

Oboustranny intervalovy odhad NV x2 miZeme zapsat pravdépodob-
nostni rovnici:

-2 <x,0-1)=1-n
2 -2

kde x? (n — 1) je §-ty kvantil chi-kvadrat rozdélen{ s 7 — 1 stupni volnosti.
3

Dostavame:

Z intervalového odhadu rozptylu l1ze odvodit intervalovy odhad pro sméro-
datnou odchylku:

EXCEL:
kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti t_, (n —1)

:T.INV(l _ %,-n _ 1)

kvantil chi-kvadrdt rozdéleni s n — 1 stupni volnosti Xf L(n—1)
-5

—CHISQ.INV (1 - g; n— 1)
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Testovani hypotéz
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60 - Testovani hypotéz

9.1 Statistické hypotézy - ivod

Definice 9.1.50: Statistickd hypotéza je urcity pfedpoklad o rozdéleni
(jednoho ¢i vice) zédkladniho souboru.

Hypotézy se mohou tykat pouze neznamych ¢iselnych parametri rozloZeni
NV, pak jde o testy parametrické, ostatni typy jsou testy neparametrické.

Nulova hypotéza Hy - hypotéza, jejiz platnost ovétujeme.

Alternativni hypotéza Hi - opacnd k Hy. MizZe byt bud’ oboustrannd
nebo jednostrannd.

Statistické testy jsou postupy, jimiZ ovéfujeme platnost nulové hypo-
tézy. Na zakladé nich pak hypotézu bud’ pfijmeme, nebo zamitneme.

Testovaci kritérium (statistika) f;, je NV zdvisld na ndhodném vybéru
majici vztah k nulové hypotéze.

Stejné jako u konstrukce intervali spolehlivosti, nelze zjistit, zda hy-
potéza plati na 100 %. Nejcastéji se voli testy s jistotou 99 %, 95 % nebo
90 %, obecné 1 — &, kde a je hladina vyznamnosti, tedy pravdépodobnost
chyby testu, kdy zamitneme H), pfestoZe plati (chyba 1. druhu).

Kritické hodnoty testovaciho kritéria a,,b, odd€luji interval prakticky
moznych hodnot (a,, by) od kritickych intervald, v nichZ se hodnoty NV X
vyskytuji s pravdépodobnosti .

Porovnani hodnoty testovaciho kritéria s jeho kritickymi hodnotami
slouzi k rozhodnuti o vysledku testu. Hypotézu pfijimame, lezi-li pozoro-
vand hodnota testovaciho kritéria v intervalu prakticky moZnych hodnot,
tzn. rozdil mezi pozorovanou a teoretickou hodnotou testovaciho kritéria je
vysvétlitelny na dané hladin€ vyznamnosti ndhodnosti vybéru.

9.1.1 Kroky pri testovani hypotézy - klasicky postup

e Formulace vyzkumné otazky ve formé nulové a alternativni hypotézy

e Zvoleni pfijatelné trovné chyby rozhodovani (volba hladiny vyznam-
nosti )

e Volba (konkretizace) testu a vypocet testovaciho kritéria
e Sestrojeni kritického intervalu

e Rozhodnuti a zavér testu (nezamitnuti, nebo zamitnuti Hy))
Druhy zptisob vyhodnoceni testu je na zdklade€ p-hodnoty.

p-hodnota predstavuje nejmensi hladinu vyznamnosti testu, pfi niZ na
danych datech jesté¢ zamitneme nulovou hypotézu.

Plati tedy, Ze ¢im niZ8i p-hodnota testu je, tfm menSi ndm tento test
indikuje pravdépodobnost, Ze plati nulovd hypotéza. Vyjde-li ndm pfi
vyhodnoceni statistického testu p-hodnota "blizkd nule", znamend to, Ze
naSe nulovd hypotéza m4 velmi malou oporu v pozorovanych datech a
miZeme ji zamitnout.

Vypocet p-hodnoty pro pozorovanou hodnotu testovaciho kritéria t;,:
Hi: .. 75 = p= 2. min(F(th),l — F(th))
Hi:..<..=p=F)

Hy:...> :>]9:1—F(th)




Matematika III - listy k prednaskam Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technickd univerzita Ostrava

. 1.2 v p v ReSené piiklady: 149
61 - Parametrické testy - test o stfedni hodnot& Piklady: 226 | &0

EXCEL:

9.2 Parametrické teSty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti t

(n—1)

1—

NIR

9.2.1 Test hypotézy o stredni hodnoté 1 (jednovybérovy t- =T.INV(1 — % ;n— 1)
test)
Predpoklady:

Je dan vybér ze ZS s rozdélenim N (u, 0?) o rozsahu 1 s vybérovou stfedni

hodnotou X a vybérovym rozptylem s2.

Nulova hypotéza:
Hp : p = po

Alternativni hypotéza:

Hj : u # yg ... oboustrannd hypotéza
Hy : u > pg ... pravostrannd hypotéza
Hjp : yu < g ... levostranna hypotéza

Testovaci Kritérium:

T=2""1

S

Testovaci statistika ma Studentovo rozdéleni pravdépodobnosti s n — 1
stupni volnosti.

Kriticka hodnota:

thie = £, _4 (n —1) ... oboustranny test
3
tieic = £,_, (n — 1) ... jednostranny test

Zavér:

|T| < tkit = Hp nezamitdme
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Matematika III - listy k prednaskam
ReSené piiklady: 150
Priklady: 227

62 - Parametrické testy - test o rozptylu

9.2.2 Test hypotézy o rozptylu o> EXCEL: .
kvantil chi-kvadrdt rozdéleni s n — 1 stupni volnosti x* , (n — 1)
Nulova hypotéza: . 1-4
=CHISQINV (1 - %51 —1)
Hy: 0? =0}

Alternativni hypotéza:
H; : 0? # 03 ... oboustrannd hypotéza
Hy: o?> (702 ... pravostrannd hypotéza

Hy: o?< 0'5 ... levostranna hypotéza

Testovaci kritérium:

(n—1)-s2

2
70

X =

Testovaci statistika md chi-kvadrat rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

Kriticka hodnota:
X2 (n—1); X‘:' ., (n—1) ... oboustranny test
2 T2
)(f(n -1); Xf%(n —1) ... jednostranny test

Zavér:
oboustranny test:

x> e <X2 (n—1); x> (n— 1)> = Hp nezamitime

3 1-3
jednostranny test:
2 2 . g2 2 oz
X~ > x.(n—1)pro Hy : 0° < 05 = Hp nezamitdme
X< )(f_a (n—1) pro Hy : 0% > (73 = Hp nezamitdme
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ReSené piiklady: 151

63 - Parametrické testy - test shody dvou rozptyli Priklady: 228
9.2.3 Dvouvybérovy F-test EXCEL:
kvantil F-rozdéleni s (ny — 1; np — 1) stupni volnosti
M¢éjme dva vybérové soubory s rozsahem 11, 1y a vybérovym rozptylem —FINV (1 o, 1y — Ls 1y — 1)

s%, s%. Ovéfujeme predpoklad, Ze variabilita soubori je srovnatelna.

Nulova hypotéza:

Alternativni hypotéza:

Hy: (712 # (722 ... oboustranna hypotéza
Hy: 0'12 > 0‘22 ... pravostrannd hypotéza
Testovaci kritérium:
2
F=11

2
5

Indexy 1,2 volime, aby F > 1. Testovaci statistika ma F rozdéleni

s nqp — 1,1y — 1 stupni volnosti.

Kriticka hodnota:

Foic = F

o
-5

(ny — 1;ny — 1) ... oboustranny test
Fit = F,_, (11 —1;np — 1) ... jednostranny test

Zaveér:

F < Fuit = Hp nezamitame
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ReSené piiklady: 152

64 - Parametrické testy - test shody dvou stiednich hodnot Priklady: 228
9.2.4 Dvouvybérovy t-test Zaver:
Predpoklady: |T| < twit = Hp nezamitdme
Jsou dany dva vybéry o rozsazich 11, ny s vybérovymi strednimi hodnotami ‘
X1, Xp a vybérovymi rozptyly s%, s%, vybrané ze dvou ZS s rozdélenimi EXCEF‘ o ) )
N(pt1,02) a N(pa, 02). kvantil t-rozdéleni s ny + np — 2 stupni volnosti tl_% (ny+ny—2)
=T.INV (1 - %;nl + 13- 2)

Nulova hypotéza:
Ho: p1 =2

Alternativni hypotéza:

Hj : p1 # py ... oboustranna hypotéza
Hi: pp > yy ... pravostrannd hypotéza
Hjp @ pq <y ... levostrannd hypotéza

Pro vypocet testovaci a kritické hodnoty musime prvni ovéfit, zda lze
predpokladat platnost hypotézy (712 = (722. Provéfime F-testem.

a) Dvouvybérovy t-test s rovnosti rozptyli (plati 07 = 03)

Testovaci Kritérium:

X1 — X \/nlnz(nl +ny—2)

/ ny+n
153 + nys3 1772

Testovaci statistika mé t rozdéleni s 117 + 1y — 2 stupni volnosti.

Kriticka hodnota:

tkie = t,_, (11 + 12 — 2) ... oboustranny test
-5

tieit = £,_, (11 + 12 — 2) ... jednostranny test
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. 1.2 v p ReSené piiklady: 152
65 - Parametrické testy - test shody dvou stiednich hodnot Piklady: 228

b) Dvouvybérovy t-test s nerovnosti rozptyli (za podminky 02 # 03) EXCEL:
kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti t

(n—1)

1—

NIR

Testovaci Kritérium: o
=T.INV(1 —Sin— 1)

X1 — X2
\/(nz —1)s2+4 (11 — 1)s3

které je sloZeno ze dvou Studentovych rozdé€leni pravdépodobnosti.

T =

V= 1)(ma = 1),

Kriticka hodnota:

(ny — 1)5%1‘1% (n1 — 1)+ (ng — 1)s3t, ,(np—1)

(ny —1)s? 4+ (ng — 1)s3

1—

NIR

trit = ... oboustranny test

(nZ - 1)S%t17a(n1 - 1) + (nl - 1)5%1'17“(7’12 - ]‘)
(ny —1)s2 4+ (ng — 1)s3

tirit = ... jednostranny test
Zavér:

|T| < twit = Hp nezamitdme
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ReSené piiklady: 153

66 - Parametrické testy - parovy test Priklady: 229
9.2.5 Studentiyv test pro parované hodnoty EXCEL:
kvantil t-rozdélem’ s n — 1 stupnivolnosti t_, (n—1)
Predpoklady: 72
Ze dvou ZS s rozd&lenimi N (1, 07) a N(pp, 05) byly vybrany dva vybéry =TINV (1 oy 1)

se stejnymi rozsahy #n. Kazdému prvku prvniho vybéru x1; odpovida pravé
jeden prvek druhého vybéru x,; (d = xp; — x7;).

Nulova hypotéza:

Hol‘ulz}lz(d:())

Alternativni hypotéza:

Hy : yy # po (d # 0) ... oboustrannd hypotéza
Hl : y1 > pp (d < 0)... pravostrannd hypotéza
: 1 < pp (d > 0)... levostrannd hypotéza

Testovaci kritérium:

n
U

kde X, s; jsou vybérové charakteristiky souboru tvorenych z rozdili paro-
vych hodnot, testovaci statistika ma Studentovo rozdéleni pravdépodobnosti

t(n—1).
Kriticka hodnota:
thie = £, _4 (n —1) ... oboustranny test
3
tieic = £,_, (1 — 1) ... jednostranny test
Zavér:

|T| < tkit = Hp nezamitdme
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67 - Neparametrické testy - testy dobré shody

ReSené priklady: 154,155
Priklady: 230

9.3 Neparametrické testy

9.3.1 Pearsoniiv test dobré shody (x>— test) pro jeden vy-
bér

Predpoklady:

Vysledky pozorovani jsou rozdéleny do k skupin a v kazdé skupiné je

zjisténa skupinova cetnost f,; (experimentdlni Cetnosti). UvaZzujme urcité

rozdéleni, které budeme povaZovat za model pro ndS vybér. Pro kazdou

tfidu uréime teoretické (ocekdvané) Cetnosti f,; proi =1,...,k.

Nulova hypotéza:
ZS ma ocekdvané rozdéleni pravdépodobnosti, tj. Cetnosti f,; a f,; pro
i=1,...,n se li$i pouze ndhodné.

Testovaci Kritérium:

i f€l fOl

=1 01

Testovaci kritérium podléhd Pearsonovu rozdéleni pravdépodobnosti
Xz(k — s — 1), s zna&i poCet parametrii ofekdvaného rozdéleni pravdépo-
dobnosti.

Zavér:
X< )(ia (k—s—1) = Hp nezamitdme
Podminky pouziti testu:
e vSechny f,; maji byt > 1
e nejvyse 20 % f,; miZe byt < 5

e pocet tfid k nevolime vétsi nez 20

Poznamka: Pokud podminky nejsou splnény, musime sloucit sousedni
tiidy.

EXCEL:
kvantil chi-kvadrdt rozdéleni s k — s — 1 stupni volnosti Xf_a (k—s—1)
=CHISQ.INV(1 —a;k —s — 1)
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68 - Neparametrické testy - testy dobré shody

ReSené priklady: 154,155
Priklady: 230

9.3.2 Kolmogoroviav-Smirnoviiv test dobré shody pro je-
den vybér

Predpoklady:

Vysledky pozorovani jsou rozdéleny do k skupin a v kazdé skupiné je
zjisténa skupinova Cetnost f,; (experimentdlni Cetnosti). UvaZzujme ur€ité
rozdéleni, které budeme povaZovat za model pro ndS vybér. Pro kazdou

tiidu urcime teoretické (oCekdvané) Cetnosti f,; a kumulativni Cetnosti
F, eis F oi-

Nulova hypotéza:
ZS mé ocekdvané rozdéleni pravdépodobnosti, tj. Cetnosti f.;, f, pro
i=1,...,k selisi pouze ndhodné.
Testovaci kritérium:
1
Dy = EmaX’Pe‘i — Foil

Testovaci kritérium ma specidlni rozdéleni pravdépodobnosti, jehoz hod-
noty jsou pro n < 40 tabelovany a pro n > 40 urcovany dle vzorcu.

Kriticka hodnota:
1,36
K = 0, 05 = D1;0’05(7’l) = \/E
1,63
X = 0, 01 = D1;0,01(1’l) = \/ﬁ
Zaver:

Dy < Dy,4(n) = Hp nezamitime
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9.4 Testy extrémnich hodnot

9.4.1 Dixonuv test extrémnich odchylek
Predpoklady:

Ve vybérovém souboru o rozsahu 7 je x; = min(x;), resp. x,, = max(x;).

Nulova hypotéza:
Hy: Hodnota x1, resp. x; (nejvétsi hodnota) se nelisi vyznamné od ostatnich
hodnot souboru.

Testovaci kritérium:

Q X2 — X1
1= -
Xn — X1
Xn — Xp—1
Qn=—""—""—
x”_x]_

podle toho, testujeme-li minimdlni nebo maximélni hodnotu ve vybéru.
Kritické hodnoty Q1.,, resp. Qy;« jsou tabelovany.
Zavér:

Q1 < Q1.4 = Hp nezamitdme

Qn < Quw = Hp nezamitdme
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. 1z 4 ReSené piiklady: 156
70 - Neparametrické testy - testy extrémnich hodnot Piklady: 231

9.4.2 Grubbsiv test extrémnich odchylek

Predpoklady:

Ve vybérovém souboru o rozsahu 7 je x; = min(x;), resp. X, = max(x;)
(napf. hodnoty jsou sefazeny podle velikosti od x1 do x;). X je stfedni
hodnota vybéru, s je vybérova smérodatnd odchylka.

Nulova hypotéza:

Hp: Hodnota x; (nejmensi hodnota), resp. x, (nejvétsi hodnota) se
neli$i vyznamné od ostatnich hodnot souboru.

Testovaci kritérium:

T, =

Tn =

podle toho, testujeme-1li minimalni nebo maximélni hodnotu ve vybéru.
Kritické hodnoty T7.,, resp. T}, jsou tabelovany.
Zavér:

T1 < T1,, = Hp nezamitdme

Ty < Ty, = Hpnezamitdme

Poznamka: Vede-li test k zavéru, Ze extrémni hodnotu je tfeba ze souboru
vyloucit, je tfeba sestrojit znovu vSechny vybérové charakteristiky (ze sou-
boru bez extrémni hodnoty) pro pfipadné dalSi vypocty.




Kapitola 10

Linearni regrese
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72 - Linearni regrese

10.1 Zavislost dvou cCiselnych proménnych EXCEL: Viozeni -> Bodov§ graf

Casto je potieba porovnat vztahy mezi proménnymi, zmény proménné, atd.
Sledujeme tedy 2 veliCiny (jedna je zavisla a jedna nezdvisld) a zajima nas
vztah mezi veli¢inami.

Grafickd analyza - veli¢iny vyneseme do bodového grafu (osa y...zdvisld
proménnd, osa Xx...nezavisla proménna), graf napomahd odhaleni zavislosti
1 naznacuje silu pfipadné z4vislosti

zavisla proménnd (vysvétlovand) - jeji chovani se snazime vysvét-
lit

nezavisld proménnd (vysvétlujici) - jeji chovdni vysvétluje chovani
zavislé proménné
Zavislost miiZe byt
e pevnd (funkéni) - linearni (hodnoty leZi na pfimce), nelinearni (hod-
noty leZi na kfivce jiné nez ptimka)

e volna (stochastickd) - hodnoty nelezi pfimo na kiivce, ale je patrny
jejich pribéh kolem pomyslné kfivky, ¢im jsou body bliZze pomyslné
kfivce, tim je zavislost t€snejsi

e nezdvislost - pomyslnd kfivka je rovnob&zna s osou x nebo pomyslnou
kiivku prochdzejici body nelze viibec nalézt
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, , Resené priklady: 158
73 - Regresni analyza Priklady: 233

10.2 Regresni analyza

Regresni analyza se vénuje vystiZeni charakteru zavislosti a urCenf jeji kon-
krétni formy.

e Jednoducha regresni analyza - popisuje zavislost dvou Ciselnych
proménnych (jedna je vysvétlujici a jedna je vysvétlovana)

e Vicendsobna regresni analyza - popisuje zavislost vice Ciselnych
proménnych (vice je vysvétlujicich a jen jedna je vysvétlovana)

Regresni model - zjednoduSené zobrazeni reality, zavislost popisuje pomoci
rovnice (v grafu kfivka)

e regresni piimka: y = ax + b

e regresni parabola: y = ax? + bx + ¢
e regresni hyperbola: y = ; +b

e logaritmickd funkce: y = alnx + b
e exponencidlni funkce: y = ae?™
e polynom stupné k: y = gk + XN ax +ag

a, b, c, ay, ..., ag nazyvame regresni koeficienty
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-, , Resené priklady: 158
74 - Linearni regresni model Piildady: 233 . €7

10.3 Metoda nejmensich ¢tverci Maticovy zdpis modelu:

Y=X-A,
Sledujeme dvé veliCiny x, y. Predpoklddame, Ze mezi nimi existuje vztah kde
y = f(x). Chceme najit funkei, kterd vystihuje tento vztah; v pfipadé line- ! a1
arniho regresnitho modelu se jedna o regresni pfimku y— Y2 %= xp 1 4 <a>
y=ax+b. b
Y3 x3 1

Pro nalezeni rovnice regresni pfimky (prochdzi nejblize v§em bodiim a je
jedind) slouzi metoda nejmensich ctverct, kterd vybere ze vSech moznych
piimek takovou, pro niZ je soucet druhych mocnin odchylek bodii od primky
minimdlni.

rezidua - chyby nalezeného feSeni
e =Yi— Vi

Y;i ... zndmé pribliZzné hodnoty (ziskané napi. mérenim)
;i ... odhad regresni funkce

Kriteridlni funkce:

n
=) ¢
i=1
Po dosazeni dostaneme:
n n n
o= (vi—7)*=Y_(vi— (ax; + b))* = Y _(y; — ax; — b)*.
i=1 i=1 i=1

Hleddme tedy minimum kriteridlni funkce. Koeficienty a, b uréime ze sou-
stavy normdlnich rovnic

dp
20 Y
% _,

ob
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75 - Linedrn{ regresni model - MNC

ReSené priklady: 158
Priklady: 233,235,236

Po urceni parcidlnich derivaci dostdvame soustavu

23 (i —axi —b)(—1) =0,
=1

2

S-

(yi —ax; —b)(—x;) = 0.
1

1

Upravime:

1=

(yi —ax; —b) =0,
i—1

n
(xiy; — ax; — bx;) = 0.
=1

1

Soustava normalnich rovnic:

n n

a) xi+nb=)yy;,

i=1 i=1

n n n
ale-z—l—bei :in]/i-
i=1 i=1 i=1

Bodové odhady parametrd a,b dostaneme feSenim soustavy pomoci Crame-
rova pravidla:

= D,
n n n a= 5
Dazzyzzxz_nleyl — Dy,
i s i=1 b= D

Koeficienty regresni primky
a ... je smérnici piimky, udava jeji sklon
b ... je prisecik pifmky s osou y

Smérodatné chyby odhadii regresnich parametrii

s(a;) = \/sz - hii,

kdei=1,...,p.

p znali pocet koeficientli v modelu,

hi1,...,hpp jsou prvky na hlavni diagonile matice (XTX)~! pro dany
regresni model.
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76 - Verifikace a kvalita modelu

ReSené piiklady: 159
Priklady: 235

10.4 Verifikace modelu

Po nalezeni konkrétniho odhadu regresni funkce na zakladé vybéru si
musime poloZit otdzku, zda je nalezeny odhad kvalitni, zda byl zvolen
vhodny typ regresni funkce, atd. Je tedy potfeba provést verifikaci modelu
a hodnoceni kvality modelu.

Koeficient determinace R? nabyvéd hodnot (0;1) a vystihuje, jak t&sné
datové body piiléhaji ke kiivce. Cim je vys$si hodnota, tim je model
vhodnéjsi. Navic urcuje, jaké procento zmén vysvétlované proménné je
vysvétleno modelem. V piipadé nelinedrni regrese oznacujeme index

determinace I2.

Pro naméfené y; a odhadnuté ¥; hodnoty vysvétlované proménné po-

Citdme: ;
5% — Z(yi — y‘)z celkovy soucet Ctverct,
i=1
n
Sk = Y_(Ji—7)* regresni soudet &tverci,
i=1
n
SSE =Y (yi — 7;)? rezidudlni souget &tvercil.
i=1
Pak )
R — Sk _ 1 SSE
I
T T

Pokud neni vyznamny rozdil mezi koeficienty determinace u riznych mo-
deld, vzdy je vhodné zvolit model jednodussi. Hodnota R? roste s pottem
koeficientii p, proto je nutné modely s vice koeficienty porovndvat pomoci
upraveného koeficientu determinace
n—1
Reyp; =1—(1—-R? :
oy =1 (1= R

Rezidudlni rozptyl - nevychyleny odhad rozptylu o

2 _ 2 _ SSE

ot =8 =52,

Celkovy F-test - testujeme, zda hodnota vysvétlované proménné zavisi
na linedrni kombinaci vysvétlujicich proménnych

Hy : zvoleny model nenf statisticky vyznamny (aq = - - - = a, = 0)
Hy : —Hp
Testovaci kritérium: F = & : SSE

T T p-1 - n—p

Testovaci statistika md F-rozdéleni pravdépodobnosti s p —1 a n —p
stupni volnosti. Kritickou hodnotou je kvantil F;_,(p —1,n — p).

Pokud bychom Hj nezamitli, znamenalo by to, Ze model je chybné specifi-
kovén.

Dilci t-testy - testujeme opravnénost setrvani koeficientd a; v regres-
nim modelu, kazdy koeficient se testuje zv1ast (i = 1,...,p)

Hy : koeficient nenf statisticky vyznamny (a; = 0)
Hj : koeficient je statisticky vyznamny (a; # 0)

Testovaci kritérium: t = -4
s(a;)

Testovaci statistika ma t-rozdéleni pravdépodobnosti s 7 — p stupni
volnosti. Kritickou hodnotou je kvantil t; s (n — p).

Pokud nelze Hj zamitnout, je tfeba uvazit setrvani ptislusného koefici-
entu v modelu. Pokud vyjde u regresni piimky koeficient a statisticky
nevyznamny, znamena to, Zze proménné nejsou zavislé. Zavérem je tieba
poznamenat, Ze vyfazeni (¢i nové zatazeni) proménné do modelu znamend
spustit cely proces tvorby modelu od zacatku, tzn. novy odhad regresnich
parametrd.
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v . p ReSené piiklady: 160
77 - Korela¢ni analyza Piklady: 234,236

10.5 Korela¢ni analyza Slovni interpretace:

. e . |rl =0  korelaéni nezdvislost
Korelace urCuje miru (intenzitu) zavislosti statistickych proménnych. o B . )
0 < |r| < 0.3 nizky stupei korelacni zavislosti

Korelaéni koeficient nabyvd hodnot (—1,1) a méfi tésnost linedrni 0.3 < |r| <05 mimy stupefi korelatni zdvislosti

zdvislosti dvou proménnych. Jde o ukazatel oboustranné z4vislosti. Nejda- 0.5 < |r| < 0.7 stfedni stupeii korela¢ni zdvislosti

lezitéjsi a nejCasteji pouzivanou mirou sily vztahu je Pearsontiv korelacni 0.7 < |r] < 0.9 vysoky stupeii korela&ni zavislosti

Koeficient pxy 09 <|r <1 velmi vysoky stupeni korelacni zdvislosti
_cov(x,y) Yl —x)(yi— 7)) lr| =1 funkéni z4vislost

P Toe, T L -8 Ll —9)
Test hypotézy o nulové korelaci dvou nahodnych velic¢in:
kde oy, 0y, jsou smérodatné odchylky a cov(x,y) je kovariance proménnych

x,y. Pfedpokldddme normalitu obou proménnych. Hy: r=0
H1 L r 75 0

Linedrni vztah ndhodnych veli¢in x a y kvantifikujeme na zdkladé .
Testovaci kritérium:

vybérového souboru -vybérovy Pearsontv korelacni koeficient r

. Y. Xjy; — nxy T = ry/ f:rzz ...testovaci statistika ma Studentovo rozdéleni pravdé-
(n—1)syxsy podobnosti s 1 — 2 stupni volnosti.
) EXCEL:
Cim vice se hodnota korelacniho koeficientu blizi k hodnoté jedna, =CORREL (maticel:maticel)

tim je zavislost silnéjsi, obé hodnoty spole¢né rostou.

Cim blize je hodnota korelaéniho koeficientu k hodnoté —1, tim je
zévislost silnéjsi, rostou-li hodnoty jedné proménné, hodnoty druhé klesaji.

Je-li hodnota blizka nule, nejsou proménné zavislé.

O sile zavislosti vypovidd nejen korelaCni koeficient, ale i1 rozsah sou-
boru 7.
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80 - Kombinatorické pravidlo souctu

Zadani Pracovni Ceta je sloZena z 15 pracovnikd, z toho 10 umi zachazet s lopatou, 7 s krumpacem a 9 s ry¢em, lopatu a krumpac
ovladaji 3 muzi, lopatu a ry¢ 6 a krumpac s ry¢em 4 muZi, vSechny tfi ndstroje zvlada jediny. Je ve skupiné muz, ktery nepracuje
s Zadnym z nastroji?

ReSeni Teorie: 11 Priklady: 163,165

Pfed samotnym feSenim si zavedeme znacCeni. Necht' V znaci vedouciho, I znadi ty, ktefi umi s lopatou, ILK ty, ktefi
pracuji s lopatou i krumpacem, ILIKIR ty, ktefi umi se v§im. Obdobné K pro ,.krumpace‘ a tak podobné.

Secteme-li pocty clent L, K, R dostivime L + K+ R = 1047 +9 = 26. To zjevné nemlze byt spravny vysledek,
protoZe Ceta je tvofena 15 muZi. Divodem chyby je fakt, Ze muzi z ILK jsou zapoCteni dvakrat, jak ve skupiné ,lopat® IL, tak
ve skupiné ,.krumpacti* K, a stejné tak muzi z LR a KIR.

K tomu abychom toto jejich ,,zdvojeni* napravili, sta¢i poCty ¢lent LK, LR a KIR odecist, a to nasledovné
L+K4+R-LK-LR-KR=10+7+9-3—-6—-4=13.

Muze se zdat, Ze v pracovni Ceté je 13 muzi, ktefi umi s alesponi jednim z ndstrojii. Ani toto vSak neni spravny vysledek. Pri
,,0d¢itani* LK jsme samoziejmé odecetli i ILKIR, totéz plati i pro LR a KIR.

Takze zatimco v IL 4+ KK 4+ R bylo ILIKKIR zapocteno tiikrat, vIL + K + R — LK — LR — KR neni ILKIR zapoc¢teno viibec.
Reseni je jednoduché, p¥ipodist jej,

L+K+R-LK-LR-KR+LKR=104+74+9-3-6—-4+4+1=14.

Spravnym vysledkem je, Ze v Ceté je 14 muzi, ktefi umi zachdzet s alesponi jednim z ndstrojii. ProtoZe ma ceta celkem 15
muzi, je jasné, Ze je v ni 15 — 14 = 1 ¢len, ktery neumi ani s lopatou, ani krumpacem, ani s ry¢em.

Pri feSeni jsme pouzivali jednoduchého kombinatorického pravidla souctu, které nam fikd, Ze pocet Clent skupiny, tvo-
fené skupinami, které nemaji spolecné ¢leny, je roven souctu ¢lend jednotlivych skupin.

Podminka neexistence spole¢nych ¢lent je zde zdsadni a jeji vynechdni mize vést k nespravnym vysledkim, viz.
L+K+R = 104749 = 26 > 15. Pfi jejim splnéni vSak miZe byt aplikace pravidla az trividlni, viz. ,pracuji
s né¢im* + ,,pracuji s ni¢im* jsou ,,vSichni, tj. 14 +1 = 15.

Poznamky

Kombinatorické pravidlo souctu

Necht Aq,Ay,...,Ar jsou
kone¢né mnoZiny, které maji
p1,P2,--., Pk prvkd, a které
jsou po dvou vzijemné dis-
junktni, tj. nemaji spolecny
prvek, pak pocet prvki sjed-
noceni A{ U Ay U ---U Ag je
roven souctu

pLtpattpr
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81 - Kombinatorické pravidlo soucinu

Zadani Kolik moZnosti musime vyzkouset, pamatujeme-li si ze ctyfmistného (¢iselného) PINu, Ze zacina Cislici 2 nebo 3, neobsahu-
je Cislici 7 a posledni Cislice je licha.

ReSeni Teorie: 11 Priklady: 164

ProtoZe vime, Ze n4S PIN neobsahuje Cislici 7 zbyvd ndm jiZz jen devét mozZnosti, jak jednotlivé pozice obsadit, a to Cis-
lice 0,1,2,3,4,5,6,8,9.

Dile si pamatujeme, Ze prvni ¢islici je 2 nebo 3, ¢imzZ se vybér na této pozici zuZuje pouze na dvé mozZnosti.

Konecné na posledni pozici miZe figurovat pouze nékterd z Cislic 1,3,5,9, nebot’ vime, Ze jde o liché cislo, které vSak
neobsahuje Cislici 7. Mame tedy ¢tyfi moZnosti pro posledni misto PINu.

uvédomit a Iépe predstavit dvé mozZnosti pro prvni pozici, devét pro druhou a tieti pozici a ¢tyfi moZné volby pro pozici posledni.

Celkove tedy k provéteni zlistava
2:9:9-4=8-9% =648

moznych sloZzeni PINu.

Postup, ktery jsme pii feSeni pouZili, ilustroval kombinatorické pravidlo soucinu. Tedy fakt, Ze ,,celkovy pocet moZnosti
je roven soucinu poctu moznosti na jednotlivych mistech.

Uplnym zdvérem poznamejme, 7e potet viech moZnych &tyFmistnych (Eiselnych) PIN kédé uréime dle navodu v pii-
klade 85, jde totiz o variace s opakovanim. Zde mame 10 moZnosti, Cislice 0,1, ..., 9, které miZeme umistit na Ctyfi mista.
Proto lze sestavit 10 - 10 - 10 - 10 = 10* = 10000 rtiznych PING.

Poznamky

Kombinatorické pravidlo sou-
cinu

Pocet vSech usporddanych
k-tic, jejichz prvni cClen lze
vybrat z n7 moZnych prvka,
druhy ¢len z ny prvkd, atd. az
k-ty Clen z nj prvki, je rovny
soucinu

ny-np---ny.
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82 - Permutace bez opakovani Poznimky
Zadani Vybérového fizeni se tcastni 3 firmy. Urcete poCet vSech moznych vysledkil soutéze. Permutace bez opakovdni
ReSeni Teorie: 12 Priklady: 166 Permutace z n prvki je

usporddand n-tice sestavend

P z téchto prvka tak, Ze kazdy se

bez opakovani v nf vyskytuje pravé jednou.
P(3)=3!=3-2-1=6. Znadi se P(n) a plati, Ze

Maéme urcit pocet trojic ze 3 odlisSnych prvki, tzn. neprovadime vybér, ale jen rtiznd usporadani prvki = permutace

Miize dojit k Sesti moznym vysledkiim vybérového fizeni.

P(n) = nl
Detailnéji:
. . o . . , . . . Faktoridl
Pro prehlednost si ozna¢me jednotlivé firmy pismeny A, B, C a pokusme se mozné vysledky ,,modelovat®.
n
Uvazujme nejprve pripad, Ze vitézem bude firma A. Na druhém misté tedy bude jedna z firem B,C. Bude-li druhou nt= Hl'
firma B, pak pro firmu C nezbyva jind moZnost neZ skoncit na misté tfetim. Vysledek celé soutéZe si zapiSme (napiiklad) ve 0l — =1

tvaru A — B — C. Stejné tak se ovSem pii vitézstvi firmy A, mohla na druhém misté objevit firma C a tfeti by tedy skoncila
firma B. Tj. vysledek by byl ve tvaru A — C — B.

Pokracujme predpokladem vitézstvi firmy B. Na druhém misté tak bude jedna z firem A,C. Mozné vysledky tedy jsou
B—A—CaB—C— A.Obdobné lze ,rozebrat* situaci pri vyhie firmy C. Ta vede k vysledktimC — A —BaC — B — A.

Zavérem lze konstatovat, Ze existuje Sest moznych vysledkl vybérového fizeni, jehoZ se zicastni tfi firmy, a to

A-B-CA-C-BB-A-CB-C—-AC—-A-B,C—-B—-A.

Uvédomme si vSak, Ze obdobny postup bude jen tézko aplikovatelny pii vys$sim poctu tcastnikill soutéZe. To vSak neznamen4,
Ze v ném nelze nalézt navod pro feSeni.

Nejprve jsme vybrali vitéze, a to ze tfi moZnosti A, B, C. Na druhém misté se pak mohla umistit jedna z dvojice dosud
nevybranych firem. Po vybéru druhého mista, uZ zbyla jedind moZnost pro ,,volbu* mista tfettho. Tfi moZnosti pro vitéze, dvé
pro druhé misto a jedna pro tieti dohromady dévaji 3 - 2 - 1 = 6 moznych vysledkd.
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83 - Variace bez opakovani Poznimky
Zadani V sedmiclenné spravni radé€ se voli predseda a mistopiedseda. UrCete pocet vSech mozZnosti, jak tyto posty rozdélit. Variace bez opakovdni
ReSeni Teorie: 12 Priklady: 167 k-¢lennd variace z n prvki

je usporadand k-tice sestavend
z téchto prvka tak, Ze kazdy se
v ni vyskytuje nejvyse jednou.
Znadi se Vi(n) a plati, Ze

Zajima nas pocet moznych dvojic ze 7 kandidati (vybirdme dvojice ze 7 prvki). Jeden kandidat nemlZe souCasné ob-
sadit obé pozice (bez opakovani) a zdleZi na poradi ve dvojici (je rozdil byt predseda, nebo mistopiedseda) = variace bez

opakovani

7!

Existuje 42 moznych vysledki voleb. B (n—k)!
Detailneji:

Mame k dispozici 7 kandidati na predsedu, a po jeho zvoleni zbyva jen 6 moznosti, jak volit mistopfedsedu. Dal$im
poradim kandidatt se neni tfeba zabyvat, nebot’ oba posty jsou jiZ obsazeny.

Celkovy pocet moZnosti 1ze vyjadfit jako soucin moznosti obsazeni jednotlivych postl, tj. mdme 7 - 6 = 42 moznych
vysledkd.

I kdyZ oproti permutacim (viz. 82) neuvazujeme poradi (usporadani) vSech tucastniki (prvki), miZeme i zde vhodné
vyuzit faktoriélu.

Uvédomime-li si, Zze 7! je pocet moznych poradi vSech zucastnénych a 5! je pocet moznych poradi ,pétice, kterd nds

<13

nezajima“, pak pocet obsazeni dvou mist ziskdme jako podil téchto ¢isel. Tedy jako

70 7-6-5!

5T B 7-6.

Odsud jiz 1ze dovodit, jak zjistit pocet moznych obsazeni k pozic v n ¢lenném tymu. Staci spocitat

n! _n.(n_l)...(n—k)!_n.n_ oo (n—
e B =n-(n—1)---(n—k+1),

kde n! reprezentuje pocet v§ech moznych poradi a (n — k)! poCet poradi na mistech, kterd pro nés nejsou dileZita.
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84 - Kombinace bez opakovani

Zadani Z péticlenné skupiny pracovnikil je potfeba vytvorit dvojici a trojici. Kolika zptsoby to I1ze ucinit?

Reseni Teorie: 12 Priklady: 168

Vybirame dvojici z péti prvki, nezdlezi nam na poradi ve vybrané dvojici a vybrany pracovnik uz nemiize byt do dvo-
jice vybran podruhé (prvky se nemohou opakovat) = kombinace bez opakovani

5 51 5!
C2(5) = (2) T 2(5B-2) 213 10.

Lze postupovat i tak, Ze budeme vybirat z péti prvki trojice (vlastnost symetrie kombinacnich Cisel).

5 5! 5!
Ca(5) = (3) =363 32

Detailnéji:

Nejprve vybereme do dvojice Aloise s Bedfichem, trojici pak tvori Cyril, Divi§ a Emil. Mohlo by se tedy zdat, Ze mu-
Zeme postupovat stejné jako pii volbé predsedy a mistopredsedy z prikladu na strané 83, ovSem neni tomu tak. Zde totiZ
nezdlezi na poradi vybéru, protoze dvojice Alois-Bedrich je stejna jako dvojice Bedrich-Alois. Proto musime naSe uvahy upravit.

Zacit miZeme stejné a sice vypoctem vSech moznych uspotfadani pétice, coz je 5!. ProtoZe pro nds potadi v trojici pro
nas neni dilezité, vydélime poctem téchto poradi, tj. 3!. Poradi v dvojici taky neni rozhodujici, proto opét délime, tenkokrat 2!.
Tak dostdvame

5 5-4-3 5-4

31.21 3.2.1 2 10.

Z pétice lze tedy dvojici vybrat deseti zptisoby.

Poznamky

Kombinace bez opakovani

k-Clenna kombinace z n
prvkd je neusporadanad k-tice
sestavend z téchto prvkia tak, Ze
kazdy se v ni vyskytuje nejvyse
jednou.

Znadi se C(n) a plati, Ze

i = (i) =

Zdkladni vlastnosti kombinac-
nich Cisel

Symetrie

(Z) B (nik)'
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835 - Variace s opakovanim Poznimky
Zadani Kolika zpisoby lze teoreticky zaméstnanci naplanovat smény (ranni, odpoledni, nocni) na pétidenni pracovni tyden. Variace s opakovdnim
ResSeni Teorie: 13 Priklady: 169 k-¢lennd variace s opako-

vanim z n prvki je usporadana
k-tice sestavend z téchto prvka
VI(3) = 35 tal§, if: kaid)’j se v qi .\'/yskytljje

5 : nejvyse k-krat. Pro jejich pocet
Detailnéji: plati

Vybirame pétici ze 3 prvku (smén), prvky se musi opakovat a zdlezi na pofadi smén ve vybéru = variace s opakova-
nim

/ _ 4k
Vi(n) =n".
V pondéli 1ze volit ze tfi mozZnosti - ranni, odpoledni nebo nocni. Stejné tak vSak lze vybirat sménu uterni, tj. ze vSech
tif moZnosti. Obdobné pro stiedu, Ctvrtek i patek. Celkovy pocet moZznosti sestaveni pracovniho tydne je

3.3.3-3.3=23" =243,

Pokud bychom volili pouze mezi ranni odpoledni sménou, byl by pocet viech moZnosti roven 2° = 32. Pokud bychom ranni,
odpoledni a no¢ni planovali na 22 pracovnich dni, pak je 3%2 zptsobt jak pldn sestavit.

Obecné lze tedy fici, Ze mame-li k-krat volit z n prvkd, pfiCemZz nadm pii této volbé zdlezi na poradi volby, ale opako-
vani je dovoleno, pak madme

nk

moznosti, jak volbu provést.
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86 - Permutace s opakovanim

Zadani Kolika zptisoby lze rozdélit pét kopact do tfi vykopti?

Reseni Teorie: 13 Priklady: 170
Tvofime rizna usporadani péti kopact do tif vykopu.

O w . M Z . 2z v 7z 2z z ° & (] ° & Ve 2z ~ M o4 z.
MiiZzeme si pomoci ndkresem jednoho takového uspofdddni: #% - % - ®% . Tento ndkres zndzoriiuje dva kopdce v prvnim,
jednoho v druhém a dva ve tietim vykopu.

Tvoiime tedy riiznd uspofddani 7 prvkd, ve kterém se vyskytuji 2 znaky, kopa¢ # a déleni -. Jednd se o permutace s
opakovanim ze dvou prvkd, kde prvni prvek se opakuje pétkrat a druhy dvakrat.

5+2)! 70 7-6-51 7.6

5.20  51.20 5.2 ; — 2

P(5,2) = .

Pozndmka:

Polet uspofadani sedmi prvkd je 7!. ProtoZe nerozliSujeme mezi jednotlivymi kopaci ¥, musime vysledek délit viemi
moZznostmi jejich pofadi, tj. 5!. Stejné tak nerozliSujeme symboly -, proto délime jeSté 2!.

Uvédomme si, Ze vyslednych 21 moZnosti zahrnuje také rozdéleni, pfi nichZ v nékterém z vykopl nebude Zadny z ko-

paca. Napriklad ##®®® - - tak zndzornuje situaci, kdy vSech pét muzi pracuje v prvnim vykopu.
UvaZujme nyni, e skupina kopali je sloZena ze dvou pracovniki firmy A, &% a dvou z firmy B, ## a jednoho

z firmy C. Kolik moZnych poradi, v nichz se dostavi na pracovisté existuje, pokud nebudeme rozliSovat jednotlivé muZze, ale
jen jejich firemni piislu§nost? Lehce modifikovanou tvahou dospéjeme k vysledku

2+2+1)! 5 5-4.3.2-1

20,2011~ 4 4 30.

Obecné, mame-li usporadat n prvki tvorenych nq nerozliSitelnymi prvky ,,druhu 1%, n, nerozliSitelnymi prvky ,,druhu 2%, a7
1y nerozlisitelnymi prvky ,,druhu k*, pak lze pocet moznosti urc¢it nasledujicim vzorcem

(m 4+ np+---+my)!
nylng! - om!

Poznamky

Permutace s opakovdnim

Zékladni mnoZina mad n
prvki, které jsou k rtznych
typt. Pfitom nq,...,n; znaci
pocet prvki daného typu a
plati n = ny +ny + -+ - 4+ ng.
Permutace s opakovdnim je
usporddand n-tice, z téchto
prvki sestavena.

Znati se DP'(ny,np, ..., ng)
a jejich pocet je

P'(ny,ny, ..., ng)
C (m At my)!
o omng! !
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87 - Kombinace s opakovanim

Zadani Kolika zptisoby lze 8 déInikil vybavit ,,montérkami‘, mame-li k dispozici 20 ks modrych a 10 ks ¢ervenych sad.

ReSeni Teorie: 13 Piiklady: 171

Pfi rozdélovani a vyddvani ,montérek* nezdleZi pofadi, ve kterém se délnici dostavi, ani na pofadi v némZ jsou pride-
leny jednotlivé barvy.

Vybirame 8 prvki ze dvou moznosti (modrd, Cervend), neyaleZi na pofadi a musi se opakovat = kombinace s opako-
vanim.

9.

Jon (2+48-1\ (2+8-1)! 9.8
CS(Z)‘( 8 T

Pozndmka:
S uréenim poctu moznosti ndm také miize pomoci priklad 86.
I zde si lze pomoci obrizkem: # - ###¥¥#%, ktery predstavuje jedno z moznych ,déleni“. Nyni staéi pouze jednotlivé

skupiny ,,obarvit*, napfiklad takto & - ####### Mame tedy opét dvé skupiny prvki, délnik # a déleni - . Jednd se o permutace
s opakovanim ze dvou prvkd, kde prvni prvek se opakuje osmkrat a druhy jedenkrat.

8+1)! 9.8
8 -1  gf

P'(8,1) = ( =9.

Poznamenejme jesté, Ze pocet kusi jednotlivych sad ndm zajist'uje, Ze miiZzeme sestavit opravdu vS§echny moznosti. Bylo by-li
na skladé jen 5 ks Cervenych sad, byla by uvedend varianta, # - ####§##, samoziejmé vylouena.

Nyni se jiz miZeme pokusit postup zobecnit, tj. obléci kK muzd do n rdznych barev. Opét si lze predstavit déleni do n
skupin pomoci (n — 1) ,,rozd€lovniki. Celkem ur€ujeme pofadi k + (n — 1) prvkd, tj. (k + (n — 1))!. ProtoZe v8ak nerozli-
Sujeme jednotlivé ,muze” ani ,,rozd€lovniky,“ délime poétem vSech moznych jejich pofadi, tj. k! a (n — 1)!. Dostdvame tedy

vztah
, _(k+n-=-1)1 (n+k—1)! _(n+k-1\
Pilkn=1) =5 (n—1)1 k! (n+k—1—k)!_< k )‘Ck(”)'

Poznamky

Kombinace s opakovdnim

k-Clenna kombinace s opakova-
nim z n prvkil je neusporddana
k-tice sestavena z téchto prvki
tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje
nejvyse k-krat.

Znati se C (n) a jejich poCet je

Ci(n) = (n-l—l;—l)
_ (n+k-=1)
o k(n—-1)
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88 - Vlastnosti kombinacnich Cisel 1 Poznamky
Zadani Kolika zpisoby lze ze Sesti muzi vybrat ¢tverici k provedeni dklidu staveniste? Viastnosti kombinacnich Cisel
ReSeni Teorie: 14 Priklady: 172 symetrie
Pfi vybéru ndm nejde o poradi, ani mezi muZi nerozliSujeme, nelze také do Ctvefice vybrat jednoho muZe dvakrat ¢i (n) _ ( n )
dokonce jesté vicekrat. Jedna se tedy o kombinace bez opakovani a miZeme si pomoci prikladem 84. k)] \n—-k)/)

« ] ‘o ] - g 6\ ..
Hledany pocet moznosti tak ur¢ime pomoci kombinacniho ¢isla ( 4) , 4.

6\_ 6 6 _ 654 30 _
4) " 4l(6—4) a2t M2 2

Lze tedy sestavit 15 Ctveric urcenych k uklidu. Zbyvajici dva muze mizeme vyuZit k jiné praci nebo je poslat domd.

A kolika zptisoby lze vybrat dvojici Stastlivct, kterym padla? Jednd se samoziejmé opét o kombinace bez opakovani

... (6 y L <
a jejich pocet je 5 a spoCteme jej nasledovné

6\_ 6t _ 6 _ 654 30 .,
2) 21(6—2) 214 204 2 T

Ze je vysledek stejny by nds nemélo nikterak prekvapit. Vybrat ze $esti mizu dva, kteff odejdou, jasn& urluje &tvefici, kterd
zistane.

Takto jsme si pomoci jednoduché tvahy odvodili dulezitou vlastnost kombinacnich Cisel, kterou nazyvame symetrii, tj.

vztah , ol » ,
(k) - k!(n;k)! B (n—(n—kj)!(n—k)! - <n—k>'
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89 - Vlastnosti kombinacnich Cisel 11

Zadani Kolika zpisoby lze z 8 studentil vytvofit trojici nebo Ctverici?

ReSeni Teorie: 14 Priklady: 172
o : P o « . . . (8 o v (8
ProtoZze jde o kombinace bez opakovdni vyuZijeme kombinacnich Cisel. Pocet moZnych trojic je 3 a Ctveric 1)

PR Y e . (8 8\ ..
A celkovy pocet moZnosti proto je 3 + 4 , 4.

8 8y 8 g 8 8 8 8!
(3>+<4>_3!(8—3)!+4!(8—4)!_3!5!+4!4!_3!5-4!+4-3!4!
8 (/1 1\ 8 4+5 9.8 o 9 /9
_ﬂ(5+1) T 314! 5.4  5-4-314] 5.4 41(9—4) (4)'

Zbyva jiz jen vycislit, ze

8 8
= 126. Ke stejnému vysledku dospéjeme také po urceni toho, Ze ( 3) =56 a ( 4) = 70.

Predchozi vypocet tak slouzi spiSe jako navod k odvozeni dalsi dilezité vlastnosti kombinacnich Cisel, a sice

(0)+ (e20) = ()

Poznamky

Viastnosti kombinacnich c¢isel

soucet

(Z) i (kL) N (Zﬂ)
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90 - Upravy vyrazd s kombinaénimi &isly I

19 19 2
Zadani Vyjadrete < 4) + ( 1 6) + ( 50) jedinym kombinacnim ¢islem.

ReSeni Teorie: 14 Piiklady: 172

Vyuzijeme vlastnosti symetrie kombinacnich Cisel a samoziejmé také vzorec pro jejich soucet. Takto dostaneme
19+19+20_19_|_ 19 +20_19+19+20_20+20_21
4)  \16 5) \4 19 —16 5) \4 3) \5/) \4 5) \5)

—_——
20
4

Provedeni naznacenych tprav neni nikterak slozité a vynaloZend energie se mizZe vratit v podobé ¢asové tspory pii vypoctu
¢iselné hodnoty souctu. Je totiz znacny rozdil mezi vypoctem
19-18°-17  20-19-18°-17-16

19) | (19} (20 _19-1/8-17-}64+
4 16 5)  4-32-1 3-7-1 54-3-7-1

=19-3-17-4+19-3-17+19-3-17-16 =19-3-17- (4+1+16) =21-19-3-17,

a vypoctem

=21-19-3-17.

21\ 21-20-19-18 .17
5)  54.37-1

Vysledek, 20349, je ovSem samoziejmé v obou pfipadech stejny.

Poznamky
Kombinacni ¢isla

zdkladni

N\
o I
~
I
=

()=
n

(1) ="

1) ="

symetrie

ny n

k)] \n—-k)
soucet

(0)+ (e20) = ()
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91 - Upravy vyrazii s kombinaénimi &isly I

Poznamky

Zadani Vyjadiete (2) + (i) + (;) + (g) jedingm kombina¢nim ¢islem. Kombinacni Cisla
. L . . zdkladni
ReSeni Teorie: 14 Priklady: 172
2 3 (”) =1,
Nejprve vyuZijeme faktu, Ze = 1, pro Vn € IN a tedy, Ze (2) = < 3). Dale budeme pouZzivat vzorec pro 0
soucet kombinacnich Cisel. Takto dostaneme (n) =1,
n
2+3+4+5_3+3+4+5_4+4+5_5+5_6 n
2 2 2 2)  \3 2 2 2)  \3 2 2)  \3 2)  \3)° (1> = n.
~—_———— ~—_———
4 5
3 3
symetrie
2
Pokusme se obdobné vyjadrit soucet (2) + ) 4+ 4 (;) pron € IN. (n) B ( n )

2+3+'”+n_3+3+4+.”+n_
2 2 2)  \3 2 2 2)
4
3
Na zavér zopakujme zadani pro soucet (:) + (k—;{-l) +- 4+ (Z) prok,n €« Nak < n.

k
k

k+1
k

k+1
k+1

k+1
k

k42
k

n
k

(0 (1))

N

)+ ( )+( )+t (

Miizeme tedy psat

k n—=k

soucet
n+1
() () =G

n
k

n
k+1

)=(3)

n+1
k+1

n
k

n
k+1

n

k

)= =) () = ()
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92 - Rovnice s kombinaCnimi Cisly

x x+3
Zadani Vyfest icl =12.
adani Vyreste rovnicl (x— 1) + (x—|—1)

ResSeni

Nejprve vyuZijeme vlastnosti kombinacnich ¢isel k dpravam a zjednodusSeni rovnice

X x+3
(x—1> + (x—i—l) =12

X x+3

=12 ]
(x —(x— 1)> " <<x+3> —(x+ 1)) ymetrie
X x+3 )
(1> + ( ’ > =12 symetrie
(x +3)! ) )

— 7 =12
X+ o (x n 1)! zdkladni

(x+3) (x+2) (x4 _ )
2(x 4177 B

‘et (x—|—3)2(x—|—2) _ 1
2x+(x+3) (x+2) =24
2x +x2+5x+6=24

x2+7x—18 = 0.

X+

nebot’ —9 ¢ IN a pro takové hodnoty nema kombina¢ni ¢islo smysl.

Provedeni zkousky

potvrzuje spravnost feSeni xo, = 2.

2 2+3 2 5 5-4.31
(2_1)+ (2+1) B (1)+<3> =2t g =2r10=12

Teorie: 14 Priklady: 173

Po dpravach jsme dospéli ke kvadratické rovnici, kterd ma dvé feseni, a to x; = —9 a xp = 2. PriCemz feSeni x1 zavrhujeme,

Poznamky
Kombinacni ¢isla

zdkladni

N\
o I
~
I
=

()=
n

(1) ="

1) ="

symetrie

n\ n

k)] \n—-k)
soucet

(0)* (e20) = ()
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93 - Vyuziti vice kombinatorickych postupu, pravidel a vzorcu Poznémky

Zadani Na listku je 29 ¢arek. Kolika zplisoby 1ze rozdélit ttratu mezi 5 kamaradi, ktef{ si pamatuji jen, Ze kazdy z nich mél alespon
5 piv?

ResSeni Teorie: 11,12,13,14 Priklady: 163-176

Zadny z pratel nevypil méné neZ pét piv, coz dohromady &ini 25 kouskd. Otdzkou tedy je, kdo vypil zbyvajici &tyfi.
Nabizi se nékolik moZnosti

i) jeden z pratel vypil o 4 vic nez ostatni, iv) jeden vypil o 2 vic, dva vypili o jedno vic, dva méli pét,

oy < . v . P " v) Ctyfi si dali jedno navic a jeden uZ ne.
i1) jeden mél o 3 vic, dalsi 1 navic, ostatni zustali na péti ) cty J J

iii) dva vypili o 2 vic neZ ostatni,
Téchto pét moznosti odpovida rozkladiim ¢isla 4 na soucet prirozenych ¢isel. OvSem neodpovidaji na otazku kolika zpiisoby
1ze tutratu rozdélit, spiSe nds navadi k tomu, jak ji délit. K uréeni poctu rozebereme jednotlivé pripady.
V piipadé€ 1) z pétice pritel vybirdme jednoho, a to lze 1) = 5 zpusoby.

V pripadé ii) vybirame jednoho s 8 pivy, cozZ lze 5 zpisoby, a poté jednoho s 6, kterého vSak vybirdme jiZ jen ze Ctvefice, a tedy
4 zpusoby. Celkem tedy 5 - 4 = 20 zptsobu.

5
Pripad ii1) odpovida hledani dvojice se 7 vypitymi, takze ( 2) = 10 moZnosti.

5
Pokud bychom i ve varianté iv) pouze vybrali trojici z péti (

3
li$1 poCty vypitych piv. ProtoZe je tedy v trojici dileZité usporadani, ur¢ime si jeho pocet. Jde o permutace s opakovanim, a to

(1+2)]
112!

4
Stejné tak jsme pro iv) mohli 5 zplisoby vybrat kamarada se dvéma navic a zbylych 4 volit dva s jednim navrch, tj. 5 - ( 2) = 30.

) = 10, nebude vysledek spravny, nebot’ ve vybrané trojici se

prvki 2,1, 1 a jejich pocet je

= 3. Celkem tedy 3 - 10 = 30 moznosti pro variantu iv).

5
Dalsim zpiisobem je volba dvojice z péti a poté jednoho ze tfi, tj. ( 2) -3 = 30.

5 5
Nakonec vybirame Ctvefici, kterd si dala jedno navic, coZ je stejné jako volba jednoho, ktery si nedal, je totiz ( 4> = ( 1) = 5.

Zbyva uz jen secist pocty moznosti v jednotlivych variantich, tj. 5 + 20 4 10 4 30 + 5 = 70. Ptételé tedy maji na vybér ze 70
moznosti, jak se o dtratu podélit.




Resené piiklady — Pravdépodobnost
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95 - Ndhodny pokus, ndhodny jev

Zadani Nahodnym pokusem je vytaZeni 1 karty z ,,pokerového* balicku 52 karet. Popiste zdkladni prostor elementéarnich jevii (),
zajima-1i nds pouze ,,barva“ karty, tj. zda jde o &, ¥, & nebo ®. Vypiste vSechny elementarni jevy w; a vSechny ndhodné jevy A;.

ReSeni Teorie: 16,17 Priklady: 178,179

Zacnéme vypisem vSech elementdrnich jevi wj, tj. vypisem vSech moZnych vysledki ndhodného pokusu. Vybirdme-li
si z bali¢ku jednu kartu, miZe byt srdcova. Ozname tedy w; elementdrni jev vytazeni srdce, w1 = {¥}. A obdobné pro
tazeni dalSich barev, wy, = {#}, w3 = {®} aw, = {d} . Zdkladni prostor elementdrnich jevi Q tedy je A = {¥, b, ¢, &} .

Nahodnym jevem je kazdd podmnozina zdkladniho prostoru elementarnich jevi (). Jednou z takovych podmnoZin je
napifklad mnoZzina {¥, ® } , kterd odpovidd tomu, Ze byla vytaZena Cervend karta, tedy srdce nebo kary.

4 4 4
Protoze zdkladni prostor () je Ctyfprvkovy, existuji ( 1) = 4 jeho jednoprvkové, o) = 6 dvouprvkové, 3] = 4 tifprvkové

4 4 4 4 4 4
a ( 4) = 1 &tyfprvkovd podmnozina. Spolu s prazdnou podmnoZinou, tak mame ( 0) + ( 1) + ( 2) + ( 3) + ( 4>

= 2% = 16 podmnoZin, resp. moznych nahodnych jevi, které souvisi s ndhodnym pokusem , taZenf karty.* Jsou to

Ap = @ - nevytazeni zadné karty, nemozny jev,

Al =w; ={¥}, Ay =wy, = {M} A3 = w3 = {®}, Ay = wy = {d} - elementdrni jevy,
A5 ={V, 8}, A =1{V, ¢} A7 ={9, &} Ag={M, ¢} Ag={M, &}, Ajg={®, &},
A ={V, 8,8} Ap={V,8,&} A3 ={V, ¢, &} Aly={M, ¢, &},

¢ Ais=Q={V & & &) -ijevjisty.

Poznamejme jesté, Ze napf. jev As = { ¥, @8} znadi tazeni srdci nebo pik. Obdobné A1, = {¥, &, &} je taZeni srdce, pik nebo
kiizi, coz jde popsat také jako netaZeni kar.

Poznamky

Nahodny pokus

pokus, jehoz vysledek nelze
pfedem jednodnoznacné urcit,
pfestoze podminky, za nichZ
pokus probih4, jsou pevné dany,

Zdkladni prostor

zdkladni prostor jevi () je mno-
Zina vSech moznych vysledki
ndhodného pokusu,

Elementdrni jev

kazdy prvek w € (), tj. kazdy
mozny vysledek ndhodného
pokusu,

Ndhodny jev

kazdd podmnozina A C ()
Jisty jev

nastane vzdy, [ = (),

Nemozny jev
nenastane nikdy @
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96 - Operace s ndhodnymi jevy

Zadani UvaZujme opét ndhodny pokus vytazeni 1 karty z ,,pokerového‘* balicku 52 karet. Zapiste ndsledujici ndhodné jevy

A - vytaZeni srdcové karty, D - vytaZeni karty mensi nez 5, G - sjednoceni jevi C a D,

B - vytaZeni Cervené karty, E - prinik jevii A a C, H -rozdil jevii A a D,

C - vytazeni damy, F - sjednoceni jevit A a C, CH - jev opac¢ny Kk jevu B.
Reseni Teorie: 16,17 P¥iklady: 178,179

Zacneme jednoduchym vypisem jevi A, B,C a D
A= {2%,39,4%,5%,6Y,7%,87,9%,10Y,1%,Q%, k¥, A"},
B ={2%,3%,4%,5%,6%,7%,8Y,9%,10%,1%,Q%,KY,AY,2%,3%,4%,5%,6%,7%,8%,9%,10%,J%,Q* K*,A*},
C={QY¥, Q% Q% Q*},

D = {2%,3%,4Y,24,34 44 2% 3% 4% 2% 3% 4%

Priinikem dvou jevi je jev, ktery nastava nastanou-li oba jevy spolecné. Pro jevy A a B jde tedy o tazeni srdcové damy,
E=ANC={Q"}.

Sjednoceni dvou nahodnych jevi nastdva, nastane-li alespon jeden z nich. Pro jevy A a C to znamend, Ze je taZena srdcova
karta nebo ddma,

F=AuC={2",3%,4"%,5%,6%,7%,8%,9%,10%,1%,Q%, KY,AY,0%, Q% Q*}.
G=CUD={2%,3%,4Y,24,34 4% 2% 3% 4% 2% 3% 4% Y Q% 0% Q*}.

Rozdilem dvou ndhodnych jevili, rozumime jev, pii némz prvni jev nastavd, zatimco druhy nikoliv. Pro jevy A a D jde o taZeni
,»srdei® vétsich nez 4, tj.

H=A-D=1{5Y%6%,7Y,8%,9%,10%,3J%,Q",kY,AY}.
Jev opacny k jevu B nastane pravé tehdy, kdyZ jev B nenastane. Zde jde o vytaZeni Cerné Karty, jev znatime B,

CH =B = {2%,3%,4% 5% % 7% 8% 9% 10, J% Q* K* A%, 2% 3% 4% 5% g% 7% g ok 10% J% Q% K* A%} .

Poznamky

Sjednoceni (soucet) jevit A, B

AUB =
{weQ:(weA)V(weB)}

Priinik (soucin) jevii A, B

ANB=
{weQ:(weA)A(w € B)}

Rozdil jevit A, B

A—B=
{weQ:(weA)N(w ¢ B)}
Jev opacny k A

A=0-A=
{lweQ:w¢ A}
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97 - Relace mezi nahodnymi jevy Poznimky

Zadani UvaZzujme ndhodné jevy z ptikladu 96. Vyberte z nich Jev A je podjevem B
a) vSechny podjevy jevu B, ¢) vSechny jevy neslucitelné s E, ACB& {(VweQ: (weA)= (weB)}
b) vSechny jevy, které si jsou rovny, d) udplny systém neslucitelnych jevi.

Jevy A, B se rovnaji

Reseni Teorie: 16,17 Priklady: 178,179 A=Be{VweO: (weA) & (weB)}

a) Podjevem jevu B jsou jevy, z jejichZ nastoupeni plyne také nastoupeni jevu B. Jevem B bylo tazeni
,cervené® karty. Vytazeni srdcové karty, jev A, samoziejmé znamend také vytaZeni karty Cervené. Proto je
jev A podjevem jevu B, coz zna¢ime A C B. Podobné pro jevy E a H. MlizZeme tedy zapsat ANB=0

Jevy A, B jsou neslucitelné

ACB,ECBaH CBanavicplatitakée HC ACBaE C A CB,

b) Dva jevy, X a Y, jsou si rovny, pokud z nastoupeni jevu X plyne nastoupeni Y a zdroven z nastoupeni Y Systém neslucitelnych jevit Ay, Ay, ..., A

plyne jev X. Takova dvojice mezi jevy z daného prikladu neni. L
AiNA;j=Q, proi # |
¢) Jevy nazyvame nesluditelnymi nemohou-li nastat soucasng. Jevem E je vytdhnuti QY. ProtoZe jde
o &ervenou kartu, vyluCuje jeji vytaZeni nastoupeni jevu CH, tj. taZeni &erné. Obdobné protoze QY je zjevnd Uplny systém neslucitelnych jevii Ay, . .., An
vyS$8i nez 5, je nemoZné, aby jev E nastal soucasné s jevem D. Jevy nesluditelné s E jsou D a CH.
AiNA;j=Q, proi #j
d) Jevy tvori systém neslucitelnych jevi, je-li kazdd dvojice z nich vytvorend neslucitelnd. Plati-li na- AlUAU...UA, =Q
vic, Ze sjednocenim vSech jevi tohoto systému je zdkladni prostor (), pak systém nazyvame tplnym systémem
neslucitelnych jevi. Takovym systémem je dvojice jevii B a CH. Nelze totiZz vytdhnout zaroven Cernou i
cervenou, tj. BN CH = @, jevy jsou neslucitelné. A navic BUCH = Q).

{B,CH} = {{2Y,3%,4%,5%,6%,7%,8Y,9%,10%,1¥,QY, K", A",
20,30’40’50, 6‘, 70’ 8‘, 90, 10‘,.]‘, Q‘,K‘,A‘} ,
{2‘, 3*, 4.’ 5.’ 6*[ 7*[ 8*’ 9‘[ 10" J" Q‘, K" AQ’
2%, 3% 4% 5% oh 74 b 9% 10 Jb Q% K* A%




Matematika III - FeSené priklady

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

98 - Klasicka pravdépodobnost

Zadani Je opravdu poker cennéjsi neZ full house?

Reseni Teorie: 18 Priklady: 180

Pro zptehlednéni popisu uvazujme klasickou pokerovou hru, pfi nizZ je hrd¢i rozddno pét karet a urCeme pravdépodob-
nosti, Zze v téchto péti kartach je poker resp. full house.

Nejprve uréime kolik riznych pétic mize hra¢ obdrZet. ProtoZe jde o vybér bez mozZnosti opakovani, u kterého nezaleZi
na poradi, 1ze pocet takovych pétic urcit jako kombinace bez opakovani (viz. pt. 84). To znamena

52 521 52.51-50-49 - 48
" <5) (52— 5)15! 5.4.3-2-1 298960

Poctu moznych rozdani pokeru zjistime pomoci jednoduché tuvahy a kombinatorického pravidla soucinu (viz. pt. 10). Poker
totiZ mohou byt napf. étyfi &tverky, 4¥, 4% 4% 4* nebo (nejlépe) Gtyfi esa AY, A%, A%, A% odsud vidime, Ze je 13 riiznych
pokerii. Krom Ctyt karet pokeru ma hrac v ruce pétou libovolnou kartu z balicku, v némz zbyva 48 karet. Takto je pocet pokerii

Mpoker = 13- 48 = 624.

V ptipadé full house, ktery je sloZen z trojice a dvojice, postupuje obdobné. Nejprve si uvédomme, Ze je 13 moZnosti pro trojici.
Pro dvojici jich zbyvé 12. Dile je viak tfeba brat zietel na to, Ze trojice je tvofena pouze tfemi trojkami, napt. 3Y, 3% 3% nebo
39,34 3% Stejné tak je dvojice sloZena pouze ze dvou karet stejné hodnoty, 2¥,2% nebo 2¥,2%. Pocet trojic, resp. dvojic, ze
Ctyt prvkil ur¢ime kombina¢nim ¢islem. ZapiSeme-li v§e kombinacnimi Cisly, dostdvame

13 4 12 4
N fullhouse = (1) : <3) : (1> : (2) =13-4-12-6 = 3744.

Nyni 1ze spocist pravdépodobnost rozdéani pokeru, resp. full house. Samoziejmé pfitom predpokladdme, Ze Zadné z moznych
rozdéani neni nikterak zvyhodnéno a Ze tedy maji stejnou Sanci na nastoupeni. Pak pravdépodobnost nastoupeni pozadovaného
jevu spocteme jako podil priznivych vysledki k po¢tu v§ech moznych vysledki. Takto dostdvame

npoker . 624
n 2598960

N fullhouse 3744

= 0,000240, 7 2598960

= 0,001441.

Ppoker = P fullhouse =

PrestoZe se miZe zdat, Ze by full house mél mit vyssi hodnotu, protoZe oproti pokeru vyuziva vsech péti karet v hracové ruce,
neni tomu tak.

Poznamky

Klasickd pravépodobnost
Necht' () je zdkladni prostor
tvofeny n rlznymi, vzdjemné
se vylucujicimi elementarnimi
jevy, které jsou stejné moZzZné.
Pak je pravdépodobnost nastou-
peni jevu A, ktery tvoii m <
n z téchto elementarnich jevi,
rovna podilu

P(A) ="

ZjednoduSené lze zapsat

pocet ptiznivych jevi

P(A)

pocet vSech jevl
Pro kazdy jev A C Q) plati

0<P(A) <1.
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99 - Pravdépodobnost a operace s ndhodnymi jevy

Zadani Opét uvazujme ndhodny pokus tazeni 1 karty z ,,pokerového* balicku 52 karet a s nim spojené ndhodné jevy z piikladu ze
strany 96. Urceme jejich pravdépodobnost.

A - vytaZeni srdcové karty, D - vytaZeni karty mensi nez 5, G - sjednoceni jevia C a D,

B - vytaZeni Cervené karty, E - prlnik jevii A a C, H - rozdil jevit A a D,

C - vytazeni damy, F - sjednoceni jevit A a C, CH - jev opacny k jevu B.

Reseni Teorie: 16,17 Priklady: 178,179

V feSeni piikladu 96 jsou vSechny jevy vypsdny, takZe miZeme jednoduSe uréit pocty priznivych jevi. Pocet vSech
moznych jevi je 52, coZ je pocet vSech karet.

Jev A - vytaZeni srdcové karty - miiZe nastat 13 zplsoby. Je zde tedy 13 pfiznivych jevi a pravdépodobnost jevu A
uréime jako podil % = %. Stejné tak, jako pomér poctu priznivych jevl ku vSem jeviim, spoéteme i pravdépodobnosti dalsich

jev.
P(A)=B8B=1 P(D)=2=23, P(G) = P(CUD) = & = 1.
P(B) =% =1, P(E) = P(ANC) = 5. P(H)=P(A-D) =5 = x.
P(C) =4 =45, P(F) = P(AUC) = 1 = . P(B) =% =1

Vsimnéme si pozorné jevi F a G a jejich pravdépodobnosti. V obou piipadech jde o sjednoceni dvou jevii. OvSem zatimco pro

jevGjeP(G) = 5 = 1+ = P(C)+ P(D) .V piipadé jevu F podobnd rovnost neplati, P(A) + P(C) = ¥ > 18 = P(F).
To je dano tim, Ze prinik A N C = {Q'} je neprazdny a tato karta je tedy v pfiznivych jevech zapoctena dvakrét. Proto je
tieba dbat pri vypoctu pozornosti a nenechat se zmadst tim, Ze pro sjednoceni jevi pouzivame nékdy také vyraz ,soucet jevi .
Spravny vzorec je

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB).
Dile je zjevné BN B = @ jev nemoZny a jeho pravdépodobnost nulovd. Naopak B U B = Q) je jev jisty a P(Q)) = 1. Odsud a
z piedchoziho odvodime, ze P(B) + P(B) = 1 neboli

Poznamky

Vlastnosti pravdépodobnosti

jev nemozny

P(@) =0,
Jev jisty

P(Q) =1,
sjednocent jevii
P(AUB) =

P(A)+ P(B)—P(ANB),
jev opacny

P(B)=1-P(B).
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Poznamky

Vlastnosti pravdépodobnosti

100 - Pravdépodobnost a relace mezi ndhodnymi jevy

popis jejich vztahu. Plati totiz

Zadani UvaZzujme ndhodné jevy z piikladu 96. Vyberte z nich vSechny podjevy jevu B a urcete jejich pravdépodobnosti.
ReSeni Teorie: 16,17 Priklady: 178,179 pravdépodobnost podjevu
Podjevy jevu B byly nalezeny a popsdny uZ v piikladu 97. Jde o jevy A, E, H, pficemZ konkrétné plati E C A C B A CB= P(A) <P(B)
a H C A C B. Pravdépodobnosti jednotlivych jevl jsou urceny jiz v piikladé 99. V tomto piikladé se zaméefime spiSe na
a
0=P(®@) <P(A)<P(Q) =1

Odsud si odvodime, Ze pravdépodobnost jevu A, ktery je podjevem jevu B, je mensi neZ pravdépodobnost jevu B. Presnéji
ACB= P(A) <P(B).
Dile si uvédomime, Ze jev nemoZny je podjevem vSech uvaZovanych jevii. A obdobné v§echny uvazované jevy jsou podjevem

jevu jistého. Mizeme si z©® C A C () ddle odvodit, Ze
0=P(®@) <P(A)<P(Q) =1
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101 - Geometrickd pravdépodobnost

Zadani Dvoumetrova ty¢ byla rozlomena na tfi dily. Urcete pravdépodobnost, Ze kazdy z dilii bude delsi neZ ptil metru.

ReSeni Teorie: 18 Priklady: 181

Ozna¢me si délky jednotlivych dild x,y,z a zapiSme zndmé a poZadované vztahy. Zjevné plati x + vy +z = 2, odsud
vyjadifime z = 2 — x — y. Pro délky dilt x, y i z plati, Ze jsou vétsi neZ 0 a mensi nez 2. Dédle odvozujeme 0 < z =2 —x —y
atedy, Ze x +y < 2.

Nyni si podobné shriime poZadavky. VSechny dily maji byt del$i nez 0,5m, j. 0,5 < x,0,5 <ya0,5 <z =2—-x—y.
Z posledniho vztahu plyne x +y < 1,5.

S dal$im postupem pomiize jednoduchy ndkres, do kterého si vSechny podminky pie-
hledné zaznamenédme.

vysledky laméni tyCe. Napiiklad Cerveny bod md soufadnice x = 1,4 ay = 1, 6, coZ sa-
moziejmeé nemize odpovidat délkam dilti dvoumetrové tyCe. Naproti modry bod, o sou-
fadnicich x = 1,3, y = 0,6, z nichZ dopocteme z = 0,1, jeden z moZnych vysledki

o
I
=
. . V) . oy . 2 21
Prvni sada podminek ohraniCuje svétly trojuhelnik, ktery reprezentuje vSechny mozné \
1’5\

1+ N
reprezentuje. Nejde vSak o vysledek pfiznivy. Xv‘\\ \

05 R y=0,5
Oblast, kterd odpovidd pozadovanym vysledkiim, je zvyraznéna tmavé. Zeleny bod v ni \\
obsazeny odpovidd lomu x = 0,7,y = 0,7 az = 0, 6, a tedy spliiuje podminky zadani. y=0

Pravdépodobnost, Ze ndhodny lom tyce na tii dily, splni podminku minimalné ptilmetrové
délky kazdého z nich, uréime jako podil velikosti ploch obou trojihelnikii. Pfi¢emz plocha S svétlého, vétsiho z nich, reprezen-
tuje vSechny mozné jevy. Plocha S, tmavého trojihelniku reprezentuje vSechny jevy piiznivé.

Neni t€zké spocitat, Ze S =2 a S, = }3 a odtud urcit pravdépodobnost zddaného jevu,

95}
<

N |ool—
—_

Poznamky

Geometrickd pravdépodobnost
Pokud lze zdkladni prostor ()
modelovat jako geometricky
utvar O a nahodny jev A jako
utvar A, pficemz plati A C O,
pak pravdépodobnost nastou-
peni jevu A lIze spocist jako
podil
(A

Pa) =1,

kde u(A) resp. u(O) znadi

miru ttvaru A, resp. O.

Obvykle je (O  konelna,
uzaviend oblast na pifimce,
v roviné &i v prostoru a A jeji
uzaviena podmnoZina, a jejich
mirou rozumime délku, plochu
¢i objem.
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102 - Podminéna pravdépodobnost

Zadani Sledovanim své produkce firma zjistila, Ze ze 100 000 vyrobki jich 87921 pracovalo bez poruchy dva
roky a 68 383 nemélo poruchu tii roky. Jaka je pravdépodobnost, Ze vyrobek, ktery nemél v prvnich dvou letech

poruchu, bude bez zdvad i po tfech letech?

Reseni Teorie: 20 Piiklady: 182,183
Nejprve popiSeme a ozna¢ime ndhodné jevy. Bezporuchovy provoz v prvnich dvou letech oznacme A
a jevem B je provoz bez poruch po dobu tii let. ProtoZze nemame informace o vSech vyrobcich, které firma
vyprodukovala, ale pouze o dostatecné velkém vzorku, vyuzijeme statistické pravdépodobnosti.

Dle definice statistické pravdépodobnosti totiZ miliZeme pomér % = 87,921 povazovat za pravdé-
podobnost bezporuchového provozu po dobu dvou let. I v této definici je pravdépodobnost zavedena jako
pomér piiznivych jevl ku vSem moZznym, pficemZ vSemi jevy zde myslime pouze jevy z daného vzorku.
Obdobné je 16080308030 = 68, 383 pravdépodobnosti tfileté priace bez zavad.

Stroj, ktery pracoval bez zdvad jiz dva roky, je jeden z 87921 takovych exemplaii. Tento pocet nyni
predstavuje pocet vSech moznych jevi a 68 383 predstavuje pocet jevl piiznivych. Pravdépodobnost na-
stoupeni jevu B za predpokladu nastoupeni jevu A uréime jako pomér téchto ,,novych® ptiznivych a vSech

moznych. Tj. 8383 7
P(B| )_87,921 =07

S vyuZzitim vzorce pro vypocet podminéné pravdépodobnosti 1ze vysledek urcit ndsledovné. Nejprve ur¢ime,

kdy oba jevy nastdvaji spolecné, tj. pravdépodobnost jevu A N B. Ve vySetfovaném piipadé je prinikem jevi

A, B jev B, nebot’ stroj, ktery nemél poruchu za tfi roky provozu, ji nemohl mit ani v prvnich dvou letech. Jev

B je podjevem jevu A. Dostdvame:

P(BNA) 68,383 7

p(A) 87,921 9 7

P(B|A) =

Poznamky

Podminénd pravdépodobnost

Pravdépodobnost nastoupeni jevu B za predpo-

kladu, Ze nastoupil jev A.

P(B|A) = %
Nezdvislé jevy
p(la) = 50 — p(e)
P(alB) = ST = p(a)

P(ANB)=P(A)P(B),
pficemz je P(A) > 0a P(B) > 0.

Zavislé jevy

P(ANB) = P(A|B) P(B) = P(B|A) P(A)
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103 - Podminéna pravdépodobnost a nezavislé jevy Poznamky
Zadani Urcete pravdépodobnosti jevii A — H z prikladu 96, pokud vite, Ze nastal jev B. Podminénd pravdépodobnost
Reseni Teorie: 20 Priklady: 182,183 Pravdépodobnost nastoupeni jevii B za piedpo-

. : . , kladu, Ze nastoupil jev A.
VyuZijeme vzorce pro podminénou pravdépodobnost, pficemZ podminkou je nastoupeni jevu B - vyta-

Zeni Cervené karty. Takto podminénd pravdépodobnost pro jev X je P(B|A) = P(BNA)
- P(4A)
P(X
p(x|B) = PXOB)
P(B) Nezdvislé jevy
Pravdépodobnost jevu B zname, je rovna P(B) = % Je zjevné, Ze pravdépodobnost P(B|B) = 1, nastoupeni P(BJA) = P(BNA) _ p(B)
jevu B, vime-li, Ze jev B nastoupil, je jev jisty. Uréime pravdépodobnosti P(X N B), pro X # B. S pomoci P(A)
zapisu v prikladé 96 dostavdme PIAIB) — P(ANB) _ (A
P(ANB) = 4, P(DNB) = 5, P(FNB) = %, P(HNB) = 4, P(ANB) — P(A) P(B)
_ 2 R — '
P(CNB) = 5, P(ENB) = 5, P(GNB) = 1, P(BNB) =0. pficem? je P(A) > 0a P(B) > 0.
Dosazenim do vzorce zjistime podminéné pravdépodobnosti
Zavislé jevy
P(A[B) = 3, P(D|B) = {3 = P(D), P(F|B) = {; P(H|B) = 3,
. . _ P(ANB)=P(A|B)P(B) = P(B|]A)P(A)
P(CIB) = & = P(C), P(E|B) = 4, P(G|B) = 4 = P(G), P(B|B) =0.

’

Pravdépodobnosti jevi C,D a G se splnénim podmmky nastoupem jevu B nezménila. Je pfirozené nazvat

takové jevy nezavislé. Spocitame-li napf. P(B|C) = % = 5 = P(B). Ani nastoupeni jevu C neovliviiuje

aHN

pravdépodobnost jevu B. Pro nezavislé jevy tedy plati

P(CAB)

P(BNC)
P(B)

P(C|B) = T

= P(C) a P(B|C) = — P(B).

Odtud je patrno, Ze pro nezavislé jevy plati

P(CNB) = P(B)P(C).
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104 - Uplna pravdépodobnost Poznimky

Zadani V krabicce je 53 sirek, z nichz tfi jsou vypdlené. Jaka je pravdépodobnost, Ze v poradi druhd vytaZzena Uplnd pravdépodobnost
zépalka bude vypalena?

R ) . neslucitelné jevy
Reseni Teorie: 21 Priklady: 184

Pravdépodobnost, Ze druhd sirka je vypalend, samoziejmé zdvisi na stavu zdpalky vybrané jako prvni. AN =0

Ozna¢me si tedy Dy jev vybéru dobré sirky v prvnim tahu. V tomto piipadé zlstane v krabicce 52 sirek, lplny systém neslucitelnych jevii

v nichz jsou stdle tfi vypalené. V piipadé tazeni vypalené, jev oznacme V7, zlistane po prvnim tahu v krabicce

také 52 zédpalek, ale ovSem jen dvé vypélené. ANA=0
A1UA = Q)

Jevy D1 a Vi jsou vzdjemné neslucitelné, tj. D1 NV} = . ProtoZe je navic D; NV = (), tvoii jevy
D+, V7 tplny systém neslucitelnych jevii. Toho vyuzijeme k urceni pravdépodobnosti jevu V - taZeni vypéalené
sirky ,,ve druhém kole.“ Jev V miZe nastat bud’ po nastoupeni jevu D1, a to s pravdépodobnosti P(V|D;) P(B) = P(B|A;) P(A;) + P(B|Ay) P(A,)
nebo po jevu Vj s pravdépodobnosti P(V|V;) . ProtoZe pravdépodobnost neslucitelnych jevii je rovna souctu
jejich pravdépodobnosti, mizeme spocist P(V') jako

tiplnd pravdépodobnost

P(V) = P(V|D1) P(D1) + P(V[V1) P(V1).

Pravdépodobnost jevu D; je P(Dq) = g—3 a Jevu Vije P(\p) = 53 Po Vytazem dobré sirky jsou mezi 52
zépalkami stéle tii Spatné, a tedy P(V|D;) = 5. Obdobné je P(V|V;) = 52 Odtud dostdvame

35 2 3 _ 3
P = P P = .= -

Pfi feseni tdplné pravdépodobnosti je vyhodné vyuZit rozhodovaciho stromu. V nasem piipadé jsou dvé rizné
cesty, jak vytdhnout v druhém tahu vypélenou sirku.

49
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105 - Upln4 pravdépodobnost

Zadani V krabicce je 53 sirek, z nichz tfi jsou vypdlené. Jakd je pravdépodobnost, Ze v poradi tfeti vytazena
zépalka bude vypalena?

ReSeni Teorie: 21 Priklady: 184

Jednd se drobnou modifikaci prikladu 104. Opét tedy budeme pocitat uplnou pravdépodobnost jevu V,
kterym je tentokrat taZeni vypdlené zapalky ve tietim tahu.

Rozeberme si jevy, které tfetimu tahu mohly predchdzet. Jev A; vytaZeni dvou dobrych sirek, jev Ap
vytaZeni dobré a Spatné, a konecné jev A3 vytaZzeni dvou vypalenych. Tyto jevy tvori dplny systém neslucitel-
nych jevu.

Pravdépodobnost jevu A; spoéteme jako % ‘513, kde @ odpovida tahu dobré v prvni kole a 52 je vy-
bér dobré v kole druhém, v némz jiz krabicka obsahuje pouze 52 sirek, z nichZ je 49 v potddku. Takto mdme
P(Ay) = %%g Obdobné je P(A3) = 53 52 = 1??_78' Pro ureni pravdépodobnosti jevu A, vyuZijeme toho,

7e je jevem opatnym k jevu A1 U Az, a proto je P(Ay) = 1— (P(A1) + P(A3)) = 5%

Nyni si ur¢ime podminéné pravdépodobnosti P(V|A1),P(V|A,) a P(V|A3z). V pfipadé jevu A; zi-
stdvd v krabicce 51 sirek, z nichZ jsou tfi vypdlené. V piipadé A, jsou mezi 51 sirkami v krabi¢ce dvé

vypalené. A V pripadé Aj zustala v krabicce jedind vypdlend sirka. Hledané pravdépodobnosti tedy jsou
P(V]A;) = 51/ P(V|A2) = 5 aP(V|A3) = 51

Dosazenim téchto hodnot do vzorce dostdvame (dplnou) pravdépodobnost P(V)

P(V) = P(V|A1) P(A1) + P(V|A2) P(A2) + P(V|A3) P(A3)
3 1225 2 150 1 3 i

= 0,0566.

=51 1378 " 51 1378 ' 51 1378 53

Poznamky

Uplnd pravdépodobnost

tplny systém neslucitelnych jevii Aq, . .

AiNA;j=Q, proi #j
n

Uai=0

i=1

tiplnd pravdépodobnost

P(B) = épwmi) P(A;)

Ay
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106 - Bayesova véta Poznamky
Zadani Podle odhadi tvoii nevyzadana posta (SPAM) az dvé tfetiny celkového objemu emailové komunikace. Bayesiiv vzorec
Spam filtr je schopen zachytit 90 % nevyzZadanych zprav. Test vSak jako spam oznacii 12 % zprav, které spamem
nejsou. Urcete pravdépodobnost, Ze neslucitelné jevy
a) filtr zpravu oznadi jako spam, A1NA =0
b) zprava jako spam oznacen4, je opravdu spam. liplny systém neslucitelnych jevii
ReSeni Teorie: 21 Piklady: 185,186 AiNA =0
ATUA = Q)

V pripadé a) se jednd o uplnou pravdépodobnost. Oznaéme T oznaceni zprdvy za spam a S skutecnost,

7e zprdva spamem opravdu je. Jev opacény k S, tj. jev S, oznaduje zpravu, kterd spamem neni. Z popisu situace tipind pravdépodobnost

uvedené v zaddni zndme podminéné pravdépodobnosti P(T|S) = 0,9, P(T|S) = 0,12. Déle dlouhodobé P(B) — P(BIA-) P(A P(BIAS) P(A
pozorovéni vede ke statistické definici pravdépodobnosti P(S) = %a P(S) = % Uplnéd pravdépodobnost (B) (BlA1) P(A1) + P(B|A2) P(A7)
oznaceni zpravy za spam tedy je Bayesiiv vzorec
e 2 1 1,8 0,12 1,92
P(T) = P(T|S)P(S) + P(T|S)P(S) =0,9-=+40,12- = = + — =0, 64. P(A|B) = P(B|A1) P(Aq)
3 5 3 3 3 P(B|A1) P(A1) + P(B[A7) P(Ay)

Spam filtr tedy jako spam oznaci 64 % ze vSech emaild, které do schranky pfijdou.

V piipadé b) mdme uréit P(S|T). K tomu vyuZijeme vzorci pro vypocet podminéné pravdépodobnosti
(viz. pf. 102.) Ze vztahu P(T|S) = asaT) vyjadiime P(S N T) a vyjadieni dosadime do P(S|T) = nsat)

HS) HT)
Tak obdrzime
P(T|S)P(T) P(T|S) P(T)

P(T)  P(T|S)P(S)+P(T|S)P(S)’
V tomto jsme také vyuzili vypocet P(T) z Casti a). Tento vztah se nazyvd Bayesiv vzorec. Zbyva do ni pouze
dosadit ¢iselné hodnoty, i pfi tom vyuZzivame jiz zndmych vysledkd.

P(S|T) =

P(T|S) P(T) L8 _ 15 _ gare

18
_ 3 _ —
1,92 T -
P(T) L2 1,92 16

P(S|T) =

Je-li zprava oznacena jako spam, pak s pravdépodobnosti 93,75 % spamem opravdu je.
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107 - Bayesova véta

Zadani Materidl na stavbu doddvaji tfi hlavni prodejci D1, Dy a D3 s podily 40 %, 30 % a 25 %. Zbyvajicich 5 %
je nakupovéno prubézné dle aktudlni potieby u riznych dodavatelit D,. Spolehlivost dodavateld D¢, Dy a D3 je
95 %, 97 % a 95 %. Pfi ndkupu u jinych dodavateli dochazi k omylu v 10 % objedndvek. Urcete pravdépodobnost,
7e

a) dodévka je chybna,

b) Ze chyba vznikla u dodavatele Ds.

Reseni Teorie: 21 P¥iklady: 185,186

Postup bude upravou postupu z piikladu 106. Nejprve si zavedeme oznaceni jednotlivych jevl a jejich
pravdépodobnosti. Podil dodavateld ,,na trhu* predstavuje pravdépodobnost, Ze nakup byl proveden pravé
u nich, tj. P(D1) = 0,4, P(D;) = 0,3, P(D3) = 0,25 a P(D,) = 0,05. Spolehlivost dodavatele znaci
pravdépodobnost bezvadné doddvky. ProtoZe je tkolem spocist pravdépodobnost chybné dodavky, uvazujme
jev CHj, ktery znali chybu vzniklou u dodavatele D, jeho pravdépodobnost je P(CH|D;) = 0,05.
(Jde o jev opacny k bezchybnému dodéni, tj. spolehlivosti dodavatele.) Obdobné P(CH|D,) = 0,03,
P(CH|D3) = 0,05 a kone¢né P(CH|D,) =0, 1.

Nyni jiz mizZeme pocitat. Nejprve v piipadé a) tplnou pravdépodobnost chybné dodavky P(CH).

P(CH) = P(CH|D;) P(D;) 4+ P(CH|D,) P(D,) + P(CH|Ds3) P(D3) + P(CH|D,) P(D,) =
=0,05-0,4+0,03-0,3+0,05-0,25+0,1-0,05 = 0,0465.

Pravdépodobnost chybné doddvky je 0,0465.

Piipad b) popisuje situaci, kdy byla objedndvka vyfizena chybné a mdme ur¢it P(D3|CH). Opét lze
vyuzit vzorcd pro vypocet podminéné pravdépodobnosti (viz. pf. 102) a z nich si vyjadrit a odvodit Bayesiiv
vzorec. Dosazenim do néj ziskdme hledanou pravdépodobnost

P(CH|D3) P(D3) _ 0,05-0,25

P(Ds|CH) = P(CH) ~ 00,0465

= 0,269.

Dodejme jesté hodnoty P(D1|CH) = 0,430, P(D2|CH) = 0,194 a P(D,|CH) = 0,107, a Ze soucet
P(D;|CH) + P(D,|CH) + P(Ds|CH) + P(D,|CH) = 1.

Poznamky

Bayesiiv vzorec

plny systém neslucitelnych jevii A1, ..., Ay

AiNA;j=Q, proi #j
n

Uai=0

i=1

tiplnd pravdépodobnost

P(B) = §P<B|Ai> P(A)

Bayesiiv vzorec

P(B|Ag) P(Ax)
i—1 P(B|A;) P(A;)

P(Ax|B) =
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108 - Opakované pokusy - nezavislé

Zadani Na stavbé pracuje 7 muzi z firmy A a 4 muZi firmy B. Kazdé rdno je jeden z muZzi vybran k testu na
pritomnost alkoholu. MuZi jsou vybirdni ndhodné a mohou byt testovani opakované. Jaka je pravdépodobnost, Ze
béhem pracovniho tydne jsou testovani pravé dva muzi firmy B.

ReSeni Teorie: 22 Piiklady: 187
Vybér pracovnika firmy A je ndhodnym jevem s pravdépodobnosti P(A) = %4 = % Pravdépodob-

nost vybéru muze firmy B je P(B) = %. Uvazme nejprve, Ze dva muZi B jsou vybrani jiZ v pondé€li a utery.
To znamend, Ze ve zbyvajici dny jsou zvoleni muzi firmy A. ProtoZze muzi mohou byt voleni opakované,
neovliviiuje vysledek provedené volby vysledky nésledujici, mizeme pravdépodobnost uvazovaného vybéru -

BBAAA - spocitat jako soucin
4 4 7 7 7 (4N (7Y
1111 11 11 11 \11 1) -

Samoziejmé mohou byt muZzi B vybrani na konci tydne AAABB nebo ve stfedu a v patek AABAB. Pocet
vSech takovych moZnosti zjistime jako pocet permutaci s opakovanim, pfesné to je ?% = (g) Protoze kazda
z té€chto voleb muiZe nastat se stejnou pravdépodobnosti, mizeme hledanou pravdépodobnost vybéru prave 2
muzi, oznaéme ji P(V), vyjadfit jako

5 4\%* (7\° 10-42.73
P(V) = =) [=)] =— = 4.
M=) (1) () = =0
Pokud bychom chtéli vysledek zobecnit a zjistit pravdépodobnost vybéru k muzi firmy B, pak ziskame tvar
k 11 11 ’

Dalsi zobecnéni pro n nezdvislych pokusi, v nichZ jev A s pravdépodobnosti P(A) = p nastdva k-krét a jev
B s P(B) =1 — p nastane (n — k)-krét vede k vyjadfeni pravdépodobnosti

P(A) = (Z) Pr(a—p)"

Poznamky

Pravdépodobnost opakovanych pokusii

Je-li pravdépodobnost nastoupeni jevi A
v pokusu P(A) = p, pak pravdépodobnost jevu
Ay, Ze jev A nastane v sérii n opakovanych
nezavislych pokusi pravé k-krat je

P(Ay) = (Z) Pra—p) .
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109 - Opakované pokusy - nezavislé Poznimky

Zadani Smérna pracnost zdéni je 0,98 hod/m? a spotieba cihel 16 ks/m?. Pravdépodobnost, Ze zednik cihlu Pravdépodobnost opakovanych pokusii
Spatné uloZi, je 5 %. Po jaké dobé bude pravdépodobnost jedné Spatné ulozené cihly vétsi nez P = 0,9?

Je-li pravdépodobnost nastoupeni jevi A

ReSeni Teorie: 22 Priklady: 187 v pokusu P(A) = p, pak pravd&podobnost jevu
Ay, Ze jev A nastane v sérii n opakovanych
Odhlédnéme nejprve od Casu a soustied’me se pouze na kusy cihel. A oznatme P(i) pravdépodobnost nezdvislych pokust pravé k-krét je
toho, Ze i-td pouzitd cihla je Spatné uloZena. Takto mdme P(1) = 0,05, tj. prvni cihla je $patné uloZena.
Dile P(2) = 0,95 - 0,05 odpovidd spravnému pouZiti prvni cihly a $patnému uloZeni druhé cihly. Odtud uz n\ n—k
mizeme odvodit pravdépodobnost $patného uloZeni i-té cihly, tedy P(i) = 0, 95=1.0,05. Opét jsme vyuzili P(Ax) = ( k) pra-p.

toho, Ze jde o jevy nezdvislé.

Déle pravdépodobnost toho, Ze Spatné bude wuloZena prvni nebo druhd cihla, lze wurcit jako
P(1) + P(2) = 0,0975. Hledame proto n takové, aby P(1) + P(2) + ---+ P(n) > 0,9. Upravujme
tedy tento soucet

0,05+ 0,95-0,05 +0,95%- 0,05+ - - - +0,95" - 0,05 = 0,05(1 + 0,95 +0,95% + - - - +0,95").

ProtoZe soucet v zdvorce predchoziho vztahu predstavuje prvnich 7 ¢leni geometrické posloupnosti, pouZi-
jeme vzorec pro jeji ¢astecny soucet, dosadime a vysledek porvndme s poZadovanou hodnotou 0, 9.

1-0,95""!
0&5CTTE§7)_Q9

1—-0,95"t1 =0,9
In0,1=1n0,95""!

pl— In0,1
~ In0,95
n=43,8

Po ulozZeni 44 cihel, tedy jiZ bude pravdépodobnost, toho, Ze jedna z nich je uloZena Spatné vétsi nez 0, 9.
Z technického listu zdiciho materidlu dodané vyrobcem si dopoéteme, Ze 44 cihel odpovidd 2,75 m2. A to dle
smérné pracnosti zdéni odpovida 2,75 - 0,98 = 2,695 hodindm préce, tj. 2 hodiny a 42 minut.
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110 - Opakované pokusy - zavislé

budou nejvyse tfi vadné?

Zadani V dodédvce 1000 cihel je 53, které neodpovidaji normé. Jaka je pravdépodobnost, Ze ve 20 vybranych

ResSeni

Teorie: 22 Priklady: 188

Vybereme-li nyni jednu vadnou cihlu, zlstane z dodavky 999 cihel a v nich 52 Spatnych cihel. Pokud
je prvnim vybérem dobra cihla, pak z dodavky zlstava 999 cihel a v nich 53 vadnych. Z toho je jasné patrné,
Ze nejde o nezdvislé jevy a ze tedy musime pouzit jiny pristup nez v piikladech ze stran 108 a 109. UrCeme si
nejprve napriklad, kolika zptsoby lze vybrat jednu vadnou cihlu a pravdépodobnost P( A1) takového vybéru.

Protoze nejde o poradi v jakém vybér provedeme, budeme proto pocitat kombinace. Nejprve , §j. vybér

53

1
947 53 947

jedné zmetkové cihly, dale ( 19 ) predstavujici vybér 19ti dobrych cihel. Celkové je tedy ( 1 ) . ( 19 )

moznosti, jak vybrat dvacitku cihel, v nichz je jedna vadna. Déle uréime ( ) , coZ je pocet vSech moZnosti

20
vybéru dvaceti cihel.

Pravdépodobnost vybéru, v némz je jedna vadnd, jako obvykle spocteme podilem piiznivych a vSech

moznych jevi,
(53) _ <947)
1 19 ) .
P(Ay) = 1000 =0, 380.

20

Pro zbyvajici jevy A;, kde i = 0, 2, 3 znaci pocet vadnych cihel ve vybéru, mame
(53) ( 947 )
i 20—
Pl = 1000 '
20

Dosazenim do tohoto vztahu dostdvame pravdépodobnosti P(Ap) = 0,333, P(A1) = 0,380, P(Az) = 0,202

a P(A3) = 0,066. Kone¢né pravdépodobnost jevu A, Ze ve vybéru 20 cihel budou nejvyse tii vadné, ur¢ime
jako soucet spoctenych pravdépodobnosti

P(A) = P(AgU A1 U Ay U A3) = P(Ag) 4 P(A1) + P(Ay) 4 P(A3) = 0,981.

Poznamky

Pravdépodobnost zdvislych opakovanych po-
kusu

V souboru n prvkd, ma k,0 < k < n ur-
Citou vlastnost a n — k tuto vlastnost nema.
Ze souboru vybirdme postupné j prvki, které
nevracime. Ozna¢me A; jev, odpovidajici tomu,
Ze v tomto vybéru ma pravé i prvkil sledovanou
vlastnost. Pravdépodobnost P(A;) vypoteme
podle vzorce

OR)
()




Resené piiklady — Nahodna veli¢ina
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112 - Rozdé€leni diskrétni nadhodné veliCiny - Cast 1.

Zadani V divadelnim foyer jsou dva automaty na napoje. Pravdépodobnost, Ze automat po vhozeni mince prestane vydavat napoje
je u prvniho z nich 7 % a u druhého 5 %. Ndhodna veli¢ina bude oznaCovat pocet automatl nevydavajici napoj. Urete p(x), F(x)
ndhodné veli¢iny X. Déle uréete E(x), D(x), o a modus.

Reseni Teorie: 25,26 Priklady: 190,191,192,193

ndhodnad velic¢ina X ... poCet automatt nevydavajici napoj
Nahodna veli¢ina X muZe nabyvat tif hodnot 0, 1, 2, takzZe se jednd o diskrétni ndhodnou veli¢inu (DNV).

oznacime jevy:
jev A1 ...prvni automat nevydava ndpoj, P(Ay) = 0,07
jev A, ...druhy automat nevydéava ndpoj, P(A,) = 0,05

Ur¢ime pravdépodobnostni funkci NV X:

P(X =0)=P(A1NAy) =P(A;)-P(Ay) =0,93-0,95 = 0,8835
P(X=1)=P((A1NA)U(A1NAy)) =P(A1)-P(A) + P(A1) - P(A2) =0,93-0,05+0,07-0,95
= 0,0465 + 0,0665 = 0,113

P(X=2)=P(A1NA;)=P(Ay)-P(A;) =0,07-0,05 = 0,0035

ZapiSeme do tabulky:

x |0 1 2

) ‘ 0,8835 0,113 0,0035

Jedna z vlastnosti pravdépodobnostni funkce je, Ze Z p(x;) = 1, ovéfime: Z p(x;) =0,8835+0,113 40,0035 =1
i i

Urceni distribu¢ni funkce:

= Z p(xi)

xX;i<x
Vx € (—00;0) : F(x) =P(X <x)=0
Vx € (0;1) : F(x) = P(X < x) = P(X = 0) = 0,8835
Vx € (1;2) : F(x) = P(X < x) = P(X = 0) + P(X = 1) = 0,8835 + 0,113 = 0,9965
Vx € (2;00) : F(x) = P(X < x) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = 0,8835 + 0,113 + 0,0035 = 1

Poznamky
Diskrétni ndhodna velicina

Pravdépodobnostni funkce
p(x) =P(X =x)

Vlastnosti

o p(x;) >0

n

Distribucni funkce

F(x) =P(X < x)

= ZP(X:

X;i<Xx

Vlastnosti

e 0<F(x)<1

F(x) je neklesajici funkce
o lim F(x)=0

X— —00

e lim F(x) =1

X—00

F(x) je zleva spojita
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113 - Rozdé€leni diskrétni nadhodné veliCiny - Cast 2.

Zadani V divadelnim foyer jsou dva automaty na napoje. Pravdépodobnost, Ze automat po vhozeni mince prestane vydavat napoje
je u prvniho z nich 7 % a u druhého 5 %. Ndhodna veli¢ina bude oznaCovat pocet automatl nevydavajici napoj. Urete p(x), F(x)
ndhodné veli¢iny X. Déle uréete E(X), D(X), o a modus.

Reseni Teorie: 25,26 Priklady: 190,191,192,193

Vyjadiime tabulkou:

xe | (0,00 (0,1) (L,2) (2,0)

F(x)| 0 08835 0,965 1

Nyni budeme urcovat dalsi ¢iselné charakteristiky ndhodné veli¢iny X. Vychazime z preddefinovanych vztaht pro stfedni
hodnotu, rozptyl, smérodatnou odchylku a modus:

3

EX)=u=Y xp(x;) =0-0,8835+1-0,113+2-0,0035 = 0,12

i=1

3
D(X) =02 = E(X?) — [E(X)]? = Y_x?p(x;) — [E(X)]* = 0*-0,8835+ 1% - 0,113 + 22 - 0,0035 — (0,12)* = 0, 1126
i=1
3

(nebo D(X) =02 =Y} (x; — u)*p(x;) = (0—0,12)*-0,8835+ (1 — 0,12)*- 0,113 + (2 — 0,12)* - 0,0035

i=1
= 0,0127224 + 0,0875072 + 0,0123704 = 0,1126)

o =02 =,/D(X) = /0,1126 = 0,3356

Mo = 0...je to hodnota, kterou DNV nabyva s nejvetsi pravdépodobnosti (tj. pro x = 0)

Poznamky

Stiedni hodnota

E(X) = inP(xi)

Rozptyl
D(X) = E(X*) — [E(X)]?

= Y wp(x) — [EX)P

Smérodatnd odchylka

o= 4/D(X)
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114 - Ciselné charakteristiky

Zadani Z kamerového zdznamu na kiizovatce v jistém mésté byl zjistén pocet aut, kterd projely na ¢ervenou béhem jednoho dne.
Hodnoty byly zaznamenédny do nésledujici tabulky:

pocet aut, které projeli na Cervenou/den ‘ 0O 1 2 3 45

pocet dni 2310 6 3 6

Uréete p(x), F
jednoho dne.

(x), E(X), D(X) ndhodné veli¢iny X, kterd pfedstavuje pocet motorovych vozidel, které projely na éervenou béhem

Reseni Teorie: 24,26 Priklady: 190,191,192,193

Celkovy pocet sledovanych dnii: 2+3+10+6+3+6=30 dnt

X |o 2 3 4 5 X | (- (0,1) (L2) (23) (34) (45) (5)
\%%3—0%%% Fx)| 0 % 0w ® W w W=
Vypocet stfedni hodnoty a rozptylu provedeme pomoci danych vztahii:
6
2 3 10 6 3 6 3+20+18+124+30 83
EX)=u=) x 1.2 42043 24D y5. 0 — 2 =2 7667
() =p = Loxiplai) =035+ 103552 35 +3 554 354535 30 30 ~7%
D(X) = E(X?) - [E(X)]?
6
2 3 10 6 3 6 3 40 54 48 150
2 2 2 2 2 2 2
— 2 0 (x:) =02 = 112, 2 4092, % Y R R Wit
Z;%pwﬂ ot 3t 5t s T T 30 % 30 30 a0 a0 T 0
295
5 =9,8333
205  /83\2
D@)_ga—(ﬁﬁ = 2,1571

Poznamky
Diskrétni ndhodna velicina

Pravdépodobnostni funkce
p(x) =P(X =x)

Vlastnosti

e p(x;) >0

o ) p(x) =1

i=1
Distribucni funkce
F(x) = P(X < x)

= ZP(X:

xX;i<x

Vliastnosti

e 0<F(x)<1

Stiedni hodnota

X) = Y xip(x)

Rozptyl
D(X) = E(X*) — [E(X)]?

= inzp(xz) -

X)J?
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115 - Rozdé€leni spojité ndhodné veliCiny Poznimky
Zadani Nahodna velic¢ina X mad funkci hustoty Spojitd ndhodna veli¢ina
flx) = {Ce_zx pro 0<x<?2 Vlastnosti funkce hustoty
0 pro ostatni x . f(x)>0
Uréete konstantu C, P(X < 1), P(X > 1). e f(x)=F(x)
ReSeni Teorie: 25,27 Priklady: 194,195 o lim f (x) =
Fi 9 2 o0 lim f(x) =0
Ponévadz /f(x)t;lle, je [ O0dx+ [f(x)dx+ [0dx =1 * x%wf( )
—00 - 0 0 00
2 2 2 _
—2x -4 q 1 o4 3 /f(x) =1
takZe /f(x)dx =1 = c/e%zx = c[e } = c(e—+—> =1 =C-—° =1, odud .
-2 |y -2 2 2 o
0 0
c_ 2
1—e Vlastnosti distribucni funkce
1 B e 0 < F(x) <1
2 2 fe2' 2 fe?2 1 2 1-e?2 S
P(X<1)= / 1_eo4 € dx = 1—e4| =2, T 1 i\ 2 + ) T 1 3 3 T &1 e F(x) je neklesajici funkce
0 ot
(e —1)e? e? o lim F(x)=0
= = X—>—00
(e —-1)(e?+1) e*+1
e lim F(x) =1
X—r 00
2 2
2 _ 2 e 2% 1 _ox]? 1 4 P(X < x) = F(x)
1y _ e 2X gy _ 22| _ 4 1 o <x X
P(X>3) /1—e4 e Tdx 1—e4[—2}1 1_e 4 e h T—ed® —¢ )
! 2 o P(X>1x)=1-F(x)
1 1 1y 1 1-¢& €&-1
R T N N e L |
et of
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116 - Ciselné charakteristiky Pozndmky
Zadani Nahodna veli¢ina X md distribuc¢ni funkci Spojitd ndhodnd veli¢ina
0 x < -1, Vlastnosti f(x) a F(x)
x? 1
x 1 1<x<
Fry={ 2 %72 miex=l) . f(x)20
= +x+5 0<x<1
1 x>1 o f(x) =F(x)
Urcete stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku. o xl_i}rzloo flx)=0
Reseni Teorie: 25,27,29 Priklady: 194,195 o lim f(x) =0
X— 0
K vypoctu je potieba znat funkci hustoty NV X. Z vlastnosti funkce hustoty plati: o P(x; < X < x7)
=F —F
0 x< -1, x§x2) (x1)
x+1 —1<x<0 :/ xX)dx
flx) =F(x) = f(x)
—x+1 0<x<1 x1
0 x> 1
Odtud Strredni hodnota
0 1 0 1 2 2 0 8 2 1 o0
EX)=p= [xf(x)dx+ [xf(x)dx= [ x(x+1)dx+ [x(—x+1)dx = [§+7] 1-1—[7-1-7]0 E(X) = /xf(x)dx
-1 0 —1 0 -
:O—|—%—%—%+%_0: —0o0
0 1 0 1
0> =D(X) =E(X?) — [EX))?= [ 2*f(x)dx+ [x*f(x)dx— [E(X)]* = [ x*(x+1)dx+ [x*(—x+1)dx—0 Rozptyl
= 0 -1 0 D(X) = E(X?) - [E(X)]?
rak Tk 1,1 1,1 1,2 _1 2 1 _ V6 ©
:[T+?]_1+[4 +?]O__Z+§_Z+§:_§+§:E = o=Vt =yDX)=/g="¢ / 2 () — [E(X)?
= [ x*f(x)dx —
nebo o0
2 ; 2 ; 2 ; 2 i f 2 1) d 1
=[] = J (e wRFO) de [ (e pRf(3) = [ (0Pt Dt [ (= 0P(—x 4 1) dx == | —
c=Vo?=,/D(X)
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117 - Nahodna velicina - ¢ast 1.

Zadani Urcete stiedni hodnotu, rozptyl, Sikmost a Spicatost ndhodné veli¢iny X s funkci hustoty

f<x>={73? pro ¥ € {3:1),

0  pro ostatni x

Reseni Teorie: 29 Priklady: 195

Vypocet stiedni hodnoty:

-2

E(X) = [xf(x)dx = [x-Fdx =} [ Ldv =3 |5]
1 1
2 2

1
2

= -3 - (1—4) = £ =0,642857
Vypocet rozptylu:

HES

(1-2)=3=0,428571

N

1 1 1
-1
E(X?) = [#f(x)dx =[5 Zdx =3 [ hax =35, = -}
: ! :
Nyni vSe dosadime do vztahu pro vypocet rozptylu:
D(X) = E(X?) — [E(X)]?> = 0,4286 — 0,6429> = 0,0153

Pro zjiSténi dalSich charakteristik je potfeba vypocitat poCateni momenty p1, Ho, 43, Ha a smérodatnou odchylku
:

1
w1 =pu=E(X)= [xf(x)dx=...=0,642857
%
1
py = E(X?) = [x2f(x)dx =...=0,428571 (z predeslych vypodti)
1
2

=
S
|eo
=
=
I
Ni=
N
=
=
I
Nw
=
Nl
I
Nw
—~
—_
|
N|—
N—
I
Nw
N|—=
I
o
I
S
N
—
W~
N
Qx©
(o)

Poznamky

Stredni hodnota
o0

E(X) = / xf(x)dx

—00

Rozptyl
D(X) = E(X*) - [E(X)]?

= [ Prdx - [EX)P

Smérodatnd odchylka
c=Vo?=,/D(X)

Koeficient sikmosti (asymetrie)

A:173:—

v3 W3 —3pap1 + 2443

o3 o3

Koeficient spicatosti (excesu)
_ _ 4
e=V,=—-—3

o4
e — 4pap + 6ppd —3ut
- o

3
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118 - Nahodna velicina - ¢ast 2.

Zadani Urcete stiedni hodnotu, rozptyl, Sikmost a Spicatost ndhodné veli¢iny X s funkci hustoty

pro x € (3;1)
pro ostatni x '

%
fx) = {Ox

0,12374

Reseni Teorie: 29 Priklady: 195

o= +/D(X)=+/0,0153 = 0,1237
Tedy
Sikmost

_ - _ V3 _ pz—3uopr + 213 ~0,297063 — 3 - 0,428571 - 0,642857 + 2 - 0, 6428573 L

A=15= 5= 5 = 01237 =...=10,98996
Spicatost
—4 61’u? — 3ut
é:ﬁ4:%_3:ﬂ4 M3M1;M =5 4
_0,214286 —4-0,297063 - 0,642857 + 6 - 0,428571 - 0, 6428572 — 3 - 0, 6428574 3 0106

Poznamky

Stredni hodnota
o0

E(X) = / xf(x)dx

—00

Rozptyl
D(X) = E(X*) - [E(X)]?

= [ Prdx - [EX)P

Smérodatnd odchylka
c=Vo?=,/D(X)

Koeficient sikmosti (asymetrie)

A 3 3 — 3puapn + 214
=U=3= 3
o o

Koeficient spicatosti (excesu)
_ _ 4
= = — — 3
e Vg o
_ pa— Apspn + 6popd =3t

= 3
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119 - Kvantilové charakteristiky - Cast 1.

Zadani Urcete medidn, horni a dolni kvartil ndhodné veli¢iny X s distribu¢ni funkci

P<x):{0 x<1

1-5  x>1

Reseni
Pro zjistén{ hodnoty kvartilii x25; xo 5; Xo,75 Vychdzime z toho, Ze F(x,) = p

Medidn xo5 = Me, dosadime

F(XO,5) = 0,5
1
1 - T - 0,5
X0,5
1
1 - 0,5 - T
X0,5
1
3
X05 = 0.5
1 1
=2 = 1,2
%05 =1/0,5 = 0,7037 ~ 20
Horni kvartil xg 75:
P(x0,75) = O, 75
1
1— —— = 0,75
X0,75
1
—— = 1-0,75
X0,75
1
3
xO 75 — O 25
T 1 = 1,5874

Teorie: 30 Priklady: 196

Poznamky
Spojita ndhodna veli¢ina
F(x,) = p. kde p € (0,1)

Xp ... p-kvantil
F(x) ... distribu¢ni funkce

Kvantily:
e kvartily: x¢25; X0 5; X0,75

e decily: x01;x02;*+ ;X0,9
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120 - Kvantilové charakteristiky - Cast 2. Poznimky
Zadani Urcete medidn, horni a dolni kvartil ndhodné veli¢iny X s distribu¢ni funkci Spojita ndhodné velicina
0 1 =
F(x) = 1 x<1 F(xp) = p, kdep € (0,1)
1-— 3 x>1 Xp ... p-kvantil

F(x) ... distribu¢ni funkce

Reseni Teorie: 30 Priklady: 196

. ) Kvantily:
Dolni kvartil x¢2s5:

F(xp25) =0,25 e kvartily: x¢25; X0 5; X0,75

1
1- 3 - 0/ 25 ° decily: X0,1,X0,2;, " " * 7 %0,9
X0,25
1
0,75 = ——
X0,25
1

3
[ 1 1
=3 - = 1,10064
X025 0,75 0,90856




Resené piiklady — Rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny
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122 - Binomické rozdéleni

Zadani Primérna zmetkovitost vyroby sledovaného vyrobku je 2 %. Jak4 je pravdépodobnost, Ze se mezi 300 vyrobky
vyskytne a) pravé pét zmetki, b) vice nez tfi zmetky? Ddle urcete stfedni hodnotu a rozptyl poctu zmetkl mezi témito 300
vyrobky.

ReSeni Teorie: 33 Piiklady: 199,202

Pravdépodobnost zmetkovitosti jednoho vyrobku je p = 0,02. Uvedenych 300 vyrobkd pak pfedstavuje 300
nezdvislych pokust, pfi¢emZ v kaZzdém je pravdépodobnost ,,ispéchu‘ (vyrobek je zmetek) rovna p.

Nahodnd veli¢ina X popisujici pocet zmetkli mezi sledovanymi vyrobky ma tedy binomické rozdéleni s para-
metry n = 300 a p = 0,02, tj. X ~ Bi(300;0,02).

ad a)
Mame urcit pravdépodobnost toho, Ze ndhodna veli¢ina X nabude hodnoty pravé 5:

P(X =5)=p(5) = (32()) .0,02°-0,98%°.

EXCEL:
P(X = 5) = BINOM.DIST(5; 300;0,02;0) = 0,162

ad b)
Urcime, s jakou pravdépodobnosti bude hodnota ndhodné veli¢iny X vétsi nez 3 (tj. 3 < X < +o0):

3 3 3
P(X>3)=1-P(X<3)=1—-) PX=x)=1- Zp(x) -1-— Z (320) .0,02% - 0,98300—x
=0

X x=0 x=0

EXCEL:
P(X > 3) =1- P(X < 3) =1- BINOM.DIST(3; 300;0, 02;1) =0,851

Dile
E(X) = np =300-0,02 =6

D(X) = np(1 — p) =300-0,02 - 0,98 = 5,88.

Poznamky

Binomické rozdéleni Bi(n,p)

n - pocet nezavislych pokust

p - pravdépodobnost uspéchu pii jed-
nom pokusu

Pravdeépodobnostni funkce

p(x) = (Z) pr(l—p

n—x
7

x=0,1,...,n

Viastnosti

E(X) =np

D(X) = np(1 - p)
EXCEL:

P(X = x) = BINOM.DIST(x; n; p; 0)
P(X < x) = BINOM.DIST(x; 1; p; 1)
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123 - Hypergeometrické rozdéleni Poznamky

Zadani Do krabice, ktera obsahuje 150 Zarovek se zavitem E27, pfidame 50 Zarovek se zavitem E14. Z krabice Hypergeometrické rozdéleni H(N,M,n)

pak ndhodné vybereme 30 Zarovek. Jakd je pravdépodobnost, Ze mezi nimi bude alespon 25 se zdvitem E27? N - pocet prvki zdkladniho souboru

A jaky je primérny pocet Zarovek E27 v takovém vybéru? M - pocet prvki zdkladniho souboru se sledo-
vanou vlastnost{

n - pocet prvki ve vybéru

Reseni Teorie: 34 P¥iklady: 200,202

Celkem mame v krabici 150 + 50 = 200 zédrovek, ze kterych ndhodn€ a bez vraceni vybirdme 30.
Tento vybér tedy predstavuje 30 zavislych pokust - pravdépodobnost, Ze vyberete Zarovku E27 v kazdém

Pravdépodobnostni funkce
pokusu zavisi na tom, jaké Zarovky jste vybrali v predchozich pokusech.

M\ (N-M
Néhodna velicina X popisujici pocet zarovek E27 ve 30ti prvkovém vybéru ma tedy hypergeometrické (x) ( n—x >
rozdéleni s parametry N = 200 (pocet vSech zdrovek), M = 150 (pocet zdrovek E27) a n = 30 (pocet plx) = N ;o x=01,....n
zérovek ve vybéru), tj. X ~ H (200,150, 30). (n)
Mame urcit pravdépodobnost toho, Ze ndhodnd veli¢ina X nabude hodnoty alespon 25 (tj. 25 < X < 30):
Viastnosti
150\ [ 50 M
30 30 30 x 30 — x E(X) = N
P(X>25) =) P(X=x)=} p(x)=} 0N Dix)— "M (] _ MY (N-n
x=25 x=25 x=25 ( 20 ) N N N -1

EXCEL:
EXCEL:

P(X = x) = HYPGEOM.DIST(x; n; M; N;0)

P(X >25) =1—P(X < 25) =1— P(X < 24) = 1 — HYPGEOM.DIST(24; 30; 150; 200;1) = 0,181 P(X < x) — HYPGEOM DIST(x. 1 M. N.1)

Primérny pocet Zarovek E27 ve vybéru ur¢ime jako stiedni hodnotu ndhodné veliciny X:

_nM _ 30-150
N 200

E(X) = 22,5.
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124 - Poissonovo rozdéleni

Zadani Béhem dvanactihodinové pracovni smény pfijede na mycku s jednou myci linkou primérné 144 automobilt.
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze jich béhem 40 min. neprijede vice nez 67

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem 10 min. pfijede alespon jeden automobil?

ReSeni Teorie: 35 Priklady: 201,202
ad a)
Primérny pocet automobilil, které prijedou na mycku béhem 1 min. je 112430, v Casovém useku délky 40 min. jich pak

bude prumérné 112430 40 = 8.

Nahodnd veli¢ina X popisujici pocet automobild, které pfijedou na mycku béhem 40 min., md tedy Poissonovo
rozdéleni s parametrem A = 8, tj. X ~ Po(8).
Urcime pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X nabude hodnot nejvyse 6 (tj. 0 < X < 6):

6 6
8.x
P(X <6) ZP =Y plx)=ePYy —.
x=0 x=0 "
EXCEL:
P(X < 6) = POISSON.DIST(6;8;1) = 0,313

ad b)
Analogicky, ndhodnd veli¢ina Y popisujici pocet automobilii, které prijedou na mycku béhem 10 min., bude mit Pois-

sonovo rozdéleni s parametrem A = 112430 10 = 2,tj. Y ~ Po(2), a uréime pravdépodobnost, Ze tato ndhodnd veli¢ina

nabude hodnot alesponi 1 (tj. 1 <Y < +o00):

PY>1)=1-P(Y=0)=1—-p(0)=1—-=-e

EXCEL:
P(Y > 1) =1- P(Y = 0) =1- POISSON.DIST(O; 2;0) = 0,865

Poznamky

Poissonovo rozdéleni Po(\)
A - prumérny pocet vyskytd sledova-
ného jevu v dseku jednotkové délky

Pravdépodobnostni funkce
AY

pl) ="

x=0,1,...

Vlastnosti
E(X) = A
D(X) =A

EXCEL:
P(X = x) = POISSON.DIST(x; /\;0)
P(X < x) = POISSON.DIST(x; /\;1)
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126 - Rovnomeérné rozdéleni PoznimKy

Zadani Z konelné zastdvky Studentské koleje odjizdi béhem dne autobusy pravideln& kazdych 20 min. Jak4 je pravdépodobnost, || Rovnomérné rozdéleni R(a,b)
Ze pri nahodném pfichodu na zastdvku nebudete ¢ekat déle nez 12 min.? Dale urCete stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku || a,b - krajni meze intervalu
ndhodné veliiny popisujici dobu ¢ekdni na odjezd autobusu pii ndhodném piichodu na uvedenou zastavku.

Reseni Teorie: 37 Priklady: 204,207 Hustota pravdépodobnosti

Hodnoty ndhodné veli¢iny X popisujici dobu ¢ekéni pii ndhodném piichodu leZi v intervalu (0,20) a viechny maji stejnou

moznost vyskytu, tato ndhodnd veli¢ina m4 tedy rovnomérné rozdéleni s parametry a = 0 a b = 20, tj. X ~ R(0,20). f(x)=<b—a x € (a,b)
Jeji hustota pravdépodobnosti a distribucni funkce jsou pak ve tvaru: 0 x ¢ (a,b)
1 0 xé&(—00,0)
Flx) = 20 x € (0,20) ’ F(x) = % ¥ €(0,20) . Distribucni funkce
0 0,20
Flx) — X—a
Pravdépodobnost, Ze doba ¢ekdni nepfesdhne 12 min.: (x) “Yb—a x € (a,b)
12 1 x € (b, +00)
P(X<12)=P(X<12)=F(12) = 0= 0,6.
U spojité ndhodné veli¢iny je P(X = x) =0, . P(X < x) = P(X < x) = F(x). Viasmosti
a+b
Stiedni hodnota: b 0420 E(X) = 5
Ex)=210 0+ 2
2 2 (b—a)
D(X) =
Rozptyl: 12
b—a)> (20—0)2 100 .
D(X) = c? = ( — - - )
(X) =0 B B 3 33,33

Smérodatna odchylka:

100 1043
=4/D(X) =4/ = = Y7 = )
c=4/D(X) \/3 3 5,77
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127 - Exponencidlni rozd€leni

Zadani

a) Primérnd doba mezi pfijezdy automobiltl na hrani¢ni pfechod je 7 min. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi piijezdy nebude
vétsi prodleva nez 10 min.?

b) Primérna Zivotnost sledovaného vyrobku byla experimentdlné stanovena na 1150 hodin. Jakou Zivotnost ma uvadet vy-
robce ve svych materidlech, jestlize chce, aby deklarované Zivotnosti dosdhlo minimalné 80 % vyrobka?

ReSeni Teorie: 38 P¥iklady: 205,207

ad a)
Nahodna veli¢ina X popisujici dobu mezi piijezdy automobilti na hrani¢ni pfechod ma exponencialni rozdéleni s parametrem
A= % Mame urcit pravdépodobnost, Ze hodnota této ndhodné veli¢iny bude nejvyse 10 (tj. 0 < X < 10).

10

P(X<10)=P(X <10)=F(10)=1—e"7 =0,76

EXCEL:

P(X < 10) = P(X < 10) = F(10) = EXPON.DIST(10;1/7;1) = 0,76

ad b)
Nahodna veli¢ina X popisujici Zivotnost sledovaného vyrobku ma exponencialni rozdéleni s parametrem A = ﬁ. Hleddme
takovou hodnotu Zivotnosti x, aby platilo

P(X>x)=0,8
1-P(X<x)=0,8
1-F(x)=0,8
F(x) =0,2

1—e 10 =0,2

x = —1150 - In(0, 8)
x = 257

Poznamky

Exponencidlni rozdéleni E(A)
A - prevracend hodnota stfedni
hodnoty

Hustota pravdépodobnosti

0= {5 1EGTD
Distribucni funkce
= e ST
Vlastnosti

E(X) =

D(X) = 5

EXCEL:

f(x) = EXPON.DIST(x; A; 0)
F(x) = EXPON.DIST(x; A; 1)
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128 - Normalni rozdéleni - ¢ast 1. Poznamky
Zadani Nihodnd veli¢ina popisujici skutenou hmotnost expedovanych 25 kg pytld cementu mé pii dodrZeni standardnich || Normdlni rozdéleni N (1, (72)
vyrobnich podminek normalni rozdéleni se stiedni hodnotou 24, 8 kg a smérodatnou odchylkou 0, 6 kg. p - stfedni hodnota
2
0~ - rozptyl

a) S jakou pravdépodobnosti vyhovi ndhodné vybrany pytel normé, kterd predepisuje hmotnost v rozmezi 24 az 25,5 kg?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze nami zakoupeny pytel cementu bude vazit vice nez 25 kg?
Hustota pravdépodobnosti

c¢) Urcete, jakou hmotnost prekroc¢i 85 % vsech expedovanych pytli.

fx) = = e 20

d) V jakém rozsahu (symetrickém kolem stfedni hodnoty) miiZzeme predpokladat hmotnost 90 % vsech expedovanych pytli? o/ 27T
ReSeni Teorie: 39 Priklady: 206,207
esent eorte rady ’ Distribucni funkce
Nahodna veli¢ina X popisujici hmotnost expedovanych pytli cementu ma dle zadani normdlni rozdéleni s parametry X
p = 24,8 (stfedni hodnota) a 0> = (0,6)% = 0,36 (rozptyl), tj. X ~ N(24,8;0,36). F(x) = / F(t)dt
ad a)
Hleddme pravdépodobnost toho, Ze hodnoty ndhodné veli¢iny X lezi mezi 24 a 25,5 (4j. 24 < X < 25,5):
EXCEL:
P(24 < X <25,5) = F(25,5) — F(24) Vlastnosti
— NORM.DIST(25,5;24, 8;0,6; 1) — NORM.DIST(24; 24, 8;0,6;1) = 0,787 gg%iiz
ad b)
Nyni mame urcit pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot vétsich nez 25 (tj. 25 < X < +o0):
EXCEL: EXCEL:
P(X>25)=1-P(X <25)=1-—F(25) =1— NORM.DIST(25;24,8;0,6;,1) = 0,369 f(x) = NORM.DIST(x; ; 0; 0)

ad ¢) F(x) = NORM.DIST (x; ; 0;1)
Hleddme takovou hodnotu x ndhodné veli¢iny X, aby pravdépodobnost toho, Zze X > x byla 85 %: Xp = NORML.INV (p; ; )

P(X >x)=0,85

1-P(X<x)=0,85
P(X <x)=0,15
) =

F(x) =0,15
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129 - Normalni rozd€leni - Cast 2. Poznimky
Zadani Nihodnd veli¢ina popisujici skutecnou hmotnost expedovanych 25 kg pytli cementu mé pfi dodrZeni standardnich || Normdlni rozdéleni N (., o%)
vyrobnich podminek normalni rozdéleni se stiedni hodnotou 24, 8 kg a smérodatnou odchylkou 0, 6 kg. p - stfedni hodnota
2
0~ - rozptyl

a) S jakou pravdépodobnosti vyhovi ndhodné vybrany pytel normé, kterd predepisuje hmotnost v rozmezi 24 az 25,5 kg?

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze nami zakoupeny pytel cementu bude vazit vice nez 25 kg?
Hustota pravdépodobnosti

c¢) Urcete, jakou hmotnost prekroc¢i 85 % vsech expedovanych pytli.

1 ,1(@)2
d) V jakém rozsahu (symetrickém kolem stfedni hodnoty) miiZzeme predpokladat hmotnost 90 % vsech expedovanych pytli? fla) = o/ 27T e’

ReSeni Teorie: 39 Piiklady: 206,207

Distribucni funkce
Hleddme tedy hodnotu 0, 15-kvantilu x5 ndhodné veli¢iny X, tj. hodnotu, kterd rozd€li plochu pod grafem hustoty X
pravdépodobnosti v poméru 15 : 85. F(x) = / f(t)dt
EXCEL: s
x0,15 = NORM.INV(0, 15;24,8;0,6) = 24,18
ad d) f(x) Viastosti
Jak je patrno z obrdzku, hleddme takové hodnoty ndhodné EX)=u
veli¢iny X, které rozdé€li plochu pod grafem hustoty pravde- D(X) = o2
podobnosti v poméru 5 : 90 : 5, tj. kvantily xg 05 a x0,95.
EXCEL: EXCEL:

f(x) = NORM.DIST(x; ; 7; 0)
F(x) = NORM.DIST (x; ; 0;1)
xp = NORM.INV (p; u;0)

X005 = NORML.INV(0,05;24,8;0,6) = 23,81
X095 = NORM.INV(0,95;24,8;0,6) = 25,79

5% | 90 %

Da se tedy predpokladat, Ze hmotnost 90 % vSech expedova- /
nych pytli cementu bude v rozmezi od 23, 81 do 25,79 kg. X0,05 X0,95 x



http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php
http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php
http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php

Resené piiklady — Nahodny vektor



Matematika III - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

131 - Sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti - Cast 1. Poznimky
Zadani Mame rodinu se tfemi détmi. Zavedeme ndhodnou veli¢inu X, kterd urcuje pocet synii a NV Y, kterd vyjadiuje, || Pravdépodobnostni funkce
kolik m4 prostfedni dit¢ mladsich bratrti. Uréete sdruzenou pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci. p(x,y) =P(X=xY =y)
ReSeni Teorie: 42 Piiklady: 209,213
) < x Distribucni funkce
realizace NV X ... X = {0,1,2,3} Fxy)= Y ¥ plxy))

realizace NVY ... Y = {0,1}

X <xy;i<y

Sestavime sdruZené pravdépodobnostni funkce pro vSechny moZné kombinace. MoZnosti, jak se mohou souro-
zenci narodit je 8: HHH, HHK, HKH, KHH, KKH, KHK, HKK, KKK.

Pii vypoctu pravdépodobnosti jednotlivych moZnosti vyuZijeme klasické definice (pfiznivé/vSem).

p(0,
1

)=P(X=0,Y
p(1,0) = Y

0 ) = z4dny kluk a nejmladsi je holka - jediné HHH = 1/8
0)=P(X=1, =]

0
0) = jeden kluk a nejmladsi je holka - HHK, HKH = 2/8, atd.

Sestavime pravdépodobnostni tabulku:

X\Y| o 1
0 /0,125 0
1 | 025 0,125
2 10,125 0,25
3 0 0,125

Provedeme kontrolu - soucet v§ech hodnot v tabulce musi byt 1 (2 2 p(x;, yj) = 1> .
i
Pro uréeni hodnot sdruzené distribu¢ni funkce vyuZijeme vztahu v Pozndmkéch.

F(0,0) = P(X <0,Y <0) =0

F(1,0)=P(X<1,Y<0)=0
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132 - Sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti - Cast 2.

Zadani Mame rodinu se tfemi détmi. Zavedeme ndhodnou veli¢inu X, kterd urcuje pocet synti a NV Y, kterd vyjadiuje,
kolik ma prostiedni dité mladsich bratrd. Uréete sdruZenou pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci.

ResSeni

F(1,1) = P(X < 1,Y < 1) = pocet synd je mensi jak 1, tj. 0 a pocet mladSich bratri prostiedniho ditéte je mensi
jak 1, tj. 0 = p(0,0) = 1/8

F(2,1) = P(X < 2,Y < 1) = pocet syni je mensi jak 2, tj. 0 nebo 1 a poCet mladsich bratri prostiedniho ditéte je
mensi jak 1, 4. 0 = p(0,0) + p(1,0) =3/8

F(3,1) = P(X < 3,Y < 1) = pocet synd je men3i jak 3, tj. 0,1 nebo 2 a pocet mladSich bratrl prostiedniho ditéte je
mensi jak 1, 4. 0 = p(0,0) + p(1,0) + p(2,0) = 4/8

F(1,2) = P(X < 1,Y < 2) = pocet synd je mensi jak 1, tj. 0 a pocet mladSich bratri prostiedniho ditéte je mensi
jak 2, tj. Onebo 1 = p(0,0) + p(0,1) = 1/8, atd.

Sestavime tabulku:

X\Y | (=00,0) (0,1) (1,00)
(—e0,0) | 0 0 0
(0,1) 0 0125 0,125
(1,2) 0 0,375 0,5
(2,3) 0 0,5 0,875
(3,00) 0 0,5 1

Poznamky

Pravdépodobnostni funkce

p(x,y) =P(X=xY=y)

Distribucni funkce
F(x,y) =), ) p(xiy))
x,-<xyj<y
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133 - Marginélni rozd€leni, nezavislost slozek Poznamky

Zadani Mame rodinu se tfemi détmi. Zavedeme ndhodnou veli¢inu X, kterd urCuje pocet syni a NV Y, kterd vyjadiuje, || Margindlni pravdépodobnostni funkce
kolik m4 prostiednf dit€ mladsich bratrd. Uréete margindlni pravdépodobnostni a distribuni funkci. Rozhodngte, zda jsou || px(x) = P(X =x) =) p(x,y)
Y

nahodné veli¢iny X, Y nezavislé.
py(y) =P(Y=y) =) p(xy)
X

Reseni Teorie: 43 Priklady: 209,212,213
Margindlni rozdéleni popisuje jednotlivé slozky ndhodného vektoru, tzn. margindlni pravdépodobnost px(x) je Margindlni distribucni funkce
pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X. Fx(x) = P(X < x) = F(x, )

‘ Fy(y) = P(Y <y) = F(oo,y)
px(0) = p(0,0) + p(0,1) = 1/8 - seteme hodnoty v prvnim fadku tabulky sdruZené pravdépodobnosti

px(1) = p(1,0) + p(1,1) = 3/8 - se¢teme hodnoty ve druhém Fadku tabulky, atd. Nezavislost slozek (X,Y)
X, Y jsou nezdvislé, pokud:
Analogicky ziskdme marginalni pravdépodobnost py (v) - s¢itdme hodnoty ve sloupcich. F(x,y) = Fx(x)Fy(y)

, pxy) = px(x)py(y)
py(0) = p(0,0) + p(1,0) + p(2,0) + p(3,0) = 4/8 - sefteme hodnoty v prvnim sloupci tabulky sdruzené

pravdépodobnosti

Sestavime pravdépodobnostni tabulku rozsifenou i o marginalni pravdépodobnosti:

X\Y | 0 1| px(x)
0 0,125 0 0,125
1 0,25 0,125 | 0,375
2 0,125 0,25 | 0,375
3 0 0,125 | 0,125

py(y) | 0,5 0,5 1

Aby byly slozky ndhodného vektoru nezdvislé, musela by byt kazdd z hodnot sdruZené pravdépodobnosti rovna soucinu
prislusnych margindlnich pravdépodobnosti. Toto zfejmé neplati, napiiklad:

0,25 = p(2,1) # px(2)py(1) = 0,1875.

Néhodné veli¢iny proto nejsou nezavislé.
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134 - Marginalni rozdéleni pravdépodobnosti

Zadani Mame rodinu se tfemi détmi. Zavedeme ndhodnou veli¢inu X, kterd urcuje pocet synti a NV Y, kterd vyjadiuje,
kolik ma prostiedni dité mladSich bratrd. Urcete margindlni pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci.

ResSeni

z popisu ndhodné veli¢iny.

X

w NN = O

Marginélni distribu¢ni funkce Fyx(x).

px(x)

0,125
0,375
0,375
0,125

Y \ py(v)
0| 05
1| 0,5

=

Analogicky uréime margindlni distribu¢ni funkci pro NV Y.

X Fx(x)
(—o00,0) 0
(0,1 | 0,125
(1,2) 0,5
(2,3) | 0,875
(3,00) 1
Y Fy(y)
(—c0,0) 0
0,1) | 05
(1,00) 1

Teorie: 43 Priklady: 209,213

K nalezeni margindlnich distribu¢nich funkci vyuZijeme margindlnich pravdépodobnostnich funkci a znalosti

Poznamky

Margindlni pravdépodobnostni funkce

px(x) =P(X=x) =} p(xy)
Y

py(y) =P(Y=y) =) p(xy)

Margindlni distribucni funkce

Fx(x) = P(X < x) = F(x,)
Fr(y) = P(Y <y) = F(eo,y)
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135 - Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti

Zadani Pokracujme v prikladu s détmi. Urcete podminéné pravdépodobnosti.

ResSeni

PRlY =1) =

X\y| o 1
o lo2s o0
Pxly): 1 |05 0,25
2 10,25 0,5
3 0 0,25

(3,00)

1

X \ Y 0 1

(—o00,0) 0 0

F(x|y) : (O,1> 0,25 0
(1,2> 0,75 0,25
(2,3> 1 0,75

1

Sestavime tabulky podminénych pravdépodobnosti P(x|y), P(y|x):

Sestavime tabulky podminénych distribu¢nich funkci F(x|y), F(y|x):

F(ylx) :

=0,5.

Teorie: 44 Priklady: 210,213

K uréeni podminénych pravdépodobnosti vyuZijeme vztahii v Pozndmkach. Napiiklad pravdépodépodobnost,
Ze rodina md dva syny (x = 2), pokud vime, Ze prostiedni dité m4 jednoho bratra (y = 1) je

p(2,1)
py(1)

X\Y| o 1
0 1 0
P(ylx): 1 |23 113
2 |13 23
3 0 1
X\Y | (=00,0) (0,1) (1,00)
0 0 1 1
1 0 2/3 1
2 0 13 1
3 0 0 1

Poznamky

Podminénd pravdépodobnostni funkce

Plaly) = B2, ) 0
_P

Pyl = B0, () 20

Podminénad distribucni funkce

_ Zx<xi p(xi/ ]/)

F(x’y) PY(]/) ’ PY(]/) 7& 0
o Zy<yip(x']/i)
F(y[x) = k() px(x) # 0

Pravdépodobnostni tabulka k zaddni

X\Y| 0 1| px(x)
0 0,125 0 0,125
1 0,25 0,125 0,375
2 0,125 0,25 | 0,375
3 0 0,125 | 0,125

py(y) | 0,5 0,5 1
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136 - Ciselné charakteristiky

Zadani Pokracujeme v feSeném piikladu, mdme ndhodny vektor, ktery je popsdn sdruzenou i margindlni pravdépo-
dobnostni funkci. Urcete:

a) E(X), E(Y), D(X), D(Y),

b) E(X) a D(X),

¢) E(X|]Y =1).

ReSeni Teorie: 45 Priklady: 211

Za a) mame urcit stfedni hodnotu a rozptyl ndhodnych veli¢in X,Y - margindlni charakteristiky, vyuZi-
jeme tedy margindlnich pravdépodobnosti.

X) =Y xpx(x;) =0-0,125+1-0,375+2-0,375+3-0,125 = 1,5

1
Y)=) yipy(yj) =0-0,5+1:0,5=0,5
j
P¥i uréeni rozptylu je vyhodné pouZit vypocetni vztah D(X) = E(X?) — [E(X)]>.
D(X) = 02-0,125+12-0,375 + 220,375+ 320,125 — (1,5)2 = 0,75

D(Y)=0?-0,5+1%2-0,5— (0,5)> = 0,25

ad b)

E(X) = (E(X),E(Y)) = (1,5;0,5)
D(X) = (D(X),D(Y)) = (0,75;0,25)
ad c)

Pro vypocet E(X|Y = 1) potfebujeme znat podminénou pravdépodobnostni funkci P(x|y), kterou jsme jiz uréili
(135).

E(X|Yy =1)=) xip(xi]1) =0-0+1-0,25+2-0,5+3-0,25 =2
i

Poznamky

Margindini charakseristiky

X) =) xipx(xi)

Y) = iyjpy(yj)
= ]Z(xi — E(X))?px(x;)
= Y )Pty

j

Podmmena stredni hodnota

E(X|Y =y) szpw

Pravdépodobnostni tabulka k zaddni

X\Y| O 1 px(x)
0 0,125 0 0,125
1 0,25 0,125 0,375
2 0,125 0,25 | 0,375
3 0 0,125 | 0,125

py(y)| 0,5 0,5 1
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137 - Kovariance a korelacni koeficient

Zadani Pokracujeme v feSeném piikladu, madme ndhodny vektor, ktery je popsdn sdruZenou pravdépodobnostni
funkeci. Urcete kovarianci a korelacni koeficient.

ReSeni Teorie: 46 Priklady: 211,212

Podobné jako u vypoctu rozptylu je vyhodnéjsi pro vypocet kovariance vyuzit tzv. vypocetni vztah uve-
deny v Pozndmkach.

E(XY) =YY xyp(x,y;) =0-0-0,1254+0-1-04+1:0-0,25+1-0-0,125+ - +3-1-0,125 = 1
i
cov(X,Y)=1-1,5-0,5=0,25

cov(Y,X) =cov(X,Y)
Kovarian¢ni matice je:
0,75 0,25
0,25 0,25 )
S vyuZzitim kovarian¢ni matice ur¢ime hodnotu korela¢niho koeficintu.

0,25
V0,75-0,25
p(Y, X) = p(X,Y)

o(X,Y) = = 0,577

Korelacni matice je:

1 0,577
0,577 1 '

Na zdklad¢€ korelacniho koeficientu Ize fici, Ze mezi ndhodnymi veli¢inami existuje stiedné silnd pozitivni kore-
lace, tj. Ze pravdépodobné s ristem X bude linearné rast Y.

Poznamky

Kovariance

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
= Y ¥ xiyp(xi,y)) — E(X)E(Y)
i

Kovariancni matice

D(X) cov(X,Y)
cov(Y,X) D(Y)

Koeficient korelace

_cov(X,Y)
pIXY) = D(X)D(Y)

Korelacni matice
1 p(X,Y)
oY, X) 1

Pravdépodobnostni tabulka k zaddni

X\Y| 0 1
0 0125 0
1 |0,25 0125
2 10,125 0,25
3 0 0,125




Resené piiklady — Popisna analyza
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139 - Tridéni, Cetnosti

Zadani Proviadime vyzkum o poctu televizi v domécnostech. Ndhodné jsme oslovili 16 domdacnosti a zjistili
ndasledujici udaje. Proved’te prosté tfidéni a urCete Cetnosti pro kazdou tfidu, sestavte histogram.

21 01 2 4312 42102 3 2

ReSeni Teorie: 49,50 Priklady: 215

Sestavime tabulku Cetnosti:

Pocet televizi | Absolutni Cetnost Kumulativni abs. Cetnost Relativni ¢etnost Kumulativni rel. Cetnost
0 2 0,125 0,125
1 4 0,25 0,375
2 6 12 0,375 0,75
3 2 14 0,125 0,875
4 2 16 0,125 1

Napft. ve 25 % domécnosti maji pouze jednu televizi a v 75 % domdacnosti jsou maximalné 2 televize

Histogram: Postup s vyuZitim nastroje Analyza dat v EXCEL:

1. do sloupce zaddme horni hranice tfid (v pfi-
padé prostého tiidéni piimo hodnoty kategorii
-0,1,2,3,4)

2. Data — Analyza dat — Histogram

3. Vstupni oblat - data; Hranice tfid - Horni hra-
nice tfid; Vystupni oblast - libovolna burika

4. ZaSkrtneme volbu Kumulativni procentudlni po-
dil, Vytvoftit graf

pocet domécnosti

0 1 2 3 4

pocet televizi

Poznamky

Absolutni Cetnost
fi ... pocet prvki patiici do i-té tiidy

Relativni ¢etnost

@; = *, n je rozsah souboru
n

Kumulativni absolutni cetnost

1
F=)Yfi
=1

Kumulativni relativni Cetnost

1 .
¢; = —, n je rozsah souboru
n

EXCEL:

=CETNOSTI(data;horn{ hranice tfid)

- vzorec je maticovy

- tzn. musi se oznacit pocet bunék odpovidajici
poctu tfid, pak zaddme vzorec, stiskneme F2
a poté CTRL+Shift+Enter
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140 - Charakteristiky polohy

Zadani Proviadime vyzkum o poctu televizi v domécnostech. Ndhodné jsme oslovili 16 domdacnosti a zjistili
nasledujici udaje. Na zdkladé charakteristik polohy proved’te zdvér o poctu televizi v domacnostech.

21 01 2 4312 42102 3 2

Reseni Teorie: 51 P¥iklady: 216,218,219,220

Aritmeticky primér

1 30
f= (241404 142444341 424+4424+14042+3+2) = = = 1,88

Modus
- z tabulky Cetnosti je zfejmé, Ze nejvetsi absolutni Cetnost je 6 a odpovidd hodnoté 2 = £ = 2

Kvartily

1. hodnoty sefadime: 0,0,1,1,1,1,2,2,2,2,2.2.3.3,4,4
2. vypocteme poradi hodnoty reprezentujici prislusny kvartil:
zo25 = 16-0,2540,5=4,5

zo5 =16-0,5+0,5=8,5 zo75 = 16-0,75+0,5 =12,5

3. uréime hodnoty kvartila:

2
2 X0,75 = j =25

. 2+2
x0,25:—:1 X = — —= 2

2 2

Pramérny pocet televizi v domécnosti je 1, 88, nejcastéji maji lidé 2 televize. Ve Ctvrtin€ domacnostech maji
maximalné jednu televizi.

Poznamky

Vybérovy priimér
n

==Y x
j
nj=1

ExCEL: =PRUMER(&islo1;&is102;...)

Modus
EXCEL: =MODE(¢islo1;¢islo2;...)

Kvantily

EXCEL: =PERCENTIL(oblast;p)
EXCEL: =MEDIAN(Cislo1;¢islo2;...)
ExXCEL: =QUARTIL.EXC(matice;1)
ExCEL: =QUARTIL.EXC(matice;3)

Vyuziti analytického ndstroje Popisnd sta-
tistika v Excelu.

1. Data — Analyza dat — Popisna statistika

2. Vstupni oblat - data; Vystupni oblast -
libovolnd burika

3. Zaskrtneme volbu Celkovy prehled
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141 - Charakteristiky variability Poznamky

Zadani Provadime vyzkum o poctu televizi v domdcnostech. Ndhodné jsme oslovili 16 domdcnosti a zjistili Vybérovy rozptyl
nasledujici udaje. Urcete zdkladni charakteristiky variability. 2 1 i (x; — %) 2
i

ST =
n—lj:1

21 01 2 4 3 12 42 102 3 2 . .
EXCEL: =VAR.S(Cislo1;¢islo2;...)

ReSeni Teorie: 52 Piiklady: 216-220 Vybérovd smérodatnd odchylka
s =Vs2
Varia¢n{ rozpéti EXCEL: =SMODCH.VYBER.S(&islo1;&{s102;...)
R=4-0=4
o . Variacni koeficient
Interkvartilové rozpéti s
IQR=25-1=1,5 Vi=7
Vybérovy rozptyl Vyuziti analytického nastroje Popisnd sta-
tistika v Excelu.
21 2 2 2\ _ 2L75 ) R
s =15 ((2 -1,88)"+(1-1,88)"+---+(2—1,88) ) =5 = 1,45 1. Data — Analyza dat — Popisn4 statistika
5 5 2. Vstupni oblat - data; Vystupni oblast -
Vybérovd smérodatnd odchylka libovolnd burika
s=1+1,45=1,2 3. Zaskrtneme volbu Celkovy prehled
Variacni koeficient 19
Vi=-—"-=0,64
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142 - Charakteristiky tvaru

Zadani Provadime vyzkum o poctu televizi v domacnostech. Ndhodné jsme oslovili 16 domacnosti a zjistili
nasledujici idaje. Urcete zdkladni charakteristiky tvaru rozdélent.

21 01 2 43124 2 102 3 2
Reseni Teorie: 53 Priklady: 217,218,219,220)
Sikmost
16 93,78
A= (2—1, 34 (1-1,883+---+(2—1, 3):’—: 2
15-14- (1,2)7 ( 88)° + ( 88)° + -+ ( 88) 362,88 0,26

Sikmost vysla kladna (A > 0) = ve vétSiné domdcnosti je méné televizi nez je primérnd hodnota (1,88).

v

Spicatost

) 16 -17 A ] ]
- 2-1,88)% +(1—1,88)%+- -+ (2—1,88
¢ 15-14-13-(1,2)4<( i Ve )

315
13— 0348

Spicatost vysla zapornd (¢ < 0) = jednd se o ploché rozdéleni, Ize fici, Ze v domécnostech se vyskytuji
vSechny varianty (0-4).

6

pocet domacnosti

0 1 2 3 4

pocet televizi

Poznamky
Sikmost
()
A= X;—X
(n—1)(n-2)s> H ]

ExXCEL: =SKEW(¢islo1;¢islo2;...)

Spicatost - exces

_ nn+1) 4i(xj_f)4_

T D)9 &
(n—1)°
(n—2)(n—3)

EXCEL: =KURT(Cislo1;¢islo2;...)

Vyuziti analytického néstroje Popisnd statis-
tika v Excelu.

1. Data — Analyza dat — Popisna statistika

2. Vstupni oblat - data; Vystupni oblast - libovolnd
burka

3. ZaSkrtneme volbu Celkovy prehled
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144 - Interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu

Zadani Experimentem byly ziskdny doby obsluhy v systému hromadné obsluhy. Ur¢ili jsme vybérové cha-
rakteristiky:
n =100, x = 20,52, s =7,76.

Urcete 95% interval spolehlivosti pro odhad stfedni doby obsluhy.

Reseni Teorie: 56,58 Priklady: 222,223

Hledime 95% oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu pfi nezndamém rozptylu =
pouZzijeme t-rozd€leni.

Potfebujeme znat hodnotu vybérového priméru, smérodatné odchylky a rozsah vybéru:
ze zadani: n = 100, x = 20,52, s = 7,76.

Urcime hodnotu (1 — 5)-tého kvantilu t-rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti:
a=0,05=t,.(99) = (TINV(0,975;99)) = 1,98.

0,975

Vypocitame hodnotu ¢:

0= 7,76 -1,98 =1, 54.
4v/100
Meze IS:
tp=x—6=20,52—-1,54 = 18,98,
ty=x4+0=20,52+1,54 = 22,06.

Zavér: S pravdépodobnosti 95% leZi stfedni doba obsluhy v intervalu (18,98; 22,06).

Poznamky

Interval spolehlivosti pro u
pe (x£9)
1. znégme o>

52%'21,

3
2

2. nezndme o

ézﬁ-tli%(n—l)

EXCEL:
kvantil normovaného normdlniho rozdéleni Z1_g

—NORM.S.INV <1 _ %)

(n—1)

kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti t,

NIR

=T.INV (1 25n - 1)

2
Vyuziti analytického ndstroje Popisnd analyza
v Excelu.
- uréen{ hodnoty & z vybérového souboru, neznim ¢
1. Data — Analyza dat — Popisnd analyza
2. Vstupni oblat - data; Vystupni oblast - libovolna
burika
3. Zaskrtneme Hladina spolehlivosti pro stf. hodnotu
a zvolime hladinu spolehlivosti (1 — «) - 100
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145 - Interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu

Zadani Na z4klad& provedeného méfeni prifezové plochy [mm?] Ap piedpinaciho lana Ls15.7

148,6 148 148,3 148,2 148,3 148,5 148,9 148,5 148,4 148,7 148,6 148,5

a) stanovte 90% interval spolehlivosti pro odhad stfedni hodnoty,

b) urcete na 10% hladiné vyznamnosti pravostranny interval spolehlivosti pro odhad stiedni hodnoty.

Reseni Teorie: 56,58 Priklady: 222,223
a) hleddme 90% oboustranny interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu pfi nezndmém rozptylu.
Jelikoz mame k dispozici vybérovy soubor, vyuZijeme k nalezeni vybérového priméru a hodnoty &
nastroje Popisnd statistika v Analyze dat v Excelu:

X =148,46; 6 = 0,12

Meze IS:
tp =x— 0 = 148,46 — 0,12 = 148, 34,
tH=x+06 =148,46 4+ 0,12 = 148, 58.

Zavér: S pravdépodobnosti 90% lezi stiredni hodnota velikosti prifezové plochy v intervalu
(148,34; 148,58).

b) potiebujeme urcit pouze horni mez, proto hleddme 90% jednostranny interval spolehlivosti pro
stiedni hodnotu (musime pouZit kvantil pro jednostranny test, tzn. (1 — a) kvantil t-rozdéleni). Opét
k nalezeni vybérového priméru a hodnoty ¢ pouZijeme ndstroje Popisné statistiky v Analyze dat,
hodnota vybérového priiméru je stejna jako za a), ale v piipadé vypoctu d zvolime: Hladina spolehlivosti
pro sti. hodnotu (1 — 2a) - 100, tzn. zaddme &islo 80:

X = 148,46; 6 = 0,09

Horni mez IS:
ty =x+ 0 = 148,46 + 0,09 = 148, 55.

Zavér: S 90% spolehlivosti velikost priifezové plochy nepiekro&i hodnotu 148,55mm?, tzn. 90%
jednostranny IS: p € (—o0; 148,55).

Poznamky

Interval spolehlivosti pro u

pe (x£9)

1. zndme o2

52%'21,

3
2

2. nezndme o

0= \/ig-tli%(n—l)
EXCEL:

kvantil normovaného normdlniho rozdéleni Z1_g

—NORM.S.INV <1 _ %)

(n—1)

kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti t,

NIR

=T.INV (1 25n - 1)

2
Vyuziti analytického ndstroje Popisnd analyza
v Excelu.
- uréen{ hodnoty & z vybérového souboru, neznim ¢
1. Data — Analyza dat — Popisnd analyza
2. Vstupni oblat - data; Vystupni oblast - libovolna
burika
3. Zaskrtneme Hladina spolehlivosti pro stf. hodnotu
a zvolime hladinu spolehlivosti (1 — «) - 100
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146 - Interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu

Zadéni Na zakladé provedeného méfeni prﬁfezové plochy [mmz] Ap predpinaciho lana leS 7 uréete meze,

vvvvvv

smérodatné odchylky je 0, 28.

148,6 148 148,3 148,2 148,3 148,5 148,9 148,5 148,4 148,7 148,6 148,5

ReSeni Teorie: 56,57 Priklady: 222

Hleddme 99% oboustranny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu pfi zndmém rozptylu = bu-
deme pouZivat normované normdlni rozdéleni.

Uréime hodnotu vybérového priméru a rozsah vybéru:
n =12; x = 148, 46.

-tého kvantilu normovaného normalniho rozdéleni:

Urcime hodnotu (1 — 5)-
(NORM.S.INV(0,995)) = 2,58.

06—001:>Z()995—

Vypocitame hodnotu ¢:

5— 0,28 '
V2
Meze IS:

tp =X — 6 = 148,46 — 0,21 = 148, 25,
th = x40 = 148,46 4+ 0,21 = 148, 67.

Zavér: S pravdépodobnosti 99% leZi stiedni velikost plochy v intervalu (148,25; 148, 67).

Poznamky

Interval spolehlivosti pro u
pe (x£9)
1. zndm ¢

5:%'21

2. nezndm 2

ézﬁ-tli%(n—l)

EXCEL:
kvantil normovaného normdlniho rozdéleni Z1_g

—NORM.S.INV <1 _ %)

(n—1)

kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti t,

NIR

=T.INV<1 - %;n - 1)

Vyuziti analytického ndstroje Popisnd analyza
v Excelu.

- uréen{ hodnoty & z vybérového souboru, neznim ¢
1. Data — Analyza dat — Popisnd analyza

2. Vstupni oblat - data; Vystupni oblast - libovolna
burika

3. Zaskrtneme Hladina spolehlivosti pro stf. hodnotu
a zvolime hladinu spolehlivosti (1 — «) - 100
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1477 - Interval spolehlivosti pro rozptyl, smérodatnou odchylku

Zadani Zajim4 nds objemova tiha betonu [kN/m?3]. Nahodné jsme provedli 10 méfen:

18 20 22 30 28 25 31 21 26 30

Urcete interval spolehlivosti pro rozptyl a smérodatnou odchylku.

ReSeni Teorie: 56,58 Piiklady: 224
Zvolime hladinu vyznamnosti: «
rozptyl a smeérodatnou odchylku.

Urcime rozsah vybéru a hodnotu vybérového rozptylu (=VAR.S(data)): n = 10; §% = 21, 66.

= 0,05 a ur¢ime 95% oboustranny interval spolehlivosti pro

S vyuzitim funkci v Excelu vypocteme hodnoty obou kvantilii
1. (1 — %) kvantil chi-kvadrat rozdélent: X§975 (9) = (CHISQ.INV(0,975;9)) = 19, 02.

2. 5 kvantil chi-kvadrat rozdélent: Xg, s (9) = (CHISQ.INV(0,025;9)) = 2,70.

Meze IS pro rozptyl:
9.21,66

CAE T
9.21,66

H= 550 72,17.

Zavér: 95 % IS: 0% € (10,25; 72,17).
Meze IS pro smérodatnou odchylku:
tp = V10,25 = 3,20,

ty = /72,17 = 8,50.

Zavér: 95% 1S: o € (3,20; 8,50).

Poznamky

Interval spolehlivosti pro o

EXCEL:
kvantil chi-kvadrdt rozdéleni s n — 1 stupni
volnosti

1.;(?7%(;1—1)

—CHISQ.INV (1 - g;n - 1)

2. Xﬁ (n—1)
2
:CHISQ.INV(%; n— 1)
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149 - Hypotéza o stiedni hodnoté Poznimky
Zadani Méfenim soucinitele tfeni f v loZisku byly ziskany nasledujici idaje Jednovybérovy t-test
0,0148 0,0124 0,0102 0,0085 0,0071 0,0059 0,0051 Hy: pu=po

Hy: p# po

Ovéite s 95% spolehlivosti, Ze primérna hodnota soucinitele tfeni je 0, 01.

vypocet testové hodnoty

ReSeni Teorie: 61 Piiklady: 226 T — % N
Zvolime nulovou a alternativni hypotézu: vypocet kritické hodnoty
Hy: = 0,01, hie = ,_y (n =1)
Hy: pu #0,01L Zavér: |T| < tie = Hp nezamitdme
Pro vypocet testové statistiky potfebujeme urcit hodnotu vybérového priméru, smérodatné odchylky EXCEL:

a rozsah vybéru (vyuZijeme ndstroje Popisna statistika v Analyze dat v Excelu):

(n—1)
n =7 %=0,0091; s = 0,0035

kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti t,

T

:T.INV<1 _ %;n _ 1)

0,0091 — 0,01 B
=~ 0035 V7 =-0,68

Urcéime kritickou hodnotu:

& =0,05= t,,.(6) = (TINV(0,975;6)) = 2,45.

Zavér: | —0,68| < 2,45 = Hj nezamitdme a lze s pravdépodobnosti 95 % tvrdit, Ze primérna
hodnota soucinitele tfeni f v loZisku je 0, 01.
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150 - Hypotéza o rozptylu Poznimky

Zadani Presnost nastaveni stroje se ur¢i z rozptylu délky vyrabénych soucastek. Pokud je rozptyl vétsi nez Test o rozptylu
380, je potieba stroj znovu nastavit. Z 15 ndhodné vybranych souééstek jsme zjistili hodnotu s> = 680. ) )
Je stroj dostatecné presny, nebo je potfeba stroj prenastavit? Hyp: 0" =0y

v H, - 2 2 (. 2 2, 2 2
ReSeni Teorie: 62 P¥iklady: 227 1200 # 0 (07> 0y 07 < )

vypocet testové hodnoty

Zvolime nulovou hypotézu, alternativni hypotézu a hladinu vyznamnosti: x2 = (n—1)-s
9%
Hp: o? = 380,
0 ) vypocet kritickych hodnot
Hy: o® > 380, oboustranny test:
2 (0 1) +2 _
= 0,05. Xy (n=1); x7  (n=1)
P ST jednostranny test:
Vypocet testové statistiky: Xf (n—1) pro Hy : 0% < Ug
14 - 680
2 _ _
X= 380 25,05. )(i“ (n—1) pro Hy : 02 > ag
Uréime kritickou hodnotu <)(ia (n— 1)): Zaver:
oboustranny test:
2
Xicrit = 23, 68. X € <)(i (n—1); Xf ,(n— 1)> = Hjy nezamitime
2 -3
Zéavér: 25,05 > 23,68 = H( zamitdme, stroj je potieba znovu nastavit. jednostranny test:

x> > x*(n—1) pro Hy : 0> < 0§ = Hy nezamitdme

X < )(f_a (n—1) pro Hy : o> > Ug = Hp nezamitdme

EXCEL:
kvantil Chi-kvadrdt rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti
Xy (n=1)

—CHISQ.INV (1 - %;n — 1)
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151 - Hypotéza o rovnosti rozptyli Poznémky

Zadani Chceme porovnat dva typy betonu z hlediska soucinitele tepelné vodivosti A [W/mK]. Jsou srov- Dvouvybérovy F-test
natelné rozptyly u obou typt betoni?

Beton z keramzitu ‘ 0,28 0,31 0,34 0,40 0,48 0,56 0,63 0,75 1,30 Hy: o 12 # ‘722
Beton ze Skvary ‘ 0,52 0,54 0,67 0,69 0,73 0,74 0,79 0,82 0,90 0,97 1,01 vypoégt testové hodnoty
F= z—%
N Indexy 1,2 volime, aby F > 1.
ReSeni Teorie: 63 Priklady: 228 nAeRy 1.2 volime, @by
Zvoli 1 hypoté lternativii hvboté hladi ; i vypocet kritické hodnoty
volime nulovou hypotéza, alternativni hypotézu a hladinu vyznamnosti: Fuic = F, , (1 — Ly —1)
Hy : (712 — (722, Zaver: F < Fyity = Hp nezamitame
.2 2
Hy: o # 03, EXCEL:

& =0,05. kvantil F-rozdéleni s (ny — 1; np — 1) stupni volnosti
=FINV (1—2;m — L2 —1)

Pro vypocet testové statistiky vyuZijeme ndstroje v Analyze dat v Excelu (hodnota u F):
Vyuziti analytického nastroje v Excelu.

F =4,03. 1. Data — Analyza dat — Dvouvybérovy F-test pro
rozptyl

2. Vstup - data (1. soubor zvolime ten s vétSim rozpty-
lem); Vystupni oblast - libovolna burika

3. Alfa: zaddme 5

Urc¢ime kritickou hodnotu (F Kkrit):

Fic = 3, 85.

Zaveér: 4,03 > 3,85 = Hp zamitdme a s 95% pravdépodobnosti mizeme tvrdit, Ze variabilita souci-
nitele tepelné vodivosti se u vybranych typi betonu lisi.
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152 - Hypotéza o rovnosti strednich hodnot

Zadani Rozhodnéte na hladiné vyznamnosti 0, 05, Ze hodnota soucinitele tepelné vodivosti [W/mK] u be-

tonu ze Skvdry je vétsi nez u betonu z keramzitu.

Beton z keramzitu ‘ 0,28 0,31 0,34 0,40 0,48 0,56 0,63 0,75 1,30

Beton ze Skvéry ‘0,52 0,54 0,67 0,69 0,73 0,74 0,79 0,82 0,90 0,97 1,01

ReSeni Teorie: 64 Priklady: 228

Zvolime nulovou a alternativni hypotézu:
Ho : p1 = po,
H1 Dp < Mo

Prvni musime otestovat, zda 1ze povazovat rozptyly u obou souborii za srovnatelné (F-test). Tento test
jsme provedli na 151, zjistili jsme, Ze rozptyly nejsou srovnatelné = pouzijeme t-test s nerovnosti
rozptyl.

Pro vypocet testové statistiky a kritické hodnoty vyuZijeme ndstroje v Analyze dat v Excelu
(hodnota u t Stat a t krit (1)):

T=-1,73,
tkrit - 1, 80

Zavér: |1,73| < 1,80 = Hj nezamitdme, tedy s 95% pravdépodobnosti lze tvrdit, Ze oba druhy
betonu jsou srovnatelné z hlediska hodnoty soucinitele tepelné vodivosti.

Poznamky

Dvouvybérovy t-test

Hy: yu1 =
Hy: oy # 2

vypocet testové hodnoty a kritické hodnoty
1. plati 0‘12 = 0‘22, pouZijeme t-test s rovnosti rozptylt

2. neplati 1712 = 0’22, pouZijeme t-test s nerovnosti
rozptyld

Zavér: |T| < tix = Hp nezamitdme

EXCEL:
kvantil t-rozdéleni s ny 4+ np — 2 stupni volnosti
£, (n1 +np — 2)

=T.INV(1 — a;nq +np — 2)

Vyuziti analytického nastroje v Excelu.

1. Data — Analyza dat — Dvouvybérovy t-test s
rovnosti (nerovnosti) rozptylt

2. Vstup - data; Vystupni oblast - libovolna burika

3. Alfa: zaddme hladinu vyznamnosti
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153 - Parovy t-test Poznimky
Zadani P1i urc¢ovani mechanickych vlastnosti konstrukéni oceli (teplota 20 °C) jsme provedli orientani Pdrovy t-test
prepocet tvrdosti k hodnotdm pevnosti v tahu. Pfepocet jsme provedli podle Vickerse a podle Brinella.
Dévaji oba postupy srovnatelné hodnoty tvrdosti? Ho: = pi2
Hy: oy # w2
Pevnost v tahu ‘ 350 370 385 400 415 430 450 465 480 495 510 530
vypocet testové hodnoty
Tvrdost dle Brinella ‘ 105 109 114 119 124 128 133 138 143 147 152 156 t = ‘f_? /1,

TvrdostdleVickerse‘llO 115 120 125 130 135 140 145 150 155 160 165 kde %, s; jsou vyb&rové charakteristiky souboru

tvorenych z rozdili parovych hodnot.

ReSeni Teorie: 66 Priklady: 229
esenl corie ricady vypocet kritické hodnoty

brit = fl,% (n—1)

Zvolime nulovou a alternativni hypotézu:
Zavér: |T| < tiy = Hp nezamitdme

Hp : p1 = o,

Hy: oy # o EXCEL:

kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti t,_, (n —1)

Pro vypocet testové statistiky vyuZijeme ndstroje v Analyze dat v Excelu (hodnota u t Stat): o :
=TINV(1—2;n—1)

T =21,23. . . )
Vyuziti analytického ndstroje v Excelu.
N . 1. Data — Analyza dat — Dvouvybérovy péarovy t-test
Urc¢ime kritickou hodnotu (t krit (2)): na stiedni hodnotu
2. Vstup - data; Vystupni oblast - libovolné burika
brit = 2,20, 3. Alfa: zaddme hladinu vyznamnosti

Zavér: |21,23| > 2,20 = Hj zamitdme a lze s 95% pravdépodobnosti tvrdit, Ze vypotend hodnota
tvrdosti z4visi na pouZitém postupu.
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154 - Testy dobré shody - Cast 1. Poznimky

Zadani Otestujte hypotézu, Ze ndhodné mnozstvi kyseliny benzoové v bali¢cich naklddaciho pripravku je rozloZeno normalné, Xz— test
tedy zkoumand ndhodn4 veli¢ina m4 normdlni rozdéleni pravdépodobnosti. Zméfili jsme obsah ve 150 baliccich.

Nulovd hypotéza:

Ttida ‘ (0,3;0,5) (0,5;0,7) (0,7;0,9) (0,9;1,1) (1,1,1,3) (1,3;1,5) ZS ma ocekdvané rozdéleni prav-
- dépodobnosti, tj. Cetnosti f,; a
Cetnost ‘ S 10 30 35 40 10 foiproi = 1,...,n se lisi pouze

nahodné.

ReSeni Teorie: 67,68 Priklady: 230 vpocet testové hodnoty

k Ry
Zvolime nulovou a alternativni hypotézu: =Y %
i=1
Hj : ndhodna veli¢ina ma normalni rozdé€leni, vypocet kritické hodnoty

H1 . —|HO tkl”i[ — X%—IX (k — S — 1)

1) x*>— test Zavér: x> < x2., = Hp ne-
zamitame
Odhadneme parametry normdlniho rozdéleni y = x; 0 = s:

1 & 1
x=E}:ﬁfxf:Eﬁ-@-Q4+uya6+myas+551+401g+404AJ=099
i=1

1 k 1
52 = (X}m—xf,@>—~—~(@A—09%15+mﬁ—ﬂﬂ%240+~~+uA—nﬁ%?un:0&&

n—1\£& 149
i=1

s=Vs2=0,23

Urc¢ime ocekavané Cetnosti:

for = 150 - F(0,5) = (150 *x NORM.DIST(0, 5;0,99;0,23;1)) = 2,49

for =150 (F(0,7) — F(0,5)) = (150« (NORM.DIST(0,7;0,99;0,23;1) — NORM.DIST(0, 5;0,99;0,23;1))) = 13,07

Stejné pokracujeme pro vSechny tfidy, vysledky ddme do tabulky.
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155 - Testy dobré shody - Cast 2.

Poznamky

Zadani Pokracujeme v feSeni z predchézejiciho listu (154).

Nulovd hypotéza:

ResSeni

fil 5 10 30 55 40 10

foi

Vypocteme testovou statistiku:

2,49 13,07 36,62 50,40 34,11 11,33

statisticky neli$i od normélniho.

2) Kolmogoroviv-Smirnoviv test dobré shody

V150

statisticky neli$i od normélniho.

Tabulku s teoretickymi a ocekavanymi absolutnimi ¢etnostmi doplnime o kumulativni ¢etnosti.

F,; 5 15 45 100 140 150
F,i | 2,49 15,56 52,18 102,58 136,69 148,02
Vypocteme testovou statistiku:
1
Di=—-1—-7,17| = 0,048.
Urcime kritickou hodnotu: 1 36
D1,0,05(150) = —

Zaver: 0,048 < 0,11 = Hp nezamitdme a Ize s 95% pravdépodobnosti tvrdit, Ze rozdéleni obsahu kyseliny v bali¢cich se

ZS ma ocekavané rozdéleni pravdé-
podobnosti, tj. Cetnosti f,; a fo; pro
i=1,...,n se li${ pouze ndhodné.

Teorie: 67,68 Priklady: 230

X2— test

vypocet testové hodnoty

XZ — i (fei_foi)z
2 = (5—2,49)? (10 —11,33)? i= o
2,49 vypocet kritické hodnoty
2 0 =x% (k—s—1
Uréime kritickou hodnotu (x%(k — s — 1)): Hiie = X1 )
2 5 EXCEL:
Akrit = X170,05(6 —2-1) = (CHISQINV(0,95;3)) = 7,81. kvantil ~ chi-kvadrdt  rozdéleni

s k — s — 1 stupni volnosti

Zavér: 6,06 < 7,81 = Hj nezamitdme a Ize s 95% pravdépodobnosti tvrdit, Ze rozdéleni obsahu kyseliny v balicich se =CHISQ.INV(1 —a;k —s —1)

fox 22 2
Zavér: x© < Xgie = Ho ne-
zamitame

Kolmogorovitv-Smirnovity test

vypocet testové hodnoty
Dy = tmax|F,; — Fy
vypocet kritické hodnoty

1/
X = O, 05 = D1;0105(1’l) = %
Zavér: D1 < Dju(n) = Hp
nezamitame
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Matematika III - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

156 - Testy extrémnich hodnot

Zadani Pfi rozboru kiemicitanu byl nalezen tento obsah SiO2: 52,44 %; 53,82 %; 52,91 %; 50, 10 %; 54, 03 %; 53, 89 %.
Je hodnota 50, 10 % odlehla na hladiné vyznamnosti « = 0, 05?

ReSeni Teorie: 69,70 P¥iklady: 231

Zvolime nulovou hypotézu:
Hy: Hodnota x1 = 50, 10 se nelis$i vyznamné od ostatnich hodnot souboru.

Hodnoty sefadime: 50, 10;52,44;52,91;53,82;53, 89; 54, 03.

1) Dixonuv test
Vypocteme testovou statistiku:
52,44 -50,10

Qi = 54,03 — 50, 10

= 0,595.

Urcime kritickou hodnotu : Z tabulek pro n = 6 a « = 0, 05 dostdvame

Q1,005 = 0,560.

Zaver: 0,595 > 0,56 = Hj zamitame a lze s 95% spolehlivosti tvrdit, Ze hodnota 50, 10 % je odlehlou.

2) Grubbsiv test
Urcime hodnotu vybérového priméru a smerodatné odchylky:

x = 52,865, s =1,363.

Vypocteme testovou statistiku:
_ 52,865 —50,10

LT 1,363
Urcime kritickou hodnotu : Z tabulek pro n = 6 a « = 0, 05 dostdvame

= 2,029.

T1005 = 1,996.

Zaver: 2,029 > 1,996 = Hj zamitame a i podle Dixonova testu lze s 95% pravdépodobnosti tvrdit, Ze hodnota
50,10 % je odlehlou hodnotou.

Poznamky

Nulovd hypotéza:

Hy: Hodnota x1, resp. x;, (nejvetsi hod-
nota) se neliSi vyznamné od ostatnich
hodnot souboru.

Dixoniiv test
vypocet testové hodnoty

Q Xy — X1
I
_ Xn— Xp—1
Qn=—"_—
Xn — X1

vypocet kritické hodnoty
Kritické hodnoty Q1.y, resp. Qj;q jsou
tabelovany.

Zaver:
Q1 < Q1.2 = Hp nezamitdme
Qn < Qua = Hp nezamitdme

Grubbsuv test

vypocet testové hodnoty
X=X

S
xn_x
S

vypocet kritické hodnoty
Kritické hodnoty T7.,, resp. Ti. jsou
tabelovdny.

Zavér:
T1 < T1,x = Hp nezamitdme

Ty < Ty = Hpnezamitdme




ReSené priklady — Linearni regrese



Matematika III - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

158 - Regresni model Poznamky
Zadani Zname vysledky dvou testt u 8 student, Regresni primka
y=ax+b

1.test‘80 50 36 58 72 60 56 68

Soustava normdlnich rovnic
2.test |65 60 35 39 48 44 48 6l

odhadnéte parametry regresni piimky a urcete odhad pro pocet bodl z druhého testu u studenta, ktery dosdhl 4 1—21 Xi+nb = Z_Zl Yi
z 1. testu 90 bodi. n n n
2 o »

Regeni Teorie: 74,75 Priklady: 233,235,236 4 1_21 X +b 1_21 xi 1_21 XiYi
Proménné vyneseme do bodového grafu, zdvislou (body z 2. testu) na osu y a nezavislou (body z 1. testu) na EXCEL:
osu X. Grafické zndzornéni + rovnice regresni primky

VloZeni -> Bodovy graf -> Pfidat spojnici

S vyuZitim metody nejmensich ctvercti odhadneme regresni pfimku: y = 0,5x + 19, 9. trendu

zvolime Linearni

y = 0,5015x + 19,908 zaSkrtneme Zobrazit rovnici v grafu
[ ] - - Yy 7

60 | o Nalezent koeficientii

=LINREGRESE(data y;data x)

- vzorec je maticovy

- tzn. musime oznacit 2 bunky vedle sebe,
° pak zaddme vzorec, stiskneme F2 a poté
CTRLA4Shift+Enter

50 |

2. test

40 ¢ ° Vyuziti analytick€ého néstroje Regrese v Excelu.
1. Data — Analyza dat — Regrese

; ; ; ; ; ; ; 2. Vstupni oblast Y - zavisld proménnd; Vstupni
30 40 50 60 70 80 90 oblast X - nezdvisld proménnd; Vystupni oblast
1. test - libovolna bunka

Odhad pro pocet bodii z druhého testu:

pocet bodi z 2. testu = 0,5015 - pocet bodii z 1.testu 4 19,908

y = 0,5015-90 419,908 = 65,043 = 65 bodi
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Matematika III - reSené priklady Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

159 - Regresni model - verifikace modelu

Zadani Pokracujeme v prikladu se studenty,

1.test‘80 50 36 58 72 60 56 68

2.test\65 60 35 39 48 44 48 61

posud’te kvalitu nalezeného modelu.

Reseni Teorie: 76 Priklady: 233,234,235,236

S2 =Y? (7, — 50)% = 328,003
SSE =Y?%  (y; — 7:)* = 507,997
St = Li1(vi —50)* = 836

Hodnota koeficientu determinace je: R = 1 — 50gé697 =0,3923

pouze 39 % zmén ve vysledku druhého testu je vysvétleno vysledkem testu prvniho. Zbylych 61 % je
ovlivnéno jinymi vlivy. Z toho vyplyv4, Ze pouZiti regresni piimky neni pfili§ vhodné a model neni kvalitni.

Tento zavér lze jesté otestovat pomoci celkového F-testu (na hladiné vyznamnosti 0, 05).

Hp : model neni vhodny
H1 : —'Ho

2 7,997
F = 328'_05)3 : 5(; '_92 = 3,874 < Fyos5(1;6) = FINV(0,95;1;6) = 5,987 = Hj nezamitdme,

tzn., Ze model je chybné specifikovan.

Lze vyuzit analytického nastroje Regrese, z tabulky ANOVA dostdvame: vyznamnost F = 0,097 > 0,05
= Hj nezamitame.

Poznamky

Kvalita modelu
R? ... koeficient determinace

Celkovy F-test
HO ta=b=0
H1 : —|H0

EXCEL:

Tvorba modelu pomoci Excelu

VloZzeni -> Bodovy graf -> Pfidat spojnici
trendu

zaSkrtneme Zobrazit rovnici v grafu
zaSkrtneme Zobrazit hodnotu spolehlivosti R
(koeficent determinace)

VyuZiti analytického néastroje Regrese v Excelu.
1. Data — Analyza dat — Regrese

2. Vstupni oblast Y - zavisld proménnd; Vstupni
oblast X - nezdvisld proménnd; Vystupni oblast
- libovoln4 burika

3. zaSkrtneme Hladina spolehlivosti
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160 - Regresni model - korelacni analyza

Zadani Zjist ovalo se, zda existuje zavislost mezi hodnotou pticné drsnosti ocele Rz a nastavenou hodnotou
posuvu na zub. Vysledky jsou zaznamendny v tabulce.

drsnost Rz ‘ 20,78 19,81 30,67 29,78 31,65 32,01 52,02 48,49

posuv na zub ‘ 0,1 0,1 0,25 0,25 0,5 0,5 1 1,5

Reseni Teorie: 77 Priklady: 233,234,235,236

Proménné vyneseme do bodového grafu, zdvislou (drsnost Rz) na osu y a nezdvislou (posuv na zub)
na osu x. S vyuZzitim metody nejmensich ¢tvercli odhadneme regresni piimku: y = 21, 61x + 21, 806.

—y =21,61x + 21,806

0 05 1 15 2
posuv na zub

Hodnota koeficientu determinace:
R? = 0,837 = model je vhodn& zvoleny.

Koeficient korelace:
R = 0,915 = znadi silnou linedrni zdvislost mezi sledovanymi veli¢inami.

S rostouci hodnotou posuvu na zub roste i hodnota pficné drsnosti ocele.

Poznamky

Kvalita modelu
R? ... koeficient determinace

Mira zdavislosti

R = V'R2 ... korela¢ni koeficient
EXCEL:
=CORREL(maticel;maticel)

DIilci t-test
fﬂ):a::O
1{1:a§£0

Celkovy F-test
fi):a::l7::0
fﬁ :ﬂfﬂ)

EXCEL:

Tvorba modelu pomoci Excelu

VloZzeni -> Bodovy graf -> Pfidat spojnici
trendu

zaSkrtneme Zobrazit rovnici v grafu

zaSkrtneme Zobrazit hodnotu spolehlivosti R
(koeficent determinace)

Vyuziti analytického néstroje Regrese v Excelu.
1. Data — Analyza dat — Regrese

2. Vstupni oblast Y - zavisla proménnd; Vstupni
oblast X - nezdvisld proménnd; Vystupni oblast
- libovoln4 burka

3. zaSkrtneme Hladina spolehlivosti
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Priklady — Kombinatorika



Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

163 - Kombinatorické pravidlo souctu

Zadani
a) Ve skupiné je 10 studenti a 7 studentek. Kolik clenti ma skupina celkem?

b) Ve skupiné je 15 studentid s vykonanou zkouskou z Matematiky, 12 se zkouskou z Fyziky a 10 se zkouskou z obou
predméti. Kolik ¢lent skupina ma?

c) Ve skupin€ 17 studentil je 15 studentti, ktefi maji zkusSenosti s alkoholem, 9 vyzkouSelo marihuanu a 4 extazi.
Dale 8 pfiznalo zkuSenost s alkoholem a marihuanou, 1 s extdzi a marihuanou a 3 s alkoholem a extdzi. Zadny
z nich nevyzkousel vSechny tfi zminéné drogy.

i) Je ve skupiné student, ktery neokusil Zddnou z téchto drog?

i1) Kolik studentt jen pije alkohol?

ReSeni Teorie: 11 ReSené piiklady: 80

Tahak

Kombinatorické pravidlo souctu

Necht Ay, A, ..., Ar jsou konecné
mnoZiny, které maji p1, p2,..., px prvki,
a které jsou po dvou vzdjemné disjunktni,
tj. nemaji spolecny prvek, pak pocet prvki
sjednoceni A1 U Ap U --- U Ay je roven
souctu

Prtp2t-+ Pr




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

164 - Kombinatorické pravidlo soucCinu

Zadani
a) V roving je dano 7 bodi, z nichz zZadné tii nelezi na jedné piimce. Kolik je témito body uréeno
i) polopfimek?
i1) pfimek?
b) Kolik Ctyfcifernych prirozenych Cisel vétSich nez 5000 lze sestavit z ¢islic 1,3,5,7,

1) jestliZze se Zadna z cifer neopakuje?
i) jestlize se cifry mohou opakovat?

ii1) jesliZe ma byt Cislo sudé?

ReSeni Teorie: 11 ReSené piiklady: 81

Tahak

Kombinatorické pravidlo soucinu

Pocet vSech usporadanych k-tic, je-
jichZ prvni Clen lze vybrat z n; moZnych
prvki, druhy Clen z np prvka, atd. az k-ty
¢len z ny prvkd, je rovny soucinu

nl'nZ"'nk~




Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

165 - Kombinatoricka pravidla souctu a soucCinu

Zadani

a) V menze si lze vybrat ze dvou polévek, péti hlavnich jidel a tif salatd. Kolik riznych obédovych menu lze sestavit,
pokud vime, Ze
1) byly objednédny vSechny poloZky, tj. polévka, hlavni jidlo 1 salat.
ii) pravé jedna z poloZek byla vynechdna.
iii) alespon jedna z polozek byla vynechana.

b) V menze si lze vybrat ze dvou polévek, péti hlavnich jidel a tii salati. Cena polévek je 10K¢, dvé hlavni jidla stoji
30 K¢, dvé 34 K¢ a jedno 43 K¢. Salaty jsou za 7 K¢, 11 K¢ a 13 K¢. Kolik riznych cen Ize zaplatit, pokud vime,
ze

i) byly objednany vSechny poloZky, tj. polévka, hlavni jidlo i salét.
i1) pravé jedna z poloZek byla vynechdna.

iii) alespon jedna z poloZek byla vynechana.

ReSeni Teorie: 11 ReSené piiklady: 80,81

Tahak

Kombinatorické pravidlo soucinu

Pocet vSech usporadanych k-tic, je-
jichZ prvni Clen lze vybrat z n; moZnych
prvki, druhy Clen z np prvka, atd. az k-ty
¢len z ny prvkd, je rovny soucinu

nl . nz PR nk'
Kombinatorické pravidlo souctu

Necht Ay, A, ..., Ar jsou konecné
mnoZiny, které maji p1, p2,..., px prvki,
a které jsou po dvou vzdjemné disjunktni,
tj. nemaji spolecny prvek, pak pocet prvki
sjednoceni A1 U Ap U --- U Ay je roven
souctu

Prtp2t-+ Pr




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

166 - Permutace bez opakovani Tahik

Zadani Permutace bez opakovdni
a) i) Kolika zptisoby lze srovnat 6 knih do police? Permutace z n prvkdi je uspofddand

ii) V kolika riznych poradich muze byt prehrano 13 pisni z CD? n-tice sestavend z téchto prvki tak, Ze

kazdy se v ni vyskytuje pravé jednou.

iii) Kolik moznych vysledkti mize mit zavod, kterého se tcastni 24 bézca? 7 T
Znadi se P(n) a plati, Ze

iv) Kolik mozZnosti obsazeni vSech 49 mist autobusu Karosa C954?

o o P(n) = nl.
b) Porovnejte vysledky Casti a).

Regeni Teorie: 12 Re$ené piiklady: 82 Faktoridl




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

167 - Variace bez opakovani Tahak
Zadani Variace bez opakovdni
a) Kolik signdll lze vyslat, pouZijeme-li dva z péti riiznobarevnych praporki? k-Clennd variace z n prvkd je uspofd-

dand k-tice sestavend z téchto prvka tak,
7e kazdy se v ni vyskytuje nejvySe jednou.
Znadi se Vi(n) a plati, Ze

b) Kolik tfikopeckovych zmrzlin si jde objednat, pokud si vybirdme ze sedmi riznych prichuti a Zddnou nezvolime
vicekrat?

c¢) Kolika zptisoby Ize sestavit denni pétihodinovy rozvrh, v némz se zadny z jedendcti predméti neopakuje?

ReSeni Teorie: 12 ReSené piiklady: 83




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

168 - Kombinace bez opakovani Tahak
Zadani Kombinace bez opakovani
a) Na projektu pracuje 6 lidi. Kolik 1ze utvorit dvojic, které budou prezentovat vysledky? k-Clennd kombinace z n prvkd je ne-

b) Na hristi se seslo deset kluki. Kolika zpisoby se mohou rozdélit do péticlennych tyma? usporvadanav k-/thC seste}vena z tec?hto Prv,lfu
tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvySe

¢) Do turnaje se piihldsilo 12 tymd. Organizitofi se rozhodli pro systém kvalifikaénich skupin, jejichZ vitézové || jednou. Znali se Cy(n) a plati, Ze
postoupi do skupiny findlové. Ve vSech skupindch hraje ,kazdy s kazdym.* Odehraje se vice zdpasu v pripadé 4

kvalifika¢nich skupin nebo v ptipadé 3 kvalifikacnich skupin? Ce(n) = m\ _ n—'
K= \k) "k

Reseni Teorie: 12 ReSené piiklady: 84
Zdakladni vilastnosti kombinacnich cisel

(-
()
g

n




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

169 - Variace s opakovanim

Zadani
a) Kolik existuje ¢tyfmistnych ¢iselnych PINU, které jsou sloZeny z Cislic 1,3,7?

b) Kolik stavil systému muize signalizovat fidici panel s Sesti diodami, miiZe-li kazd4 z nich svitit, nebo blikat Cervené,
zelené, anebo byt zhasnuta?

c¢) Kolo 1. fotbalové ligy sestava z 8 zapasi. Kolik moznych tipti na tyto zapasy lze podat, pokud tipujeme
1) jednoduché tipy 1,0,2 (domadci, remiza, hosté),
i1) dvojtipy,
iii) jednoduché tipy na jednotlivé polocasy,

iv) presny pocet gola v zdpase.

ReSeni Teorie: 13 ReSené piiklady: 85

Tahak

Variace s opakovanim

k-Clenna variace s opakovanim z n
prvkii je wuspofddand k-tice sestavena
z téchto prvki tak, Zze kazdy se v ni
vyskytuje nejvyse k-krat. Pro jejich pocet
plati

Vi (n) = n*,




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

170 - Permutace s opakovanim Tahik

Zadani Permutace s opakovdnim

a) Kolik existuje PING sloZenych z ¢islic 1,1, 2, 3? Zékladni mnoZina md n prvki, které
jsou k ruznych typd. Pfitom nq,...,n;
znali pocet prvki daného typu a plati
¢) Kolika zptisoby mizeme rozdelit 10 rizi mezi 4 pfitelkyné? n = ny +np + - - - ny. Permutace s opako-
vanim je usporadana n-tice, z t€chto prvki
sestavend. Znali se P'(ny,ny,..., ng)
a jejich pocet je

b) V kolika riiznych poradich Ize snist 3 jahodové, 4 bortivkové a 2 bilé jogurty?

d) Kolik je moznych rozestaveni figurek na Sachovnici 6 x 6, mdme-li k dispozici 8 bilych, 7 Zlutych, 6 oranZovych,
5 Cervenych, 4 modré, 3 zelené, 2 fialové a jednu Cernou figurku?

~ v /

Regeni Teorie: 13 ReSené priklady: 86 Pi(ni ng, .. )

_(m gt m)!
1’11!1’12! ---nk! .




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

171 - Kombinace s opakovanim Tahak
Zadani Kombinace s opakovdnim
a) Utrata byla uhrazena tfemi bankovkami v hodnoté 100 a 200KZ&. k-tlenni kombinace s  opakovanim

z n prvki je neusporadand k-tice sestavend
z téchto prvki tak, Zze kazdy se v ni
ii) O jaké Castky jde? vyskytuje nejvyse k-krat. Znaci se C; (1)
a jejich pocet je

i) Kolik riznych ¢astek mohlo byt zaplaceno?

b) Kolika zptisoby lze vybavit 3 obchodni zastupce sluzebnim telefonem, vybirdme-li z 6 druhi pfistroja?

c) Parta 7 délnikd si vybird ze 4 obédovych menu. Kolika zptsoby si mohou objednat? Ci(n) = (” ™ lli - 1)
> . —1)!
ReSeni Teorie: 13 ReSené priklady: 87 M

IR




Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

172 - Uprava vyrazl s kombina¢nimi Cisly

Zadani Vyjadrete jednim kombina¢nim Cislem a vycislete

@ (3)+ (&)
0 (3)+(6)+ )
0 (3)+ () (1) + ()

ResSeni

Tahak
Kombinacni ¢isla
zdkladni
n
=1
(o)
() =1
n
) = n
1) =
Teorie: 14 ReSené piiklady: 88,89
symetrie
n\ n
k) \n—k
soucet




Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

173 - Rovnice s kombinaCnimi Cisly

Zadani Vyfteste rovnici
2 <x—2kl> n (x—;Z) _ (x—2|r4)’
0 () (3)=07)
0 () ()= (7))

ResSeni

Teorie: 14 ReSené piiklady: 92

Tahak
Kombinacni ¢isla
zdkladni
n
=1
(o)
() =1
n
) = n
1) =
symetrie
n\ n
k)] \n—k
soucet




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

174 - Smés kombinatorickych postupti

Zadani
a) ARMATURA

1) Kolik presmycek 1ze sestavit z pismen slova ARMATURA?
ii) Kolik z nich neobsahuje RUM?

ii1) V kolika z nich se stfidaji souhldsky se samohldskami?
b) Ve skupiné je 15 studentl a 12 studentek.

i) Lze sestavit vice trojic, které obsahuji pravé dva chlapce, nebo trojic, které obsahuji pravé dvé divky?
ii) Kolik sestavime Ctvefic, v nichZ jsou alespon dvé studentky?

iii) Kolik je pétic s nejvyse jednim studentem?

ReSeni ReSené piiklady: 93




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

175 - Smés kombinatorickych postupti

Zadani
a) Vybérového fizeni se UCastni 7 firem, kritériem vybéru je nejnizsi cena.

i) Kolik je moznych vysledkl soutéze?
ii) Kolik je moZnych vysledkd, pokud vime, Ze firma ¢.2 a firma ¢.5 jsou v poradi ,,vedle sebe‘ a navic, Ze firma ¢.5 soutéz nevyhrala?

Vv,

iii) Kolika zpiisoby mohou byt obsazena prvni tfi mista, vime-li, Ze firma ¢.3 byla vytfazena a firma ¢.6 nepodala nejvyssi ani nejnizsi nabidku?
b) Kolem stolu ma byt rozmisténo 6 zidli, 2 bilé, 2 Cervené a 2 Cerné.

i) Kolik je moznych rozestavent, je-li sttil kulaty?

ii) Kolik je moZnosti pro obdélnikovy stil, v jehoZ Cele je Cervena Zidle a proti ni Zidle bila?

ReSeni ReSené piiklady: 93
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176 - Smés kombinatorickych postupti

Zadani
a) Kolik 1ze z ¢isel 1,2, 3,4,5,6,7,8,9 sestavit trojic,

i) takovych, Ze jejich soucet je mensi nez 10?
i1) takovych, Ze jejich soucet je lichy?

iii) takovych, Ze jejich soucin je sudy?

b) Kolika zplsoby lze na Sachovnici 8 X 8 umistit

i) dva bilé pésce tak, aby nestdli ve stejném sloupci ani fadku?

ii) dva bilé pésce tak, aby stdli na rtiznobarevnych polich, ale nestéli ve
stejném sloupci?

iii) 6 riznych figur tak, aby 4 stdly na ¢ernych a 2 bilych polich?

Reseni

Resené priklady: 93




Priklady — Pravdépodobnost
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178 - Nahodny pokus, nahodny jev Tahik

Zadani Sjednoceni (soucet) jevit A, B

a) Ndhodnym pokusem jsou dva hody minci. AUB=

i) Vypiste vSechny elementarni jevy w;, zdkladni prostor () a v§echny nahodné jevy A;. lweQ:(weA)V(weB)}

ii) Urcete jejich pravdépodobnosti. Priinik (soucin) jevii A, B
b) Nahodnym pokusem jsou tii hody minci. Jev A je padnuti panny v prvnim hodu, jev B padnuti dvou orlii a jev C ANB =
padnuti panny ve tfetim hodu. Zapiste jevy a urcete jejich pravdépodobnost. (WeO: (weA)A(we B)}
iy AUB,AUC,BUCaAUBUC, iii) A, BaC, o
Rozdil jevii A, B
i) ANB,ANC,BNCaANBNC, iv) A—-B,B—AaA—-C.
A—B=
ReSeni Teorie: 16,17 ReSené priklady: 95,96,97 {weQ:(weA)A(w ¢ B)}
Jev opacny k A
A=0Q—-A=

{weQ:w¢ A}
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179 - Nahodny pokus, ndhodny jev

Zadani Nahodnym pokusem je hod Cervenou a ¢ernou kostkou. Sledujeme rozdil ervené a cerné hodnoty.

a) Jev A nastava, pokud je rozdil zdporny. Jev B nastdvd, pokud je rozdil kladny. Jsou jevy A, B neslucitelné?
Pokud ano, tvoii dplny systém neslucitelnych jevii? Pokud ne, dopliite jev C, tak aby se o uplny systém jednalo.
Urcete pravdépodobnosti P(A), P(B) a P(C).

b) Jev A nastdvd, pokud je rozdil rovny dvéma. Jev B nastdvd, pokud je absolutni hodnota rozdilu rovna dvéma.
Jev C, pokud je rozdil mensi nez tfi. Vyjadrete vztahy (podjev, rovnost) jevli A, B, C. Urcete pravdépodobnosti
P(A),P(B)aP(C).

c¢) Jev A nastdva, pokud je rozdil ndsobkem 5, jev B ndsobek 4 a jev C ndsobek 2. UrCete vztahy mezi jevy a ddle
jevy AU B, AN B, A. Urdete pravdépodobnosti viech jevi.

Reseni Teorie: 16,17 ReSené priklady: 95,96,97

Tahak
Jev A je podjevem B

ACBe {(Vwe:(weA)= (weB)}

Jevy A, B se rovnaji

A=Bo {Vwe:(weA) < (weB)}

Jevy A, B jsou neslucitelné

ANB=0

Systém neslucitelnych jevii A1, Ao, ..., Ay

AiNAj=Q@, proi #j

Uplny systém neslucitelnych jevii A1, . .., Ay,

AiNA;j=Q, proi #j
AJUAU...UA, =Q
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180 - Klasicka pravdépodobnost

Zadani

Vv

a) Hazime Cernou a bilou kostkou. Vime, Ze na Cerné padlo vyssi ¢islo nez na bilé. Jaka je pravdépodobnost, Ze na
bilé padla 3?7

b) Z pokerového balicku 52 karet tahdme dvé. Jaka je pravdépodobnost vytaZzeni

ii1) dvojky a piky.

1) dvojky, i1) piky,

¢) Pravdépodobnost toho, Ze Petr bude ve tficlenném vybéru je % Kolik je ve skupiné lidi?

ReSeni Teorie: 18 ReSené piiklady: 98

Tahak

Klasickad pravépodobnost

Necht () je zdkladni prostor tvoreny
n riznymi, vzdjemné se vylucujicimi
elementarnimi jevy, které jsou stejné
mozné. Pak je pravdépodobnost nastou-
peni jevu A, ktery tvoii m < n z téchto
elementarnich jevi, rovna podilu

Zjednodusené lze zapsat

pocet priznivych jevil

P(A)

pocet vSech jevl
Pro kazdy jev A C Q) plati

0<P(A)<1.
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181 - Geometrickd pravdépodobnost

Zadani

a) Vodovodni potrubi je mezi misty A, B, vzddlenymi 183 m, pferuSeno. Jakd je pravdépodobnost, Ze porucha je
nejvyse 27 m od krajnich vstupti?

b) V nasténnych hodindch se vybiji baterie. Jaka je pravdépodobnost, Ze se zastavi dopoledne?
c¢) Trimetrovou ty¢ rozdélime na tii kusy. Jaka pravdépodobnost, Ze z téchto dill I1ze sestavit trojihelnik?

d) Mezi 11:11 a 12:34 ocekdvame doruceni dvou zasilek. VyloZeni zasilky A trva deset minut, zasilku B predaji za
3 minuty. Jak4 je pravdépodobnost, Ze nebude zadny z kuryrt ¢ekat?

ReSeni Teorie: 18 Resené piiklady: 101

Tahak

Geometrickd pravdépodobnost

Pokud lze zdkladni prostor () mode-
lovat jako geometricky ttvar O a ndhodny
jev A jako ttvar A, pficemz plati A C O,
pak pravdépodobnost nastoupeni jevu A
lze spocist jako podil

kde u(A) resp. u(O) zna¢i miru utvaru
A, resp. O.

Obvykle je O konecnd, uzaviend ob-
last na pfimce, v roviné ¢i v prostoru a A
jeji uzaviend podmnoZina, a jejich mirou
rozumime délku, plochu ¢i objem.
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182 - Podminéna pravdépodobnost Tahik

Zadani Podminénd pravdépodobnost
a) Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet dvou hodl kostkou bude veétsi nez 7, vime-li, Ze padla trojka. Pravdépodobnost nastoupeni jevii B za

b) V klobouku je a bilych a b Cernych kouli. Koule ndhodné losujeme a nevracime. S jakou pravdépodobnosti predpokladu, Ze nastoupil jev A.

vytdhneme ve druhém tahu Cernou, byla-li Cernd tazena v tahu prvnim? P(BN A)
P(B|A) =
¢) Podle umrtnostni tabulky se ze 100 000 narozenych chlapcti 50 let doZije 93906, 75 let 53 818 a stovky 428 P(A)
muZzu. Urcete pravdépodobnost, Ze se padesatilety muz dozije 75 a 100 let. o
Nezdvislé jevy
M v . ie: R e 3 DY . P(BNA
ReSeni Teorie: 20 ReSené piiklady: 102,103 P(BJA) = ( ) P(B)
P(A)
P(BNA)
P(A|B) = ———— =P(A

P(ANB)=P(A)P(B),
pficemz je P(A) > 0a P(B) > 0.

Zavislé jevy

P(ANB) = P(A|B) P(B) = P(B|A) P(A)
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183 - Nezavislé jevy

Zadani

a) Ndhodnym pokusem jsou tii hody minci. PopiSte zdkladni prostor elementarnich jevl. Zjistéte, zda jsou nasle-
dujici jevy nezavislé.

1) v prvnim hodu orel, i1) dvakrat orel, 1i1) aspon jednou orel, iv) v poslednim orel.

b) Nahodnym pokusem je tah jedné karty z pokerového balicku 52 karet. Zjistéte, zda jsou nésledujici jevy nezd-
vislé.
iii) taZena srdce, iv) tazena Cernd.

1) taZen kral, ii) taZen obrazek,

ReSeni Teorie: 20 Resené piiklady: 102,103

Tahak

Podminénd pravdépodobnost

Pravdépodobnost nastoupeni jevii B za

predpokladu, Ze nastoupil jev A.

P(B|A) = %
Nezavislé jevy
p(la) = 50— pe)
P(A|B) = % — P(A)

P(ANB)=P(A)P(B),
pficemz je P(A) > 0 a P(B)

Zavislé jevy

P(ANB) = P(A|B)P(B) =P

0.

(BlA) P(A)
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184 - Upln4 pravdépodobnost

Zadani

a) Pét procent z produkce vyrobni linky jsou zmetky. Vystupni kontrola 98 % zmetkt zachyti a vytradi. Jako zmetek
vsak oznaci, a vyradi, i tfi procenta dobrych vyrobku. Kolik procent vyrobkl kontrola vyradi?

b) Ze Sestnicti minci jsou tfi faleSné se dvéma pannami. Jaka je pravdépodobnost, Ze ve tiech hodech padne

1) tiikrat panna, i1) trikrat orel, 1i1) jedna panna, iv) jeden orel.

ReSeni Teorie: 21 ReSené piiklady: 104

Tahak

Uplnd pravdépodobnost

iplny  systém  neslucitelnych  jevii

A]_,...,An

AiNA;j=Q, proi #j

n
Ja=0
i=1

tiplnd pravdépodobnost

P(B) = éP(B’Ai> P(A;)
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[¢] 2
185 - Bayesuv vzorec Tahak
Zadani Bayesiiv vzorec
a) Mezi ¢tyfmi mincemi je jedna faleSnd se dvéma pannami. Ndhodné jednu minci vybereme a dvakrat hodime. neslucitelné jevy
Pokazdé padne panna. Jak velka je pravdépodobnost, Ze je mince faleSn4?
A1NA =0

b) Student znd odpovéd’ na % otazek z testu. Ve zbylych pripadech tipuje jednu ze ¢tyf mozZnosti. Jaka je pravdé-
podobnost spravné odpovédi? Jaka je pravdépodobnost, Ze spravné zodpoveézenou otdzku student netipoval?

o , o . L o - _ . L tplny systém neslucitelnych jevu
¢) V populaci je infikovano 5 % jedincu. Test je pozitivni v 90 % piipadt skutecné nakazenych. Avsak pozitivni

vysledek da i v pripadé 10 % zdravych jedinct. Jaka je pravdépodobnost, Ze testovany jedinec je zdravy, AINA, =0
prestoZze je jeho test pozitivni? AlUA, = QO
ReSeni Teorie: 21 Resené piiklady: 106 liplnd pravdépodobnost

P(B) = P(B|A1) P(A1) + P(B|Az) P(A2)

Bayestiv vzorec
P(A4|B) =

_ P(B|A1) P(A4)
P(B|A1) P(A1) + P(B|A2) P(Az)
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186 - Bayestiv vzorec Tahak

Zadani Bayesiiv vzorec

a) Tii stielci A, B, C zaséhnou ter¢ s pravdépodobnosti P(A) = %, P(B) = ; aP(C) = %. O stielci rozhoduje || 0y systom  neslucitelnych — jevii
hod kostkou. Padne-li 1 stfili A, padne-li sudé stiili B, jinak stfili C. Ndhodné vybrany stfelec vystielil. Jakd je Al ..., A,
pravdépodobnost zasahu. Pokud byl cil zasazen, jaka je pravdépodobnost, Ze stiilel stielec A.
AiNA;j=Q, proi #j

(o)1

b) Kazdy ze tii stielct vystieli jednou na ter¢. Pravdépodobnosti, Ze nezasdhnou jsou P(A) = %, P(B) = .
aP(C) = % Spoctéte pravdépodobnost, Ze ter¢ zasahli stielci B a C, kdyz vite, Ze byl dvakrat zasaZen. U A=Q
i=1

¢) V pytliku je deset minci. Sest ,,spravedlivych®, oznaéme je A, pro néz je pravdépodobnost padu orla P(O|A) =
0,5. THi, typ B jsou fale$né s P(O|B) = 0,7. Posledni mince, typ C, je taky fale$nd, ale zvyhodiiuje pannu, a to tiplnd pravdépodobnost
tak, Zze P(P|C) = 0, 6. Vytdhneme ndhodnou minci, hodime a padne orel. Jaké je pravdépodobnost, Ze mince je .
spravedlivd? P(B) =) P(B|A;) P(A;)
i=1

ReSeni Teorie: 21 Re$ené piiklady: 106,107 Bayesiiv vzorec
P(B|Ax) P(Ax)

P(Ax|B) = " P(B|A;) P(A;)
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187 - Opakované pokusy

Zadani

a) Héazime kostkou a pocitdme soucin padlych hodnot. Jakd je pravdépodobnost, Ze po péti hodech bude hodnota
délitelna

1) 625, i) 125, ii1) 25, iv) 5.
b) Z balicku 52 karet jednu tahdme a vracime zpét. Jakd je pravdépodobnost, Ze ve tfindcti tazich

i) byla jen tfikrat vytaZzena hodnota mensi nez 5? i1) bylo aspon dvakrét vytazeno eso?

ReSeni Teorie: 22 ReSené piiklady: 108,109

Tahak

Pravdépodobnost opakovanych pokusii

Je-li pravdépodobnost nastoupeni jevi A
v pokusu P(A) = p, pak pravdépodob-
nost jevu Ay, Ze jev A nastane v sérii n
opakovanych nezdavislych pokust pravé
k-krat, je za predpokladu, Ze nastoupil jev
A.

P(Ay) = (Z) pra—p) "
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188 - Zavislé opakované pokusy

Zadani

a) V klobouku je 15 bilych a 5 cernych kouli. Ndhodné tahdme a jiZ nevracime zpét. Jaka je pravdépodobnost, Ze
v sedmi tazich

1) vytdhneme vice Cernych? i1) vytdhneme vice bilych?
b) Z balicku 52 karet jednu vytdhneme a jiZ nevracime zpét. Jaka je pravdépodobnost, Ze ve tfinécti tazich

i) byla jen tfikrat vytaZzena hodnota mensi nez 5? i1) bylo aspon dvakrét vytazeno eso?

ReSeni Teorie: 22 ReSené piiklady: 110

Tahak

Pravdépodobnost zdvislych opakovanych
pokusti

V souboru n prvkd, ma k, 0 < k < n
urCitou vlastnost a n — k tuto vlastnost
nemd. Ze souboru vybirdme postupné j
prvkd, které nevracime. OznaCme A; jev,
odpovidajici tomu, Ze v tomto vybéru
ma pravé i prvki sledovanou vlastnost.
Pravdépodobnost P(A;) vypocteme podle

k n—k
o 0102
()




Priklady — Nahodna veliCina
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190 - Ndhodna veliCina Tahak
Zadani Na stavbé domu pracuje 15 zaméstnanct stavebni firmy, z nichZ 4 maji certifikat pro praci ve vyskach. Stavbyve- || Diskrétni ndhodnd veli¢ina
douci ndhodné vybere 4 zaméstnance. UrCete pravdépodobnostni a distribucni funkci ndhodné veliCiny X, kterd predstavuje
pocet certifikovanych zaméstnancd, ktefi mohou provadét vyskové prace mezi t€émito 4 vybranymi. Pravdeépodobnostni funkce
- . . p(x) = P(X = x)
ResSeni Teorie: 25,26 ReSené priklady: 112,113,114
Vlastnosti
o p(xi) =0
n
o ) p(xi)=1
i=1
Distribucni funkce
F(x) =P(X<x)=)_ P(X=x)
x;<x
Vlastnosti
e 0<F(x)<1

e F(x) je neklesajici funkce

e lim F(x)=0, lim F(x) =1

X—r—00 X—00

e F(x) je zleva spojitd
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191 - Nahodna velicina Tahak

Zadani Pravdépodobnost poruchy kazdého ze 4 nezdvisle fungujicich motorti letadla Boeing 747 je 0, 1. Ndhodna veli¢ina || Diskrétni ndhodn4 veli¢ina
X udéva pocet motord, které maji poruchu.

Pravdépodobnostni funkce

a) Naleznéte pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X. p(x) = P(X = x)

b) Urcete distribucni funkci a jeji graf.
) Urcete distribucni funkci a jeji gra Viastnosti

Reseni Teorie: 25,26 ReSené priklady: 112,113,114 ° p(x;) >0

p(xi) =1

n
i=1

Distribucni funkce

F(x) =P(X<x)=)_ P(X=x)
xX;i<x

Vlastnosti

¢ 0<F(x) <1
e F(x) je neklesajici funkce

e lim F(x)=0, lim F(x) =1

X——00 X—»00

e F(x) je zleva spojitd
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192 - Nahodna veli¢ina Tahak

b R
Zadani Je ddna funkce p(x) = por kde x = {1,2,3}. Urcete konstantu b tak, aby tato funkce byla pravdépodobnostni || Diskrétni nihodna veli¢ina
funkci néjaké ndhodné veliCiny.

Pravdépodobnostni funkce
Regeni Teorie: 26 Resené piiklady: 112,113 p(x) = P(X = x)

Vlastnosti

e p(x;) >0

p(xi) =1

n
i=1
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193 - Nahodna veliCina Tahik
Zadani Na zacatku sezony basketbalové ligy si hraci mezi sebe rozdé€luji dresy s nasledujicimi Cisly: Diskrétni ndhodna veli¢ina
3,4,11,12, 13, 15, 22, 23, 32, 33, 41, 50. Pravdépodobnostni funkce

x)=P(X=x
Urcete pravdépodobnostni a distribucni funkci, stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliCiny X, kterd je ddna souctem cifer p(x) ( )

na ndhodné vybraném dresu hrace. Vlastnosti

Reseni Teorie: 25,26 ReSené priklady: 112,113,114 . p(x;) >0

p(xi) =1

n
i=1
Distribucni funkce
F(x) =P(X<x)=)_ P(X=x)

x;<x
Vliastnosti
e 0<F(x)<1
Stredni hodnota

E(X) = inp(xi)

Rozptyl
D(X) = L xp(xi) — [E(X)P

= E(X?) - [E(X)]?
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194 - Nahodna velicina

Zadani Ndhodna veli¢ina X ma rozdéleni popsané funkci hustoty

Jex®(2—x) x€(0;2)
flx) = {O x € (—o0;0) U (2;00)

Urcete koeficient ¢, distribu¢ni funkci F(x) a P(X > 1).

ReSeni Teorie: 25,27 ReSené p¥iklady: 115

Tahak
Spojitd ndhodna veli¢ina
Vlastnosti funkce hustoty
e f(x)>0
o f(x) =F(x)
e lim f(x)=0, xlgrolof(x) =0

x——00

. /f(x)zl

—00

Vlastnosti distribucni funkce

e 0<F(x)<1

F(x) je neklesajici funkce

lim F(x)=0, xlgx(}olf(x) =1

x—>—00

P(X < x) = F(x)

P(X>x)=1-F(x)
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195 - Nahodna veli¢ina

Zadani Ndhodn4 veli¢ina X m4 distribucni funkci:

0
2x/ 7
1

F(x) =

Urcete

a) funkci hustoty f(x) a zndzornéte graficky,

b) stfedni hodnotu pfislu$né ndhodné veliCiny,

x <0
x € (0;71/2) .
x>Z

c¢) disperzi a smérodatnou odchylku,

d) pravdépodobnost P( % <X <1).

ResSeni

Teorie: 27,28,29 Reené piiklady: 116

Tahak
Spojitd ndhodna veli€ina
Viasmosti f(x) a F(x)
. fx)20
o f(x)=F(x)
o lim f(x)=0, lim f(x) =0

° P(X1 <X XZ) = F(Xz) —F(xl)

= /f(x)dx

Stredni hodnota
o

am:/ﬁmw

— 00

Rozptyl

—00

= E(XZ) _

Smérodatnd odchylka

o =Vo?=/D(X)
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196 - Ndhodna veliCina Tahak
Zadani Urcete prvni dva decily xq 1; x> a tfeti kvartil x 75 pro Spojitd ndhodnd veli¢ina
0 x <2 F(xp) = p.kdep € (0,1)
F(x) = %x -1 xe€(2;4). Xp ... p-kvantil
1 >4 F(x) ... distribu¢ni funkce

Reseni Teorie: 30 ReSené piiklady: 119 || Kvantly:
e kvartily: xo25; X0,5; X0,75

e decily: x01;x02; -+ ;X0,9




Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

197 - Nahodna veli¢ina

Tahak

Zadani Ndhodna veli¢ina X m4 hustotu:

Urcete modus.

Spojita ndhodna veli¢ina

Modus
Mo - je hodnota, v nizZ funkce hustoty

ResSeni

f(x) nabyva lokédlniho maxima
Teorie: 28,30 ReSené piiklady: 119

Lokdlni extrémy

f(x) =0

- v bodé x9 za predpokladu, ze
f'(x0) =0a f"(xp) < 0, md funkce
lokalni maximum

- spojitd funkce, jejiZz derivace méni
v bod€ xgy znaménko, ma v bodé xg
lokalni extrém




Priklady — Rozdéleni diskrétni nahodné veliCiny



Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

199 - Binomické rozdéleni

Zadani

a) Pravdépodobnost toho, Ze Zarovka praskne pfi jednom prepnuti vypinace je 0,5 %. Jaka je pravdépodobnost, Ze za
jeden rok (nepfestupny) pri jednom rozsviceni a zhasnuti denné prasknou nejvySe tii Zarovky.

b) Ve skladu je pripraveno k expedici 3000 elektronickych soucdstek stejného typu. Pravdépodobnost, Ze se soucastka
spali pfi testovacim zapojeni je 0,2 %. Jaka je pravdépodobnost, Ze ze soucastek na skladé budou vice neZ tii spaleny
pfi testovani?

c) Dlouhodobym pozorovanim byla uréena pravdépodobnost jarni povodné na fece na 0, 13. Urcete pravdépodobnost,
ze v priStich 30 letech nedojde k vice neZ dvéma povodnim. Dale urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliCiny,
popisujici pocet povodni v téchto 30 letech.

ReSeni Teorie: 33 Resené piiklady: 122

Tahak

Binomické rozdéleni Bi(n,p)

n - pocet nezavislych pokust

p - pravdépodobnost uspéchu pii jed-
nom pokusu

Pravdeépodobnostni funkce

p(x) = (:) pr(l—p

x=01,...,n

)n—x

Viastnosti

E(X) =np

D(X) =np(1-p)
EXCEL:

P(X = x) = BINOM.DIST(x; n; p; 0)
P(X < x) = BINOM.DIST(x; 1; p; 1)



http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php

Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

200 - Hypergeometrické rozdéleni

Zadani

a) V kazdé dodavce je 1000 kusti vyrobku. Pfi kontrole jich nahodné bez vraceni vybereme 20. Dodavka bude
pfijata, pokud kontrolni vybér obsahuje nejvySe dva zmetky. S jakou pravdépodobnosti bude odmitnuta
dodavka, kterd obsahuje pravé 80 zmetkii?

b) V dodavce 120 polotovart je 15 vadnych. Ndhodné vybereme (najednou, tj. ,.bez vraceni*) 6 kust poloto-
vart k dalsi kompletaci. Urcete stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku ndhodné veliciny popisujici pocet
vadnych polotovart v tomto vybéru. A jaka je pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi prvky bude maximalné
jeden vadny?

¢) Ve skladu do krabice, ve které je 1500 Sroubti s metrickym zdvitem, omylem pfisypali 180 Sroubti s palco-
vym zavitem. NezaSkoleného pomocnika poslete do této krabice pro 20 Sroubu. Jakd je pravdépodobnost,
Ze mezi nimi bude alespon 18 s metrickym zavitem?

Reseni Teorie: 34 ReSené piiklady: 123

Tahak

Hypergeometrické rozdeéleni H(N,M,n)

N - pocet prvki zdkladniho souboru

M - pocet prvki zdkladniho souboru se sledo-
vanou vlastnost{

n - pocet prvki ve vybéru

Pravdépodobnostni funkce

GG

o= 34(1-4) (53

EXCEL:
P(X = x) = HYPGEOM.DIST(x; n; M; N;0)
P(X < x) = HYPGEOM.DIST(x; n; M; N; 1)
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Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

201 - Poissonovo rozdéleni

Zadani
a) Pri psani 100 strankové bakalaiské prace jste se dopustili celkem 260 gramatickych chyb. Jakd je pravdépodobnost,
Ze na ndhodné vybrané strdnce nebudou vice nez dvé chyby?

b) Béhem 8 hod. pracovni smény pfijede na Cerpaci stanici s jednim stojanem primérné 320 automobild. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze jich béhem 45 min. prijede alespon 257

¢) Revizor v ostravské MHD dopadne béhem jednoho pracovniho dne primérné 14 Cernych pasazéri. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze jich za jeden pracovni tyden (od pondéli do patku) dopadne alesponi 657

Reseni Teorie: 35 ReSené piiklady: 124

Tahak

Poissonovo rozdéleni Po(\)
A - prumérny pocet vyskytd sledova-
ného jevu v dseku jednotkové délky

Pravdépodobnostni funkce
AY

pl) ="

x=0,1,...

Vlastnosti
E(X) = A
D(X) =A

EXCEL:
P(X = x) = POISSON.DIST(x; /\;0)
P(X < x) = POISSON.DIST(x; /\;1)



http://mdg.vsb.cz/portal/m3/index.php

Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

202 - Binomické, hypergeometrické a Poissonovo rozdéleni

Zadani

a) Kapsar pracujici na hlavnim nadrazi okrade primérné 42 cestujicich za tyden. Jaka je pravdépodobnost, Ze se mu dnes podaii okrast alespon 5 cestujicich?

b) Nové sestaveny elektronicky pfistroj obsahuje 562 soucdstek stejného typu, u nich vyrobce deklaruje pravdépodobnost poruchy pfi prvnim zapojeni na 0, 8 %.
Jaka je pravdépodobnost, Ze piistroj bude pfi prvnim zapojeni fungovat, jestlize porucha tif a vice soucastek ho vyradi z provozu?

c¢) Do 1. ro¢niku je zapsano 212 divek a 316 chlapct, které zcela nahodné rozdélime do studijnich skupin po 24. Jaka je pravdépodobnost, Ze ve skupiné bude vice
divek neZ chlapct?

d) Salovy superpocita¢ mad na 500 dni nepfetrZitého provozu primérné 24 poruch. Uréete pravdépodobnost poruchy za 100 hodin provozu.
e) Pri vystupni kontrole se z kazdych 1000 vyrobki vybird 50. Urcete stfedni hodnotu poctu nekvalitnich vyrobkl ve vybéru, je-li zmetkovitost vyroby 3 %.

f) V kulometném pasu je 250 naboju, pravdépodobnost selhani pri vystrelu kazdého z nich je 1,15 %. Jaka je pravdépodobnost, Ze vystiilime cely pas bez selhdni?

ReSeni Teorie: 33,34,35 ReSené priklady: 122,123,124




Priklady — Rozdéleni spojité nahodné veliCiny



Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

204 - Rovnomeérné rozdéleni

Zadani

a) Tramvaje linky &.7 odjiZdi béhem dne ze zastivky Rektordt VSB pravidelné kazdych 11 min. Jak4 je pravdépodobnost, Ze
pfi ndhodném piichodu na zastavku nebudete cekat déle nez 7, 5 min? Déle urcete stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku
ndhodné veliiny popisujici dobu ¢ekdni na tramvaj ¢.7 pfi ndhodném piichodu na uvedenou zastavku.

b) Z vyrobni linky v automobilce vyjizdi kazdych 42 min. jeden novy automobil. Jakd je pravdépodobnost, Ze pii Ctvrhodi-
nové exkurzi uvidite, jak novy automobil opousti vyrobni linku?

c) Pocita¢ dodava vysledky numerickych vypocti zaokrouhlené na cela Cisla. Jaka je pravdépodobnost, Ze hodnota reprezen-

z Yz

tovand Cislem 11 byla ve skutecnosti vétsi nez 11,257

ReSeni Teorie: 37 ReSené piiklady: 126

Tahak

Rovnomérné rozdéleni R(a, b)
a, b - krajni meze intervalu

Hustota pravdépodobnosti

Distribucni funkce

0 x € (—o0,a)
x_

F(x) = x € (a,b)

a
b—a
1 x € (b, +00)

Vlastnosti




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

205 - Exponencialni rozdéleni

Zadani
a) Primérnd doba mezi piijezdy automobilil na stanici STK je 12 min. Jak4 je pravdépodobnost, Ze mezi dvéma po sobé

jdoucimi piijezdy bude prodleva vétsi nez 15 min.?

b) Na dvoukilometrovém tseku délnice D1 je 23 velmi nebezpecnych dér. S jakou pravdépodobnosti narazite na takovou diru
na tseku o délce 120 m?

c) Primérna Zivotnost sledovaného typu Zarovky je experimentdlné stanovena na 1500 hodin. Jakou Zivotnost ma uvadét
vyrobce ve svych materidlech, jestlize chce, aby deklarované Zivotnosti dosdhlo alespoii 75 % vyrobenych Zarovek?

ReSeni Teorie: 38 ReSené piiklady: 127

Tahak

Exponencidlni rozdéleni E(A)
A - prevracend hodnota stfedni
hodnoty

Hustota pravdépodobnosti
0 x € (—00,0)
flx) = {

Ae ™ xe (0, +00)

Distribucni funkce

Viastnosti
1
E(X) = —
() =4
1
EXCEL:

f(x) = EXPON.DIST(x; A; 0)
F(x) = EXPON.DIST(x; A; 1)
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Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

206 - Normalni rozd€leni

Zadani

a) Hmotnost pytle cementu je hodnocena jako vyhovujici, pohybuje-li se v rozmezi 23, 20 kg az 25, 60 kg. Pti dodrZeni stan-
dardnich vyrobnich podminek podléhd jeho hmotnost normédlnimu rozdéleni se stfedni hodnotou 25, 00 kg a smérodatnou
odchylkou 1,12 kg. Jaka je pravdépodobnost, Ze hmotnost ndhodné kontrolovaného pytle bude v piredepsanych mezich?

b) Hmotnost chlapcti v 1. tiidé ZS je popsana ndhodnou veli¢inou s normélnim rozd&lenim N(23;3,61). Urcete, v jakém
intervalu (symetrickém kolem stfedni hodnoty) se da predpokladat hmotnost 98 % z nich.

¢) Néhodnd veli¢ina popisujici hodnotu IQ m4 pro celou populaci normélni rozdéleni N(100,225). Urcete, u kolika procent
populace mizZzeme predpokladat hodnotu IQ vyssi nez 90.

ReSeni Teorie: 39 ReSené piiklady: 128

Tahak

Normadlni rozdéleni N (i, 0?)
y - stiedni hodnota
02 - rozptyl

Hustota pravdépodobnosti

Y—un2
1 ei%(Ty)
o\ 27T

flx) =

Distribucni funkce

F(x) = / or

Vlastnosti
E(X)=p
D(X) =2
EXCEL:

f(x) = NORM.DIST(x; jt; 0;0)
F(x) = NORM.DIST(x; p; 0;1)
xp = NORM.INV (p; u; 0)
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Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

207 - Rovnomeérné, exponencialni a normalni rozd€leni

Zadani

a) Ndhodna velicina popisujici skute¢nou hmotnost 250 g baleni détskych piskotd ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 247, 5 g a smérodatnou odchylkou
7,62 g. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndmi zakoupeny balicek piskotii bude vazit vice nez 255 g? A v jakém rozsahu mizeme predpoklddat hmotnost 95 % vsech
expedovanych balickt?

------

¢ekat déle nez 5 min?

c) Primérnd doba, kterou host v nejmenované restauraci ¢ekd na pivo od okamziku objedndvky, je 8 minut. Jakd je pravdépodobnost, Ze budete cekat na pivo déle
nez 10 minut? Déle urcete dobu ¢ekdni, béhem které budete obslouZeni s 95% pravdépodobnosti.

ReSeni Teorie: 37,38,39 ReSené piiklady: 126,127,128




Priklady — Nahodny vektor



Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

209 - Marginalni rozdéleni

Zadani U 32 typi oceli byl zjiStén obsah uhliku a pevnost piislusné ocele. Byly sledovany 2 kategorie ocele, a to
nizkouhlikové (0 — 0,25 % C) a stiednéuhlikové (0,25 — 0, 6 % C). Vysledky jsou dané v tabulce.

C [%] \ R [MPa] ‘ 800 — 1200 1200 — 1600 1600 — 2000

0-0,25 6 14 0
0,25-0,6 0 4

Stanovte pravdépodobnostni rozdéleni, distribucni funkci a margindlni rozdéleni.

ReSeni Teorie: 42,43 ReSené piiklady: 131,133,134

Tahak

Pravdépodobnostni funkce

p(x,y) =P(X=xY=y)

Distribucni funkce
Fxy) =}, ). p(xiy)
X <X Y;<y

Margindlni pravdépodobnostni funkce

px(x) =P(X =x) =} p(xy)
y

pr(y) =P(Y =y) =) p(xy)

Margindlni distribucni funkce

Fx(x) = P(X < x) = F(x,00)
Fr(y) = P(Y <y) = F(eo,y)




Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

210 - Podminéné pravdépodobnosti

Zadani Pro data z predchazejiciho piikladu urcete podminéné pravdépodobnosti a rozhodnéte, zda pevnost ocele

zavisi na obsahu uhliku.

ResSeni

Teorie: 43,44 ReSené piiklady: 135

Tahak

Podminénd pravdépodobnostni funkce

P(xly) = PEY) ) £ 0

py(v)
Pyl = B, () 20

Podminénd distribucni funkce

o Zx<x,' p(xi/ y)

P(x‘y) - Py(}/) ’ PY(]/) 7é 0
o Ey<yip(x/yi)
F(y|x) = O px(x) # 0

Nezavislost sloZek (X,Y)
X, Y jsou nezavislé, pokud:

F(x,y) = Fx(x)Fy(y)
p(x,y) = px(x)py(v)




Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

211 - Ciselné charakteristiky

Zadani Pro stejna data jako v predchozich prikladech vypoctéte podminénou stfedni hodnotu a rozptyl a urcete

hodnotu kovariance a koeficientu korelace.

ResSeni

Teorie: 45,46 ReSené piiklady: 136,137

Tahak

Podmmena stiedni hodnota

X’Y ]/ szp x1|y

Podminény rozptyl
D(X]Y =y) =} [xi — E(X|y)p(xily)
1

Kovariance

cov(X,Y) Zszy]p xl,y] E(X)E(Y)

Koeficient korelace

_cov(X,Y)
pIXY) = D(X)D(Y)




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

212 - Nezavislost nahodnych veliCin Tahak

Zadani Rozhodnéte, zda jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezévislé a vypocitejte kovarianci. Nezdvislost sloZek (X,Y)
X, Y jsou nezavislé, pokud:

X\Y|1 2 3 p(x,y) = px(x)py(y)
X\Y| -2 0 121
E % E 8 9 9 Kovariance
v 9 15 5 1 h , (1L 1 1 cov(X,Y) = Y Y xiyip(xi,y;) — E(X)E(Y)
, |11 1 18 12 36 7
15 5 15 L, 171
9 36 36

ReSeni Teorie: 43,46 ReSené piiklady: 133,137




Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

213 - Ndhodny vektor

Zadani 16 studentil bylo na zkousce z matematiky a fyziky s t€émito vysledky (prvni hodnota oznacuje vysledek z matematiky, druha z fyziky):
(1,1), (1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (2,3), (3,2), (3,3), (3,3), 3,3), (3,3), (3,4), 3.4), (4,3), (4,4), (4,4). UrCete

a) sdruZenou a marginélni pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci,

b) P(x|y) a F(y[x),

¢) zda jsou X, Y nezavislé.

ReSeni Teorie: 42,43,44 Resené piiklady: 131,133,134,135




Priklady — Popisna analyza



Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

215 - Cetnosti, histogram Tahik

Zadani V tabulce mame k dispozici idaje o pevnosti oceli v tahu [MPa]. Variacni rozpéti
R = Xmax — Xmin

jooxioJox ] X
1 608 5 713 9 656 Stvka tridy
2 728 6 698 10 703 h = %, kde k je pocet tiid
3 663 7 613 11 618
4 668 8 628 12 653
Absolutni Cetnost

Urcete absolutni, relativni, kumulativni a kumulativni relativni Cetnosti pro Ctyfi tiidy, zobrazte histogram absolutnich fi . poCet prvki patiici do i-té tiidy

Cetnosti a vyseCovy graf relativnich Cetnosti.

ReSeni Teorie: 49,50 ReSené piiklady: 139 Histogram
graf absolutnich Cetnosti f;

Relativni Cetnost

1 .
@; = —, n je rozsah souboru
n

Kumulativni absolutni cetnost

1
F=)Yfi
=1

Kumulativni relativni ¢etnost

1 .
¢; = —, n je rozsah souboru
n

Vyuziti analytického néstroje Histo-
gram v Excelu.




Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

216 - Ciselné charakteristiky

Zadani V tabulce mame k dispozici tidaje o pevnosti oceli v tahu [MPa].

joxpojox o x
1 608 5 713 9 656
2 728 6 698 10 703
3 663 7 613 11 618
4 668 8 628 12 653

Urcete zakladni charakteristiky polohy a interkvartilové rozpéti.

ResSeni

Teorie: 51,52 ReSené piiklady: 140,141

Tahak

Vybérovy priimér
n
i==Yx
]
niS

ExCEL: =PRUMER(&islo1;&{sl02;...)

Modus
X ... nejcastéjsi hodnota v souboru
EXCEL: =MODE(¢islo1;¢islo2;...)

Kvantily
Median x( 5; X ... prostfedni hodnota v souboru
EXCEL: =MEDIAN(Cislo1;¢islo2;...)

Dolni kvartil xg 25
ExCEL: =QUARTIL.EXC(matice;1)

Horni kvartil xq 75
ExCEL: =QUARTIL.EXC(matice;3)

Interkvartilové rozpéti
IQR = x¢,75 — x0,25

Vyuziti analytického ndastroje Popisnd sta-
tistika v Excelu.
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Matematika III - pracovni listy do cviceni

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

217 - Ciselné charakteristiky

Zadani V tabulce mame tdaje o objemové hmotnosti betonu [kg/m?].

jooxojoox ] X
1 2293 5 2358 9 2328
2 2142 6 2284 10 2547
32302 7 2328 11 2370
4 2367 8 2305

Urcete zakladni charakteristiky variability a tvaru.

ResSeni

Teorie: 52,53 ReSené piiklady: 141,142

Tahak

Vybérovy rozptyl
1 ¢ _
$2 = — Y (xj—x)?
j=1
EXCEL: =VAR.S(Cislo1;¢islo2;...)

Vybérovda smérodatnd odchylka

s =Vs2

EXCEL: =SMODCH.VYBER.S(&islo1;&isl02:...)

Variacni koeficient

Sikmost
A ... popisuje symetrii rozdéleni kolem X
ExXCEL: =SKEW(Cislo1;¢islo2;...)

§pi5at0st - exces

¢ ... koncentrovanost hodnot kolem stfedu
rozdéleni

ExXCEL: =KURT(¢islo1;¢islo2;...)

Vyuziti analytického ndstroje Popisnd sta-
tistika v Excelu.
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Matematika III - pracovni listy do cviceni Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, VSB - Technick4 univerzita Ostrava

218 - Popisna analyza

Zadani Porovnejte na zdkladé histogramu a &iselnych charakteristik objemovou tihu ocele a betonu [kN/m?3].

Ob;j. tiha ocele [kN/m?] ‘72 68 80 76 69 82 &1 75 77 68 T3 75

Obj. tiha betonu [kN/m®] \ 18 20 22 30 28 25 31 21 26 30

Reseni Teorie: 50,51,52,53 ReSené piiklady: 140,141,142

Tahak

VyuzZiti analytického néstroje Histogram a Po-
pisna statistika v Excelu.

1. Data -> Analyza dat -> Histogram
Vstupni oblast: Hodnoty

Hranice tfid: Horn{ hranice tfid
zaSkrtneme Vytvorit graf

2. Data -> Analyza dat -> Popisnd statistika
Vstupni oblast: Hodnoty
zaSkrtneme Celkovy prehled
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219 - Popisna analyza Tahik
Zadani Porovnejte na zdkladé¢ ¢iselnych charakteristik pevnost v tahu u vybranych vldken a whiskert. Vyuziti analytického ndstroje Popisna statistika
v Excelu.

Vldkno Ry, [MPa] Whisker Ry, [MPa]

1. Data -> Analyza dat -> Popisna statistika
B 3500 Al,O3 21 000 Vstupni oblast: Hodnoty

zaSkrtneme Celkovy prehled

\% 2 800 B4C 14 000
Be 1400 SiC 21 000
C 2100 C 20 000
Borsic 3 150 Fe 13 400

Reseni Teorie: 51,52,53 Resené piiklady: 140,141,142
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220 - Popisnd analyza

Zadani Termostat je nastaven na 14 stupnd Celsia. Bylo provedeno 11 kontrolnich méfeni a zjistény nésledujici hodnoty:

13,4 13,2 13,4 13,6 14,5 13,0 14,3 13,8 14,3 14,0 14,1

Na zékladé popisné analyzy rozhodnéte, zda je tfeba provést opravu nastaveni termostatu.

ReSeni Teorie: 50,51,52,53 ReSené priklady: 140,141,142




Priklady — Odhady parametru
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222 - Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Tahak
Zadani Interval spolehlivosti pro u
, HeE(XL0)
1. Meéfil se primér hiidele na 250 soucastkach. Predpokladame normdlni rozdé€leni souboru. Z vysledkl se
uréil vybérovy primér a vybérova disperze: ¥ = 995,6 a s> = 134,7. Urlete interval spolehlivosti pro 1. znim o2
sttedni hodnotu na hladiné vyznamnosti & = 0, 05. 5 — \/Lﬁ -

2. Byla méfena délka trvani urCitého procesu. Z 12 méfeni byla zjisténa primérna doba trvani procesu 44 s.
Urcete interval spolehlivosti na hladiné vyznamnosti « = 0,1 a a« = 0,05 pro o¢ekdvanou délku procesu za
predpokladu normdlniho rozdéleni s hodnotou rozptylu 16.

2. nezndm 2
0= \/iﬁ-tli%(n—l)

Reseni Teorie: 56,57 ReSené piiklady: 144,145,146
EXCEL:

kvantil normovaného normdlniho rozdéleni
Zl _ %

:NORM.S.INV(l — %)

kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti
tl_%(n—l)

:T.INV(l _ %;n _ 1)

Vyuziti analytického ndéstroje Popisnd ana-
lyza v Excelu.

- urCeni hodnoty & z vybérového souboru,
neznim o>

1. Data — Analyza dat — Popisnd analyza

2. Vstupni oblat - data; Vystupni oblast -
libovolnd burika

3. Zaskrtneme Hladina spolehlivosti pro
stf. hodnotu a zvolime hladinu spolehlivosti

(1—a)-100
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223 - Interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu

Zadani

1. Pri méfeni kapacity sady kondenzatora bylo provedeno 10 méfeni s vysledky 152, 156, 148, 153, 150, 156,
140, 155, 145 a 148. Urcete interval spolehlivosti na hladiné vyznamnosti « = 0,05 pro kapacitu téchto
kondenzatort.

2. Hypermarket chce pro zkvalitnéni sluZeb poskytovanych zdkaznikiim zkratit dobu jejich ¢ekani u pokladen.
Néhodné bylo vybrano 10 zdkaznikd a byla zméfena doba jejich ¢ekani u pokladny. Vysledky Setfeni (v
sekundach): 50, 65, 30, 45, 35, 55, 70, 65, 50, 52. Jaké je horni hranice doby ¢ekéni, kterd nebude s pravdé-
podobnosti 0,95 prekrocena?

ReSeni Teorie: 56,57 ReSené priklady: 144,145,146

Tahak

Oboustranny interval spolehlivosti pro u

U e (x+6)

Jednostranny interval spolehlivosti pro u

1eE (—00;X+9)
U e <f—5;oo)
EXCEL:

Vyuziti analytického ndstroje Popisnd analyza
v Excelu.

- ureni hodnoty é z vybérového souboru,
neznam o2

1. Data — Analyza dat — Popisnd analyza

2. Vstupni oblat - data; Vystupni oblast -
libovolnd burika

3. Zaskrtneme Hladina spolehlivosti pro stf.
hodnotu a zvolime hladinu spolehlivosti pro
oboustranny IS (1 — &) - 100 a pro jednostranny
(1—2a)-100
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224 - Interval spolehlivosti pro rozptyl, smeérodatnou odchylku

Zadani

1. Pii zjiSt ovéani pfesnosti nové zavedené metody pro stanoveni obsahu manganu v oceli bylo rozhodnuto
provést 4 nezavisla méreni. Stanovte odhad pro ¢ na hladin€ vyznamnosti 0, 1, kdyZz vysledky méfeni byly:
0,31 %, 0,3 %, 0,29 %, 0,32 %.

2. UrcCete intervalovy odhad rozptylu a smérodatné odchylky na hladiné vyznamnosti 5 % pro nésledujici
hodnoty 606, 1249, 267, 44, 510, 340, 109, 1957, 463, 801, 1086, 169, 233, 1734, 1458, 80, 1023, 2736,
917 a 459.

ReSeni Teorie: 58 ReSené piiklady: 147

Tahak

Interval spolehlivosti pro o

EXCEL:
kvantil chi-kvadrdt rozdéleni s n — 1 stupni
volnosti

1.;(?7%(71—1)

=CHISQ.INV<1 - g;n - 1)

2. x5 (n—1)
2
:CHISQ.INV(%;n _ 1)
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226 - Hypotéza o stiedni hodnoté Tahik

Zadani Pevnost materidlu se zjistila na 9 ndhodné vybranych vzorcich materidlu a byly namétfeny hodnoty pev- Jednovybérovy t-test
nosti [MPa]:
Ho: p=po
630 630 660 670 690 700 700 710 710 Hy: p # po
Ovéite platnost tvrzeni, Ze primérnd pevnost materidlu v dodavkach (v zakladnim souboru) je 660 MPa. Ovéreni vypocet testové hodnoty
proved’te na hladiné vyznamnosti 5 %. T = @ /n
ReSeni Teorie: 61 ReSené piiklady: 149

vypocet kritické hodnoty
trit = tl,% (Tl — 1)

Zavér: |T| < tiyiy = Hp nezamitdme

EXCEL:
kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti
tlf%(n—l)

=T.INV<1 - %;n . 1)
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227 - Hypotéza o rozptylu Tahik

Zadani U kule¢nikovych kouli zdleZi predev§im na tom, aby koule byly stejné téZké. Norma pro smérodatnou Test o rozptylu
odchylku jejich véhy pfipousti maximalni hodnotu této smérodatné odchylky ¢ = 3 g. Na zdkladé vah ndhodné

vybranych 8 kouli z dané sady rozhodnéte (na hladiné vyznamnosti 1 %), zda cela tato sada jako celek odpovida Hp: 0% = 002
normé. Vahy vybranych 8 kouli jsou v gramech: Hy: o? # (75 ((72 > (73; o> < (75)
202 198 203 196 201 203 197 204 vipocet testové hodnoty
¥ = (n;lz)'s
0
ReSeni Teorie: 62 ReSené piiklady: 150 vypocet kritickych hodnot

oboustranny test:
=10 22 (1= 1)

jednostranny test:
x*(n—1) pro Hy : 0% < 03

x2 (n—1)proHy: 02 >}

Zavér:

oboustranny test:

@ e (-1 i-1) = Hy
nezamitame

jednostranny test:

2 20, _ .2 2

X- > xi(n—1)pro Hy : ¢* < 05 = Hp
nezamitame

X2 < X2, (n—1)pro Hy : 02 > 0§ =
Hp nezamitame

EXCEL:
kvantil Chi-kvadrdt rozdéleni s (n — 1) stupni
volnosti )(f L(n—1)

-3

—CHISQ.INV (1 - %,'n . 1)
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228 - Hypotéza o rovnosti strednich hodnot

Zadani Vyrobek se zhotovuje dvéma riznymi technologickymi postupy. Kontrolnim méfenim se na ndhodnych
vybérech zjistily parametry zhotovenych vyrobki dle tabulky. Na hladiné vyznamnosti 5 % posud’te, zda se témito
technologickymi postupy dosahuje stejné primérné hodnoty parametru.

postupA |4 16 18 16 14

postupB [ 6 17 17 19 18 16 15

ReSeni Teorie: 63,64,65 Resené piiklady: 151,152

Tahak

Dvouvybérovy F-test

EXCEL:

Vyuziti analytického ndstroje v Excelu.

1. Data — Analyza dat — Dvouvybérovy F-test
pro rozptyl

2. Vstup - data (1. soubor zvolime ten s vétSim
rozptylem); Vystupni oblast - libovolnd burika
3. Alfa: zaddme 5

Zavér: F < Ryt = Hp nezamitame
Dvouvybérovy t-test

vypocet testové hodnoty a kritické hodnoty

1. plati (712 = (722, pouzijeme t-test s rovnosti
rozptylt
2. neplati (712 = 022, pouZijeme t-test s ne-

rovnosti rozptyld

EXCEL:

Vyuziti analytického néstroje v Excelu.

1. Data — Analyza dat — Dvouvybérovy t-test
s rovnosti (nerovnosti) rozptyli

2. Vstup - data; Vystupni oblast - libovolna
bunka

3. Alfa: zaddme hladinu vyznamnosti

Zavér: |T| < tyqye = Hp nezamitdme
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229 - Parovy t-test

Zadani Svaly horni koncetiny byly cyklicky namdhdny aZ do uplného vypovézeni funkce. Hmotnost zdvaZzi byla
konstantni a délka ptrestavky mezi sériemi byla 30 sekund. Otestujte, zda jsou obé koncetiny stejné silné.

konéetinaP‘20 73 2 2 2 1 1100

konéetinaL‘19 6 3 322 2 11120

ResSeni

Teorie: 66 ReSené piiklady: 153

Tahak
Pdrovy t-test

EXCEL:

Vyuziti analytického ndstroje v Excelu.

1. Data — Analyza dat — Dvouvybérovy
parovy t-test na stfedni hodnotu

2. Vstup - data; Vystupni oblast - libovolnd
burika

3. Alfa: zaddme hladinu vyznamnosti

Zavér: |T| < tyqe = Hp nezamitdme
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230 - Testy dobré shody

vybér byly zjistény tyto Cetnosti jednotlivych tfid

Zadani Provéite na hladiné vyznamnosti « = 0,05, zda ma soubor rovnomérné rozdéleni, kdyZ pro ndhodny

10 21 O 8

12 6 8 13 11 11

ResSeni

Teorie: 67,68 ReSené priklady: 154,155

Tahak

Nulovd hypotéza:

ZS ma ocekavané rozdéleni pravdépodobnosti,
tj. Cetnosti f,; a f,; proi = 1,...,n se li§i pouze
ndhodné.

X2~ test

vypocet testové hodnoty

ko(r 2
XZ — Z (fei—foi)

1:1 o1
vypocet kritické hodnoty
Xiie = X2, (k—s—1)

EXCEL:
kvantil chi-kvadrdt rozdéleni s k — s — 1 stupni
volnosti

=CHISQ.INV(1 —a;k —s —1)
Zavér: x% < Xl%m = Hp nezamitdme
Kolmogorovitv-Smirnoviiy test

vypocet testové hodnoty
D; = %max|Fei — F,i

vypocet kritické hodnoty
& =0,05 = Dyggs(n) = 22

9

Zavér: Dy
tame

< Diu(n) = Hp nezami-
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231 - Testy extrémnich hodnot

Zadani Zjistéte, zda nejmensi hodnota v daném souboru je extrémné odchylena od ostatnich.

111,2 112,4 114,6 95,4 105,6 107,7 108,3 111,8 115,3 109,1

ReSeni Teorie: 69,70 ReSené piiklady: 156

Tahak
Nulovd hypotéza:

Hy: Hodnota xq, resp. x, (nejvétsi hodnota)
se nelisi vyznamné od ostatnich hodnot souboru.

Dixonuv test

vypocet testové hodnoty

Q X2 — X1
e
Xn — X1
_ Xn— Xp—1
Qn=—""—
le—x]_

vypocet kritické hodnoty
Kritické hodnoty Q1.q, resp. Qu;« jsou tabelo-
vany.

Zaver:
Q1 < Q1.x = Hp nezamitdme
Qn < Qua = Hp nezamitdme

Grubbsuyv test

vypocet testové hodnoty
X=X

vypocet kritické hodnoty
Kritické hodnoty Ti.,, resp. Ty.. jsou tabelo-
vany.

Zavér:
T1 < T1,, = Hp nezamitdme

Ty < Ty.n = Hpnezamitdme




Priklady — Linearni regrese
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233 - Regresni model Tahak

Zadani Pti zkoumani vytoku kapaliny Stérbinou byly ziskany tidaje pro bezrozmérny soucinitel vytoku uvedené Regresni primka

v tabulce v zavislosti na vySce h. y=ax+b
Vyska [m] ‘ 0,164 0,328 0,656 0,984 1,312 1,640

Kvalita modelu

Soucinitel VytOkll ‘ 0,448 0,432 0,421 0,417 0,414 0,412 Rz ... koeficient determinace

Naleznéte parametry regresni pfimky. Rozhodnéte, zda se jednd o kvalitni model a zda existuje mezi vyskou a
souCinitelem vytoku zavislost. UrCete odhad hodnoty soucinitele vytoku pfi vySce Sté€rbiny 1 m. Mira zdvislosti

R = V' R? ... korela¢n{ koeficient
EXCEL: =CORREL (maticel;maticel)

ReSeni Teorie: 74,75,76,77 ReSené piiklady: 158,159,160

Tvorba modelu pomoci Excelu

VloZeni -> Bodovy graf -> Pfidat spojnici
trendu

zvolime Linedrn{

zaSkrtneme Zobrazit rovnici v grafu
zaSkrtneme Zobrazit hodnotu spolehlivosti R
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234 - Regresni a korelaCni analyza

Zadani Pri méreni tvrdosti oceli v zdvislosti na hmotnostnim obsahu uhliku byly po tepelném zpracovani u 9 typi
vzorku zjiStény nasledujici stfedni hodnoty tvrdosti.

Tvrdost [HRC] ‘ 35 44 49 57 68 76 82 85 83

Obsah C [%] ‘0,20 0,35 0,50 0,65 0,80 0,95 1,10 1,25 1,40

Posud’te, zda se jednd o zavislé ndhodné veliCiny a navrhnéte vhodnou regresni funkci.

ReSeni Teorie: 76,77 ReSené piiklady: 159,160

Tahak

Kvalita modelu
R? ... koeficient determinace

Mira zdvislosti
R = V' R2 ... korela¢ni koeficient
EXCEL: =CORREL (maticel;maticel)

Tvorba modelu pomoci Excelu

Vlozeni -> Bodovy graf -> Pfidat spojnici
trendu

zaSkrtneme Zobrazit rovnici v grafu
zaSkrtneme Zobrazit hodnotu spolehlivosti R
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235 - Verifikace modelu Tahak
Zadani Odhadnéte parametry regresni primky, na hladiné vyznamnosti 5 % otestujte zdvislost teplotniho soucini- Dilci t-test
tele na mérném elektrickém odporu a kvalitu linedrnitho modelu. Hy:a; =0
H1 L a; 75 0
Materidl Meérny el. odpor [(2m] Teplotni soucinitel odporu [K_l]
Zlato 0,0230 0,00370 Celkovy F-test
<1 HQIaQ:ﬂzz...:akZO
Meéd 0,0178 0,00420 Hy : —H,
Stiibro 0,0163 0,00400
Hlinik 0,0285 0,00400 Tvorba modelu pomoci Excelu
VloZzeni -> Bodovy graf -> Pridat spojnici
Rtut’ 0,9580 0,00090 trendu
> Skrtneme Zobrazit rovnici v grafu
Zel 0,1000 0,00550 2 &
o zaSkrtneme Zobrazit hodnotu spolehlivosti R
Chrom 1,1000 0,00025
Nikelin 0,4000 0,00011 Testy pro regresni piimku v Excelu
Data -> Analyza dat -> R
Wolfram 0,0530 0,00440 FL T AN yza Tat =2 RERrese

zaSkrtneme Hladina spolehlivosti

ReSeni Teorie: 75,76,77 Resené piiklady: 158,159,160
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236 - Regresni model

Zadani Vysetiujeme souvislost zneCiSténi ovzdusi oxidy siry a vyskyt alergif u déti do 15 let. V 8 obcich jsme zjistili primérnou koncentraci (v g/ m®) a procento
déti s alergii:

koncentrace ‘0,10 0,12 0,21 0,15 0,05 0,10 0,10 0,12

procentodéti | 15 20 28 11 7 18 20 13

Souviseji spolu tyto dva faktory?

Reseni Teorie: 75,76,77 Resené piiklady: 158,159
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