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Pfedmluva

Studijni materidly tvofici tato skripta jsou urceny prevazné pro studenty kombinované i
prezenéni formy fakulty strojni Vysoké skoly bariské — Technické univerzity Ostrava na-
vstévujici pfedmét Numerickd matematika.

Nase skripta jsou urcena jako pfirozeny doplnék skript Radka Kucery Numerické metody,
kterd jsou zaméfend na teoreticky vyklad zakladnich partii numerické matematiky. V pfed-
loZeném materidlu jsme se soustfedili na praktickou stranku a student zde nalezne fadu
feSenych tloh pokryvajicich celou 3ifi kurzu. Sila numerickych metod se projevi zejména
ve spolupraci s pocitacem. Jednim z hlavnich cildi téchto skript proto bylo usnadnit studen-
tam prechod od teoretického pochopeni metody k jejimu vyuziti v praxi a jeji implementaci
v matematickém softwaru MATLAB. Dalsi snahou autort bylo ukazat, Ze numerickd mate-
matika neni izolovanym védnim oborem, ale aplikovanou védou par excellence s Sirokym
vyuzitim v inZenyrské praxi.

Skripta jsou roz¢lenéna do tfi logickych celki. Prvni ¢ast tvoii stru¢ny tivod do programu
MATLAB, ktery mtiZe slouZit bud’ nezdvisle jako manual pro zacinajici uZivatele programu,
nebo jako ,servisni” kapitola pro dalsi ¢asti knihy, které s MATLABem intenzivné pracuji.

Druhé ¢ast obsahuje fe$eni zdkladnich typti tloh z numerické matematiky. Regent je pro-
vedeno nejen teoreticky, ale soubéZzné také s pomoci MATLABu. U fady tloh se ¢tendr se-
znami s nékolika rtznymi implementacemi feSeni a mtize porovnat jejich vyhody a ne-
vyhody. Ulohy jsou prehledné uspotadény do tématickych celkd respektujicich béh kurzu
Numerickd matematika. P¥i praci s MATLABem se odkazujeme na prvni ¢ast, kde je pouziti
programu podrobné vysvétleno.

Ve tfeti ¢asti ¢tendf nalezne deset aplikovanych tloh ilustrujici moZznosti vyuZziti numeric-
kych metod v inZenyrskych oborech. Soucésti feSeni tlohy je vZdy nalezeni vhodné fyzi-
kalni interpretace problému, sestaveni numerické tlohy a jeji vyfeSeni pomoci MATLABu.
V této kapitole se ¢tenaf dozvi také o pokrocilejsich schopnostech MATLABu, které v jed-
nodussich dlohach v predchozich ¢astech skript nebylo nutné pouzit.

Autorem prvni ¢asti MATLAB, kapitol Reseni nelinedrnich rovnic 6, Interpolace 9, Numerickd
derivace 10.2. a Obycejné diferencidlni rovnice: pocdtecni iilohy 11 a aplikovanych tloh 12.2,,
12.3.,12.6.,12.9., 12.10. je Zuzana Moravkova. Autorem kapitol Soustavy linedrnich rovnic:
primé metody 7, Soustavy linedrnich rovnic: iteracni metody 8, Aproximace funkci 9.4., Numerické

integrovdni 10 a aplikovanych dloh 12.1.,12.4.,12.5,,12.7., 12.8. je Pavel Ludvik.

Radi bychom upozornili na webovou stranku http://mdg.vsb.cz/portal/nm, kde je u-
mistén nejen tento text, ale také fada dalSich souvisejicich studijnich materiald.

Tento studijni text vznikl za finanéni podpory projektu IRP-FRVS 158/2015 Inovace pied-
métu Numerickd matematika na Fakulté strojni Vysoké Skoly bdriské - Technické univerzité Ostrava

a Katedry matematiky a deskriptivni geometrie VSB-TUO.

Pfijemné straveny cas s numerickou matematikou preje kolektiv autord.



http://mdg.vsb.cz/portal/nm/nm.pdf
http://mdg.vsb.cz/portal/nm
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KAPITOLA

1

ZAKLADY PRACE S MATLABEM

1.1. Proménné

Jména proménnych

V MATLABu se ve jménech proménnych rozlisuji velkd a mald pismena. Jméno proménné
miiZe obsahovat pismena, Cislice a podtrzitka (_), maximéalné vSak 31 znakt. Prvni znak
musi byt pismeno. Pro pfifazeni se pouziva symbol rovnitko (=). Pokud chybi pfifazeni,
zavede se automaticky proménnd ans, do které se ulozi odeslana hodnota.

Pfikazy mtZeme psat po jednom na faddek, nebo vice pfikazii na fddek oddélené ¢arkou ()
nebo stiednikem (;). Symbol stiednik (;) slouzi k potlaceni vystupu, tj. pfikaz se vykon4,
ale nezobrazi se vysledek. Chceme-li znat hodnotu dané proménné, zjistime ji napsanim
jména promeénné.

Ptiklad: Spocitdme hodnotu 55 + 17, vysledek se automaticky ulozi do proménné ans.

>> B5+17
ans =
72

Ptiklad: Do proménné a piitadime hodnotu 12 a do proménné b druhou mocninu a?
Ptikazy oddélime ¢arkou.

>> a=12, b=a"2

12




KAPITOLA 1. ZAKLADY PRACE S MATLABEM

Piikazy pro praci s proménnymi

Pro rtizné forméty vypisu nebo pro jejich smazdni ndm poslouZi tyto piikazy.

format formdatovani vystupu long, short, rat
clear smazani proménné

Pfikazem format long nastavime vypis ¢isel obvykle na 14 desetinnych mist, piikazem
format short na 4 mista. Méni se pouze forméat vystupu na obrazovku, pfesnost vnitfnich
vypoctl se neméni. Piikazem format rat zvolime vypis ve tvaru zlomka.

-

>> format rat
>> 100/30
ans =

10/3
>> format short
>> 100/30
ans =

3.3333
>> format long
>> 100/30
ans =

3.33333333333333

(
S

1.2. Cisla

MATLAB pracuje s typem matice. Vektory jsou matice typu 1 x n nebo n x 1. Cislo je &tver-
cova matice matice typu 1.

Zadavani ¢isel

Redlna ¢isla zaddvame s desetinnou teckou (.), ¢isla 1ze také zadavat v exponencidlnim
tvaru napiiklad ¢islo 0.000014 zaddme takto 1.4e-5, ¢islo 532300 takto 53.23e4. Pro expo-
nent mGZeme pouZivat symbol E nebo e. Pfi zaddvani nesmime délat v ¢isle mezeru.

Ptiklad: Do proménné x pfifadime hodnotu 2.34 a do r hodnotu 0.0000532.

-

-

>> x=2.34
x =
2.3400
>> r=0.532e-4
r =
5.3200e-005

\§




KAPITOLA 1. ZAKLADY PRACE S MATLABEM

Piiklad: Tfemi zplisoby pfifadime hodnotu 123 000 do proménné a.

L

-
>> a=123000
a =
123000
>> a=123e3
a =
123000
>> a=1.23eb
a =
123000
.
Operace s ¢isly
Pro operace s ¢isly pouzivame nésledujici symboly.
+ sCitani
- odditani
*  nasobeni
/ déleni
~  mocnina

| J

Priklad: Vy¢islime vyraz 42 —7-12.

>> 4°2-7T%12
ans =
-68

Jak jsme zvykli z matematiky, provadéji se operace v pfedepsaném poradi, nejprve operace
umocnéni, pak ndsobeni a déleni a nakonec s¢itani a od¢itani. Napiiklad, kdyZ napiSeme
5+ 7 -2, tak se nejprve provede ndsobeni 7 - 2 = 14 a poté se provede s¢itdni 5 + 14 = 19.
Pokud chceme zménit pofadi v jakém se bude vyraz pocitat, napfiklad chceme-li spocitat
(5+7) - 2, pouzijeme zévorky. Takze se nejprve provede s¢itdni 5+ 7 = 12 a pak ndsobeni
12-2 = 24.

Stejné tak v MATLABu plati stejna priorita operaci a pouzivame kulaté zavorky (zadné jiné
pro tento tcel nelze pouZit).

( )

operace priorita

1. ~
2. * /
3. + -

e . e < 111+171 v x " L 1114171 _ 282
Pfiklad: Spocitdime hodnotu “5;55". Ruéné budeme pocitat takto: 5755 = 77 = 6. Na

pocitaci zadame:




KAPITOLA 1. ZAKLADY PRACE S MATLABEM

>> (111+171) /(57-10)
ans =
6

Vidime, Ze jak citatele 111 + 171, tak jmenovatele 57 — 10 jsme dali do zadvorek, aby se

nejprve provedlo s¢itdni, od¢itani a pak déleni. UkdZeme, co by se stalo, kdybychom tak
neudinili.

>>  111+171/57-10
ans =
104

A vidime, Ze je vysledek Spatné. MATLAB spocital 111+171/57-10=111+3-10=104.

10



KAPITOLA

2
MATICE A VEKTORY

2.1. Vektory

Vektory zaddvame do hranatych zavorek a jednotlivé prvky oddélujeme ¢arkou nebo me-
zerou. Kjednotlivym prvkim pfistupujeme pomoci kulatych zévorek.

length(v) pocet prvki vektoru v
end index posledniho prvku

Pfiklad: Zadame vektor u = (1,8, —3.2, —1.3,0.4), spocitame pocet jeho prvki a vypiseme
jeho ¢tvrty a posledni prvek.

-
>> u=[1 8 -3.2 -1.3 0.4]

u =
1.0000 8.0000 -3.2000 -1.3000 0.4000
>> length (u)
ans =
5
>> u(4)
ans =
-1.3000
>> u(end)
ans =
0.4000

A\

11



KAPITOLA 2. MATICE A VEKTORY

2.2. Vygenerovani pravidelného vektoru

Pottebujeme-li vygenerovat vektor ¢isel, kterd jsou prvky aritmetické posloupnosti, pouZi-
jeme dvojtecku (:).

[ prvni_clen:diference:mezni_clen ]

Ptiklad: Potfebujeme vektor (4,7, 10, 13, 16, 19, 22), tedy ¢isla od 4 do 22 s krokem 3.

>> 4:3:22
ans =
4 7 10 13 16 19 22

Ptiklad: Pokud se diference vynechd, MATLAB ji bere jako rovnu 1.

Ptiklad: Diference mtiZe byt i zaporné ¢islo.

>> 13:-3:0
ans =
13 10 7 4 1

N )

2 Mz

Ptiklad: Diference mtiZe byt i desetinné ¢islo.

>> 5:0.2:6
ans =
5.0000 5.2000 5.4000 5.6000 5.8000 6.0000

>> 2:10
ans =
2 3 4 5 6 7 8 9 10

N

2.3. Matice

Matici zaddvame v hranatych zavorkdch, prvky na fddku oddélujeme mezerou nebo ¢ar-
kou. Jednotlivé fadky pak stfednikem nebo klavesou Enter.

35
Piiklad: Zaddme matici A = 0 9 |, prvky nafddku oddélime mezerou a jednotlivé
-3 2
radky stfednikem.
(>> A=[3 5; 0 9; -3 2]
A =
3 5
0 9
-3 2

12



KAPITOLA 2. MATICE A VEKTORY

Matici lze vytvofit spojenim jinych matic nebo vektort, se kterymi zachdzime jako s prvky.
Matice ,vedle sebe” jsou jako prvky na fadku a matice ,nad sebou” jsou jako fadky v ma-
tici.

Ptiklad: Pomoci matic ( 4o ) a ( g ) vytvofime matici < 1508 ) Umistime tedy

6 2 6 20
matice vedle sebe, oddélime je mezerou jako prvky na fadku.
-
(>> a=[4 5; 6 2], b=[8;0]
a =
4 5
6 2
b =
8
0
>> c=[a b]
c =
4 5 8
6 2 0
\ )

001
Pfiklad: Pomoci vektortt v = (0,0,1) a u = (2, 3, 4) vytvofime matici | 2 3 4
0 01

v

Umistime tedy vektory nad sebe, oddélime je stfednikem jako fddky v matici, a to v pofadi
v,U,°.
~ ~
>> u=[2 3 4]
u =
2 3 4
>> v=[0 0 1]
v =
0 0 1
>> [viu;v]
ans =
0 0 1
2 3
0 0 1
\ )
» "y ) . 3 =867 1\.., .. .y
Pfiklad: Pfiddme k dané matici A = ( 1 0 0 23 ) jako jeji posledni fadek vektor

(1 2 =9 12 ).Umistime tedy vektor pod matici, oddélime je od sebe stfednikem.

>> A=[3 -8 67 1; 1 0 0 23]
A =

3 -8 67 1

1 0 0 23
>> A=[A; 1 2 -9 12]
A =

13



KAPITOLA 2. MATICE A VEKTORY

-8 67 1
0 0 23
2 -9 12

2.4. Prace s ¢astmi matic a vektora

MATLAB umi pracovat s jednotlivymi prvky, fddky nebo sloupci matice, tedy obecné se

submaticemi.

A(i,j) prveka;

A(i,:) i-ty fddek matice A

A(:,3) j-ty sloupec matice A

Ptiklad: V tomto pfikladé ukdZeme préci s jednotlivymi ¢astmi (jsou oznaceny Sed€) této

/

matice.
94 9 410 5 2
2 0 7 8 27 51
6 8 1 01 4 8 0
4 4 4 3 6 9 3 7
8 6 9 8 2 4 1 8
7T 79 01 4 3 8
4 6 1 00 3 21
Nejprve matici zaddame.
> A=[9 4 9 41 065 2;2 07 82751;6810148 0;
4 4 4 36 9 3 7;86 982418;77 9 01438;4610032 1]
VypiSeme prvni fddek matice A.
p
>> A(1,:)
ans =
9 4 9 4 1 0 2
N

A vypiSseme sedmy sloupec.

-

>> A(:,7)
ans =

N W+~ W oo oo,

14



KAPITOLA 2. MATICE A VEKTORY

Zobrazime hodnotu prvku a3 3.

>> A(3,3)
ans =
1

A zobrazime vyznacené submatice.

-
>> A(3:6,1)
ans =
6
4
8
7
>> A(4:7,3:5)
ans =
4 3 6
9 8
9 0 1
L

Nakonec vypiSeme celou matici A.

-
>> A
A =
9 4 9 4 1 0 5 2
2 0 7 8 2 7 5 1
6 8 1 0 1 4 8 0
4 4 4 3 6 9 3 7
8 6 9 8 2 4 1 8
7 7 9 0 1 4 3 8
4 6 1 0 0 3 2 1
\_

Piiklad: V matici B pfepiSeme prvky v druhém sloupci na ¢isla 10.

(>> B=[2 3 1 6;5 0 7 9,3
B =
2 3 1 6
5 0 9
3 2 1 4
>> B(:,2)=10
B =
2 10 1 6
5 10 9
3 10 1 4

2 1 4]

15
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KAPITOLA 2. MATICE A VEKTORY

Smazeme prvni fddek tak, Ze ho nahradime prazdnou matici [ 1.

>> B(1,:)=[ ]
B =
5 10
3 10

Ptiklad: Z matice C vypiSeme jen sudé sloupce.

(>> c=[0.5 2 0.45 2.4 9 0 4.9 ;9 3.4 5.2 8 9 0 1]
C =
0.5000 2.0000 0.4500 2.4000 9.0000 0 4.9000
9.0000 3.4000 5.2000 8.0000 9.0000 0 1.0000

>> C(:,1:2:end)
ans =

0.5000 0.4500 9.0000 4.9000
9.0000 5.2000 9.0000 1.0000

S

2.5. Funkce pro tvorbu matic

Matice se specidlnimi prvky lze vytvofit i pomoci nasledujicich pfikaza.

zeros(m,n) nulova matice typum X n

ones(m,n)
eye(m,n)
rand(m,n)

matice jednicek typu m x n
jednotkova matice typu m X n
matice ndhodnych ¢&isel z intervalu (0,1) typum x n

Pokud se pouziji funkce zeros, ones, eye, rand pouze s jednim parametrem (napiiklad
zeros(3)), vznikne ¢tvercova matice pfislusného fadu.

2.6. Operace s maticemi a vektory

Pro soucet, rozdil a transpozici matice nebo vektoru pouZivame nésledujici symboly.

+

)

inv(A)

soucet matic (napft. A+B je matice s prvky a;; + b;j)
rozdil matic (napt. A-B je matice s prvky a;; — b;;)
transponovana matice (napft. A’ je matice s prvky a;;)
inverzn{ matice A~}

Z matematiky zndme soucin matic, ktery se provadi tzv. ,fadek krat sloupec”(naptiklad
A - B). Pfipomenime, Ze ndsobit miiZeme pouze matici typu m X n krat matici typun x p
a vysledkem nasobeni je matice typu m x p. Dale zndme soucin ¢isla a matice (naptiklad
¢ - A). Pro obé tyto operace pouZivdme symbol hvézdicka (*).

16



KAPITOLA 2. MATICE A VEKTORY

soucin matic ,fadek krat sloupec”

pravé maticové délen (nap¥. A/B je matice A - B™1)
levé maticové déleni (napi. A\B je matice A1.B)
mocnina matic (napi. A“kje A- A -...- A (k-krat))

Y N ¥

Pfiklad: Spotitdime A + B, —4A, A - B, A*.

s N
>> A=[2 3; 0 9],B=[1 0; -1 5]
A =

2 3
0 9
B =
1 0
-1 5
>> A+B
ans =
3 3
-1 14
>> -4xA
ans =
-8 -12
0 -36
>> AxB
ans =
-1 15
-9 45
>> A~2
ans =
4 33
0 81
S %

2.7. Operace ,prvek po prvku”

Symbolem tecka a hvézdicka (. *) ozna¢uje MATLAB tzv. soucin ,prvek po prvku”, ktery
se pocita tak, Ze se vynasobi prvky obou matic na stejnych pozicich. Takto miizeme ndsobit
pouze matice stejnych typt.

.* soudin ,prvek po prvku” (napf. A.*B je matice s prvky a;; - b;;)
./ déleni ,prvek po prvku” (napf. A./B je matice s prvky 4;;/b;;)
=~ mocnina ,prvek po prvku” (napf. A. "k je matice s prvky (a;))

17



KAPITOLA 2. MATICE A VEKTORY

Pfiklad: Na maticich A, B z pfedchoziho pfikladu ukdZeme nadsobeni ,prvek po prvku”
(.*), kdy se spolu vynésobi prvky na stejnych pozicich.

>> A=[2 3; 0 9],B=[1 0; -1 5]
A =
2 3
0 9
B =
1 0
-1 5
>> A.xB
ans =
2 0
0 45
\ Y
Ptiklad: Spocitdme hodnoty %, %, }I' %, %a 22 32 42 52 @2
s ~
>> x=2:6
x =
2 3 4 5 6
>> 1./x
ans =
0.5000 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667
>> x.72
ans =
4 9 16 25 36
- >

2.8. Soucet, soucin, minimum, maximum

Pro vypocet souctu, soucinu nebo pro nalezeni nejvétsiho, nejmensiho ¢isla mezi prvky
vektoru (bez ohledu na to, zda je vektor sloupcovy nebo fadkovy) nebo ve sloupcich matice
méme k dispozici funkce.

max( )  maximum ve vektoru nebo ve sloupcich matice
min( )  minimum ve vektoru nebo ve sloupcich matice
sum( )  soucet ve vektoru nebo ve sloupcich matice
prod( ) soucin ve vektoru nebo ve sloupcich matice

Pfiklad: Spocitime maximum z prvka vektoru (2, —1, 4, 9, 2).

>> max ([2
ans

9

-1 4 9 2])

18



KAPITOLA 2. MATICE A VEKTORY

25 6
v o . . . 30 9
Ptiklad: Spocitdme maximum ve sloupcich matice 18 1
4 9 2
>> matice=[2 5 6; 3 0 9; 1 8 -1; 4 9 2]
matice =
2 5 6
3 0 9
1 8 -1
4 9 2
>> max (matice)
ans =
4 9 9
. )

A uré¢ime maximum ze vSech prvka matice.

>> maximum=max (max (matice))
maximum =
9

Spocitdme souciny ve sloupcich matice.

soucins =
24 0 -108

\\:/K\:/

A nakonec spocitdme souciny v fddcich matice, a to pomoci matice transponované (tj.
radky se stanou sloupci).

>> soucinr=prod(matice ’)
soucinr =
60 0 -8 72

{>> soucins=prod(matice)

N\

2.9. Reseni soustav linearnich rovnic

Soustavu linedrnich rovnic lze vyfesit nékolika zptlisoby. Jednim z nich je pouZit déleni
zprava, tedy pro soustavu A - x = b najdeme feSeni pfikazem x=A\b. A to jak v pripade,
kdy mé soustava jedno fesni, tak v pfipadé, kdy ma nekone¢né mnoho feSeni zavislych na
parametru ¢i parametrech. Pak dostaneme jedno z téchto feSeni.

Chceme-li najit vSechna feSeni soustavy, kterd md nekone¢né mnoho feSeni, pouZijeme
piikaz pro Gaussovu-Jordanovu eliminaci.

x=A\b feSeni soustavy linedrnich rovnic
rref ([A,b]) Gaussova-Jordanova eliminace
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Najdéte feSeni soustavy linedrnich rovnic

3x1 +7xp —2x3 =2,
4x1 4+ 3xp +2x3 =5,
2x1 + 11xp — 6x3 = —1,
—x1+7xp +3x3 = —1.

Nejprve zaddme matici a vektor.

-

o

> A=[ 3 7 -2; 4 3 2; 2 11 -6; -1 7 3]
A =
3 7 -2
4 3 2
2 11 -6
-1 7 3
>> b=[2;5;-1;-1]
b =
2
5
-1
-1

\q

Pomoci zpétného lomitka najdeme feSeni soustavy.

-

o

>> x=A\b

x =
1.1714
-0.1200
0.3371

s

Zkontrolujeme chybu vypoctu.

-

-

>> A*xx-Db
ans =
1.0e-014 «
-0.0444
-0.1776
0.0888
0.2220

A\

Reseni 1ze nalézt i pfevedenim rozsifené matice na trojihelnikovy tvar.

-

>> rref ([A,Db])
ans =
1.0000 0 0 1.1714
0 1.0000 0 -0.1200
0 0 1.0000 0.3371
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L 0 0 0 0 J

Soustava ma feSeni

x; = 11714, xp = —0.1200, x3 =0.3371.
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3
FUNKCE

3.1. Zakladni matematické funkce

Konstanty

pi Ludolfovo ¢islo T = 3.1415. ..
exp(1) Eulerovo ¢isloe =2.7183...

Nyni uvedeme seznam funkci. Funkce mtizeme aplikovat i na matice, funkce se pak vy¢isli
pro jednotlivé prvky matice.
Goniometrické a cyklometrické funkce

MATLAB pocitéd v radidnech, tedy argumenty goniometrickych funkci a hodnoty cyklome-
trickych funkci jsou v radidnech.

sin(x)  sinusy = sin(x)

cos(x)  kosinus y = cos(x)

tan(x) tangensy = tan(x)

cot(x)  kotangens y = cot(x)

asin(x) arkussinus y = arcsin(x)
acos(x) arkuskosinus y = arccos(x)
atan(x) arkustangens y = arctan(x)
acot(x) arkuskotangens y = arccot(x)
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tan(x) + 27

mvbodeXZO.

Ptiklad: Spocitdme hodnotu funkce y =

>> x=0;y=(tan(x)+2%pi)/sin(x-pi/2)

y =
-6.2832

Exponencidlni a logaritmické funkce

log(x) pfirozeny logaritmus y = In(x)

log10(x) dekadicky logaritmus y = log(x)

log2(x)  logaritmus pii zdkladu 2, y = log,(x)

exp (x) exponecidlni funkce y = e*

pow2(x)  exponencidlni funkce p¥i zdkladu 2, y = 2*

Piiklad: Spocitdime hodnotu log,(8).

>> log2(8)
ans =
3

Piiklad: Spocitdme hodnotu log,(81). MATLAB nemd k dispozici funkci pro logaritmus se

zédkladem 3, avsak z matematiky zname vzorec log,(x) = %, ktery pouZijeme.

>> log(81)/1log(3)
ans =
4

A provedeme kontrolu.

>>374
ans =
81

Ostatni funkce

sqrt(x) druhd odmocnina y = /x
abs(x)  abolutni hodnota y = |x|
sign(x) funkce signum y = sign(x)

Ptiklad: Spocitdme hodnotu funkce y = % +e *vbodé x = 4.

o |
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4
>> 1/x+exp(-x)
ans =
0.2683

Ptiklad: Spocitdme hodnotu funkce y = v/x — 2 v bodé x = 241.5.

>> x=241.5; y=(x-2)"(1/3)
>> y =
6.2101

Ptiklad: Spocitdme absolutni hodnotu ¢isel -5, 9, 0, 3, 4, —8.

- ™
>> posl=[-5 9 0 3 4 -8]
posl =
-5 9 0 3 4 -8
>> vysledek=abs (posl)
vysledek =
5 9 0 3 4 8
L -

3.2. Definice vlastni funkce (anonymni funkce)

Vlastni matematickou funkci nadefinujeme nasledujicim zptisobem.

[ jméno=0@(proménné)predpis ]

Ptiklad: Nadefinujeme funkci f = sin(x?) — /3 — x a vy¢islime v bodé 1.

- N
>> f=0(x)sin(x."~2)-sqrt(3-x)
f =
f(x) = @(x)sin(x."2)-sqrt(3-x)
>> £ (1)
ans =
-0.5727
N Y,

Piiklad: V definici funkce v pfedchozim piikladé jsme mocninu zapsali pomoci operace
(.7). Je-li potfeba spocitat hodnoty funkce ve vice bodech, je nezbytné pouzit operace ,pr-
vek po prvku”.

s ~
>> f=0(x)1./x

f =

f(x) = 0(x)1./x
>> x=1:5

X =
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>> f(x)
ans =

1.0000
>> [x?,f(x) ]
ans
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

g W N -

O O O O+~

.5000

.0000
.5000
.3333
.2500
.2000

0.3333

0.2500

0.2000

\q
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4
GRAFY

4.1. Vykresleni grafu

Ke grafickému zndzornéni dat nebo vykresleni grafu funkce mame v MATLABu k dispozici
pfikaz plot. Vstupem piifkazu plot jsou soufadnice bodii, které jsou spojeny lomenou
¢arou. Chceme-li vykreslit graf funkce, 1ze pouZit i pfikaz fplot, prvnim parametrem je
funkéni pfedpis v apostrofech a druhym je interval, na kterém chceme graf vykreslit.

plot(x,y) graf bodt o soufadnicich (x, y)
fplot (’f’, [a,b]) graf funkce f na intervalu (a, b)

Ptiklad: Vykreslime graf funkce y = x? na intervalu (—4,4) pomoci ptikazu plot nebo

fplot. UkdZeme Ctyfi zplisoby, vysledny graf je zobrazen na obrdzku 4.1.

1. Nejprve do proménné x uloZime soufadnice x, které vygenerujeme jako cisla mezi
—4 a 4 s krokem 0.1, tedy ¢isla —4, —3.9, —3.8, ...,3.9, 4. Pak vytvofime vektor y
jako funkéni hodnoty funkce y = x? v bodech x. A vykreslime graf.

>> x=-4:0.1:4;
>> y=x.72;
>> plot(x,y)

2. Do proménné x uloZime soufadnice x, které vygenerujeme jako body mezi —4 a 4.
A vykreslime graf.

>> x=-4:0.1:4;
>> plot(x,x."2)
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2

3. Vykreslime graf funkce f(x) = x* na intervalu (—4, 4).

[>> fplot(’x~2’,[-4,4]) J

4. Nadefinujeme vlastni funkci f(x) = x? a vykreslime graf na intervalu (—4,4).

>> f=0(x)x"2
>> fplot(f,[-4,4]1)

Obrazek 4.1: Graf funkce y = x? na intervalu (—4,4)

Specifikace grafu

Chceme-li graf vykreslit jinak neZ modrou plnou ¢arou, pouZijeme tzv. specifikaci grafu.
Pro specifikaci mtZzeme pouZit libovolnou kombinaci voleb z prvniho, druhého a tfetiho
sloupce tabulky (v uvedeném potadi), pficemz nékterou lze vynechat. Specifikaci uvadime
jako fetézec, tj. do apostrofii (°), a je to nepovinny tieti parametr pfikazu plot a fplot.
Napftiklad ¢ervenou ¢drkovanou ¢dru vytvoiime specifikaci ’r-’, zelené krouzky ’go’,
Zlutou ¢aru s trojahelnicky *yv-2.

plot(x,y,’specifikace’) graf bodu o soufadnicich (x,y)
fplot(’f’, [a,b], ’specifikace’) graf funkce f na intervalu (a, b)

27



KAPITOLA 4. GRAFY

Barvy ‘ Symboly ‘ Typy car
b modra . tecky - phna
g zelena o krouzky :  teckované
r dcervend x kiizky x -. Cerchovand
c svétlé modrd | + kiizky + - carkovana
m fialova *  hvézdicky
y zlutd s Ctverce
k cernd d kosoctverce
v trojtihelniky (dolu)
~ trojtihelniky (nahoru)
< trojahelniky (vlevo)
> trojuhelniky (vpravo)
p péticipé hvézdy
h Sesticipé hvézdy

Pfiklad: UkdZzeme graf funkce y = sin(2x) na intervalu (—r, 7r) Cervenou tetkovanou
Carou, viz obréazek 4.2.

{>> fplot (’sin(2*x)’,[-pi,pil,’r:?) J

08l R
oo % : z ]

02fF : - : . R

Obrazek 4.2: Graf funkce y = sin(2x)

Priklad: Specifikace pomoci symboli se ¢asto pouziva, chceme-li zobrazit diskrétni data.
Mame zadané hodnoty v tabulce, a zobrazime je jako hvézdicky, viz obrazek 4.3.

t| 1 3 5 7 10 14 15
s|19 17 18 20 16 22 19
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>> t=[1 3 5 7 10 14 15];
>> s=[19 17 18 20 16 22 19];
>> plot(t,s,’h’)

22

21

Obréazek 4.3: Graf diskrétinich dat

4.2. Vice grafi najednou

hold vykresleni grafi do jednoho obrazku, nastavenim on
tuto vlastnost zapneme, off vypneme

Ptiklad: Mdme naméfené hodnoty v tabulce.

x |1 37 9 10
yi|9 6 0 32 89

Vime, Ze pfedpokladané chovani této veli¢iny je ddno funkci

y:xz—xe%—l—l.

Chceme do jednoho grafu zobrazit naméfené i teoretické hodnoty. Nejprve zaddme data
z tabulky do proménnych xi, yi a pfikazem hold on otevifeme okno (zatim prazdné), do
kterého se budou zobrazovat vSechny grafy, které budeme vykreslovat.

>> xi=[1 3 7 9 10];
>> yi=[9 6 0 32 89];
>> hold on
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Vykreslime data z tabulky jako cervené hvézdicky.

[>> plot (xi,yi,’r*’) J

A pfikreslime graf teoretickych hodnot.

[>> fplot (’x"2-x*xexp(x/10)+1’,[1,10]) J

90 *

80 b

Obrézek 4.4: Graf funkce

4.3. Nastaveni grafu

Do grafu mZeme piidat popisy os, nadpis nebo zménit rozsah os.

axis([x1,x2,y1,y2]) rozsah os pro prvni proménnou od x1 do
x2, pro druhou od y1 do y2

axis equal osy v poméru 1:1

grid zobrazeni m¥izky do grafu, zapnout on, vy-
pnout of f

title(text?) titulek obrazku

xlabel(’text’) popis x-ové osy

ylabel(’text’) popis y-ové osy

legend (’textl’,’text2’,’text3’)  legenda ke grafiim

Ptiklad: Nejprve vykreslime graf stejné jako v pfedchozim piikladé.
>> xi=[1 3 7 9 10];
>> yi=[9 6 0 32 89];
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>> hold on

>> plot(xi,yi,’rx’)

>> fplot(’x"2-x*exp(x/10)+1’,[-5,10])

N Y,
Grafu zménime rozsah os, pfiddme legendu, nadpis a popis obou os.

e ™
>> axis ([0,11,-5,95])

>> legend(’vysledek experimentu’,’teoreticka hodnota’)

>> title(’Vysledky mereni’)

>> xlabel(’cas’)

>> ylabel(’sledovana velicina’)

- %

Vysledky mereni

T T T T T T T
L *  vysledek experimentu
90 !
teoreticka hodnota
80 b
70 b
< 80 1
£
L
Q 50 1
«©
<
S o} 1
s}
°
@ *
@
30 1
20 1
10 * b
0 * 1
L L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obréazek 4.5: Graf funkce
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PROGRAMOVANI V MATLABU

5.1. Logicka proménna

Pravda, nepravda

V MATLABu neni specidlni datovy typ pro logické proménné, pravda mé hodnotu 1 a ne-
pravda méa hodnotu 0.

Relaéni operatory

Rela¢ni operétory lze pouzit na ¢isla, vektory i matice, kde se pak srovndvaji prvek po
prvku. Vysledkem je jedna (plati) nebo nula (neplati).

p N
== rovnost =
~= nerovnost #
< mensi nez <
veétsi nez >
<= mensi nebo roven <
>= vétsi nebo roven >
L )

Piiklad: Zjistime, kterd Cisla z vektoru a = (3, 9, 4, 1, —5, 3) jsou vétsi nez 2 a pak
porovname prvky vektoru a s prvky vektoru b = (4, 4, 0, 9, 3, 0). MATLAB vrati vektor
o stejné délce, na pozicich prvka, pro které dand podminka plati je 1 a na pozicich, kde
neplati je 0.
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N
(5> a=[3 9 41 -5 3], b=[4 4 0 9 3 0]
a =
3 9 4 1 -5 3
b =
4 4 0 9 3 0
>> a>2
ans =
1 1 1 0 0 1
>> a>b
ans =
0 1 1 0 0 1
\ )
Logické operatory

Pfipomenme logické operatory negace (—), konjunkce (A) a disjunkce (V) a jejich zépis
v MATLABu.

not(A) and(A,B) or(A,B)
nebo nebo nebo
A B “A A&B AlB
0 0 1 0 0
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 1 0 1 1

Pfiklad: Zjistime, kterd &isla z vektoru a = (3, 9, 4, 1, —5, 3) jsou vétsi nez 2 a zaroveil
mensi nez 5.

s N
>> a=[3 9 4 1 -5 3]
a =
3 9 4 1 -5 3
>> a>2 & a<b
ans =
1 0 1 0 0 1
- v

5.2. Rozhodovaci blok if

Chceme-li provést vypocet popsany blokem prikazii pouze v ptipadé, Ze je splnéna podminka,
pouZzijeme rozhodovaci blok. Jednotlivé pfikazy v bloku oddélujeme ¢arkami nebo stied-
niky. PiSeme-li rozhodovaci blok na jeden fadek, tak i za podminku piSeme ¢arku.
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if podminka
blok ptikazii

end

V pfipadé, Ze je potfeba vétveni podle vice podminek, pouZijeme nasledujici strukturu.
Blok elseif podminka , blok prikazii mtZeme uvést i vicekrat.

( A

if podminka 1
blok ptikazii 1

elseif podminka 2
blok ptikazii 2

else

blok ptikazii 3

Ptiklad: Spocitdme kofeny kvadratické rovnice. Zadame koeficienty, spoc¢itdime diskrimi-
nant a pokud je nezadporny, tak vypocitame koteny. Vyzkousime pro rovnici x2 — x — 12 =
0.

s N
>> a=1; b=-1; c=-12;

>> D=b~"2-4xaxc
D =

49
>> if D>=0, x(1)=(-b+sqrt(D))/(2xa),x(2)=(-b-sqrt(D))/(2xa),end
X:

4 -3
N )

Osetfime pfipad, kdy md rovnice jeden kofen, tedy ma nulovy diskriminant. Stejné dva
pfikazy (vypocet diskriminantu a rozhodovaci blok) vyzkousime pro tfi rizné piiklady
X +2x+1=0,x+3=0,x"-x—12=0.

>> a=1; b=2; c=1;
>> D=b~"2-4xa*c

D =
0
>> if D>0, x(1)=(-b+sqrt(D))/(2*xa),x(2)=(-b-sqrt(D))/(2*a),
elseif D==0, x(1)=-b/(2*a),end
x =
-1

>> a=1; b=0; c=3;
>> D=b~2-4%ax*c
D =
-12
>> if D>0, x(1)=(-b+sqrt(D))/(2*a),x(2)=(-b-sqrt(D))/(2*a),
elseif D==0, x(1)=-b/(2*a),end
>> a=1; b=-1; c=-12;
>> D=b"2-4%xax*c
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49

>> if D>0, x(1)=(-b+sqrt(D))/(2*a),x(2)=(-b-sqrt(D))/(2*a),

elseif D==0, x(1)=-b/(2*a),end

4 -3

S

5.3. Cyklus for awhile

Obcas je potfeba vykonat blok pfikazt vicekrat ze sebou. Pokud zndme pocet opakovani
pouZijeme cyklus se znamym poctem opakovani. Ridici proménna nabyvé postupné hod-

not v zadaném rozsahu.

cyklus se zndmym poctem opakovani

for fidici proménnd=rozsah hodnot
blok ptikazii

end

Priklad: Spocitdme faktoridl ¢isla 8.

-

>> fakt=1
fakt =
1
>> for i=2:8, fakt=faktx*i, end
fakt

Nl

fakt

ol

fakt

24
fakt =
120

fakt =

720

fakt =
5040

fakt =
40320
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cyklus s podminkou

V pfipadé, Ze nezndme pocet opakovani, pouze zndme podminku, pti jejiz splnéni se blok
ptikazii ma stale opakovat, pouZijeme ndsledujici strukturu.

while podminka
blok ptikazii

end

Ptiklad: Budeme postupné s¢itat ¢isla z posloupnosti 1, 3,2, 4, 5, 6,3,4,5,3,6,7, 8, dokud
nebude soucet vétsi nez 20.

-
>> a=[1 3 2 456 3 45367381];

>> soucet=0
soucet =
0
>> i=1
i =
1
>> while soucet<=20, soucet=soucet+a(i), i=i+1; end
soucet =
1
soucet =
4
soucet =
6
soucet =
10
soucet =
15
soucet =
21

o

S
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RESENI NELINEARNICH ROVNIC

Nelinedrni rovnice

Je dana spojitd funkce f(x). Hleddme ¥ € R, které je feSenim rovnice
fx) =0

Separace kofent

Graficka separace
Z grafu funkce f najdeme polohu prisecikii s x-ovou osou.

Separace tabelaci
Sestavime tabulku funkénich hodnot funkce f a podle znaménkovych zmén uréime inter-
valy obsahujici kofeny.

6.1. Metoda ptileni intervalu

Bod xF uré¢ime jako stied intervalu (a¥, b*) podle vzorce

k_llk+bk
2

Dalsi interval zvolime podle znamének funkénich hodnot f(a*), f(x¥), f(b").
Je-li f(a¥)f(xF) < 0, potom ak+1 := gk, K1 .= xk,
Je-li f(x%) f(b*) < 0, potom ak+1 .= xk, pF+1 .= pk,

Intervaly tedy postupné ptilime a jejich stfedy tvotici posloupnost {x*} konverguii ke ko-
fenu x. Vypocet ukon¢ime pii dosazeni zadané presnosti ¢, tj. kdyZ plati
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a posledni stfed x* je pak aproximaci kofene ¥ s pfesnosti e.

bk—ak
2

<e

.

Piiklad 1: Urcete vSechny kofeny rovnice

2x+2—e* =0

s presnosti ¢ = 10~2. PouZijte metodu ptileni intervalu.

J

Provedeme separaci kofenti. Zaddme funkci a vykreslime jeji graf na vhodném intervalu,
ktery ur¢ime podle defini¢niho oboru funkce f. Funkce f(x) = 2x + 2 — e* ma defini¢ni

obor Dy = RR.
C N
>> f=0(x) (2*%x+2-exp(x))
f =

Q(x) (2xx+2-exp(x))
>> fplot(f,[-5,4])
>> grid on

—/

-5

-10

-15

-20

_45

-5

-2 -1

0

anonymni funkce str. 24, piikazy fplot str. 26, grid str. 30

Lze snadno vidét, ze graf funkce ma dva pruseliky s osou x, leZicich v intervalech (—1,0)

a (1,2).

UkéaZeme dvé implementace metody pitileni intervalu.
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Implementace A
Zatneme s vypocétem kotene z intervalu (—1,0). Do proménnych a' a b' zaddme meze
intervalu, ktery jsme zjistili separaci a vypocitdme funkéni hodnoty f(a') a f(b!).

e N
>> al=-1

al =

-1
>> bl1=0
bl =

0
>> f(al)
ans =
-0.3679
>> f(bl)
ans =

1
\. )

Spotitame x! jako polovinu intervalu (a!, b') a v tomto bodé spotitdme funkéni hodnotu.

s ~
>> x1=(al+bl)/2
x1l =
-0.5000
>> f(x1)
ans =
0.3935
- v

Spocitdme chybu vypoctu, a dokud je vétsi nez ¢, vypocet pokracuje dal.

>> abs(bl-al1)/2
ans =
0.5000

Nalezana data zapiSeme do tabulky.

k ‘ a* sign(f(a")) ‘ Xk sign(f(xF)) ‘ bk sign(f(bY)) ‘ lbk;akl
1] -1 — | -05 +1]0 +]05>10"2

Pripomenime, Ze funkce sign je funkce znaménko, tj. kladnym ¢islim prifadi hodnotu 1 a
zapornym hodnotu —1.

Podle znamének funkénich hodnot f(a'), f(x!), f(b') uréime interval v druhém kroku
(a?,b?). Jelikoz f(a') < 0a f(x') > 0, tedy plati f(a')f(x') < 0, bude v druhém kroku
a>=a'=—-1lab?>=x!=-05.

>> a2=al;
>> b2=x1;
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k_ k
k| o sign(f(d) | xf sign(F(xt)) | bk sign(fph)) | 15
1] -1 — | —-05 + 0 +105>10"2
21 -1 — —0.5 +

Spotitdme x? jako polovinu intervalu (4%, b?) a v tomto bodé spocitdme funkéni hodnotu.
Spocitdme chybu vypoctu, a dokud je vétsi nez ¢, vypocet pokracuje dal.

e N\
>> x2=(a2+b2) /2
X2 =
-0.7500
>> f(x2)
ans =
0.0276
>> abs(b2-a2)/2
ans =
0.2500
. )
k| aF sign(fa) | F sign(f(k) | oF sign(F09) | 15T
1| -1 —| —05 + 0 +| 05>1072
2| -1 — | =075 + | =05 + 1025 > 1072

Podle znamének f(a?), f(x?), f(b?) uréime interval v dalsim kroku (a>,b?). JelikoZ f(a?) <
0a f(x?) > 0, tedy plati f(a®)f(x?) < 0, bude v druhém kroku a®> = a?> = —1ab® = x> =
—0.75.

>> a3=a2;
>> b3=x2;

k| & sign(F(@) | 2 sign(F(e) | ¥ sign(Ft) | 57
1| -1 — |1 =05 + 0 +| 05>10"2
2| —1 — | —0.75 + ] =05 +10.25 > 1072
3| -1 — —-0.75 +
Ve vypoctu pokracujeme dal.
N
(>> x3=(a3+b3) /2
x3 =
-0.8750
>> f(x3)
ans =
-0.1669
>> abs(b3-a3)/2
ans =
0.1250
)
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Podle znamének f(a%), f(x®), f(b®) uréime novy interval (a%,b%). Jelikoz f(x®) < 0 a
f(b®) > 0, tedy plati f(x3)f(b®) < 0, bude v druhém kroku a* = x> = —0.825 a b* =
b® = —0.75.

>> a4d=x3;
>> b4=b3;

K| b sign(f(ab)) * sign(f(xk)) | bk sign(F(b9)) kbl
1 -1 — —0.5 + 0 + 05> 102
2 -1 — | —-0.75 + | —05 +1| 025>10?2
3 -1 — | —0.875 — | —-0.75 + 10125 > 1072
4| —0.875 - —0.75 +
Vypocet pokracuje dél, dokud je chyba vétsinez e.
Data zapisujeme do tabulky.
k ak sign(f(ak)) xk sign(f(x)) bk sign(f(bh)) Ll
1 -1 — —0.5 + 0 + 0.5 > 102
2 -1 —| =075 + —0.5 + 0.25 > 1072
3 -1 — | —0.875 — —0.75 + | 0125 > 1072
4| —0.875 — | —0.8125 — | =075 + | 0.0625 > 102
5| —0.8125 — | —0.7813 — —0.75 + | 0.0313 > 102
6| —0.7813 — | —0.7656 —0.75 + | 0.0156 > 102
7 | —0.7813 — | —0.7734 — | —0.7656 + 1 0.0078 < 102

Chyba 0.0078 je jiz mensi nebo rovna neZ zadana piesnost ¢ = 10~2. Pfibliznou hodnotu
kofene x” = —0.7734 zaokrouhlime na dvé desetinnd mista (nebot’ zadana pfesnost je na
dvé desetinnd mista) a zapiSeme nésledujicim zptisobem.

[ Kofen rovnice 2x + 2 — e¥ = 0je —0.77 + 1072, ]

Ostatni kofeny spocitdme obdobnym zptisobem.

Implementace B

Vypocteme kofen z intervalu (1,2).

Do proménnych a a b zaddme meze intervalu, ktery jsme zjistili separaci. A nastavime
inicializa¢ni hodnotu indexu k.

[>> k=0; a=1; b=2; J

V kazdém kroku zvysime index k o jedna, spocitime x(k) a chybu. Volbu intervalu do
dalsiho kroku provedeme pomoci rozhodovaciho bloku if.
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N
>> k=k+1
k:
1
>> x(k)=(a(k)+b(k))/2
x =
1.5000
>> chyba=(b(k)-a(k))/2
chyba =
0.5000
>> if f(a(k))*f(x(k))<0, a(k+1)=a(k);b(k+1)=x(k);
else a(k+1)=x(k); b(k+1)=b(k);end
L >

rozhodovaci blok str. 33

Nasledujici ¢tyti fadky opakujeme, dokud je chyba vétsi nez zadand pfesnost.

>> k=k+1

>> x(k)=(a(k)+b(k))/2

>> chyba=(b(k)-a(k))/2

>> if f(a(k))*f(x(k))<0, a(k+1)=a(k);b(k+1)=x(k);
else a(k+1)=x(k); b(k+1)=b(k);end

N

=4

rozhodovaci blok str. 33
V sedmém kroku je dosaZena zadand presnost.

g ~
>> k=k+1
k =
7
>> x(k)=(a(k)+b(k))/2
x =
1.5000 1.7500 1.6250 1.6875 1.6563 1.6719
1.6797
>> chyba=(b(k)-a(k))/2
chyba =
0.0078
L 2

PfibliZznou hodnotu kofene zaokrouhlime na dvé desetinnd mista.

[ Kofen rovnice 2x +2 — e* = 0je 1.68 £ 102. ]

6.2. Newtonova metoda
Necht' jsou splnény nésledujici pfedpoklady:
1. f’je nenulové na intervalu (a, b);

2. f” neméni znaménko v intervalu (a,b);

3. plati f(a) - f(b) < 0;
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f(a)

f'(a)

Potom posloupnost {x*} potitana podle vzorce

k1 ok SR

Y

konverguje pro libovolnou potate¢ni aproximaci x° € (a, b).
Vypocet ukonéime p¥i dosazeni zadané presnosti ¢, tj. kdyz plati

4. plati <b—-—aa

(o) _
fig| <t

’xk_xk+1’ <e.

Piiklad 2: Urcete vSechny kofeny rovnice

x —4cos?(x) =0

s ptesnosti ¢ = 10~8. PouZijeme Newtonovou metodou.

. J

Provedeme separaci kofenti. Zaddme funkci na levé strané rovnice f(x) = x —4cos?(x) a
vykreslime jeji graf.

e ~
>> f=0(x)x-4*cos(x)."2

f =
@(x)x-4*cos(x)."2
>> fplot (f,[-1,51)

>> grid on
- )

anonymni funkce str. 24, pfikazy fplot str. 26, grid str. 30




KAPITOLA 6. RESENI NELINEARNICH ROVNIC

Z grafu vidime, Ze rovnice ma tfi koteny (pruseciky s osou x) a to v intervalech (1,2), (2, 3)

a (3,4).

Implementace A

Nejprve budeme pocitat koten z intervalu (3,4). Zadame meze tohoto intervalu.

Spocitdame prvni a druhou derivaci.

f'=148cos(x)sin(x)  f" = —8sin?(x) + 8cos?(x)

-

N
>> df=0(x)1+8*cos(x) .*sin(x)
df =

@(x)1+8*cos(x) .*sin(x)
>> ddf=0@(x) -8*sin(x) .~ 2+8*cos(x)."2
ddf =

@(x)-8*sin(x) . 2+8*cos(x)."2

)

anonymni funkce str. 24

Ovérime pfedpoklady. Pro ovéfeni, zda hodnoty prvni derivace neméni znaménko v inter-
valu (3,4), vytvofime body x z tohoto intervalu, krok volime 0.1.

( ™
>> x=a:0.1:b
x =
Columns 1 through 6
3.0000 3.1000 3.2000 3.3000 3.4000 3.5000
Columns 7 through 11
3.6000 3.7000 3.8000 3.9000 4.0000
>> df (x)
ans =
Columns 1 through 6
-0.1177 0.6676 1.4662 2.2462 2.9765 3.6279
Columns 7 through 11
4.1747 4.5948 4.8717 4.9942 4.9574
- )

dvojtetkova konvence str. 12

Vidime, Ze hodnoty prvni derivace se méni na (3,4) a pfedpoklady tedy nejsou splnény.
Je potfeba nalézt mensi interval, na kterém leZi kofen. Na tomto mensim intervalu opét

ovétime pfedpoklady. Vykreslime graf na (3,4).
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2.5 T T T T T T T T T

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 3.1 3.2 3.3 3.4 35 3.6 3.7 3.8 3.9 4

A vidime, Ze kofen leZi na (3.4,3.6). Na tomto intervalu opét ovéfime piedpoklady.
Zaddme meze nové nalezeného intervalu.

>> a=3.4;
>> b=3.6; J
Pro hodnoty z intervalu (3.4, 3.6) vycislime prvni a druhou derivaci.
<
(>> x=a:0.01:b;
>> df (x)
ans =
Columns 1 through 6
2.9765 3.0456 3.1139 3.1814 3.2480 3.3138
Columns 7 through 12
3.3785 3.4424 3.5053 3.5671 3.6279 3.6877
Columns 13 through 18
3.7464 3.8040 3.8605 3.9159 3.9701 4.0230
Columns 19 through 21
4.0748 4.1254 4.1747
\ =4

dvojteckovd konvence str. 12

Vidime, Ze hodnoty prvni derivace se nemeéni na celém (3.4, 3.6).

>> ddf (x)
ans =
Columns 1 through 6
6.9552 6.8747 6.7915 6.7056 6.6170 6.5258
Columns 7 through 12
6.4320 6.3355 6.2366 6.1351 6.0312 5.9249
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Columns 13 through 18

5.8162 5.70562 5.5919 5.4764 5.3587 5.2388
Columns 19 through 21

5.1168 4.9928 4.8668

N )

Vidime, Ze hodnoty druhé derivace se neméni na celém (3.4, 3.6).

VN 2

Déle ovéfime platnost jednoduché podminky f(a) - f(b) < 0, kterd zajisti existenci kotene
na daném intervalu.

>> f(a)*f(b)
ans =
-0.1299

Pfedpoklad je splnén, nebot’ hodnota je zdporna.

Nakonec ovéfime platnost nasledujicich podminek JJ:,((Z)) ‘ <b-—-aa %‘ <b-—a.
-
(>> abs(f(a)/df (a))
ans =
0.1138
>> abs (f(b)/df (b))
ans =
0.0918
L >

Obé hodnoty jsou mensinezb —a = 3.6 — 3.4 = 0.2.

Na intervalu (3.4,3.6) jsou vSechny pfedpoklady splnény a je tedy zajisténa konvergence
aproximaci ke koteni rovnice.

Pro vypocet s presnosti 10~8 je potfeba znat hodnoty na vice desetinnych mist, a proto na-
stavime delsi vypis pfikazem format long. Zaddme nejprve pocatecni aproximaci, kterou
muizeme volit jako hodnotu z daného intervalu (3.4,3.6). Zvolime a.

>> format long

>> x0=a

x0 =
3.40000000000000

piikaz format str. 8

Vypocitdme dalsi aproximaci a chybu. Pokud je chyba vétsi neZ ¢, vypocet pokracuje dal.

1_ .0 f(x°) A f(3.4) 34— 4cos?(3.4) B
A COR >4 f'(34) 4 +8cos(3.4)sin(3.4) 3.5138
1 M
>> x1=x0-f(x0)/df (x0)

x1 =
3.51382505776211

>> abs(x0-x1)

ans =
0.11382505776211
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k ‘ xk |xk—1 __xk‘

0 3.4 —
1| 3.51382505776211 0.11382505776211 > 108

Vypocitdme dalsi aproximaci a chybu. Pokud je chyba vétsi nez ¢, vypocet pokracuje dal.
4 )
>> x2=x1-f(x1)/df (x1)

X2 =
3.50225628403900
>> abs(x1-x2)
ans =
0.01156877372312
>> x3=x2-f(x2)/4f (x2)
x3 =
3.50214740099497
>> abs (x2-x3)
ans =
1.088830440254540e-004
>> x4=x3-f(x3)/df (x3)
x4 =
3.50214739121355
>> abs (x3-x4)
ans =
9.781422338761558e-009

o

N

Data zapisujeme do tabulky.

xk

34 —
3.51382505776211 0.11382505776211 > 10~8
3.50225628403900 0.01156877372312 > 10~8
3.50214740099497 1.088830440254540e — 004 > 10~8
3.50214739121355 9.781422338761558¢ — 009 < 10~8

= WO N = O

Chyba je mensi nebo rovna nez e = 1078, proto vypocet ukonéime. Hodnotu x* zao-
krouhlime na osm desetinnych mist a zapiSeme nasledujicim zptisobem.

[ Kofen rovnice x — 4 cos?(x) = 0 je 3.50214739 4+ 10~8. ]

Ostatni kofeny spocitame obdobnym zptisobem.

Implementace B

Najdeme vhodny interval, ve kterém leZi dalsi kofen a na tomto intervalu ovéfime pied-

poklady.

48



KAPITOLA 6. RESENI NELINEARNICH ROVNIC

[>> fplot (£, [2,3])

)

1.5

9 | | | | |

2 2.1 2.2 2.3 24 25 2.6

2.7 2.8

2.9 3

Z grafu vidime, Ze kofen rovnice (prisetik s osou x) lezi v intervalu (2.4,2.6). Ovétime

pfedpoklady Newtonovy metody.

s I
>> a=2.4; b=2.6;
>> x=a:0.05:Db
x =
2.4000 2.4500 2.5000 2.5500 2.6000
>>  df (x)
ans =
-2.9847 -2.9298 -2.8357 -2.7033 -2.5338
>>  ddf (x)
ans =
0.7000 1.4921 2.2693 3.0238 3.7481
>> f(a)*xf(b)
ans =
-0.2293
>> abs(f(a)/df(a))
ans =
0.1674
>> abs(f(b)/df (b))
ans =
0.1811
N )

dvojtetkovd konvence str. 12
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Nastavime dlouhy vypis a zvolime pocate¢ni aproximaci.

>> format long
>> X=a
X =

2.40000000000000

piikaz format str. 8
Vypocitdme dalsi aproximaci, kterou uloZime do proménné xnovy. Spocitdme chybu jako
absolutni hodnotu rozdilu mezi x a xnovy

-

[ N

>> xnovy=x-f(x)/df (x)
Xnovy =
2.47538619175203
>> chyba=abs (x-xnovy)
chyba =
0.07538619175203

)

Pokud je chyba vétsi neZ zadana piesnost budeme opakovat nasledujici tfi ptikazy, tj. ulo-
Zeni pfedchozi aproximace do proménné x, vypocet nové aproximace a chyby.

-

(" M

>> X=XNOvy;
>> xnovy=x-f(x)/df (x)
Xnovy =
2.47646766323749
>> chyba=abs (x-xnovy)
chyba =
0.00108147148546
>> X=XNovy;
>> xnovy=x-f(x)/d4f (x)
Xnovy =
2.47646804730806
>> chyba=abs (x-xnovy)
chyba =
3.840705731228411e-007
>> X=XNovy;
>> xnovy=x-f(x)/df (x)
>> xnovy =
2.47646804730811
>> chyba=abs (x-xnovy)
chyba =
4.884981308350689e-014

Vypocet ukonéime a posledni aproximaci zaokrouhlime na osm desetinnych mist.
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[ Kofen rovnice x — 4 cos?(x) = 0 je 2.47646805 4+ 10~8.

Piikaz fzero

Matlab mé vestavénou funkci pro hledani kofene rovnice fzero. Vstupem tohoto piikazu
je predpis funkce nebo jeji ndzev a hodnota pobliZ hledeného kofene.

-

>> f=0(x)x-4*cos(x)."2
£ =
@(x)x-4*xcos(x)."2
>> fzero(f,1)
ans =
1.0367
>> fzero(f,2)
ans =
2.4765
>> fzero(f,4)
ans =
3.5021

)

piikaz fzero, Matlab help
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7

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC:
PRIME METODY

Uvazujme soustavu linedrnich rovnic
Ax=1b>

s reguldrni ¢tvercovou matici fad n a pfedpokladejme, Ze P, L a U jsou matice, které tvofi
LU-rozklad PA = LU. To znamend, Ze P je permuta¢ni matice, L je dolni trojihelnikova
matice a U je horni trojihelnikova matice. Dosazenim pak ziskdme nasledujici ekvivalence:

Ax=b & PAx=Pb < LUx = Pb.

Predpokladejme, Ze md soustava feSeni x. Zavedeme-li proménnou y = Ux, pfevedeme
tim zadanou soustavu na rovnici
Ly = Pb.

Tu vyfeSime a nalezené y dosadime zpét do rovnice y = Ux, z niZ vypocteme x.
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f Pfiklad 3: Pomoci LU-rozkladu PA = LU feste soustavu

-1 0 3 X1 24
3 -3 6| -|x|=1]-66
1 1 2 X3 16

Vypocet LU-rozkladu s permuta¢ni matici pomoci Gaussovy elimina¢ni metody s vybé-
rem hlavniho prvku mtizeme spocitat bud’ ru¢né, jak jsme to ukdzali v Kapitole . Nyni
si ukdZeme, jak toho dosdhnout pomoci matematického softwaru MATLAB. Bude vhodné
pracovat s zlomky, takZe nejprve pfislusnym zptisobem nastavime piikaz format. Pak vy-
tvofime proménnou A, do niZ uloZime zadanou matici soustavy.

>> format rat 7 nastaveni zlomku na vystup
>> A=[-1 0 3;3 -3 -6;1 1 2];

piikaz format str. 8
Nésledné vyuzijeme piikazu lu, ktery LU-rozklad PA = LU spocte, matice P, L a U ulo-
Zime do pfisludnych proménnych a nechame je zobrazit.

e ~
>> [L U P]=1u(A)
L =
1 0 0
1/3 1 0
-1/3 -1/2 1
U =
3 -3 -6
0 2 4
0 0 3
P =
0 1 0
0 0 1
1 0 0
N )

pfikaz 1u, MATLAB help

Vypottem miizeme ovéfit, Ze skuteéné PA = LU, neboli A = PT LU.

e ™
>> P’xL*U
ans =
-1 0 3
-3 -6
1 1 2
S )

Déle definujeme (sloupcovy) vektor pravé strany soustavy b.

{>> b=[24;-66;16]; l
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Regeni x nalezneme ve dvou krocich. Nejprve vyfesime soustavu Ly = Pb a jakmi-le bu-
deme znét vektor y, vyfeSime soustavu Ux = y. Pro feSeni soustav linedrnich rovnic ndm
MATLAB nabizi fadu prostredkii. Kazdou ze soustav proto vyfesime jinym zptisobem a
¢tenaf sdm se milize rozhodnout, ktery je mu bliZsi.

- N
>> y=inv (L) *P*b I nasobeni inverzni matici k L zleva

y:

-66
38
21

>> x=U\y ), taktez nasobeni inverzni matici k U zleva
x =

-3

5

7
N )

feSeni soustavy linedrnich rovnic str. 19

Regenim dlohy je proto trojice:

X1=-3, xp=5 x3=7.

Pifiklad 4: Naleznéte LU-rozklad A = LU matice

-1 0 3
3 -3 —6
1 1 2

pomoci Gaussovy elimina¢ni metody bez vybéru hlavniho prvku.

| J

Yvs s

Ackoli je pfi ru¢nim pocitani LU-rozklad bez permuta¢ni matice jednodussi dlohou nez
LU-rozklad s permuta¢ni matici, pfi spoluprdci s MATLABem se situace ponékud otaci.
Pfikaz 1u totiZ automaticky provadi vybér hlavniho prvku, s jeho pomoci tudiz vzdy pro-
vadime rozklad PA = LU namisto zde poZadovaného A = LU. Matice L, U jsou obecné
v obou rozkladech rtizné.

Je samoziejmé mozZné si v MATLABu algoritmus pro LU-rozklad bez vybéru hlavniho
prvku naprogramovat. S vyuZitim urcitého triku v8ak mtZete pro dosaZeni stejného cile
pouZit i standardnich prostfedkt MATLABu. Zadanou matici A uloZime ve formé tzv. fidké
matice (anglicky sparse matrix; jde o matice obsahujici velké mnoZstvi nulovych polozek),

protoZe piikaz 1lu pro takové matice dovoluje pfesnéji specifikovat metodu rozkladu.

>> format rat

>> A=sparse([-1 0 3;3 -3 -6;1 1 2]) % definujeme matici A jako
ridkou

A =
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(1,1) -1
(2,1)

(3,1) 1
(2,2) -3
(3,2) 1
(1,3)

(2,3) -6
(3,3) 2

N )

piikaz sparse, MATLAB help
Z vystupu MATLABuU si miiZete vSimnou, Ze fidké matice jsou v MATLABu reprezentovany
nestandardnim zptisobem. Ackoli zadand matice A ¥idkd neni, my ji jako takovou budeme
reprezentovat. Pfikaz, ktery z matice reprezentované jako fidka vyrobi opét matici repre-
zentovanou standardnim zptisobem, je full.
- 2

>> [L,U]=1lu(sparse(A),0); % parametr O zakazuje vyber hlavniho
prvku
>> L=full(L),U=full(U) % matice L a U prevedeme na standardni
matice
L =
1 0 0
-3 1 0
-1 -1/3 1
U=
-1 0 3
-3 3
0 0 6
N 4

pfikaz full, MATLAB help
Vsimnéte si, Ze jsme v piikazu 1u pouzili druhy parametr 0, coZ je moZné pouze u fidkych
matic. Tento parametr ovliviiuje vybér hlavniho prvku pii Gaussové eliminaci. Pokud je
roven 0, k vybéru hlavniho prvku nedochézi.
Matice z LU-rozkladu jsou tedy

1 0 O -1 0 3
L=1]-3 1 o), pP=|0 -3 3
-1 -1/3 1 0O 0 6

Povsimnéte si, Ze jde o zcela jiné matice, nez jaké jsme obdrZeli v predchozi tiloze, ackoli
matice A je totozna.
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8

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC:
ITERACNI METODY

UvaZujme soustavu linedrnich rovnic Ax = b s reguldrni ¢tvercovou matici A = (a;;),
vektorem pravé strany b = (b;) a vektorem neznamych x = (x;). Soustavu pfevedeme na
ekvivalentni soustavu v iteracnim tvaru

x =Cx+d,

kde C je iteracni matice a d je sloupcovy vektor.
Necht’ x(0) je dan4 potatetni aproximace. Vypocet provadime podle rekurentniho vzorce

D —cx® 4+ 4 k=0,1,2,...,
dokud [|xk+D) — x| < e.

8.1. Jacobiho metoda

Prepokladejme, Ze je matice A soustavy linedrnich rovnic ostie diagondlné dominantni. Sou-
stavu Ax = b muZeme zapsat jako

apx1+apxy+---+apx, =b;, i=1,...,n.

Z i-té rovnice vyjadiime i-tou nezndmou a Jacobiho metoda je pak urcena rekurentnimi
vzorci -
1— n
xfkﬂ) = % (bi — Zaijx](k) - Y aijx](k)> , i=1,...,n,
i j=1 j=i+1
prok=0,1,2,....
Diky podmince ostré diagonalni dominance matice A posloupnost vektort x
guje k feSeni.

(k+1) konver-
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( )

Ptiklad 5: Vyfeste soustavu linedrnich rovnic

—Xx1 —6xp +7x3 = 16,
4x1 —5xp +3x3 = 8§,
3x1 —x2 +x3 = 11,

pomoci Jacobiho iteraéni metody s ptesnosti ¢ = 1072.

| J

Zadanou soustavu napiSeme ve tvaru rozsifené matice a nékolika ekvivalentnimi tpra-
vami dosdhneme toho, Ze bude matice soustavy ostfe diagonalné dominantni. To je totiz
podminka postacujici pro konvergenci Jacobiho itera¢ni metody.

—1 —6 7|16\ <+ 3 -1 1|11 -1
4 -5 3|8 ~1 4 -5 3|8 J+
3 -1 1|11/ <+ -1 —6 716
3 -1 1|11 3 -1 1]11
~ 1 —4 2|-3 -1~ 1 —4 2|-3
-1 —6 7|16 3+ -2 =2 5|19
Matice soustavy
3 -1 1
1 -4 2
—2 =25

je ostie diagondlné dominantni, nebot’ 3 >1+1,4>1+42a5>2+2.
Upravenou soustavu pfevedeme na itera¢ni tvar

X1 = %(11 + xp — x3),
Xy = —%(—3—X1—ZX3),
x3 = (194 2x +2x,),

z nichZ doplnénim indext snadno vytvofime rekurentni vzorce pro Jacobiho metodu:

k41 k k

§+) = %<1l+x§)—xé)>,
xékH) = _411 —3—x§k) —2x§k) ,
$0 = (194269 +2449).

Nésledné zvolime (libovolnou) poc¢ate¢ni aproximaci, napiiklad
x(0) — (xio), xéo), xéo)) = (0,0,0).
Dosazenim do rekurentnich vzorcti spo¢teme naslednika inicializa¢niho vektoru

xgl) _ 1 (11+x§0) _x§0)> =1,
(1) —3— xgo) —2x§0)> =3,

1
!
AV = (19420 +2:7) = B,
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Chyba po prvnim kroku m4 velikost
2 — x| g = max{|} — 0,13 -0, |¥ -0} =¥ =38 > 1072

ProtoZe jsme nedosahli poZadované pfesnosti, spoc¢teme dalsi krok.

x§2) _ (11+x§ —x3 ):%( %_?9):%,
NON _%(_3—@ ) = - (-3- G -2. %) - W,

) = LoV +2dV) = (194+2- % +2-3) = .
Chyba ma po druhém kroku velikost
x@) — x| = max 11 107 167 = 189 ~ 28167 > 1072
60

Tento postup opakujeme, dokud je chyba vétsi nez 10~2.
MATLAB ndm miiZe ru¢ni vypocet vyrazné usnadnit. Jacobiho metodu mtZeme imple-
mentovat mnoha zplisoby. Nékteré zakladni implementace si ukdZeme.

Implementace A
Definujeme inicializa¢ni vektor x(®) = (0,0,0).

[>>x=[000]; J

P¥imym prepisem rekurentnich vzorcti do MATLABu spocteme naslednika a nechame si
zobrazit jeho prvky.

p 2
>> xnovy (1) =1/3*(11+x(2)-x(3));

>> xnovy (2)=-1/4%(-3-x(1) -2%xx(3));
>> xnovy (3)=1/5%(19+2xx(2)+2%x(3)) 7 chybejici strednik na konci
prikazu zpusobi, ze MATLAB vypise hodnoty promenne xnovy

Xnovy =
3.6667 0.7500 3.8000

o

S

Dale spocteme velikost chyby.

>> max (abs (xnovy-x))
ans =
3.8000

Diky pfedchozimu ru¢nimu vypoctu pro nas samoziejmé neni Zddnym pfekvapenim, Ze je
velikost chyby vétsi neZ pozadovan4 ptesnost 102 a je tedy tfeba ve vypoctu pokracovat.
Dalsi krok spociva ve vyvoladni stejného kédu v MATLABu. Predtim vSak je nutné ulozit do
proménné x nové spoctenou hodnotu xnovy.

[>> X = XDOVy; J

Ve druhém kroku tedy vSechny vysSe uvedené piikazy zopakujeme. Pro prakticky vypocet
je vyhodné napsat vSechny na jeden radek.
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a N
>> xnovy (1) =1/3*(11+x(2) -x(3)) ; xnovy (2) =-1/4*(-3-x(1) -2*x(3));

xnovy (3)=1/5%(19+2%xx(2) +2*x (3)) ,max (abs (xnovy-x)) ,x=xnovy;
Xnovy =

2.6500 3.5667 5.6200
ans =

2.8167
\ )
Spocetli jsme tedy, Ze x(2) = (2.6500,3.5667,5.6200) a velikost chyby je ||x2) — x|z =
2.8167 > 10~2. Uvedené piikazy budeme v MATLABuU vyvolavat tak dlouho, dokud nedo-
sdhneme poZadované presnosti. Spoc¢tené hodnoty jsou uvedeny v tabulce.

A S S Rl
0 0 0 0 —

1] 3.6667 0.7500 3.8000 3.8000
2 | 2.6500 3.5667 5.5667 2.8167
3 |3.0000 4.1958 6.2867 0.7200
4| 29697 4.6433 6.6783 0.4475
5129883 4.8316 6.8452 0.1883
6| 2.9955 49316 6.9280 0.0881
7129972 49629 6.9661 0.0432
8129989 49823 6.9840 0.0195
9129994 49918 6.9925 0.0094

Hodnoty zaokrouhlime na dvé desetinnd mista a feSeni zapiSeme jako

x1=3+1072% x, =5+10"2, x3 =7+ 102

Implementace B
Rekurentni vzorce napiSeme v maticové formé a pfirozenym zptisobem definujeme matici
C a vektor d.

01 _1 1
3 73 3

D=1 o 1 f.x® 3 —c.x®qq
2 2 9 19
5 5 5

Tyto objekty nyni vytvoiime v MATLABuU. Znovu také definujeme inicializa¢ni vektor x(%).

>> C=[0 1/3 -1/3;1/4 0 1/2;2/5 2/5 0];
>> d=[11/3;3/4;19/5];
>> x=[0 0 0];

Snadno si rozmyslime, Ze kazdy z rekurentnich vzorcti Jacobiho metody mtizeme zapsat
jako soutet prvku vektoru d a skaldrniho sou¢inu fadku matice C a vektoru x(¥). Zapséno
kédem:
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~ ~
>> xnovy (1)=C(1,:)*x’+d(1);

>> xnovy (2)=C(2,:)*x’+d (2);
>> xnovy (3)=C(3,:)*x’+d (3)
Xnovy =

3.6667 0.7500 3.8000
N )

Vsimnéte si, Ze pocitdme s transponovanym vektorem x’. Dlivodem je to, Ze soucin fad-
kového vektoru a slopcového vektoru je roven pravé skalarnimu soucinu téchto vektort.
Chybu spocteme stejnym zptisobem jako v Implementaci A. Prvni krok uzavieme uloZe-
nim noveé spocteného vektoru nachézejiciho se v proménné xnovy do proménné x.

-~ N
>> max (abs (xnovy-x))

ans =
3.8000

>> X=Xnovy;
- J

Nyni bychom se vrétili k rekurentnim vzorclim a spocetli opét hodnotu vektoru novy a
chyby. Cely postup bychom opakovali, dokud by chyba nedosahla poZzadované hodnoty.
Ziskané hodnoty jsou uvedeny v tabulce u Implementace A.

Implementace C
V posledni piedstavené implementaci opét vyuZijeme maticového zdpisu rekurentnich
vzorctli Jacobiho metody. Za¢neme definici potfebnych objekti.

e N\
>> C=[0 1/3 -1/3;1/4 0 1/2;2/5 2/5 0];

>> d=[11/3;3/4;19/5];
>> x=[0;0;0] % pro potreby teto implementace je vyhodne pracovat

se sloupcovymi vektory

0
0

0
N )

Vektor xnovy tentokrat nebudeme vytvéaret po slozkach, ale najednou. Vypocet nového
vektoru, chyby a uloZeni nového vektoru do proménné xnovy provadime zde:

>> xnovy=C*x+d
Xnovy =
3.6667
0.7500
3.8000

>> max (abs (xnovy-x))
ans =
3.8000

>> X=XNOVy;
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N )

Predchozi ptikazy bychom opakovali, dokud by chyba byla vétsi ne 10~2. Hodnoty, které
bychom ziskali, jsou uvedeny v tabulce u Implementace A.

8.2. Gaussova-Seidelova metoda

Prepokladejme, Ze je matice A soustavy linedrnich rovnic ostie diagondlné dominantni. Sou-
stavu Ax = b muZeme zapsat jako

anx1+apxy +---+apux, =b;, i=1,...,n
Z i-té rovnice vyjadiime i-tou nezndmou a Jacobiho metoda je pak urc¢ena rekurentnimi
vzorci
(k1) _ 1 k) v k)
X; = — bi—Zai]-xj - ) x|, i=1,...,mn,

i =1 j=it1

prok=0,1,2,....
Diky podmince ostré diagonalni dominance matice A posloupnost vektorti x**1) konver-
guje k feSeni.

( )

Priklad 6: Vyieste soustavu linedrnich rovnic

—7x1 +x2 +x3 +3x4 —x5 = 14,
x1 +8xy —2x3 —x4 +3x5= 5,
2x1 +3xp —9x3 —2x4 +x5 = =7,
—X1 —Xp +2x3 +8x4 —2x5= 7,
—2x1 +3xp —2x3 +x4 —10x5 = -—18,

pomoci Jacobiho itera¢ni metody s ptesnosti e = 1072,

| J

Matice soustavy
-7 1 1 3 -1
1 8 -2 -1 3
2 3 -9 -2 1
-1 -1 2 8 =2
-2 3 -2 1 -10
je ostte diagondlné dominantni, protoze7 >1+4+1+4+3+1,8 >1+2+1+3,9 >2+3+

2+1,8>1+1+2+42a10 > 2+ 3+ 2+ 1. Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody je
proto zarucena. Soustavu nyni pfevedeme na itera¢ni tvar.
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xlz—;(14—x2—x3—3x4+x5)
xZ:%( 5—x1+2x3+ x4 — 3x5),
x3:—%( 7 —2x1 —3xp +2x4 — X5),
x4:%(7+x1+x2—2x3+2x5),
x5:—%(—18+2x1—3x2+2x3—x4).

Doplnénim indexti ziskame rekurentni vzorce pro Gaussovu-Seidelovu metodu. Méjte na
paméti, Ze na rozdil od Jacobiho metody dopliiujeme na pravé strané rovnosti index (k)
nad diagondlu a index (k + 1) pod diagonalu.

1
xgkﬂ) = —7 (14 — xék) — xék) — 3xik) + xék)) p

1
+1) —§< kH +2xé)+xi) 3xék)>,
x§k+1) _ ;< 7oy (k+1) 3y (k+1)+2 (k) ék))l

x4 % <7+x§k+l) 12D kD) ol ))’
xékJrl) _ 110 ( 18 + 2! (k+1) _3x§k+1) +2x§k+1) _ xfﬂ))_

Inicializaéni vektor zvolime jako x(0) = (0,0,0,0,0). Nasledny vektor spo¢teme dosazenim
do rekurentnich vzorct.

xgl) = —; (14 — xéo) — xéo) — 3x£0) + xéo)) = -2,
xgl) é( 5+2) = 2,
) = —% (—7+2-2+3-§) = 25—4,
xil) :%<7—2—g—2-%> = %,
x) =~ 110( 18-2.243. g 2. %—%):%.
Velikost chyby spocteme jako
) = x| g = max {| - 3-0], |5 —0f, [} —0|, |88 —o|} =

__ 1343 -2
— 1345 ~ 20984 > 102,

Ve vypoctu posloupnosti bychom takto pokracovali, dokud je chyba vétsi nez 10~2. Obdr-
Zeli bychom hodnoty uvedené v tabulce.
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k k k k k -

k xg ) xé ) xé ) xi ) xé ) x5 — x(=1)1

0 0 0 0 0 0 —

1| —2.0000 —0.3750 0.2083 0.5260 2.0984 2.0984

2| —-2.0981 -—1.0318 0.0839 0.9874 1.9921 0.6568

3| —1.9968 —0.9780 0.0099 0.9987 2.0038 0.1013

4| —1.99%6 —0.9995 0.0016 1.0010 1.9992 0.0215

5| —-1.9991 —-0.9993 0.0001 1.0000 2.0000 0.0026
Hodnoty zaokrouhlime na dvé desetinnd mista a feSeni zapiSeme jako x; = —2 41072,
Xp=—-14+10"2,x3=04+10"2,x, =1+10"2, x5 =2+ 1072

Implementace A
Prvni zptisob implementace v MATLABu, ktery si ukdZeme, je velice piimocary. Definu-
jeme nejprve pocatecni aproximaci.

[>>x=[00000]; J

Poté prepiSeme rekurentni vzorce.

e 7
>> xnovy (1)=-1/7%(14-x(2) -x(3) -3*x (4) +x(5)) ;

>> xnovy (2)=1/8*(-5-xnovy (1) +2*x(3)+x(4) -3*x(5));

>> xnovy (3)=-1/9%(-7-2xxnovy (1) -3*xxnovy (2) +2*x (4) -x(5) ) ;

>> xnovy (4)=1/8*(7+xnovy (1) +xnovy (2) -2*xnovy (3)+2*xx(5));

>> xnovy(5)=-1/10%(-18+2*xnovy (1) -3*xnovy (2) +2*xxnovy (3) -xnovy (4)
)

Xnovy =
-2.0000 -0.3750 0.2083 0.5260 2.0984

N

\§

Spocteme velikost chyby.

>> max (abs (xnovy-x))
ans =
2.0984

Vidime, Ze chyba je vétsi neZ poZadovand pfesnost, proto je tieba ve vypoctu pokracovat.
NeZ znovu vyvoldme kéd obsahujici rekurentni vzorce, uloZime nové spo¢tenou hodnotu
do proménné x.

{>> X=XDOVY ; J

Vypoctem vychom ziskaly hodnoty uvedené v tabulce vyse.

Implementace B
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Druhd implementace Gaussovy-Seidelovy metody je o néco sofistikovanéjsi. Nejprve zapi-
Seme iteracni tvar soustavy v maticovém tvaru.

1 1 3 1
0 7 7 7 -7 —2
19 1 1 _3 _5
8 4 8 8 8
_ 2 1 2 1 7 _
11 _1 g 1 7
8 8 4 4 8
103 _1 1 g 9
5 10 5 10 5

Pfirozenym zptisobem jsme definovali matici C a vektor d. TotéZ nyni provedeme v MATLABu.

s ™
>> c=[0 1/7 1/7 3/7 -1/7

-1/8 0 1/4 1/8 -3/8

2/9 1/3 0 -2/9 1/9

1/8 1/8 -1/4 0 1/4

-1/5 3/10 -1/5 1/10 0];
>> d=[-2;-5/8;7/9;7/8;9/5];

-

-

Definujeme nejprve pocateéni aproximaci x(?) = (0,0,0,0,0).

[>> xnovy=[0 0 0 0 0];

N

Z technickych dtvodi uloZime do proménné x hodnotou proménné xnovy.

[>> X=XNOVY ;

N\

MfizZete si rozmyslet, Ze itera¢ni rovnice Gaussovy-Seidelovy metody jsou (obdobné jako
u Jacobiho metody) souétem prvku vektoru d a skaldrnitho sou¢inu fddku matice C a vek-
toru sloZzeného z &asti z prvkii vektoru x%) a xk*1), V MATLABu to mtiZeme zapsat nésle-
dovné.

s ™
>> xnovy (1)=C(1,:)*xnovy’+d (1) ;

>> xnovy (2)=C(2,:)*xnovy’+d(2);
>> xnovy (3)=C(3,:)*xnovy’+d(3);
>> xnovy (4)=C(4,:)*xnovy’+d (4);
>> xnovy (5)=C(5,:)*xnovy’+d(5);
>> xnovy % vysledek po vypoctu nechame zobrazit

-2.0000  -0.3750 0.2083 0.5260 2.0984
\. )

ProtoZe pracujeme s pomérné velkym poctem nezndmych, mohli bychom s vyhodou pou-
zit cyklus for. Pfedchozi kéd bychom pak nahradili timto.

>> for i=1:5, xnovy(i)=C(i,:)*xnovy’+d(i);end
>> xnovy % vysledek po vypoctu nechame zobrazit
-2.0000 -0.3750 0.2083 0.5260 2.0984

piikaz for str. 35

Standardnim zptsobem spocteme velikost chyby.
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>> max (abs (xnovy-x))
ans =
2.0984

Poslednich né&kolik ptikaztl (poéinaje x=xnovy) opakujeme, dokud je chyba vétsf nez 1072,
Ziskané hodnoty opét odpovidaji hodnotdm v tabulce vyse.
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9

INTERPOLACE A APROXIMACE
FUNKCI

Uloha interpolace

Jsou dany vzdjemné rtizné uzly x; a funkéni hodnoty y;, i = 0, ..., n. Hleddme polynom
splnujici interpolacnich rovnosti

pn(xi) =vy;, i=0,...,n,

tedy polynom, jehoz graf budete zadanymi uzly prochazet.

Existuje praveé jeden interpola¢ni polynom stupné nejvyse n, dale popiSeme tfi rtizné zpti-
soby, jak tento polynom nalézt.
9.1. Interpola¢ni polynom v zdkladnim tvaru

Jsou dany vzdjemné rizné uzly x; a funkéni hodnoty y;,i =0, ..., n.
Dosazenim obecného tvaru polynomu

2
pn(x) = ag + a1x + apx” + - - - 4+ ax"
do interpola¢nich rovnosti dostaneme soustavu linedrnich rovnic

ao—i—alxi—i—azxiz—i—---—i—anxl’-l:yi, i=0,...,n,
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kterou lze zapsat maticové jako

1 xo x5 ... xf a Yo
1 xp x% Xt M 1
1L xox x5 ... 4. al|l=|wnr
1 x, x2 X a

n n .« o n n yn

VyfeSenim této soustavy linedrnich rovnic najdeme koeficienty hledaného interpola¢niho

polynomu.

[ Piklad 7: Pro uzly x; a funkéni hodnoty y; dané nasledujici tabulkou

i=0 i=1 i=2
x |0 3 4
yi|2 1 5

sestavte interpola¢ni polynom v zdkladnim tvaru.

|

Nejprve zaddme do vektoru xu uzly x;, do vektoru yu funkéni hodnoty y;.

e ~
>> xu=[0; 3; 4]
Xu =
0
3
4
>> yu=[2; 1; 5]
yu =
2
1
5
N )

Hledany interpolaéni polynom pro n = 2 mé tvar pa(x) = ag + a;x + ax?. Koeficienty

polynomu spocitame jako feSeni soustavy linedrnich rovnic.

1 xo x% ap Yo

1 xy 2 || a | =] mn

1 x x% ap Y2
1 0 07 ao 2
133 |- |a |=]|1
1 4 42 ap 5
1 0 0 ap 2
1 3 9 a | =11
1 4 16 a 5

Sestavime matici soustavu linedrnich rovnic a tuto soustavu vyfesime.
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e N
>> M=[ones(3,1) xu xu." 2]
M =
1 0 0
1 3 9
4 16
>> a=M\yu
a =
2.0000
-3.5833
1.0833
\ Y,
piikaz ones str. 16, feSeni soustavy linedrnich rovnic str. 19
Koeficienty a; jsou zjevné raciondlni ¢isla, a proto si je vypiSeme ve tvaru zlomku.
(>> format rat )
>> a
a =
2
-43/12
13/12
>> format short
>> p=0(x)a(l)+a(2)*x+a(3)*x."2
p =
@(x)a(1l)+a(2)*x+a(3)*x."2
\ Y
piikaz format str. 8
Nalezeny interpolaéni polynom je
pax) =2 = Tox+ 1o
Pro vykresleni grafu nalezeného polynomu p;(x) si vytvofime body xg z intervalu (x, x7)
a spocitdme hodnotu interpola¢niho polynomu py(x) = ag + a1x + axx? v téchto bodech.
>> xg=xu(1) :0.01:xu(end)
Xg =
0 0.0100 0.0200 . . . 3.9900 4.0000
>> yg=p(xg)
yg =
2.0000 1.9643 1.9288 . . . 4.9493 5.0000
\ )

dvojteckova konvence str. 12

Vykreslime graf nalezeného polynomu.

(>> hold on W
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>> plot(xu,yu,’0’)
>> plot(xg,yg)
>> legend(’uzly’,’interpolacni polynom?’)

prikazy plot str. 26, legend str. 30, hold str. 29

5 O

O uzly

interpolacni polynom

9.2. Interpola¢ni polynom v Lagrangeové tvaru
Interpola¢ni polynom v Lagrangeové tvaru je uréen predpisem

P(¥) = yopo(x) +y191(x) + -+ Ynu(x),
kde ¢;(x) jsou polynomy Lagrangeovy bdze dané tlohy

(x—x0) - (x = x1)(x = xi41) - (x — xn)
(i —x0) - (= x1) (% — xj41) -+ (X — xn)

pi(x) =

[ Priklad 8: Pro uzly x; a funkéni hodnoty f; dané nasledujici tabulkou

i=0 i=1 i=2
x |0 3 4
yi|2 1 5

sestavte interpolac¢ni polynom v Lagrangeové tvaru.

& J
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Sestavime Lagrangeovy béze k jednotlivym uzlam.

_ mx)lemx)  (=3)(x—4) 1 o
#o(x) = (xo—x1)(xo—x2) (0-3)(0—4) 12( Y=

_ mx)r-wm)  (-0(-4) 1
filx) = (x1—x)(x1 —x2)  (3-0)(3—-4) =Y

_ mx)-x)  (x-0)x-3) 1
P2(x) = (2 —x)(x2—x1) (4—-0)(4-3) 4 v =3)

Dohromady pak dostdvame

p(x) = Yon(x) + 191 (1) + 1292 () =2+ 1 (r =) x =)+ 1- (—3a(x = 4) ) 45+ Gx(r=3).

Hledany polynom ma tvar

pa(x) = 7 (x~3)(x —4) — 3x(x — 4) + 2x(x ~3).

Zadame uzly.

e ~
>> xu=[0; 3; 4]
Xu =
0
3
4
>> fu=[2; 1; 5]
fu =
2
1
5
N )

Pro vykresleni grafu vytvorime body xg a v téchto bodech spoc¢itdme hodnotu nalezeného
interpola¢niho polynomu.

e ~
>> p=0(x)1/6*%(x-3) .x(x-4) -1/3*x.%(x-4)+5/4*xx.*(x-3)

p:

0(x)1/6%x(x-3) .*x(x-4) -1/3*x.*(x-4)+5/4%x.*(x-3)
>> xg=0:0.01:4

Xg=
0 0.0100 0.0200 . . . 3.9900 4.0000
>>  yg=p(xg)
yg =
2.0000 1.9643 1.9288 . . . 4.9493 5.0000

>> plot(xu,yu,’go’,xg,yg,’b’)
>> legend(’uzly’,’polynom ’)

70



KAPITOLA 9. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI

anonymni funkce str. 24, pfikazy plot str. 26, legend str. 30

5 T T T T T T T O
O uzly

interpolacni polynom

V pfedchozim postupu jsme interpola¢ni polynom sestavili , ru¢né”. UkdZeme postup, jak
sestavit bazové polynomy a interpole¢ni polynom v MATLABu.
Sestavime bazové polynomy. Pfipomerime, Ze ve vektoru xu jsou uzly.

- N
>> phil=0(x) (x-xu(2)) .*(x-xu(3))./((xu(l)-xu(2))*(xu(l)-xu(3)))

phil =
O(x) (x-xu(2)) . *x(x-xu(3))./((xu(l)-xu(2))*(xu(1)-xul3)))

>> phi2=0(x) (x-xu (1)) .*x(x-xu(3)) ./((xu(2)-xu(1))*(xu(2)-xu(3)))
phi2 =
@(x) (x-xu(1)) . *(x-xu(3))./((xu(2)-xu(1))*(xu(2)-xu(3)))

>> phi3=0(x) (x-xu (1)) .*x(x-xu(2))./((xu(3)-xu(1))*(xu(3)-xu(2)))
phi3 =
@(x) (x-xu(1)) . *(x-xu(2))./((xu(3)-xu (1)) *(xu(3)-xu(2)))

>> p=0(x)fu(l)*phil(x)+fu(2)*phi2 (x)+fu(3)*phi3(x)

p =
@(x)fu(l)*phil(x)+fu(2)*phi2(x)+fu(3)*phi3 (x)
. )

anonymni funkce str. 24
Pfedpis interpola¢niho polynomu v MATLABuU je ve formé anonymni funkce, ktery pouZi-
jeme k vykresleni grafu a pfipadné vypoctu hodnoty interpola¢ni polynomu pro urcitou
hodnotu.
Pro vykresleni grafu vytvoiime body xg a v téchto bodech spocitdme hodnotu nalezeného
interpola¢niho polynomu.
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- N
>> xg=0:0.01:4
Xg =
0 0.0100 0.0200 . . . 3.9900 4.0000

>>  yg=p(xg)
yg =

2.0000 1.9643 1.9288 . . . 4.9493 5.0000
>> plot(xu,yu,’go’,xg,yg,’b’)
>> legend(’uzly’,’polynom ’)

. )

dvojteckova konvence str. 12, pitkazy plot str. 26, legend str. 30

[ Priklad 9: Pro uzly x; a funkéni hodnoty tii rznych funkci f;, h; a g; dané nasledujici w
tabulkou
i=0 =l i=2
xi| 0 3 4
fil 2 1 5

g |22 09 48
h |19 12 5.1

sestavte interpola¢ni polynom v Lagrangeové tvaru.

| J

Sestaveni bazovych funkci v MATLABu bylo zdlouhavé a poslouZzilo ndm pouze k vykres-
leni grafu interpola¢niho polynomu. V nasledujicim pfikladé ukaZeme vyhodnost sestavo-
vani polynomu v Lagrangeové tvaru.

Pro hodnoty x; sestavime bdzové polynomy pouze jednou a poté je pouZzijeme k vytvoreni
predpisu interpola¢nich polynomf.

s ™
>> xu=[0; 3; 4]
xu =

0

3

4
>> phil=0(x) (x-xu(2)) .*x(x-xu(3))./((xu(l)-xu(2))*(xu(l)-xu(3)))
phil =

@(x) (x-xu(2)) . *(x-xu(3))./((xu(1)-xu(2))*(xu(l)-xu(3)))
>> phi2=0(x) (x-xu (1)) .*x(x-xu(3)) ./((xu(2)-xu(1))*(xu(2)-xul3)))
phi2 =

0(x) (x-xu(1)) . *x(x-xu(3))./((xu(2) -xu(1))*(xu(2)-xu(3)))
>> phi3=0@(x) (x-xu (1)) .*x(x-xu(2))./((xu(3)-xu(1))*(xu(3)-xu(2)))
phi3 =

@(x) (x-xu(1)) . *x(x-xu(2))./((xu(3)-xu(1))*(xu(3)-xu(2)))
\ )

anonymni funkce str. 24
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Vykreslime grafy jednotlivych nalezenych interpola¢nich polynomi.
e ~
>> xg=0:0.1:4

Xg =

0 0.1000 0.2000 . . . 3.9000 4.0000

>> fu=[2; 1; 5];
>> fg=fu(l)*phil(xg)+fu(2)*phi2(xg)+fu(3)*phi3d(xg)
fg =

2.0000 1.6525 1.3267 . . . 4.5025 5.0000
>> gu=[2.2; 0.9; 4.8] ;
>> gg=gu(1)*phil(xg)+gu(2)*phi2(xg)+gu(3)*phi3 (xg)
gg =
2.2000 1.8425 1.5067 . . .4.3125 4.8000
>> hu=[1.9; 1.2; 5.1];
>>  hg=hu (1) *phil (xg)+hu(2)*phi2(xg)+hu(3) *phi3 (xg)
hg =

1.9000 1.5770 1.2747 . . . 4.6170 5.1000
>> plot(xu,fu,’bo’,xg,fg,’b’,xu,gu,’ro’,xg,gg,’r’ ,xu,hu,’go’,xg,
hg,)g))

>> legend (’uzly f’,’polynom f’,’uzl > ,’polynom >, 2uzly h’,”?
g y poly y g poly g y

polynom h?’)
N )

dvojteckovd konvence str. 12, piikazy plot str. 26, legend str. 30

T
® uzlyf
polynom f
® uzlyg
polynom g

® uzlyh
polynom h
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9.3. Interpola¢ni polynom v Newtonové tvaru

Interpola¢ni polynom v Newtonové tvaru je uréen predpisem

p(x) =yo + flx1,x0] (x — x0) + f[x2, x1, x0] (x — x0) (x — x1)+
+ flxs, x2, %1, x0](x — x0)(x — x1)(x —x2) + - - +
+f[xn;- . '/xO](x - XO)(X - xl) T (x - xnfl)/

kde f[x1,x0] je pomérna diference 1. ¥fadu., f[xp, x1, x0] je pomérna diference 2. ¥fadu, az
flxn, ..., x0] je pomérnd diference ¥adu n.

Ptiklad pro n = 4.
Vypocet pomérnych diferenci pro n = 4 je proveden v nasledujici tabulce:

1.rad 2.rad 3.rad 4.rad
Ll x| flxienx] | flxico, Xign Xil | flXirs, Xigo, Xiv1, Xi] | f[Xiga, Xivs Xivo, Xit1, Xi]
0|xo fo|flxi,xo] =] flxa,x1, %] = | flxs, x2,%1,%0] = flxa, x3,%2, %1, X0] =
_ h—fo _ floxal—flax] | _ flxaxex]—flxaxixo] | _ flxaxsxo,x1]—f[x3,x2,%1,%)]
X1—X0 X2 —X0 X3—X0 X4—X0
Llxy fi] flxa,x] = | flxs,xo,x1] = | flxa, x3,x20,%1] =
_ h—f _ flxaxo]=flxam] | _ flxaxsxa]—f[xs,x2,x1]
Xp—Xq X3—X1 X4—X1
2 x2 fo flxs, x2] = | flxg, x3,%2] =
— f37f2 — f[X4,X3}*f[X3,XQ}
X3—X2 X4—X2
3|x3 f3| flxa,x3] =
_ fufs
X4—X3
4 x ful | | |
Interpola¢ni polynom v Newtonoveé tvaru pro n = 4 je ur¢en predpisem
p(x) =yo + flx1, xo] (x — x0) + flx2, x1, x0] (x — x0) (x — x1)+
—|—f[X3, X2, xl/xO] (x - xO)(x - xl)(x - x2)+
+ flxg, x3, %2, x1, %] (x — x0) (x — x1) (x — x2) (x — x3) .
Piiklad 10: Pro uzly x; a funkéni hodnoty f; dané nasledujici tabulkou
=0 i=1 =2
x |0 3 4
fil2 1 5
sestavte interpolacni polynom v Newtonové tvaru.
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Vypocet pomérnych diferenci je proveden v nasledujici tabulce:

i|x vy |1¥ad 2.¥ad
1 13
3
4

12

N — O
=~ W o
g~ N

Pomoci hodnot vypoctenych v prvnim faddku tabulky sestavime interpola¢ni polynom.

13

1
p(x)—2—§(x—0)+ﬁ(x—0)(x—3).
1 13
p(x)—2—§x+ﬁx(x—3)
e I
>> x=[0; 3; 4]
x =
0
3
4
>> y=[2; 1; 5]
y =
2
1
5
>> format rat
>> n=length(x);
\ )

piikazy format str. 8, length str. 11
Diference nultého ¥ddu jsou funkéni hodnoty v uzlech, tj. y;. Diference prvniho fadu se

podita podle vzorce f[x;iq,x;] = %
e N
>> dfO0=y
dfo =
2 1 5

>> for i=1:n-1, df1(i)=(df0(i+1)-df0(i))/(x(i+1)-x(i)), end
df1 =

-1/3
df1 =

-1/3 4
>> for i=1:n-2, df2(i)=(df1(i+1)-df1(i))/(x(i+2)-x(i)), end
df2 =

13/12
N W

cyklus for str. 35
Sestavime interpolacni polynom a vykreslime jeho graf spole¢né se zadanymi uzly.
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>>
>>

xg

>>
yg

>>
>>
>>
>>

format short
xg=x(1):0.01:x(3)

0 0.0100 0.0200 . . . 3.9900 4.0000
yg=dfo (1) +df1 (1) *x(xg-x (1)) +df2 (1) *x(xg-x(1)) .*x(xg-x(2))
2.0000 1.9643 1.9288 . . . 4.9493 5.0000
plot(x,y,’go’)
hold on
plot (xg,yg)
legend(’uzly’,’interpolacni polynom?’)

)

dvojteckovd konvence str. 12, pfikazyformat str. 8, plot str. 26, hold str. 29, legend str. 30

5 0]
O uzly

interpolacni polynom

3

Pfiklad 11: K datim z ptedchoziho pfikladu pfidejte uzel x3 = 1,y3 = 5 a najdéte
interpola¢ni polynom.

Do tabulky pomérnych diferenci pfiddme uzel a dopocitdme diferenci 1.fadu f|x3, x2], 2.
fadu f[xs, x2, x1] a spotitdime pomérou diferenci 3. ¥adu f|[x3, x2, X1, Xo].

| x; fi|1¥ad 2¥ad 3.rad
i=0|0 2| -3 p 3
i=1]3 1 4
i=2|4 5 z
i=3|1 3
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K interpola¢nimu polynomu pfiddme dalsi ¢len.

13

D= 0)(x=3) + 5 (x— 0)(x ~3)(x — 4).

pl) =2 3(x~0)+

Nalezeny interpola¢ni polynem je

p(x)=2— %x - gx(x -3)+ %x(x —3)(x —4).

Pfiddme hodnoty nového uzly k vektoriim x a y.

-
>> x=[x; 1]

X =

> w O

1
>> y=[y;1.5]
y =
.0000
.0000
.0000
.5000

= O = N

=

S

Dopocitame diferenci 1.¥adu f[x3, xp] 2. Fadu. f[xs, x2, x1].

-
>> format rat

>> n=length(x);
>> dfO=y
dfo =

g = N

3/2
>> for i=1:n-1,
df1 =

df1(i)=(df0o(i+1)-df0o(i))/(x(i+1)-x(i)),

-1/3

df1
-1/3 4
df1

>> for
df2 =

df2 =

-1/3
i=1:n-2,

13/12

13/12

4 7/6
df2(i)=(df1(i+1)-df1(i))/(x(i+2)-x(i)),

17/12

end

end
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cyklus for str. 35, ptikazy format str. 8, length str. 11
Spotitdime pomérou diferenci 3. fadu f[x3, x2, X1, Xo.

>> for i=1:n-3, df3(i)=(df2(i+1)-df2(i))/(x(i+3)-x(i)), end
df3 =
1/3

cyklus for str. 35
Rozsifime interpolacni polynomu o dalsi ¢len a spocitdime jeho hodnoty v bodech xg.

p
>> xg=min(x):0.01:max(x);

>> yg=df0 (1)+df1 (1) *(xg-x(1))+df2 (1) *(xg-x(1)) .*x(xg-x(2))+df3 (1)
*(xg-x(1)) . *(xg-x(2)) .*(xg-x(3))
Y& =
2.0000 2.0040 2.0078 ... 4.9361 5.0000
>> plot(x,y,’go’)
>> hold on
>> plot(xg,yg)

>> legend(’uzly’,’interpolacni polynom?’)
N W

piikazyformat str. 8, plot str. 26, hold str. 29, legend str. 30, max, min str. 18

5 T T T T T T T ©
O uzly

interpolacni polynom n

9.4. Aproximace metodou nejmensSich ¢tverci

Necht” jsou dény vzdjemné rizné uzly x; a funkéni hodnoty y;, i = 1,...,n. Necht' jsou
dany také funkce ¢1(x) a ¢2(x). Chceme nalézt hodnoty c1,¢; € R tak, aby funkce tvaru
@(x) = c191(x) + c2¢2(x) byla nejlepsi aproximaci dat ve smyslu nejmensich ¢tverct.

K tomu je tfeba nejprve sestavit normdlni rovnice. Ty maji tvar
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c1 il (p1(x:))* + 2 i P1(x;) - p2(x;) = iyi - p1(xi),

i=1

n

C1 é @2(xi) - o1(x;) + 2 Z (q02(xi))2 _

i=1 i

Yi - ¢2(x;).

-

Il
[uay

Takovou soustavu je pak snadné vytesit a nalézt tak ty spravné koeficienty c1,c; € R.

Piiklad 12: Aproximujte nasledujici data

=0 i=1  i=2  i=3  i=4  i=5 i=6 i=7 i=8 i=9
xi|-23 -13 06 15 28 33 46 59 78 93
y; | -51 -15 8 31 -47 -11 -101 -110 -223 -307

metodou nejmensich ¢tverct

a) funkci

@(x) = ¢y sin(x) + cpx2,

b) linearni funkci
{(x) =dix + dy.

Ziskané vysledky porovnejte jak graficky, tak ¢iselné.

Ptipad a
V naSem piipadé je ¢1(x) = sinx a @o(x) = x2. Soustavu mtiZeme s vyhodou zapsat

v maticovém tvaru. Definujeme také pomocnou matici G, a vektor d,.
( Y (o1(x)? T gi(xi) - (Pz(xz‘)> , (C1> _ (Z?_l Yi- ¢1(xi))
Yit1 92(xi) - ¢1(xi) 1 (g2(xi))? c2 YicaYi- ¢2(xi)

VyfeSenim této soustavy linedrnich rovnic ziskdme hodnoty koeficientti ¢y, ¢, pro néz je
funkce ¢(x) nejlepsi aproximaci zadanych dat ve smyslu nejmensich ¢tverci.
V MATLABu nejprve zadame data.

>> x=[-2.3 -1.3 0.6 1.5 2.8 3.3 4.6 5.9 7.8 9.3];
>> y=[-61 -15 8 31 -47 -11 -101 -110 -223 -307];

Nésledné definujeme funkce @1 (x) = sinx a ¢»(x) = x> v MATLABuU pod proménnymi 1,
2.

>> f1=0(x)sin(x);
>> f2=0(x)x."2;
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teckova notace 17
Pro vypocet budeme potiebovat také matici soustavy normalnich rovnic G, a vektor pravé
strany d,.

e N
>> Ga=[sum(f1(x)."2) sum(f1(x) .*xf2(x));sum(f2(x) .*f1(x)) sum(£f2(

x)."2)]

Ga
1.0e+004 =
0.0005 0.0035
0.0035 1.3058

>> da=[sum(f1(x) .*y);sum(£f2(x) .*y)]
da =
1.0e+004 =x
-0.0045

~4.6797
\. )

piikaz sum str. 18

Soustavu normdlnich rovnic vyfesime jednou z mnoha metod, které MATLAB nabizi.

>> c=Ga\lda
16.2406
-3.6277

feSeni soustavy linedrnich rovnic str. 19

Hledana aproximace nejlepsi ve smyslu nejmensich ¢tvercti ma tedy tvar (koeficienty
zaokrouhlujeme na ¢tyfi desetinna mista):

¢(x) = 16.2406 sin x — 3.6277x>.

Ptipad b

Postup vypoctu je obdobny jako vyse, budeme proto stru¢néjsi a soustiedime se zejména
na popis odlisnosti. Definujeme funkce {;1(x) = 1a {2(x) = x v MATLABu pod promén-
nymi p1, p2. Pak matici soustavy normdlnich rovnic Gy, a vektor pravé strany d,.

( R
>> pl=0(x)x."0;

>> p2=0(x)x;
>> Gb=[sum(pl(x)."2) sum(pl(x).*p2(x));sum(p2(x).*pl(x)) sum(p2(
x)."2)]
Gb =
10.0000 32.2000
32.2000 231.6200
>> db=[sum(pl(x) .*y);sum(p2(x) .*xy)]
db =
1.0e+003 *
-0.8260
-5.6879
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teckova notace, piikaz sum str. 18
Pfi definici funkce p2 v MATLABu jsme se museli uchylit k drobnému technickému triku a
vyuzit rovnosti 1 = 0. Kdybychom tak neucinili, museli bychom prvek v prvnim fadku
a prvnim sloupci matice Gy, definovat ru¢né jako Y 3(x) = Y7 1 = 10 (coZ je pocet bodt
v tabulce).
Vytesime soustavu normalnich rovnic.

>> d=Gb\db
-6.3842
-23.6695

feSeni soustavy linedrnich rovnic str. 19

Hledana aproximace nejlepsi ve smyslu nejmensich ¢tvercti md tedy tvar (koeficienty
zaokrouhlujeme na ¢tyfi desetinnd mista):

7(x) = —6.3842 — 23.6695x.

Porovnani aproximaci

Ziskané aproximace nyni uloZime do proménnych f a p. Pfipomerime, Ze koeficienty ¢y, c2
(resp. dy, d2) jsme pravé spocetli a uloZili do proménné c (resp. d); jejich hodnoty jsou tudiz
c(1) ac(2) (resp.d(1),d(2)).

>> f=0(x)c(1)*xf1(x)+c(2)*xf2(x);

>> p=0(x)d (1) *pl1(x)+d(2)*p2(x);

Nyni porovndme soucty ¢tvercti vzdalenosti nalezenych aproximaci od zadanych dat, tj.
10 ) 10 )
Y (o(xi) —wi)®, Y (C(xi) —wi)™.
i=1 i=1

Vypocet provedeme v MATLABuU.

- ~
>> sum ((£f(x)-y).~2)

ans =

3.4327e+003
>> sum ((p(x)-y)."2)
ans =

3.2557e+004
. )

ProtoZe je 3432 < 32557, je funkce ¢(x) lepsi aproximaci nez {(x).

Nakonec nechdme MATLAB vykreslit grafy ziskanych aproximaci ¢(x), {(x) spoletné se
zndzornénim zadanych bodt. Také z grafh je patrné, Ze lepsi apriximaci dat poskytuje
funkce @(x).

>> x1=-2.3:0.1:9.3; % pro potreby grafu vytvorime vektor
pokryvajici vsechny zadane body, jako krok volime standardne
0.1
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o

>> plot(x,y,’go’,x1,f(x1),’b-",x1,p(x1),’k-") 7 data vykreslime
jako zelena kolecka a nalezene aproximace jako modrou, resp.

cernou caru

>> legend(’zadana data’,’aproximace f’,’aproximace p’)

grafu zobrazime legendu

% ke

>

-100

-150

-200

-250

-300

pfikaz plot str. 26

© zadanadata
aproximace f

aproximace p
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KAPITOLA

10

NUMERICKE INTEGROVANI A
DERIVOVANI

10.1. Vypocet integrialu se zadanou pfesnosti

SloZené Simpsonovo pravidlo

Pravidlo slouZzi k aproximaci hodnoty urcitého integralu

/abf(x) dx.

Rozdélime interval (g, b) na 2m stejné dlouhych dilkd, m > 2, s krokem h = (b —a)/(2m),
takZe budeme mit lichy pocet uzlt x; = a +ih,i =0,1,...,2m. Pak

m m—1
/abf(x) dx ~ g [f(xo) +4Y fxaicn) +2 ) fxi) + f(x2m)

i=1 i=1

Piiklad 13: Vypoctéte integrél

¢ Inx
/ dx
1 V9 —x2
sloZenou Simpsonovou formuli se zadanou pfesnosti e = 105,

| J

Nejprve definujeme funkci f a integra¢ni meze uloZime do proménnych a, b.

>> £f=0(x)log(x)./sqrt(9-x.~2); % nezapomente na teckovou notaci,
zde je nutna
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>> a=1;
>> b=exp (1) ;

Pfipomernime, Ze pfirozeny logaritmus v MATLABu naleznete jako log a Eulerovo ¢islo
byste pod proménnou e zase hledali zbytecné — je tfeba definovat pomoci exponencidlni
funkce.

Dale budeme pocitat integral sloZenou Simpsonovou formuli pron = 2,4, 8,16, ..., dokud
bude chyba vétsi nez zadana presnost, §j. | I, — Ly| > e.

Chceme-li integrovat funkci f na intervalu (a, b) sloZenou Simpsonovou formuli, musime
nejprve zadany interval rozdélit na 2m stejné dlouhych dilkt, kde m € IN. Dilky pak budou
mit velikost h = (b —a)/(2m) a dostaneme lichy pocet uzlti x; = a+ih, i =0,1,...,2m.
Meéjte na paméti, Ze sloZend Simpsonova formule pro krok i pak ma tvar

m m—1
b= 5 £ 40 Fle) +2 1 Flen) + floan)
i=1 i=

Abychom vypocet trochu urychlili, bude v prvnim kroku m = 2. Interval tedy rozdélime
nan = 2m = 4 stejné velké dilky velikosti i = (b —a)/n s uzlovymibody x;,i = 0,1,...,n.
Délku kroku i uzlové body mtizeme snadno spocist:

-1
= = ~ 0.42
h - 1 0.429¢,

Xo=a=1,

X1 =a+h~ 14296,

xo = a+2h ~ 1.8591,

x3 = a+ 3h ~ 2.2887,

X4 =a-+4h =e =~ 2.7183.

TotéZ nyni provedeme v MATLABu. Uzly uloZime jako vektor do proménné x.

s N
>> m=2;

>> n=2%m;
>> h=(b-a)/n
h=

0.4296

>> x=a:h:b
X:

1.0000 1.4296 1.8591 2.2887 2.7183
N )

Klicem k elegantnimu vypoctu v MATLABuU je umét jednoduse zapsat sumy v Simpsonoveé
formuli. Jak si si poradit naptiklad se sumou )" ; f(x2;_1)? Jednoduse — pro m = 2 s¢itdme

f(xoi1) = f(x1) + f(x3),

2
—

1

tj. funéni hodnoty funkce f v druhém a ¢tvrtém prvku vektoru (xo, x1, X2, X3, x4 ), ktery jsme
v MATLABu ulozili do proménné x. S¢itdme tedy fukéni hodnoty prvk na sudijch pozicich
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tohoto vektoru. Pfipomeneme si nyni, jak v MATLABu z vektoru vybrat prvky na sudych
pozicich, jak spocist jejich funkéni hodnoty a jak je secist.

4 I
>> x(2:2:4)

ans =
1.4296 2.2887

>> sum(f(x(2:2:4)))
ans =

0.5624
\ )
piikaz sum str. 18

V tuto chvili by pro vas mél byt prepis celého vzorce Simpsonovy formule do MATLABu
hrackou. Numerickou hodnotu integrdlu spo¢teme a uloZime do proménné Inovy.

>> Inovy=h/3*(f(x(1))+4*sum(f(x(2:2:n)))+2*xsum(f(x(3:2:n)))+f(x(
n+1)))
Inovy =
0.5104

Spoctenou hodnotu bychom méli porovnat s hodnotou spoctenou v pfedchozim kroku
(§. pfi dvojndsobné velikosti kroku). ProtoZe jsme vSak s vypoctem praveé zacali, nemame
s ¢im porovndvat a je tfeba pokracovat. Spo¢tenou hodnotu integralu pouze uloZime do
proménné I. Pak zdvojndsobime hodnotu m na m = 4 a cely vypocet zopakujeme.

e )
>> I=Inovy;

>> m=2*m;
>> n=2*m;
>> h=(b-a)/n;
>> x=a:h:b;
>> Inovy=h/3*(f(x(1))+4*sum(f(x(2:2:n)))+2*sum(£f(x(3:2:n)))+f(x(
n+1)))
Inovy =
0.5071
N )
V tuto chvili mtZzem odhadnout chybu. Spo¢teme |I;, — I,| ~ |0.5104 — 0.5071| = 0.0033.
V MATLABu:

>> abs (Inovy-1I)
ans =
0.0033

JelikoZ 0.0033 > 1078, je tfeba ve vypoctu pokratovat. Zdvojndsobime opét pocet dilkfi,
tentokrat na m = 8. VSechny piikazy, které budeme opakovat, dokud nedosdhneme poZza-
dované pfesnosti, tentokrat napiSeme najednou.

>> I=Inovy;
>> m=2*m;
>> n=2*m;
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>>
>>
>>
>>
Ino

ans

N

h=(b-a)/n;

x=a:h:b;

Inovy=h/3*%(f(x(1))+4*sum(x(2:2:n))+2*sum(x(3:2:n))+f(x(n+1)))
abs (Inovy-1)

vy =
0.5067

1.0000e-004

2

Opét 10 > 1078, je proto nutné pokracovat. ProtoZe cilime na ptesnost 10~%, nebudou

nam samoziejmeé stacit ¢tyfi desetinnd mista, kterA MATLAB zobrazuje pfi formatu short.

Je tfeba pfepnout format vystupu na long.

[>> format long

J

piikaz format str. 8

V tuto chvili sta¢i napsat vSechny vySe uvedené piikazy na jeden fadek a opakovat je,
dokud je chyba vétsi nez 10~%. Vypoctem byste ziskali nasledujici hodnoty.

n=2m | h| Iy | [h—ILnl  e=10"3 = 0.001
4 | 0.42957046 | 0.51036199 — B
8 | 0.21478523 | 050708297 | 0.00327902 > 1078
16 | 0.10739261 | 0.50665442 | 0.00042855 > 1078
32 | 0.05369631 | 0.50661499 | 0.00003943 > 10_8
64 | 0.02684815 | 0.50661211 | 0.00000288 >10_8
128 | 0.01342408 | 0.50661192 | 0.00000019 >1078
256 | 0.00671204 | 0.50661191 | 0.00000001 >1078
512 | 0.00335602 | 0.50661191 | 0.00000000 < 10
Vysledek zapiSeme jako
/e Y r — 050661191 + 10
1 V9 — 22 ' '

Piikaz quad
V MATLABu pfitomen piikaz quad pro numerické integrovani. Pfikaz pouzivad adaptivni
rekurzivni Simpsonovo pravidla. Jednd se o metodu, kterou jsme se zde nezabyvali. Piikaz
vSak mlizeme pouZit k ovéfeni spravnosti predchoziho vypoctu.

~

ans

S presnosti

>> £=0(x)log(x)./sqrt(9-x."2);
>> format long format vystupu zmenime na presnejsi
>> quad(f,1,exp(1) ,1e-8) 7 spocteme

1e-8

0.50661191096231

% definujeme funkci

>long’

integral z f od 1 do exp(1l)
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Vsimnéme si, Ze se hodnota ziskana pfikazem quad skute¢né na prvnich osmi desetinnych
mistech shoduje s vysledkem, ktery jsme ziskali sloZenym Simpsonovym pravidlem.

10.2. Numerické derivovani

[ Ptiklad 14: Pro funkci
f(x) = sin(x?)

vypoctéte piiblizné jeji prvni derivaci na intervalu (0,2) pomoci vzorce

fl(x) _ f(x—i_h)z_hf(x_h)

s krokem h = 0.25.

Vypocet hodnot x; je snadny x; = 0, xp = 0.25, x3 =0.5,...x3 = 1.75, xg = 2.
Vypotitame piibliznou hodnotu derivace f'(x7)

flx3) = f(x) _ sin(x3) — sin(x?) _ sin(0.5%) — sin(0?)

/ _ —
floa) == "—1 - o = 0.4948
hodnotu derivace f'(x3)
_ 2 (2)  gin(x2 : 2\ g 2
F(x3) = f(xa) — f(x2) _ sin(xj) —sin(x3) _ sin(0.75%) —sin(0.25%) _ 0.9417

X4 — X2 X4 — Xp 0.75—-0.25

Obdobné se spocitaji viechny hodnoty f'(x;) proi = 4,...,8. Zaddme velikost kroku & a
vytvofime hodnoty s krokem / na intervalu (0, 2) pomoci dvojtecky.

s ™
>> h=0.25
h =
0.2500
>> x=0:h:2
x =
Columns 1 through 6
0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500
Columns 7 through 9
1.5000 1.7500 2.0000
- )

dvojteckovd konvence str. 12

Zadame funkci f.

>> f=0(x)sin(x."2)
£ =
0(x)sin(x."2)

anonymni funkce str. 24
Nejprve spocitdme pocet n hodnot x;. Pomoci cyklu spocitdme priblizné hodnoty derivace
podle vzorce v zadani. Pfipometime, Ze hodnoty pocitdme pouze ve vnitinich bodech, tedy
pro xz,...,Xxs.
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e ™
>> n=length (x)
n =
9

>> for i=2:n-1, fd(i)=(f(x(i+1))-f(x(i-1)))/(2*xh); end
>> fd
fd =

Columns 1 through 6

0 0.4948 0.9417 1.1881 0.9333 -0.1268
Columns 7 through 8

~1.8419  -3.0698
N )

piikaz length str. 11, cyklus for str. 35
Vsimnéme si, Ze pfi vytvareni vektoru fd v cyklu jsme do néj zapisovali hodnoty £d (2)
... £d(8). MATLAB v38ak do £d(1) zapsal hodnotu 0 pouze z technickych davodi, nebot’
nemohl nechat £d(1) prazdné.

Priblizné hodnoty derivace.
x;| 0 02500 05000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000

£ (x;) ‘— 0.4948 09417 1.1881 0.9333 -0.1268 -1.8419 -3.0698 —
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KAPITOLA

11

OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE:
POCATECNI ULOHY

Pocatecni tiloha pro obycejnou diferencidlni rovnici

Hleddme funkci y = y(x), kterd na intervalu (a,b) vyhovuje diferencélni rovnici s poca-
te¢ni podminkou

y'(x) =floy(x)  yla)=c

11.1. Eulerova metoda

Interval (4, b) rozdélime na ekvidistantni uzly s krokem h
xi=a+ih i=0,1,...,n,

kden = %.
Pak spot&itame &isla yo = ¢, y1, Y2, - - -, Yn, kterd aproximuji hodnoty ptesného feseni y(xo),

y(x1), y(x2), ..., y(xn):

Yo = G
Yir1 = Yi+hf(x;,y;), i=0,1,...,n—1.

Ptiklad 15: Poclatecni tilohu

y=y—-++2, y(0)=-1

feste na intervalu (0, 2). Pouzijte Eulerovu metodu s krokem h = 0.5.

| J
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Zadame krajni meze intervalu (a, b), hodnotu pocate¢ni podminky c a funkci pravé strany
diferencidlni rovnice f.

>> a=0

-1
>> f=0(x,y) (y-x.~2+2)
f=

Q(x,y) (y-x.72+2)

-

=
anonymni funkce str. 24

Zadame velikost kroku h a vypotitdme pocet dilti déleni n = &4 = 20 — 4,

“h T 05
>> h=0.5
h =
0.5000
>> n=(b-a)/h
n =
4
\ Y
Vypocitame hodnoty x; = a +ihproi =0,...,n
xo=a=0,
x1=a+h=0+05=0.5,
Xp=a+2h=0+2-05=1,
x3=a+3h=0+3-05=15,
x4 =a+4h=0+4-05=2.
Pomoci dvojteckové konvence spocitame x; v MATLABu.
>> x=a:h:b
x =
0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000

dvojteckovd konvence str. 12
Zadame hodnotu yp = c a spocitdme ostatni hodnoty y.

Yyo=c=—1
yi=yo+h-f(xo,y0) = —1+0.5~(—1—02+2) — _05
yo=yi+h- f(x,y1) = 05405 (—0.5—0.5% +2) = 0.125
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ys = vo+h- f(x2,y2) = 0125+ 0.5- (0.125 — 12+ 2) = 0.6875

Yy =y3+h- f(x3,y3) = 0.6875 + 0.5 - (0.6875 — 1.5% +2) = 0.9036

Pfipomerime, Ze v MATLABu se indexuje od 1, tedy hodnoty vo, y1, ..., y, se uloZi do pro-

ménnych y(1),y(2), ..., y(n+1).

~ N
>> y(1)=c
y =
-1
>> for i=1:n, y(i+1)=y(i)+h*xf(x(i),y(i)), end
y =
-1.0000 -0.5000
y =
-1.0000 -0.5000 0.1250
y =
-1.0000 -0.5000 0.1250 0.6875
y =
-1.0000 -0.5000 0.1250 0.6875 0.9063
\ =

Hodnoty numerického feSeni vypiSeme do tabulky a vykreslime graf.

ptikaz for str. 35

e N\
>> [x;y]
ans =
0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000
-1.0000 -0.5000 0.1250 0.6875 0.9063
>> plot(x,y,’b.-7)
N )

piikaz plot str. 26

0.8

0.4
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4 )\

Nalezené numerické feSeni diferencidlni rovnice je:

xi| 0 05 1 1.5 2
yi|-1 -05 0125 0.6875 0.9063
Piiklad 16: Porovnejte feSeni predchozi tilohy s feSeni pro krok i = 0.1.

Nejprve ulozime do proménnych x05 a y05 feSeni pro krok i = 0.5 a pro dalsi vypocet
smazeme promeénné x, y, n, h.

x05=x; y0b=y; J

clear x y n h

piikaz clear str. 8

Zadame velikost kroku h a vypocitdme pocet dili déleni n.

e N
>> h=0.1
h:
0.1000
>> n=(b-a)/h
n=
20
. ¥

Pomoci dvojteckové konvence vypocitdme hodnoty x;.

dvojteckovd konvence str. 12

Zadame hodnotu prvni hodnotu yg a spoc¢itdime ostatni hodnoty v.

>> y(1)=c
y' =
-1
>> for i=1:n, y(i+1)=y(i)+h*xf(x(i),y(i)); end

piikaz for str. 35
Hodnoty numerického feSeni vypiSeme do tabulky.

>> [x;y]
ans =
Columns 1 through 6

0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000
-1.0000 -0.9000 -0.7910 -0.6741 -0.5505 -0.4216
Columns 7 through 12
0.6000 0.7000 0.8000 0.9000 1.0000 1.1000
-0.2887 -0.1536 -0.0179 0.1163 0.2469 0.3716

Columns 13 through 18

92



KAPITOLA 11. OBYCEJNE DIFERENCIALN{ ROVNICE: POCATECN{ ULOHY

1.2000 1.3000 1.4000 1.5000 1.6000 1.7000
0.4877 0.5925 0.6828 0.7550 0.8055 0.8301
Columns 19 through 21
1.8000 1.9000 2.0000
0.8241 0.7825 0.6998
- )

Vykreslime numerické feSeni pro krok i = 0.5 (které jsme uloZili do proménnych x05, y05)
a pro krok h = 0.1.

>> x01=x; yO0l=y;
>> plot (x05,y05,’b.-?,x01,y01,’g.--")
>> legend(’h=0.5’,"h=0.1")

piikazy plot str. 26, legend str. 30

T T
—&— h=0.5
h=0.1
0.8

0.6

0.2

-0.8 /

/
p // | | | | | | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

[ Ptiklad 17: Srovnejte feSeni pfedchozi tlohy s pfesnym feSenim. ]

Graficky srovndme numericka feeni s pfesnym feSenim y = x? + 2x — e* pocate¢ni tlohy.

>> plot (x05,y05,’b.-’,x01,y01,’g.--")

>> hold on

>> fplot(’x. 2+2*x-exp(x)’,[0,2],°r?)

>> legend(’h=0.5’,’h=0.1’,’presne reseni’)

piikazy plot str. 26, fplot str. 26 , legend str. 29, hold str. 30
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1 T T
—&— h=0.5
h=0.1
0.8 presne reseni

0.4 n

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

11.2. Metoda Runge-Kutta

Interval (a,b) rozdélime ekvidistantnimi uzly s krokem h

x;=a+ith i=0,1,...,n

kden = bT Pak spocitame ¢isla yo = ¢, y1, Y2, - - -, Yn, kterd aproximuji hodnoty pfesného
fesent y(xo), y(x1), y(x2), -, y(xn)
Yo = 6
Yier = Yi+ (ki + 2k +2ks + ky),

>
2
|

hf(xi/yi)
ky = hf(xi+ 2'3/1""]%)/
hf(x;+ 2/%’ ]2)/
ky = hf(x(i+1),y;+k3), i=0,1,...,n—1.

>
(O8]
I

Pi¥iklad 18: Pocate¢ni tilohu

y' =sin(x) + cos(3y), y(-1) =1

feste na intervalu (—1,4) pomoci metody Runge-Kutta s krokem 4 = 1. Srovnejte s fe-
Senim pro krok h = 0.5ah = 0.1.

& J

Zadame krajni meze intervalu (a, b), hodnotu pocate¢ni podminky c a funkci pravé strany
diferencidlni rovnice f.
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( ™
>> a=-1, b=4, c=1
a =
-1
b =
4
c =
1
>> f=0(x,y) (sin(x)+cos (3*y))
f =
@(x,y) (sin(x)+cos (3*y))
- )
anonymni funkce str. 24
Zadame velikost kroku /1 a vypocitame pocet dilti déleni n = bh;“.
4 N
>> h=1, n=(b-a)/h
h =
1
n =
5
E )

Pomoci dvojteckové konvence vypocitdme hodnoty x;.

>> x=a:h:b

dvojteckova konvence str. 12
Nyni spoc¢itdme hodnoty y;. Prvni hodnota iy = 1je zndma z poc¢ate¢ni podminky. Vypocet
yiproi = 1,...,n je ponékud slozitéjsi. Pro kazdé i je potieba ur¢it ky, ko, k3, k4 a poté
hodnotu y;. Vypocet pro y;.

ki ="h-f(x0,y0) =1-(sin(—1) +cos(3-1)) = —1.8315

ky=h-f <x0 + g,yo + k2_1) =1- (sin(—l + %) + cos(3(1 + _1?315))) = 0.4888
ks=h-f (xo + g,yo + kz—z) =1- (sin(—l + %) + cos(3(1 + 042&))) = —1.3095

ky="h-f(x1,y0+ks) =1-(sin(0) + cos(3(1 — 1.3095))) = 0.5991
1 1
y1=yo+ (ki + 2k +2ks +ka) = 1+ (18315 +2-0.4888 42 - (~1.3095) + 0.5991) =
= 0.5210

Zadame hodnotu prvni hodnotu yg a spoc¢itdme ostatni hodnoty y. Pfipomerime, Ze v MATLABu
se indexuje od 1. V kazdém kroku se pocitaji hodnoty ki, k2, k3, k4 a hodnota v, .

>> y(1)=c

y:
1
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end
y:
1.0000 0.5210
y:
1.0000 0.5210 0.8468
y:
1.0000 0.5210 0.8468 0.9223
y:
1.0000 0.5210 0.8468 0.9223 0.6741
y:
1.0000 0.5210 0.8468 0.9223 0.6741 0.3465
N

>> for i=1:n,

kli=hxf (x(i),y(i));

k2=hx*f (x(i)+h/2,y(1i)+k1/2);
k3=hx*f (x(i)+h/2,y(1)+k2/2);
kd=hx*f (x(i+1) ,y(i)+k3);
y(i+1)=y(i)+1/6*%x(k1+2*xk2+2xk3+k4) ,

>

Hodnoty numerického feSeni vypiSeme do tabulky a vykreslime graf.

piikaz for str. 35

-

>> [x;y]

ans =
-1.0000 0 1.0000 2.0000 3.0000 4.0000
1.0000 0.5210 0.8468 0.9223 0.6741 0.3465

>> plot(x,y,’.-7)

\ )

piikaz plot str. 26
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4 )\

Nalezené numerické feSeni diferencidlni rovnice je:

x| -1 0 1 2 3 4
yi| 1 05210 0.8468 09223 0.6741 0.3465

~

Piiklad 19: Porovnejte feSeni pfedchozi tlohy pro krok h = 0.5a h = 0.1.

| J

Nejprve uloZime do proménnych x1 a y1 feSeni pro krok & = 1 a smaZeme proménné x, y,
n, h.

>> x1=x; yl=y; J

>> clear x y n h

piikaz clear str. 8

Zadame velikost kroku h, vypocitame pocet dilti déleni n a hodnoty x;.

e N
>> h=0.5, n=(b-a)/h
h =
0.1000
n:
10
>> x=a:h:b;
. )

dvojte¢kova konvence str. 12

Zadéame hodnotu prvni hodnotu yg a spocitame ostatni hodnoty y.

>> y(1)=c;
>> for i=1:n,
ki=hx*f (x(i),y(i));
k2=hx*f (x(i)+h/2,y(1i)+k1/2);
k3=hx*f (x(i)+h/2,y(1)+k2/2);
kd=hx*f (x(i+1) ,y(i)+k3);
y(i+1)=y(i)+1/6*(k1+2xk2+2*xk3+k4d) ;

end
. )

pfikaz for str. 35
Hodnoty numerického feSeni vypiSeme do tabulky.

e N
>> [x;y]
ans =
Columns 1 through 6
-1.0000 -0.5000 0 0.5000 1.0000 1.5000
1.0000 0.4994 0.4793 0.5953 0.7306 0.8430
Columns 7 through 11
2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000
0.8948 0.8425 0.6923 0.5188 0.3621
\ ¥
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Nejprve uloZime do proménnych x05 a y05 feSeni pro krok & = 0.5 a smaZeme proménné.

x05=x; y0b=y;
clear x y n h

J

piikaz clear str. 8

e ~
>> h=0.1, n=(b-a)/h
h =
0.1000
n =
50
>> x=a:h:b;
>> y(1)=c;
>> for i=1:n,
ki=h*xf(x(i),y(1i));
k2=h*f(x(i)+h/2,y(i)+k1/2);
k3=hx*f (x(i)+h/2,y(i)+k2/2);
k4=hxf (x(i+1) ,y(i)+k3);
y(i+1)=y (i) +1/6*(k1+2*k2+2%xk3+k4) ;
end
>

Vykreslime numerické feseni pro h = 1,0.5,0.1.

>> x01=x; yO0l=y;

>> plot(xl,yl,’b.-’,x05,y06,’g.-?,x01,y01,"r

>> legend(’h=1’, ’h=0.5’,"h=0.1")

=)

piikazy plot str. 26, legend str. 30

T
—eo—h=1

h=0.5
—&— h=0.1
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Piikaz ode45

Matlab ma nékolik vestavénych funkci fesicich pocatecni tlohy pro diferencidlni rovnici
prvniho faddu (nebo soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fddu) metodou Runge-Kutta.
Jednou z nich je ode45. PouZijeme-li pfikaz bez vystupnich parametrti, zobrazi se graf nu-

merického feSeni.

-
>> a=-1, b=4, c=1
a =

-1
b =

4
c =

1
>> £f=0(x,y) (sin(x)+cos (3*y))
f =

@(x,y) (sin(x)+cos(3*y))
>> ode45(f,[a,b]l,c)

o

2

piikaz ode45, Matlab help

-1 -0.5 0 0.5

1 1.5 2 25 3 3.5 4

V pfipadé uvedeni vystupnich parametrii (napft. x, y) se do téchto proménnych ulozi hod-

noty numerického feSeni.

g
>> [x,yl=o0ded5(f,[a,b],c)

X =
-1.0000
-0.9726

929
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.0000

.0000

0.9504

.3616

2

piikaz ode45, Matlab help
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12.1. Dostupnost v dopravni siti

( )

Na Obréazku 12.1 vidite schematicky vyobrazenu Zelezni¢ni sit' v Moravskoslezském
kraji. Rozhodnéte, které z mést je nejlépe dostupné Zelezni¢ni dopravou. Sefad'te mésta
podle jejich dopravni dostupnosti.

Jesenik (8)

Krnov (11)

Bruntal (2)

Opava (14)

Ceska Tiebova (4) Ostrava (15)

Frydlant n. Ostravici (5

Jihlava (9)

Kojetin (10)

Bieclav (3)

Obrézek 12.1: Schéma Zelezni¢ni sité na Moravé

| J

Pro kazdé mésto definujeme index dostupnosti d; vzhledem k dané Zelezni¢ni siti, viz Ta-
bulka 12.1.

Index ‘ Meésto H Index ‘ Meésto

dq Brno d1o Kojetin

dr Bruntal din Krnov

ds Breclav dyn Nezamyslice

dy Ceska Tiebova di3 Olomouc

ds Frydlant n. Ostravici || dy4 Opava

de Hranice n. Moraveé dis Ostrava

dy Hulin die Prerov

dg Jesenik di7 Valasské Mezitici
dg Jihlava

Tabulka 12.1: Indexy dostupnosti mést

NejdtleZitéjsi ¢asti feSeni bude vhodné definovat pojem indexu dostupnosti. Stanovme si
nejprve své poZadavky na index.
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e Index je nezdporné redlné ¢islo.

e Index musi zohledriovat pocet trati, které do mésta vedou. Vétsi pocet prichozich
trati by mél znamenat rtist indexu.

e Trat' vedouci z mésta, které ma vysoky index dostupnosti, musi mit vyssi vahu nez
trat’ z mésta, které je malo dostupné.

Na&s pfistup ilustrujeme na pifikladu mésta Brna. Jeho index dostupnosti d; by mél byt
urc¢en indexy dostupnosti mést, z nichz do Brna vedou traté, tedy indexy ds (Bfeclav), d4
(Ceska Ttebova), dg (Jihlava) a dq» (Nezamyslice). Pfesnéji

ds+dy+dg+dip =k -di (Brno),

kde k je né€jaka kladnd konstanta. Role této konstanty je ryze technickd. Bylo by mozné se
bez ni obejit, ale museli bychom vhodné normovat indexy dostupnosti a postup by se tim
stal méné prehlednym.

Obdobné zapiseme podminky pro indexy dostupnosti ostatnich meést:

di1 +di3 =k-dy (Bruntal),
di +dy; =k-ds (Breclav),
di+dg+dis =k-dys (Ceska Ttebova),
di5s +di7 = k-ds (Frydlant n. Ostravici),
dis +dig +di7 = k-dg (Hranice n. Morave),
d3 +dio +dig +d17 = k-d7 (Hulin),
dy =k-dg (Jesenik),
di = k-dg9 (Jihlava),
dy +dip +dig = k-dip  (Kojetin),
dy+diy =k -di; (Krnov),
dy +dyo+diz =k-dip (Nezamyslice),
dy +dy+dip +dig =k-diz (Olomouc),
di1 +dis = k-dig  (Opava),
ds +dg +dig = k-dis (Ostrava),
d¢ +dy +dig+diz =k-dig (Prerov),
ds 4+ de+dy = k-dyy (Valasské Mezifici
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KAPITOLA 12.

v

Soustavu rovnic zapiSeme maticové jako

di7

T LT LI LT T T I s S
~e
I
T T L IR LT TS
O O OO +HA =+ O OO OO O o o o
OO O OO A A OO A OO A O OO
O O OO +H = O OO OO OO A O O
OO OO OO OO oo oo oo oo o H OO O - O
O "1 O 1 OO OO OO OO OO O
— O OO OO OO OO OO —H OO+ OO o
O = O O OO OO OO OO H OO
O O O O OO H1H OO OO HO OO
— O O O OO OO oo oo o oo oo
O OO OO OO oo o oo ooo
OO 1T OO OO OO OO OO H OO OO o
O OO O OO OO OO OO O v
O OO O OO OO OO OO O O O
— O O O O OO OO OO+ O OO
— O O O O O —+H O OO OO o o o o
OO OO OO OO OO oo oo oo o H O +H O OO
OO = 1 OO OO OO0 OO o

0000111000O0O0O0O0O0O0GO

Matici soustavy pojmenujeme jako A a vektor indext1 dostupnosti d. Soustava podminek

k tvar

ma pa

-d.

-d=k

z

Sem neni nic

v

v

vz

Nasim cilem je nalézt k > 0 a vektor d, aby byla soustava splnéna. Cislo K ov

P

jiného nez vlastni ¢islo matice A a vektor d je vlastni vektor pfislusny tomuto vlastnimu

vz

vz

¢islu. Vypocet vlastnich ¢isel a vektort provedeme pomoci néstrojit MATLABu.

Definujeme nejprve matici A.

=[

0011000010010O0O0O0O
0000O0OO0OO0O0OO1O010O0O0CO

>> A

100000100O0O0OO0OO0OOO
1000000100O0OO0O1O0O0O00O0
0000O0OO0O0OO0O0OOOOO0OOT11O01
00000O0O0OO0OOOOOOOT11 11
001 0000O0OO010O0O0O0OO011
0001000O0OO0O0OO0OO0OO0OOO0O0OGO

100000O0O0O0O0OOOOOOOO
00000O0O10O0O0OO0O1O0O0OO0OT1O
0100000O0OO0O0OO0O0OO0O10O0O0O0

1000000001 O0O01O0O0OO00O
0101000000O01O0O0OO01O
0000O0O0OO0OO0O1O0OO0O0O1O0®O
0000110000O0O0OO0O10O0O0O
0000011001001000O00O0
0000111000O0O0O0O0O0O0O

1;
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PouZijeme pfikaz eig pro vypocet vlastnich cisel a vektort.

[>> [V, D] = diag(A); J

Proménnd D odkazuje na diagondlni matici, na jejiz diagonéle se nachézi vlastni ¢isla matice
A uspofadané od nejmensiho po nejvétsi. Proménnd V odkazuje na matici, jejiz sloupce jsou
vlastnimi vektory (prvni sloupec je vlastnim vektorem piislusnym nejmensimu vlastnimu
¢isly, atd.).

Z teorie (vyuZziva se Perronova-Frobeniova véta a snadny fakt, Ze matice A je symetricka)
1ze odvodit, Ze vlastni vektor pfislusny nejvétsimu vlastnimu ¢islu mé bud’ vSechny slozky
zaporné nebo kladné. Tvrzeni si ovéfime v MATLABu. Nejvétsi vlastni ¢islo je prvek matice
D v pozici (17,17) a ptisludny vlastni vektor je 17. sloupcem matice V.

( ™
>> D(17,17) 7 Nejvetsi vlastni cislo

ans =
3.1472
>> V(:,17) % Prislusny vlastni vektor
ans =
-0.2505
-0.1257
-0.2033
-0.2071
-0.1224
-0.2573
-0.3893
-0.0658
-0.0796
-0.3534
-0.0603
-0.2985
-0.3354
-0.0639
-0.1410
-0.4243

~0.2444
N )

Pfipomerime, Ze vlastni vektor pfislusny vlastnimu &islu neni urcen jednoznaéné. Kazdy
nenulovy ndsobek zobrazeného vektoru je také vlastnim vektorem. Zobrazeny vektor proto
muZzeme vyndasobit faktorem (—1) a ziskame tak hledané kladné indexy dostupnosti. Vy-
sledky zapiSeme do Tabulky 12.2. Mésta sefazend podle indexu dostupnosti naleznete v Ta-
bulce 12.3.
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Index | Mésto Pofadi | Index | Mésto

0.2505 | Brno 1. 0.4243 | Pferov

0.1257 | Bruntal 2. 0.3893 | Hulin

0.2033 | Breclav 3. 0.3534 | Kojetin

0.2071 | Ceska Tiebova 4. 0.3354 | Olomouc

0.1224 | Frydlant n. Ostravici 5. 0.2985 | Nezamyslice
0.2573 | Hranice n. Moravé 6. 0.2573 | Hranice n. Moravé
0.3893 | Hulin 7. 0.2505 | Brno

0.0658 | Jesenik 8. 0.2444 | Valasské Mezifici
0.0796 | Jihlava 9. 0.2071 | Ceska T¥ebova
0.3534 | Kojetin 10. 0.2033 | Breclav

0.0603 | Krnov 11. 0.1410 | Ostrava

0.2985 | Nezamyslice 12. 0.1257 | Bruntal

0.3354 | Olomouc 13. 0.1224 | Frydlant n. Ostravici
0.0639 | Opava 14. 0.0796 | Jihlava

0.1410 | Ostrava 15. 0.0658 | Jesenik

0.4243 | Pierov 16. 0.0639 | Opava

0.2444 | Valasské Mezifi¢i 17. 0.0603 | Krnov

Tabulka 12.2: Spoc¢tené indexy dostupnosti Tabulka 12.3: Mésta sefazend podle indexti
mést dostupnosti

Dospéli jsme k zavéru, Ze nejdostupnéjsSim méstem v rdmci moravské Zelezni¢ni sité je
Pferov. Nejméné dostupnym meéstem je naopak Krnov.
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12.2. Znamy pamatnik Gateway Arch

( )

Piiklad 20: Zndmy pamatnik Gateway Arch je symbolem Saint Louis (stat Missouri,
USA). Pamatnik navrhl finsko-americky architekt Eero Saarinen a némecko-americky
stavebni inZenyr Hannskarl Bandel v roce 1947. Stavba zacala v roce 1963 a byla dokon-
¢ena v roce 1965, celkové ndklady byly 13 miliont dolard.

Gateway Arch ma tvar fetézovky, kterd mé stejnou $itku pii zemi a vysku, a to 630 stop.
Pamatnik Gateway Arch ma tvar fetézovky

y=—a-cosh<g>+b.

Jaky je predpis kfivky popisujici pamatnik?

Osu x umistime na zem a osa y je totoZna s osou symetrie pamatniku.

[0;630]
A
630 stop
[315; 0]
v >
A 630 stop :
Hledanou kfivkou je fetézovka
x
y = —a-cosh (E) +0. (12.1)

Pfipomerime, Ze funkce hyperbolicky kosinus je definovéna cosh(x) = ex+2e7x a jeji graf se
nazyva fetézovka.
Vzhledem k umisténi os, lezi na kiivce body [0; 630] a [315; 0], které dosadime do vztahu

(12.1) a dostaneme dveé rovnice
0
630 = —a - cosh <E) +b,

0 = —a - cosh (g> +b.

a

107



KAPITOLA 12. APLIKOVANE ULOHY

Z prvni rovnice vyjadiime b = a + 630 a dosadime do druhé rovnice
315
— a - cosh (7) +a+630=0. (12.2)
Tuto rovnici 1ze vyfeSit pomoci pfikazu fzero, metodou ptileni intervalu nebo Newtono-

vou metodou. Nejprve vykreslime graf funkce na levé strané rovnice a uré¢ime ptibliznou
polohu kofene.

>> f=0(a) (-a*xcosh(315/a)+a+630)
£ =

@(a) (-a*cosh(315/a)+a+630)
>> fplot (f,[100,400]); grid on

500

400

300

200

100

-100

-200

-300

-400

_500 I I I I I
100 150 200 250 300 350 400

a

Vidime, Ze prisecik grafu s osou x (tj. kofen rovnice) leZi mezi hodnotami 100 a 150. Na-
jdeme feSeni a pomoci piikazu fzero a dopocitdme hodnotu b.

- ~
>> a=fzero(f,150)
a =
127.7115
>> b=a+630
b =
757 .7115
N )

Resenije a = 127.7, b = 757.7 a fetézovka ma ptedpis
x

y = —127.7 - cosh (1277

) +757.7,

kde x € (—315stop; 315 stop).

108



KAPITOLA 12. APLIKOVANE ULOHY

12.3. Likvidus pro slitinu cinu a hliniku

Cisty kov krystalizuje p¥i konstantni teploté. Slitina krystalizuje p¥i riznych teplotach
v zévislosti na poméru prvkd. Pro dané sloZeni slitiny se teplota pocatku krystalizace
slitiny nazyva teplota likvidu, teplota konce krystalizace se nazyva teplota solidu. Mezi
témito teplotami existuje tavenina s krystaly.

Je déna slitina cinu s pfimeési hliniku (pfedpokladdme, Ze hliniku je ve slitiné maximdalné
40 At%). Likvidus je aproximovéan polynomem ¢tvrtého fadu. PficemZ vime, Ze cin ma
teplotu tani 168.5 °C. Ostatni koeficienty uré¢ime z naméfenych dat.

x; [ At% AIH 2.3 57 81 95 12.3 17.3 22.5 31.3
yi [ °C] ‘233.08 308.19 349.05 369 401.68 441.75 467.26 492.37

Pro jaké slozenti slitiny (s pfesnosti na dvé desetinnd mista) nastava krystalizace pfi tep-
loté 350 °C

Polynom ¢tvrtého ¥ddu ma tvar
_ 4 3 2
tH(x) = agx™ + azx” + arx” + ayx + ao,

kde x odpovidéd At% piimési hliniku ve slitiné a ¢(x) je teplota likvidu.
Teplota tani slitiny s 0 At% hliniku je 168.5, tedy plati t(0) = 168.5, po dosazeni do pfedpisu
t(x) dostaneme hodnotu koeficientu agp = 168.5, tedy

t(x) = agx* 4 a3x® + ayx2a;x + 168.5.

Koeficienty polynomu ay, a3, a5, a; najdeme metodou nejmensich ¢tverct. Hleddme mini-
mum funkce

8 8 2
¥(ag,a3,8,a1) = Y (Hx;) —yi)> =) <ﬂ4x§1 + a3x;] + axx} + a1x; +168.5 — ;%) ,
&~

i i=1

které najdeme jako feSeni soustavy rovnic

Y
Wy amm) g 1534
aﬂ]'
Ukazeme vypocet jedné z parcidlnich derivaci.
a‘P(ﬂ4, az,an, ﬂl)
=0
8a1

d i
2 <a4x§L +a3x7 + axx} + a1x; + 168.5 — yi) =0
i=1

a
Y 2 <a4x§L + a3x? + axx? + arx; + 168.5 — yi) x; =0

1
8
=1
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8
Y. <a4x? + azx} + apx? + a;x? + 168.5x; — yixl-) =0
i=1

8 8 8 8 8
ary P +asY xf4+a) ) +a ) xF =Y (y;—1685)x;
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

= 1

Obdobné spocitdme i ostatni parcidlni derivace a dostaneme soustavu linedrnich rovnic
5, s 5, 5, 6 SR
agy_xp+az) x{+ay) xP4a1 ) x; =) xi(y; —168.5),
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

8 8 8 8 8
ary xl+a3Y x4 Y x4 ) xf =Y x(y; —1685),
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

8 8 8 8 8
ary a3} xi+a Y ) +a Y 27 =Y x(y;—168.5).
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Soustavu v MATLABu vyfeSime pomoci zpétného lomitka.

s ™
>> x=[2.3 5.7 8.1 9.5 12.3 17.3 22.5 31.3 1;

>> y=[233.08 308.19 349.05 369 401.68 441.75 467.26
492 .37];
>> A=[sum(x."8) sum(x."7) sum(x."6) sum(x."5);
sum(x.~7) sum(x."6) sum(x."5) sum(x."4);
sum(x.~6) sum(x."5) sum(x."4) sum(x."3);
sum(x.~5) sum(x."4) sum(x."3) sum(x."2)]

A =
1.0e+011
9.9552 0.3287 0.0110 0.0004
0.3287 0.0110 0.0004 0.0000
0.0110 0.0004 0.0000 0.0000
0.0004 0.0000 0.0000 0.0000

>> b=[sum(x."4.*(y-168.5)); sum(x.
-168.5)); sum(x.*x(y-168.5))]

3.%x(y-168.5)); sum(x."2.x(y

b =
1.0e+008 =
4.1979
0.1548
0.0062
0.0003
>> a=A\b

a =
-0.0002
0.0250
-1.2402
30.8008

S
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Rovnice likvidu mé nésleduyjici tvar
t(x) = —0.0002x* + 0.025x> — 1.24x% 4 30.8x + 168.5.
Do rovnice pro likvidus dosadime teplotu 350
350 = —0.0002x* + 0.025x> — 1.24x* 4 30.8x + 168.5
a tuto rovnici upravime
—0.0002x* + 0.025x° — 1.24x? + 30.8x — 181.5 = 0.

Nejprve vykreslime graf na levé strané rovnice a uré¢ime piibliznou polohu kofene.

>> f=0(x) (-0.0002*%x"4+0.025%xx~3-1.24%xx"2+30.8*xx-181.5)
f —

0(x)(-0.0002*x"4+0.025*x~3-1.24*xx"2+30.8%x-181.5)
>> fplot(f,[0,40]); grid on

Vidime, Ze koren leZi mezi hodnotami 5 a 10.

200 T T T T T T T

150

100

50

teplota [°C]
o

-100

-150

_200 ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40

At % hliniku

Pomoci ptikazu fzero najdeme kofen této rovnice.

>> fzero(f,10)
ans =
8.1627

Krystalizace slitiny cinu a hliniku pfi teploté 350 °C nastava pro piimeés 8.16 At % hliniku.
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12.4. Kinetika enzymové aktivity I

( )

Michaelisova-Mentenova rovnice popisujici kinetiku enzymové aktivity ma tvar

a1x

v(x) =
(x) ay + x’

pficemz v(x) je rychlost pfemény substritu, zap#i¢inéné enzymovou katalyzou, v zévis-

losti na koncentraci substratu x. Experimentalné jsme ziskali rychlosti pro rizné koncen-

trace substratu:

x; [10~4 mol - dm 3] 2267 2703 3575 4.098 4.098 3974 4211
v; [10 8 mol - dm > -s71] [ 1.220 2451 4.897 9.780 14.688 19.576 24.483

Michaelisovu-Mentenovu rovnici nejprve linearizujte a pak pouZijte metodu nejmensich
¢tverct k nalezeni koeficientt aq, ap.

| J

Rovnici

. mXx
Car+x
muZeme pfepsat do ekvivalentniho tvaru
1 a+x
v ax
1 a1 1
o a4 x @
Definujeme-li nové proménné V := %, X = %, A= al—l aB:= %, transformuje se rovnice
na linearni rovnici
V = BX + A.

Uvedenému procesu se fika linearizace. Tabulka dat se provedenim substituci také zméni.

Xi ‘ 0441 0370 0.280 0.244 0.244 0.252 0.238
Vi ‘0.820 0.408 0.204 0.102 0.068 0.051 0.041

Nyni mtZeme pouZit metodu nejmensich ¢tverctt na modifikovanou tlohu. Budeme tedy

minimalizovat funkci
6

2
¥(A,B) =) [(Bxi + A2 VI}
i=0
Spocteme parcidlni derivace a polozime je rovny nule:

oY 6
34 _2§)(Bxi+A—w) =0,
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Po tpravé obdrzime soustavu normdlnich rovnic:

6 6
7A + (in> B=)YV,
i=0 i=0

(ix) A+ (i?@) B= ixivi,

i=0 i=0 i=0

coZ maticoveé zapsano je

7 Z?:o Xi A _ Z?:ovi
YPoXi YioX?) \B Yo XiVi)

Soustavu snadno vyfesime v MATLABu.

a R
>> [ 2.267 2.703 3.575 4.098 4.098 3.974 4.211];

X
>> v [1.220 2.451 4.897 9.780 14.688 19.576 24.483];
>> X = 1./x;
Vv
[

>> = 1./v;
>> [7 sum(X); sum(X) sum(X.~2)]\[sum(V);sum(X.*xV)]
ans =
-0.8054
3.5455
=4
To znamend, ze A = —0.8054 a B = 3.5455. Vratime-li se k ptivodnim nezndmym, dosta-
neme
_1_ 1.2416
al__Zf_'_ . ,
B
ay =~ = —4.4022.

Ziskané hodnoty ovéfime v MATLABu graficky, viz Obrazek 12.2.

T N
>> al = 1/-0.8054

>> a2 = 3.5455/-0.8054

>> f = @(x)alx*x./(a2+x);

>> x1 = 2.2:0.01:4.3;

>> hold on

>> plot(x,v,’go’,x1,f(x1),’b-")

>> legend(’zadana data’,’aproximace’)
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251

O zadanadata
aproximace

Obrazek 12.2: Porovnani dat a ziskané aproximace Michaelisovy-Mentenovy rovnice

12.5. Kinetika enzymové aktivity II

Pouzijte data z pfedchozi tlohy a metodou nejmensich ¢tvercii naleznéte hodnoty ko-
eficientti a1, ap, aniZ byste ptivodni tlohu linearizovali. Vysledky této a pfedchozi tlohy
porovnejte.

Pfipomenime, Ze nasim tikolem je nalézt nejlepsi aproximaci (ve smyslu nejmensich ¢tvercti)
dat

x; [10~4 mol - dm 3] 2267 2703 3575 4.098 4.098 3974 4211
0; [10 8 mol-dm ™3 -s71] [ 1.220 2451 4.897 9.780 14.688 19.576 24.483

funkci ve tvaru

. mx
o(x) = a + x

kde a, b jsou vhodné realné konstanty.
Budeme tedy hledat minimum funkce

¥(a,b) = i( ahl —vi)z.

i=o \A2 T %;

Nejprve spocteme parcidlni derivace funkce ¥ (a,b) podle a a b a poloZime je rovny nule:
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6 6 x2 .
_y Z ( axi l) _y Z X;0; ’
= \a2 +X; ap + X; = (ap + xl ap_ + x;
5 i ( a1x; ) —mxi Z atx? @,
Baz = \ay+ X (ap + x;)2 (ap + ;)3 (ax+x)? )"

Rovnice jesté vydélime konstantou 2 (resp. —2) a ziskdme tak soustavu dvou nelinearnich
rovnic. Funkce na levych strandch obou rovnic ozna¢ime po fadé jako fi(a1,a2) a f2(aq,a2):

6 2
alxl. X;0;
ai,dy) = — =0,
fl( 1 2) i;:)((a2+xi)2 ﬂ2+x1')
6 2,2
aTx; a1x;90;
2\a1,42) = - =

folan ) E)((aﬁxi)?’ (a2+xi)2)

K jejimu feSeni vyuZzijeme Newtonovy metody pro soustavy rovnic. K tomu tcelu potie-
bujeme spocitat Jakobiho matici funkce f(ay,a2) = (fi(a1,a2), f2(ay,a2)) ", které je defino-

véna jako
Iy | a—ai(ﬂlfﬂz) a—(ﬂlfﬂz)
f ai,az) =
ﬁ(al,ﬂz) %(ﬂl,az)
8a1 8a2
Po spocteni derivaci dostdvame
i Z —Zalxiz X;0;
= “2+x = (a2 +x)% (a2 + x;)?
Jp(ar,a2) = 6 6 2,2
Z 2a1x X;0; Z —3a1x; 201 X;0;
i—0 (a2 + xz) (a2 + xz)z i—0 (az + xi)4 (a2 + xi)3

Vypocet provedem v MATLABu. Nejprve definujeme vektory x a v, pak funkce f; a f>.
Vsimnéte si, Ze vstupni proménnou obou funkci je vektor A.

(>> x = [2.267 2.703 3.575 4.098 4.098 3.974 4.2117;
>> v = [1.220 2.451 4.897 9.780 14.688 19.576 24.483];
>> f1 = Q(A)sum(A(1D)*x.~2./(A(2)+x) .7 2-x.%xv./(A(2)+x));
>> f2 = @(A)sum(A(1) .7 2*xx.72./(A(2)+x) ."3-A(1)*x.*xv./(A(2)+x)

.72);

\

Nyni je tfeba definovat Jakobiho matici.

>> Jf @(A) [sum(x."2
3+ x.xv. /(A(2)+x)
(2)+x) .~2),
(2)+x) ."3)1;

./ (A(2)+x)
.72)
sum (-3*xA (1) ~2%x.

.72),

sum (-2*xA (1) *x
sum (2*%A (1) *xx .
~2./(A(2)+x)

~2./(A(2)+x)

2./ (A(2)+x)
."3-x.%xv./(A
CA+2%xA (1) xx . xv . /(A
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Jako pocate¢ni aproximaci zvolime vysledek pfedchozi tlohy, tj.

a; = —1.2416,
4y = —4.4022.

V MATLABu definujeme pocatecni aproximaci a spoc¢teme prvni krok Newtonovy metody.

~

>> X = [-1.2416;-4.4022];
>> Xnovy = X-inv(Jf(X))*x[f1(X);£f2(X)]
Xnovy =

-1.2411

-4 .4224

-

N

Nové ziskanou hodnotu Xnovy uloZime do X a postup zopakujeme.

f R
>> X = Xnovy;

>> Xnovy = X-inv(Jf(X))*[f1(X);£f2(X)]
Xnovy =
-1.2525

~4.4244
N )

Ptredchozi fadky budeme opakovat tak dlouho, dokud se ¢islice na vektoru Xnovy budou
ménit.
s N
>> X = Xnovy; Xnovy X-inv(Jf (X)) *[f1(X);f2(X)]

Xnovy =
-1.4524
-4.4706
>> X = Xnovy; Xnovy

X-inv(JE£ (X)) *x[£1(X);£2(X)]
Xnovy =

-1.5891

-4.5034
>> X = Xnovy; Xnovy

X-inv (JE£ (X)) *[£1(X);£2(X)]
Xnovy =

-1.6382

-4.51565
>> X = Xnovy; Xnovy

X-inv (JE (X)) *[£1(X);£2(X)]
Xnovy =

-1.6433

-4.5168
>> X = Xnovy; Xnovy

X-inv (JE(X))*[f1(X);f2(X)]
Xnovy =

-1.6433

-4.5168

-

N

Po nékolika maélo iteracich jsme dospéli k vysledku

a; = —1.6433,
a; = —4.5168,
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ktery je pomérné zna¢né odlisny od vysledku pfedchozi tlohy, kde jsme se uchylili k li-

nearizaci.

Nyni v MATLABu definujeme aproximace ziskané metodou nejmensich ¢tverct z lineari-
zované a puvodni tlohy.

4 )
>> allin = -1.2416;
>> a2lin = -4.4022;
>> flin = @(x)allin.*x./(a2lin+x);
>> al = -1.6433;
>> a2 = -4.5168;
>> f = 0(x)al.*xx./(a2+x);
\ )
Déle porovname hodnoty obou aproximaci s naméfenymi daty.
-
(>> [x; v; flin(x); (flin(x)-v)."2; f(x); (f(x)-v).~2]°
ans =
2.2670 1.2200 1.3182 0.0097 1.6559 0.1900
2.7030 2.4510 1.9751 0.2265 2.4489 0.0000
3.5750 4.8970 5.3660 0.2199 6.2378 1.7979
4.0980 9.7800 16.7261 48.2482 16.0799 39.6882
4.0980 14.6880 16.7261 4.1538 16.0799 1.9373
3.9740 19.5760 11.5229 64.8519 12.0311 56.9257
4.2110 24.4830 27.3451 8.1915 22.6290 3.4375
\ Y

Na zavér porovndme kvadratické chyby obou aproximaci.

>> sum ((f1l
ans =
125.9015
>> sum ( (£ (
ans =
103.9764

o

in(x)-v)."2)

xX)-v) . 2)

2

Linearizace tlohu do velké miry zjednodusila, ale z pfedchozich faddkti je patrné, Ze to bylo

na tkor pfesnosti. VSechny spoctené hodnoty naleznete v Tabulce 12.4.

i x v; f1lin(x;) (flin(x;) —v;)* £(x;) (£(x;) —v;)?
0]22670 1.2200 1.3182 0.0097 1.6559 0.1900
2127030 24510 1.9751 0.2265 2.4489 0.0000
3135750 4.8970 5.3660 0.2199 6.2378 1.7979
414.0980 9.7800 16.7261 48.2482 16.0799 39.6882
514.0980 14.6880 16.7261 4.1538 16.0799 1.9373

6 | 3.9740 19.5760 11.5229 64.8519 12.0311 56.9257
7142110 244830 27.3451 8.1915 22.6290 3.4375

Zi(flin(xi) - Vi)2 = 125.9015 Zi (f (Xi) - Vi)2 = 103.9764

Tabulka 12.4: Porovnani aproximaci
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12.6. Objem a povrch chladici véze

( )

Chladici véZe jsou nezbytnou soucdsti elektraren. Slouzi ke chlazeni vody, kterd se pou-
ziva pii vyrobnim procesu elektrické energie ve strojovné. Nova véZ s pfirozenym tahem
pro elektrarnu Ledvice je po chladicich véZich na jaderné elektrarné Temelin druhé nej-
vyssi v CR.

Je presné 144.80 m vysokd a jeji primér na paté bude 102.91 m a v koruné 71.23 m. Nej-
uzsi misto véze je ve vysce 111.5 m.

Chladici véZ ma tvar rotacni hyperboloidu.

Jaky je predpis kfivky, popisujici tvar véZe? Jaky je objem a povrch véze?

71.23 4
- ? [35.615;33.3]

v

144.8

v [51.455; —111.5]

102.91

Osu x umistime do nejuzsiho mista véZe a osa y je totoZnd s osou symetrie véZe. Hledanou
kfivkou je hyperbola se sttedem v pocatku soufadnic

22
Na hyperbole lezi body [35.615; 33.3] a [51.455; —111.5], které dosadime do rovnice (12.3)

a dostaneme dvé rovnice
35.6152 B 33.32 B

a2 b2 L
51.455% (—111.5)>
e

Prvni rovnici vydélime 35.615%, druhou 51.455? a vyjadiime z obou alZ

1 33 1 1 1 33.3
a2  35.6152b2  35.6152

2~ 356152 | 35615202
1 (—1115)? 1 1 (—111.5)2 1

2 514552 51455 a2 5145527 ' 51455
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Cleny alz dame do rovnosti a vyjadiime b.

1 N 3332 1 N (—111.5)?
35.6152  35.6152b2  51.4552 = 51.4552h2
51.455%b* 4 33.3% - 51.455% = 35.615%b> + (—111.5)? - 35.6157

- \/ (—111.5)2 - 35.6152 — 33.32 - 51.4552

51.455%2 — 35.6152

>> b=sqrt ((111.5°2%35.615°2-33.3"2%51.455~2) /(51.4556°2-35.615"2)
)

b =
96.4630

Dopocitame hodnotu a.

11 N 33.32
a2 356152  35.6152h2
1  b?+33.32

22~ 35615212
3561522
-\ b2 +33.32

>> a=sqrt (35.615°2%xb~2/(b~2+33.3"°2))
a:

33.6654

Reseni zaokrouhlime na dvé desetinna mista a vysledna kiivka je dana pfedpisem

2 2
x y 1

33.662 96462

kde y € (—111.5; 33.3).

Pro vypocet objemu a povrchu rota¢niho télesa je potieba uvédomit si, Ze hyperboloid
vznikne rotaci ¢asti hyperboly kolem osy y a proto explicitné vyjadiime x z pfedpisu hy-

perboly
yz
x = 33.664/1+ 96.462" (12.4)

Objem rota¢niho télesa se spocita podle vzorce

b 2 333 ) 2 .
V= = 33.66° [ 14+ —— .
7T/a e 7T/—111.5 ( + 96.462) Y

>> format long
>> f=0(y)33.66°2x(1+y~2/96.46"2)
f =
@(y) 33.66 -~ 2 x (1 +y =~ 2/ 96.46 -~ 2)
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>> V=pi*quad(f,-111.5,33.3)
vV =
696872.492333375

Pro vypocet povrchu je potieba spocitat derivaci funkce (12.4)

3366 1 2 33.66 y

2 f14 2 96467 96.46,/96.467 + 7
96.46

Povrch rota¢niho télesa se spocita podle vzorce

b
P =21 / 1+ ()2 dy =
X (x")2dy
2
33.3 2 33.66y
zzn/ 33.664/14+ |1+ .
~1115 96.462J <96.46\/96.462+y2) /

-
>> f=0(y)33.66*xsqrt(1+y~2/96.46°2) *xsqrt (1+(33.66*y/(96.46*sqrt

(96.16°2+y~2)))"~2)
f =
@(y) 33.66 * sqrt (1 + y =~ 2 / 96.46 =~ 2) * sqrt (1 + (33.66
*x y / (96.46 x sqrt (96.16 =~ 2 + y =~ 2))) =~ 2)
>> P=2%pixquad(f,-111.5,33.3)
ans =
35770.2170110041

-

S

Objem chladici véZe je 696872 m? a povrch je 35770 m2.
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12.7. Tlumené kyvadlo

-

~\

Méjme kyvadlo tvorené kouli hmotosti m = 0.3 kg zavéSenou na nehmotné ty¢i, ktera
mad délku L = 1.3 m. Koeficient tlumeni necht ma hodnotu ¢ = 0.27 N -s-m~!. Ozna¢me
jako 0(t) uhel kyvadla v &ase t (§j. thel sevieny ty¢i kyvadla s vertikdlni osou). V Case
t = 0s je kyvadlo vypusténo z polohy 6(0) = 90° s nulovou pocétetni rychlosti, .
%(0) = Orad - s~ 1. Uréete tihel kyvadla 6(t) po prvnich 15 sekundéch po vypusténi.
Popis situace naleznete na Obrazku 12.3.

Obrézek 12.3: Popis kyvadla

| J

Podle Newtonova druhého pohybového zdkona plati, Ze soucet sil ptisobicich na téleso
v urcitém smeéru je roven soucinu hmotnosti télesa a jemu v tomto sméru udélenému zrych-
leni. Pfipometime vztah, podle néhoz je rychlost pfi pohybu po kruZnici rovna sou¢inu

thlové rychlosti a délky, tj. v = % - L. Na zavéSenou kouli ptisobi nékolik sil:

2
1. Dosttediva sila: Smétuje k bodu zavésu a jeji velikost je ddna Fj,stredivg = mL (%) .
2. Tihov4 sila: Sméfuje dolt rovnobéZzné s osou x a jeji velikost je Fyjjop, = mg.

3. Tlumici sila: Psobi proti sméru pohybu a jeji velikost je Fyjypici = cL ’%‘. Velikost

tlumici sily je totiz pfimo timérnd rychlosti télesa, tj. L%, a koeficientu tlumeni c.

Sily ptisobici na kouli kyvadla jsou zndzornény na Obrdzku 12.4 a udélend zrychleni na
Obrazku 12.4. Zakreslena je situace, kdy se koule kyvadla pohybuje prvnim kvadrantem
zleva doprava, tj. 6(t) je kladné a roste s ¢asem. V jinych situacich by byl silovy diagram
obdobny.

Funkce ahlu 6(t), pfipadné ahlové rychlosti, miize nabyvat také zdpornych hodnost. Za-
porné znaménko znamend, Ze je vektor v opa¢ném sméru.
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Fiiumici

Ftihova

Obrdzek 12.5: Tetnd a normélova slozka

zrychleni
Z druhého pohybového zakona (sledujeme pouze te¢né slozky tthové a tlumici sily a také

zrychleni uvaZujeme pouze ve sméru te¢ny ke kruZnici, po niz se koule kyvadla pohybuje)
plyne, Ze

Obrazek 12.4: Silovy diagram

may = Fi,  + Fyumici, neboli
d?o de
mLﬁ = —cLa —mgsin®.
Vsimnéte si zdpornych znamének pied formulemi cL% a mg sin 0. Ta nejsnaze vysvétlime
v situaci, kdy se koule kyvadla pohybuje zleva doprava, a 6(t) tedy roste a nachazi se
napravo od osy x, tedy 6(t) > 0. Pakje 4¢ > 0
Po tpravé ekvivalentné
d0  cdf g

a2 = “mar rom

Jde o oby¢ejnou diferencidlni rovnici druhého ¥adu, kterou pfevedeme na soustavu dife-

rencidlnich rovnic prvniho fddu a vyfesime. Zavedeme-li novou zévisle proménnou v = %
v~ o , do __ d2%0 . c 1. .. e
(rychlost zavéSené koule), plati pak 7 = ;7. Diferencidlni rovnici popisujici pohyb kyva-

dla 1ze proto ekvivalentné zapsat jako soustavu diferencidlnich rovnic

de
dt
dou cdd g . v . _
T ma s 6, s pocate¢ni podminkou v(0) = 0.
Pro nalezeni feSeni pouZijeme Eulerovu metodu modifikovanou pro soustavy diferenci-
alnich rovnic prvniho fddu. Jeji myslenka je obdobna jako u obycejné Eulerovy metody.
Necht’ je ddna soustava dvou diferencidlnich rovnic prvniho fadu
d
d_z = hlxy2),

dz
a - fZ(XIyIZ)I

(12.5)
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na intervalu (a,b) s pocatetnimi podminkami y(a) = yo a z(a) = zp. Pak je Eulerova
metoda s krokem h dana rekurentnimi vztahy

Xo = 4,
Xit1 =X+ I,
Yiv1 = Yi + fi(xi, yi,zi)h,
zit1 = zi + f2(%i, Yi, zi ) h-

Vypoctet provedeme s krokem i = 0.1 na intervalu (0, 15). V MATLABu nejprve definujeme
zakladni konstanty a hodnoty ze zadédni. Funkci 6 pfitom oznacime jako th a funkci v jako
V.

> m = 0.3; ¢c =0.27; L =1.3; g = 9.81;
>> h 0.1; t(1) = 0; th(1l) = pi/2; v(1) = 0;
>> n (15-0) /h;

Dale je tfeba definovat funkce pravych stran obou diferencidlnich rovnic (12.5). Pojmenu-
jeme je po fadé jako dthdt a dvdt.

[>> dthdt = @(t,th,v) v; dvdt = @(t,th,v) - c/m*v - g/L*sin(th); l

Nyni vyuzijeme cyklu for pro aplikaci algoritmu Eulerovy metody.

4 N
>> for i = 1:n

t(i+1) = t(i) + h;
th(i+1) = th(i) + dthdt(t(i),th(i),v(i))x*h;
v(i+1) = v(i) + dvdt(t(i),th(i),v(i))*h;

end
- )

Zavérem si nechdme zobrazit hodnoty feSeni v tabulce i graficky. Graf si miizete prohléd-
nout na Obrazku 12.6.

>> [t? th’ v’]
ans =
0 1.5708 0
0.1000 1.5708 -0.7546
0.2000 1.4953 -1.4413
0.3000 1.3512 -2.0641
0.4000 1.1448 -2.6148
0.5000 0.8833 -3.0666
0.6000 0.5767 -3.3738
0.7000 0.2393 -3.4816
0.8000 -0.1089 -3.3471
0.9000 -0.4436 -2.9639
1.0000 -0.7400 -2.3732
14.0000 0.2520 0.5551
14.1000 0.3075 0.3170
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14.
14.
14.
14.
14.
14.
14.
14.
15.

2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
9000
0000

0.3392 0.
0.3452 -0.
0.3255 -0.
0.2821 -0.
0.2185 -0.
0.1396 -0.
0.0514 -0.
-0.0393 -0.
-0.1258 -0.

>> plot(t,th)
>> xlabel(’Cas [s]?)
>> ylabel (’Uhel [rad]?’)

0601
1964
4341
6364
7892
8817
9074
8645
7570

-

Uhel [rad]

-15
0

10

15

Obrazek 12.6: Graf numerické aproximace funkce 6(t)
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12.8. ParaSutista

Parasutista hmotnosti m = 75 kg vysko¢i z letadla a padd volnym padem. Piisobi na
néj aerodynamickd odporova sila velikosti Fygp0r = Co (%)2, kde y oznacuje vzdélenost,
kterou padajici parasutista urazil v ¢ase t. Urcete, jakou vzddlenost urazi za 9 s. Pfi

vypottu uvaZujte koeficient c, = 0.2028 kg - m a gravitaéni zrychleni ¢ = 8.1 m - s2.

Na parasutistu ptlisobi (proti sméru padu) odporova sila
dy\ 2
Fadpor = Co (d_z)

Fiinopa = mg.

Podle Newtonova druhého pohybového zakona plati, Ze soucet sil je roven sou¢inu hmot-

a déle tihova sila

2
nosti a zrychleni. ProtoZe zrychleni je rovno druhé derivaci funkce polohy, tj. a = %, plati
v nasSem piipadeé

dy\? dy\?
mg — Co (d_]l{> :Ftihova_Fodpor:ma:m<d_]:)-

Po vydéleni hmotnosti obdrZime rovnici

Py _ oo (dy)?
a2 ) =&\ at

s pocéate¢ni podminkou y(0) = 0.
V rovnici se vyskytuje druhd derivace, jde tedy o diferencidlni rovnici druhého fddu. Zavedeme-
li v8ak substituci z = % (nova funkce hraje roli zrychleni parasutisty), dostaneme poca-

te¢ni dlohu
dz Co o

dat ~ & m
Tu nejprve vyfesime a ndsledné integraci ziskaného feSeni z obdrZzime y.
K vyfeSeni diferencidlni rovnice pouZijeme MATLAB a Rungeovu-Kuttovu metodu ¢tvr-
tého faddu s krokem h = 0.1.
Nejprve definujeme konstanty a poc¢atecni podminky.

z(0) = 0.

> m = 75; ¢ = 0.2028; g = 8.81; h = 0.1; 7 Konstanty
>> n (9-0) /h;

>> f = @(t,z)g-c/m*z~2; 7 Funkce prave strany

>> t(1) = 0; z(1) = 0; % Pocatecni podminky

Nasledné vyuZijeme Rungeovu-Kuttovu metodu implementovanou v internim ptikazu
MATLABu ode45. VypiSeme pouze nékteré ze spoctenych hodnot.

>> [t z] = o0ded45(f,0:h:9,0);
>> [t z]

125



KAPITOLA 12. APLIKOVANE ULOHY

ans =

0 0
0.1000 0.8809
0.2000 1.7614
0.3000 2.6411
0.4000 3.5195
0.5000 4.3963
0.6000 5.2709
0.7000 6.1431
0.8000 7.0124
0.9000 7.8784
1.0000 8.7407
8.0000 48.1729
8.1000 48.4232
8.2000 48.6669
8.3000 48.9043
8.4000 49.1356
8.5000 49.3607
8.6000 49.5800
8.7000 49.7934
8.8000 50.0011
8.9000 50.2034
9.0000 50.4002

N 2

Regeni si mtiZeme nechat zobrazit také graficky, viz Obrazek 12.7.

>> plot (t,z)
>> xlabel(’Cas [s]?)
>> ylabel(’Zrychleni [m.s"2]7)

V druhé ¢asti tlohy prejdeme k feSeni ptivodniho problému, totiZ jakou vzdalenost urazi
parasSutista béhem 9 s. K tomu vyuZijeme Newtonovy-Leibnizovy formule

/Otz(t) dt = /t (;:IZ( t)dt = y(t) —y(()) — y(t)

Nasim tkolem je urcit hodnotu y(9 fo t) dt. ProtoZze neznadme ptedpis funkce z, ne-
muZeme pouzit interni funkce MATLABU quad Zname vsak hodnoty funkce z v uzlovych
bodech intervalu (0,9) s krokem h = 0.1, tj. v bodech t; = 0+ ih, kdei = 0,...,n. To
pro numericky vypocet integrdlu stac¢i. Pouzijeme sloZené Simpsonovo pravidlo, které ma
v nasem piipadé tvar

n/2 n/2—1

9 h
/Oz(t)dt 3[ to) +4Zzt21 1) +2 Z z(tai) + z(tn)

Poté vzorec pfepiSeme v MATLABu.
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60
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Zrychleni [m [BZ]
w
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|

20 n

10 -

Cas [s]

Obrazek 12.7: Graf numerické aproximace funkce z(t) = y(t)

>> I = h/3*x(z(1)+4*sum(z(2:2:n))+ 2*xsum(z(3:2:n))+z(n+1)) 7%
Pripomenme, ze v MATLABu jsou uzly indexovany od jednicky
I =
279.6779

Parasutista tedy béhem volného padu, bereme-li v tivahu aerodynamickou odporovou
silu, urazi béhem 9 s asi 270.66 m.
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12.9. Sikmy vrh v odporovém prostfedi

Délovd koule je vystfelena z véZe vysky h pod tthlem « s pocatecni rychlosti vy. Délova
koule m4 polomér r a hustotu py. Prostfedi, které ovliviiuje drdhu letu stfely je charak-
terizovano hustotou vzduchu p,. Celou situaci ilustruje obr. 12.8.

Zadané hodnoty fyzikalnich veli¢in.

elevaéni tihel a = 7t/4 rad
potateéni rychlost vy = 500 m-s~*
vyska vézZe h=10m
polomér koule r=0.05m
hustota koule px = 7800 kg-m 3

hustota vzduchu  py = 1.2kgm3
koeficient tvaru C =026
tthové zrychleni g =981 m-s 2

koule o poloméru r

Y s hustotou py
S koeficient tvaru télesa C
trﬁ&e &'OQ
° ao\o%
<3
RS & hustota vzduchu p,
I~ tthové zrychleni g
g =
4
>N
>
>
X
Obrazek 12.8: Popis tlohy
Fyzikalni formulace
Pti fyzikalni interpretaci problému budeme vychdazet ze skladani sil
Fvysledné - _Fodpor - Ftihové . (12'6)

Odpor vzduchu ptisobi silou F,,,. Ddle musime vzit v ivahu také silu tthovou F,,.. Jed-
notlivé sloZky rovnice spoc¢itdme podle nasledujich vztaht

1
PV}'Isledné =ma Fodpor - E sz) S 00 Ftihova = mg,

kde a je zrychleni, v je vektor okamZité rychlosti a v je jeho velikost. Po jejich dosazeni do
rovnice (12.6) popisujici rovnovéhu sil obdrzime rovnost

ma:—%vava—mg.
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Po tpravé dostaneme rovnici
a=—kvv—g,
kde
_ CpyS _ Cpyrr>  2Cpy

k = ==
2m 2Pk%7'f7’3 8pk1’

2 3

nebot’ v piipadé koule S = nr-am = pk‘%m’ .

Zrychleni je derivaci rychlost v case, tedy a = %. Dostavame diferencidlni rovnici

do

T —kvv—g.

Pottebujeme znét nejen okamzitou rychlost v, ale i polohu koule s. Rychlost je derivaci

polohy v case
ds

a = 0.
Tento vztah je dalsi diferencidlni rovnici, kterou budeme fesit.
Potétetni podminky jsou ddny pocatetni polohou, tj. s(0) = (0,4) a pocétetni rychlosti
v(0) = (vg cosa, vy sina).
Fyzikélni formulace Ssikmého vrhu v odporovém prostiedi tedy pfedstavuje soustavu di-
ferencialnich rovnic s poc¢ate¢nimi podminkami.

Hledame polohu koule s a jeji rychlost v : )
@,
dt 7
do oo > (12.7)
dr &
s(0) = (0,h), ©(0) = (vg cosw, vy sinw)

Matematicka formulace

Poloha a rychlost stiely zavisi na dvou slozkach a soustavu diferencidlnich rovnic (12.7)
muZeme pfevést na soustavu ¢tyf diferencidlnich rovnic 1. fadu.

PfitemZ oznatime s = (sx,sy), v = (vx,vy) aplatig = (0,8) av = /0% + v}.

)

sl = vy
v, = —kvy \/m
sy = Uy (12.8)
v, = —koy \/m -g
sx(0) =0, vx(0) =vgcosa, s,(0)=h, ©v,(0)=m0vpsina

Reseni této soustavy je poloha koule [sy(t),sy(t)] ajeji rychlost (vy(t),vy(t)) v Case t.
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Numerické feSeni

K feSeni problému pouZzijeme systém MATLAB. Sestavime program pro feSeni soustavy
diferencidlich rovnic s poc¢ate¢nimi podminkami. PouZijeme vestavénou funkci Matlabu
ode45 (Runge-Kutta 4.fddu). Pfipomerime syntaxi tohoto pfikazu: feSime-li diferencidlni
rovnici ¥ = f(x,y) s potate¢ni podminkou y(a) = c na intervalu (a,b), pak je syntaxe
nésledujici [x,yl=ode45(f, [a,b],c).

Pro feSeni naSeho problému si nejprve sestavime funkci, popisujici pravé strany soustavy.
Funkci nazveme strela a je potfeba si polozit tyto otazky:

1. Vstupem funkce je vektor neznamych X, ktery ma slozky odpovidajici sy, sy, vy, vy
a nezavisld proménna cas t. Vystupem funkce budou pravé strany soustavy (12.8),
které ozna¢ime dX.

2. VyuZzijeme moznost nadefinovat nékteré proménné jako globdlni, pak jejich hodnota
bude zndma i uvnitf jednotlivych funkci. Posta¢i v hlavnim okné a jednotlivych funk-
cich pouZit ptikaz global a jména proménnych, které maji byt globélni. K vypoctu
pravych stran budeme potfebovat konstanty g, k.

( R

function [dX]=strela(t,X);
hspocita prave strany soustavy
global g k

hprejmenujeme si promenne
sx=X(1);
vx=X(2) ;
sy=X(3);
vy=X(4);

hprave strany soustavy
dX(1,1)=vx;

dX(2,1)=-k*sqrt (vx~2+vy~2) *vx;
dX (3,1)=vy;

dX(4,1)=-k*sqrt (vx"2+vy~2) *vy-g;

Nejprve nastavime hodnoty parametra tlohy.

>> global g k

>> alfa=pi/4; v0=500; h=10; roK=7800;
>> r=0.05; ¢=0.26; roV=1.2; g=9.81;
>> k=(3xc*xroV)/(8*xroKx*r) ;

StéZejni otdzkou je, na jakém intervalu hleddme feSeni soustavy. Tedy jaky je ¢as dopadu.
Zatim pouZijeme odhad z pfikladu bez odporu vzduchu

1 . .
todhad = §(vo sina + \/vg sin®a — 2gh).
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[>> todhad=1/g*(vO*sin(alfa)+ sqrt(v0~2xsin(alfa) "2-2%hx*g)); l

Spocitdme pocatecni podminky (12.8).

>> pp=[0,v0*cos(alfa),h,v0*sin(alfa)]

PP =
0 353.5534 10.0000 353.5534

Najdeme feSeni soustavy differencidlnich rovnic (12.8). Vystupem piikazu ode45 je vektor
cas a matice reseni, jejiz prvni sloupec je hodnota s, a tfetim sloupcem je hodnota s,,.

<
(>> [cas,reseni]=ode45(@strela ,[0,todhad],pp)
cas =
0
0.0000
0.0000
35.2071
37.0084
38.8097
40.6110
42 .4123
44 .2136
71.6425
71.8472
72.0519
reseni =
1.0e+003 =
0 0.3536 0.0100 0.3536
0.0000 0.3536 0.0100 0.3536
0.0000 0.3536 0.0100 0.3536
4.6379 0.0590 0.7439 -0.1297
4.7402 0.0546 0.5036 -0.1369
4.8346 0.0503 0.2512 -0.1433
4.9216 0.0463 -0.0120 -0.1488
5.0015 0.0425 -0.2844 -0.1536
5.0749 0.0390 -0.5648 -0.1577
5.6493 0.0093 -5.2995 -0.1792
5.6512 0.0092 -5.3362 -0.1793
5.6531 0.0091 -5.3729 -0.1793
\ )

Drahu sttely zobrazime do grafu (viz obr. 12.9'). Vidime, Ze skutec¢ny ¢as dopadu je mensi
nez je odhad, ktery jsme pouzili.
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>>
>>
>>
>>

sx=reseni (:,1);
sy=reseni (:,3);
plot (sx,sy)

grid on

S

vyska

3000

2000

1000

> —-1000

-2000

-3000

-4000

-5000

-6000
0

1000

|
2000 3000 4000
vzdalenost S,

Obrézek 12.9: Dréha stiely.
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12.10. Vzdalenost dopadu u sikmého vrhu v odporovém pro-

stredi
Jaka bude vzdalenost a ¢as dopadu u pfedchozi tlohy?
P p y
koule o poloméru r
4 s hustotou py
s koeficient tvaru télesa C
1 &GC’
<5tj) 59&13Q
a0
9
RS & hustota vzduchu p,
g tithové zrychleni ¢
Q=
Ry,
>N
S
> |
| X

vzdaélenost dopadu x4

V pfedchozim prikladé jsem ukézali, Ze drdha stfely je feSenim soustavy diferencidlnich
rovnic (12.8). Pro vypocet vzdalenosti dopadu je potfeba znat ¢as dopadu. Na obrazku
12.10 je zobrazena vyska sttely s, (t) v zavisloti na Case t.

3000

2000

1000

> -1000

S

vyska

-2000

-3000

-4000

-5000

_6000 I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80

cast

Obrazek 12.10: Draha stfely a jeji vyska v case.

Vidime, Ze ¢as dopadu bude feSeni rovnice s, (t) = 0.
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Hledame t € (0, togpad) :
s,(t) =0, (12.9)
kde s, (t) je feSenim (12.8).

K nalezeni feSeni této nelinedrni rovnice pouZzijeme bud’ vestavénou funkci Matlabu fzero
nebo vlastni implementaci numerické metody na feSeni rovnice, napt. metodu ptileni in-
tervalu.

Vsimnéme si, Ze funkce s, () nema explicitni vyjadfeni. Umime pouze spocitat jeji hodnotu
v Case t, a to tak, Ze hodnotu t zvolime jako horni mez intervalu, na kterém feSeni soustavu
diferenciédlnich rovnic.

Sestrojime funkci, kterd spocita vysku v case t. Pfipomefime, Ze vyska sttely s, je tfeti
slozka feSeni soustavy diferencidlnich rovnic.

Pro vypocet je potfeba mit i funkce strela z pfedchoziho piikladu.

function [syl=vyska(t)
hfunkce pocita vysku strely v case t
global g h k v0 alfa

hpocatecni podminky
pp=[0,v0O*xcos(alfa) ,h,v0*sin(alfa)l;

Y%resime soustavu diferencialnich r. (od 0 do t)
[cas,reseni]=ode45(@strela, [0,t],pp);

hreseni je ve tvaru sx,vx,sSy,Vy
hvyska sy je treti slozka reseni
sy=reseni (end,3) ;

,
\

Nejprve nastavime hodnoty parametrt tlohy.

>> global g h k v0O alfa

>> alfa=pi/4; v0=500; h=10; roK=7800;
>> r=0.05; ¢=0.26; roV=1.2; g=9.81;
>> k=(3xcxroV)/(8*xroKx*r);

Y

A najdeme kofen pomoci funkce fzero, jako pocate¢ni aproximaci pouZzijeme odhad t,4p,,4.

>> [t_dopadl=fzero(@vyska, todhad)
t_dopad =
40.5276

N

{>> todhad=1/g*(vO*sin(alfa)+ sqrt(v0~2*sin(alfa) ~2-2%hx*xg));

A najdeme feSeni soustavy diferencidlnich rovnic na intervalu (0, tjopaq)

>> pp=[0,v0O*cos(alfa),h,vOxsin(alfa)l;
>> [cas,reseni]=ode45(@strela, [0,t_dopadl,pp);

_
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>> sx_dopad=reseni(end,1)
sx_dopad

4.9172e+003

sy_dopad

>> sy_dopad=reseni (end,3)

-5.6843e-013

S

Stfela dopadne na zem po 40.5 sekundéach do vzdalenosti 4917 metri.
Drahu stiely zobrazime do grafu (viz obr. 12.11).

>>
>>
>>
>>

sx=reseni(:,1);

sy=reseni (:,3);
plot (sx,sy)
grid on

vyska s

2500

2000

1500

1000

500

-500 .

| | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
cast

Obrazek 12.11: Draha s ¢asem dopadu
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